Der Satz von Stokes

Wir Ubertragen nun den Fundamentalsatz von Ketten im R" auf n-dimen-
sionale orientierte Mannigfaltigkeiten M mit Rand, die in einem beliebigen eukli-
dischen Raum eingebettet sind. Der Fundamentalsatz erhélt dann die Form

1 1

dw = w
M oM

und wird als allgemeiner Satz von Stokes bezeichnet.

FUr 3- und 2-dimensionale berandete Mannigfaltigkeiten enthalt dieser den
Satz von Gauss — auch Divergenzsatz genannt — und den klassischen Satz von
Stokes als Spezialfalle, welche wir abschlieBend mithilfe der klassischen Linien-,
Flachen- und Volumenelemente formulieren. In diesem Zusammenhang treten
auch die Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes auf. Diese Bezeichnungen

erhalten hier ihre Berechtigung.

Abb 1

Satz von Stokes
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23 — Der Satz von Stokes

23.1
Mannigfaltigkeiten

Bisher betrachteten wir gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeiten. Demnach
ist eine nichtleere Teilmenge M des R™ ™M eine f-definierte Mannigfaltigkeit der
Dimension n, wenn es eine stetig di Cerknzierbare Abbildung f: R"™™ O R™
mit reguldrem Wert O gibt, so dass

M = £71(0).

Kurz, M ist die Niveaumenge eines reguldren Wertes einer glatten Funktion.
Wir verallgemeinern dieses Konzept nun dahingehend, dass wir dies von

einer Mannigfaltigkeit nur noch lokal um jedem Punkt fordern. Dabei stehe im

Folgenden di [erknzierbar der Einfachheit halber fir unendlich oft di Cerenzierbar.

Definition Eine nichtleere Teilmenge M des R™™ heif3t n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit oder kurz n-Mannigfaltigkeit, wenn zu jedem Punkt p [CMl eine
Umgebung W [CRIM™™ und eine di Cerknzierbare Abbildung f: W - R™ mit
regularem Wert O existiert, so dass

MAW=Ff10). [

Aufgrund des Niveauflachensatzes 1917 ist dies, lokal um jeden Punkt, aqui-
valent zur Existenz einer di [Cerknzierbaren Abbildung ¢: R™ & R™, so dass

MW =T (p)

der Graph von ¢ ist. FUr das praktische Arbeiten mit Mannigfaltigkeiten ist
allerdings folgende Charakterisierung nutzlicher.

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R™*™M ist eine Nn-Mannigfaltigkeit genau
dann, wenn es zu jedem Punkt p M eine Umgebung W [CRI™™ und einen
Di Ledmorphismus h: W - R™™ gibt, so dass

h(M AnW) CRI'<0™. [
Man sagt, der Di Ledmorphismus h trivialisert die Mannigfaltigkeit um p.
I [——Nach Umordnung der Koordinaten kdnnen wir annehmen, dass
p = (ug, Vo) [UIxV =W [RI'<xR™, MnW =T (@)
mit einer di Lerknzierbaren Abbildung @: U - V mit @(up) = vp. Setzen wir
h: UxV o R"<R™  (u,v) X y)=(uVv—-e)),

so ist h injektiv und die Jacobimatrix Dh in jedem Punkt regulér. Also ist h
ein Di Ledmorphismus von W auf eine o [ede Teilmenge in R™ x R™ mit der

23.2 04.02.2019 — 15:17



Mannigfaltigkeiten — 23.1

Abb 2 Ein- und zweidimensionale Mannigfaltigkeiten

Rl

<
}g

Eigenschaft, dass

1 (I
h(M nW)= h(u,v): (u,v) CLT{P)

1 ]
(x,2y):x [ y=0 L[R'"x0™

[¥ei W eine Umgebung von p und h: W - Q ein solcher Di Cedmor-
phismus. Setzen wir

f=0Mn+1,...hpem) - W - R™,

so ist ¥ di[erknzierbar und f(M n W) = 0™. AuBerdem ist 0™ ein reguléarer
Wert, da der Rang von Dh in allen Punkten maximal ist. [

Eine Mannigfaltigkeit l&sst sich auch durch die Existenz lokaler Koordinaten
wie folgt charakterisieren.

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R™™ ist eine Nn-Mannigfaltigkeit genau
dann, wenn es zu jedem Punkt p Ml eine Umgebung W [CRI"™™ ein Gebiet
U [CRI und eine di [erknzierbare Abbildung ¢: U - R™™ mit folgenden
Eigenschaften gibt:

(k-1) ¢ ist injektiv mit rang D¢ = n,
(k-2) pU)=MnW,
(k-3) d71: p(U) - U ist stetig.

631

Eine solche Abbildung ¢ heilit lokales Koordinatensystem oder Karteum p. [
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Abb 3 Ein- und zweidimensionales Koordinatensystem

[ Ist M eine n-Mannigfaltigkeit, so existiert um jeden Punkt p M eine
Umgebung W CRI™™ und eine di Cerknzierbare Abbildung ¢: R" [Ul- R™,
so dass M nW =T (¢). Dann ist

d: U -R™ P(x) = (X, @(X))

o Lensichtlich ein Koordinatensystem um p.

Sei nun umgekehrt W eine Umgebung von p und ¢é: U - R"™™M eine
Abbildung mit den Eigenschaften (k-1)-(k-3). Wir kénnen dann die Koordinaten in
R™™ so umordnen, dass die Jacobimatrix von

X = ($1,..,Pn)

im Punkt a = ¢ ~1(p) regular ist. Verkleinern wir nétigenfalls U, so erhalten wir
einen Di Leamorphismus x: U - U,

F=poxt: 0-w
ist die Identitat in den ersten n Koordinaten, und es gilt
&) =&@0) =T (9),

wenn ¢ aus den letzten m Koordianten von @ besteht.

Aullerdem existiert eine Umgebung W von p,sodass N(@) = M nW.
Denn andernfalls gabe es eine Folge (pk) von Punkten auf M mit px - p und
¢ 1(px) . Dann aber ist ¢~ im Punkt p nicht stetig, im Widerspruch zu
Annahme (k-3). Also ist M eine n-Mannigfaltigkeit. I
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Abb 4 Keine Mannigfaltigkeit

joN 1

Bemerkung Bedingung (k-3) ist erforderlich, um Gebilde wie in Abbildung 4
als Mannigfaltigkeit auszuschlieRen. Jede Umgebung W von p enthalt auch
Punkte auf den gestrichelten Ende von M, die gegen p konvergieren. Entlang
dieser Folge konvergiert ¢! jedoch nicht gegen ¢~1(p), ist also unstetig. [

[ Beispiele fur Mannigfaltigkeiten a. Jede gleichungsdefinierte Mannigfal-
tigkeit im Sinne von Abschnitt 19.3 ist auch eine Mannigfaltigkeit in diesem Sinne.
Die dortigen Beispiele sind also auch hier gultig.

b. Insbesondere ist jede 1-Punkt-Menge eine 0-Mannigfaltigkeit.

c. Jede o [ede Teilmenge des R" ist eine Nn-Mannigfaltigkeit. Als n-dimen-
sionales Koordinatensystem um jeden Punkt gentgt die Identitatsabbildung.

d. Die Oberflache eines 2-Torus ist eine kompakte 2-Mannigfaltigkeit. [Tl

Wir halten noch fest, dass der Wechsel zwischen zwei Koordinatensystemen
einen Di Ledmorphismus definiert ist, wenn sich ihre Kartengebiete Uberlappen.

Lemma Sei M eine n-Mannigfaltigkeit im R"*™. Sind
$a: Ug - RTM, a=1,2,
zwei Uberlappende Koordinatensysteme von M, also die Mengen
Va = gt (d1(U) n d2(Uz)),  a=1,2,
nicht leer, so sind die beiden Koordinatenwechsel
$rtodr: Vi- Vo, ditedr: Vo - Vi,
n-dimensionale Di Ledmorphismen. [ 1
I Mit den Bezeichnungen des vorangehenden Beweises ist
b3 = 1 = Tl = hy o by = T = Pz = Wr Lo,
wobei 11, die Projektion auf die ersten n Koordinaten bezeichnet. Es ist dann

detD(¢; " = d1)(a1) # 0.

633
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Abb 5 Koordinatenwechsel

(OF] i : Uq
vy
(oY lsh
b2 Uz v

Somit ist ¢‘2_1 > ¢, ein lokaler Di Cedmorphismus um a; . — Aus Symmetriegrin-
den gilt Entsprechendes auch fur ¢;1 o ¢, . [

= Mannigfaltigkeiten mit Rand

Jeder Punkt einer n-Mannigfaltigkeit M ist umgeben von einem n-dimen-
sionalen Kartengebiet. In diesem Sinne ist jeder Punkt von M ein innerer Punkt
von M und kein Randpunkt. Fir den Satz von Stokes benétigen wir aber auch
Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Das euklidische Modell hierfiir ist der abgeschlossene Halbraum

H" (Ix [RI': x, [O}.

Jeder Punkt x in H™ mit X, > O ist ein innerer Punkt von H", und der Rand
dieses Halbraums ist die Hyperebene

OH" ={x [RI' : x, =0} =R x 0.

So ist H! das abgeschlossene Intervall [0,o0), und H? die obere abgeschlossene
Halbebene.

Abb 6 Eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand

Hl
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Abb 7 Zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand

AN _ai

Definition Eine nichtleere Teilmenge M des R™™ heifl3t n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit mit Rand oder kurz berandete n-Mannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem Punkt p Ml eine Umgebung W [CRI™™ und einen Di [edmorphismus
h: W - R"™M gibt, so dass entweder

h(M nwW) CRIx0™ 0]
oder
h(M nW) CH=<0™, h(p) CaH" < 0™, ()

Der Rand dM von M besteht aus allen Punkten in M mit Eigenschaft (). [ 1

Man beachte, dass beide Bedingungen nicht gleichzeitig erfullt sein kénnen.
Denn gabe es um ein und denselben Punkt p Di ledmorphismen h, und hs mit
den jeweiligen Eigenschaften, so ware hg - h;! ein Di Ledmorphismus, der eine
o [ede Umgebung von h,(p) auf eine nicht-o Lede Umgebung von hs(p) abbildet
was nicht moglich ist.

1

[I&a. Jede Mannigfaltigkeit ist auch eine Mannigfaltigkeit mit Rand, ihr Rand
ist in diesem Fall leer.
b. Jede abgeschlossene n-dimensionale Kugel im R" ist eine kompakte
berandete n-Mannigfaltigkeit, ihr Rand ist eine n — 1-dimensionale Sphére.
c. Ein Volltorus ist eine kompakte berandete 3-Mannigfaltigkeit, sein Rand
ist ein >hohler< 2-dimensionaler Torus. [l

Achtung Der Mannigfaltigkeiten-Rand ist nicht zu verwechseln mit dem
topologischen Rand 104 . Ist zum Beispiel D eine abgeschlossene Kreisscheibe
im R3, so ist ihr Mannigfaltigkeiten-Rand eine Kreiskurve, aber ihr topologischer
Rand istganz D. [

23.7
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23.2
Vektorfelder, Formen und Orientierung

Ausgehend von der Beschreibung einer Mannigfaltigkeit durch lokale Koor-
dinaten definieren wir nun Konstrukte wie TangentialrAume, Di Lerenzialformen
und Orientierungen auf Mannigfaltigkeiten.

= Tangentialbtindel und Vektorfelder
Sei M eine n-Mannigfaltigkeit im R™*™ und
¢: R" [U- W [RMM

ein lokales Koordinatensystem um einen Punkt p M. Der Tangentialraum im
Punkt a = ¢ ~1(p) ist der Raum R" selbst, den wir uns mit seinem Nullpunkt
an den Punkt a angeheftet vorstellen. Die Tangentialabbildung ¢ —f Dkp bildet
diesen in einen Unterraum des R™™ ab, den wir uns mit seinem Nullpunkt am
Punkt p angeheftet vorstellen. Diese Abbildung

b TaR™ - TpR™™, v [Dp(a)v

ist injektiv, da D¢ maximalen Rang hat.

Das Bild ¢ (TaR") ist also ein n-dimensionaler Unterraum von T,R™*™.
Dieser Raum hangt nicht von der Wahl der Koordinaten ab. Ist &: U - W ein
weiteres Koordinatensystem um p, so ist

X=@ tedp: RTOR"
ein lokaler Di Ledmorphismus um a 3. Damit ist
d=P-x, b= Praxmem

Da x —gden Raum T;R" isomorph auf den Raum TzR"™ mit & = x(a) abbildet,
folgt

¢ (TaR") = $ (FaR").

Abb 8 Tangentialraume

TaR ToM

23.8



Vektorfelder, Formen und Orientierung — 23.2

Somit hangt dieser Raum nicht vom Koordinatensystem ab, und folgende Defini-
tion ist gerechtfertigt.

Definition Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Ist @ : U - W ein Koordinatensystem
um p = ¢(a) M, so heilt
TpoM CP(TaR™)
der Tangentialraum von M an der Stelle p. Die Vereinigung
1
™ O TpM
p M1

aller dieser Tangentialrdume heif3t das Tangentialbtindel von M. [

Fur gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeiten stimmt diese Definition mit der
friheren 1923 Uberein.

Definition Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung
F: M5 TM
mit der Eigenschaft, dass F(p) CT}M furalle p CM. [

Ein Vektorfeld F: M - TM ordnet also jedem Punkt p [CM einen Vektor
im daruberliegenden Tangentialraum TpM zu. Ist

m: TM - M, Tp,M [l

die kanonische Projektion des Tangentialblindels auf den FuBpunkt eines jeden
Tangentialraumes, so gilt also

T[°F:id|\/|.

Abbildungen dieser Art werden als Schnitte in einem Bundel iber M bezeichnet.
Ein Vektorfeld F auf M ist nicht notwendigerweise auf einer Umgebung
von M erklart. Somit ist a priori nicht klar, wann F di Lerenzierbar heif3en soll.

Dazu greifen wir auf lokale Koordinatensysteme zuruck. — In jedem lokalen
Koordinatensystem ¢ : U - W existiert ein eindeutiges Vektorfeld G auf U mit
Fedp=Ddo¢-G.

Fur dieses Vektorfeld schreibt man auch

d"FDp™F-p: U-TU

und nennt es das auf U zuruckgeholte Vektorfeld. Wir definieren dann ein Vektor-
feld auf M als di [erknzierbar, wenn es zu jedem Punkt ein Koordinatensystem
gibt, in dem das zuriickgeholte Vektorfeld im tblichen Sinne di Cerknzierbar ist.

23.9
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638 23 — Der Satz von Stokes

Da der Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystemen di Cerenzierbar
ist, hangt diese Definition nicht von deren Wahl ab.

s DiLlCerknzialformen

Fassen wir den Tangentialraum TpM als Unterraum von TpR™™ auf, so ist
der Raum /\'SM der alternierenden k-Formen im Punkt p nichts anderes als die
Einschrankung dieser k-Formen auf TpM. Das Blindel aller dieser Raume ist

1
AM 1 ARM.
p M1

Eine Di [erknzialform vom Grad k oder kurz k-Form auf einer Mannigfaltig-

keit M ist dann eine Abbildung

w: M - AM

mit der Eigenschaft, dass 11 - w0 = idy . Diese kdnnen wir darstellen als
1
w = (S TERNTH dxlll I:—Imllk-
1 k. . <px [AFm
wobei die Komponentenfunktionen im Allgemeinen nur auf M erklart sind. Di [e-1
renzierbarkeit und &uf3ere Ableitung mussen wir daher wieder durch Rickgri 1
auf lokale Koordinaten erklaren.

So heil3t w di Cerknzierbar, wenn es zu jedem Punkt ein Koordinatensystem
gibt, in dem die zuruickgeholte Form im Ublichen Sinne di Cerenzierbar ist. Da
der Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystemen di Cerknzierbar ist,
héangt diese Definition nicht von deren Wahl ab. Etwas mehr Sorgfalt erfordert
die Definition der dufReren Ableitung.

5 Satz und Definition Zu jeder di Cerknzierbaren k-Form w auf einer Mannigfal-
tigkeit M existiert genau eine k + 1-Form dw auf M, so dass

¢ "(dw) = d(d ")

in jedem Koordinatensystem ¢ auf M. Diese Form heil3t die aulere Ableitung
von w. [ 1]

I Wir definieren dw durch seine Wirkung auf k + 1 Tangentialvektoren
W1, .., Wk+1 D:EM
In einem Koordinatensystem ¢ um p = ¢d(a) gehen diese uUber in die Vektoren

vy =o¢"w, CTAR", 1 CHICKH1.

23.10



Vektorfelder, Formen und Orientierung — 23.2 639

Abb 9

Zwei Kartengebiete
mit Orientierung

Existierte das auBBere Di Lerknzial dw in der Ublichen Weise, so ware nun 2212

dw(Wwi, ..,Wk+1) = dw(Pp v, .., O rvk+1)
= (¢ "dto) (v, .., Vir1)
=d(¢"DB)(v1, .., Vk+1).

Der letzte Ausdruck existiert aber in jedem Fall, wenn wir w als di Cerknzierbar
voraussetzen. Wir definieren also die k + 1-form dw durch

dow(wy, .., Wi+1) Cdi{d "&B)(p "W, .., d "wherr).

In der Ublichen Weise zeigt man, dass dies nicht von der Wahl des Koordinaten-
systems abhéngt. [N

= Orientierung

Far die Integrationstheorie und den Satz von Stokes missen wir Mannigfal-

tigkeiten noch mit einer Orientierung versehen. Dazu tre [ed wir folgende

Vereinbarung Der euklidische Raum R" sei mit der Orientierung der Standard-

basis [e1, ..,en] sowie dem Standardskalarprodukt Dv,w [Wersehen. [

Einem einzelnen Punkt p einer Mannigfaltigkeit M ordnen wir eine Orien-

tierung zu, indem wir den Tangentialraum T,M mit einer Orientierung

[@) LR, .., vl (P)

versehen, also eine angeordnete Basis (V1,..,Vvn) von TpM auswéhlen. Natirlich
ist es nicht sinnvoll, dabei v6llig willkurlich vorzugehen. Vielmehr sollte die Wahl
dieser Orientierungen in einer konsistenten Weise erfolgen.

Innerhalb eines Koordinatensystems ¢ ist dies kein Problem. Hier nennen

wir eine Wahl von Orientierungen konsistent, wenn auf dem gesamten Kartenge-
biet entweder [ [ er,..,Pren] oder [ — [P ea, .., Pren] gilt — also alle

23.11
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Abb 10

Das Mébiusband

Orientierungen entweder mit der Standardorientierung des R" Ubereinstimmen
oder entgegengesetzt sind.

Eine solche konsistente Wahl konnen wir immer erreichen, indem wir [Cauf
dem Kartengebiet auf eine dieser beiden Weisen einfach festlegen. Haben wir aber
eine solche Wahl getro [en, so pflanzt sie sich Uber Uberlappende Koordinatensy-
steme hinweg auf ganz M fort. Und dies kann zu Konflikten fuhren.

[ Das Mobiusband entsteht, indem man die Enden eines Papierstreifen nach
einer halben Drehung zusammenklebt. Beide Seiten des Papierbandes bilden
dann eine einzige Flache. Diese ist nicht orientierbar. Denn wahlen wir in einem
beliebigen Punkt p eine Orientierung, so fuhrt deren stetige Fortsetzung nach
einem Umlauf um das Band zur entgegengesetzten Orientierung in p. Eine Gberall
konsistente Wahl von Orientierungen ist daher nicht moéglich. [11]

Definition Eine Mannigfaltigkeit M heif3t orientierbar, wenn jedem Punkt eine
Orientierung so zugeordnet werden kann, dass sie in jedem lokalen Koordi-
natensystem konsistent ist. Eine Mannigfaltigkeit mit einer solchen Wahl heif3t
orientierte Mannigfaltigkeit. [

[L_Rine gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeit M = £~1(0) ist orientierbar. Denn
die Gradienten der Komponentenfunktionen,

n= f) 1 CKICM,

bilden eine stetige Familie von Normalenvektoren an M und fixieren damit
eine konsistente Orientierung [Ni,..,Nm] des Normalenbiindels T LM . Dies
induziert eine konsistente Orientierung [Vi, .., vnh] des Tangentialbundels, indem
wir fordern, dass

[Vi,..,Vn, N1, ..,Nnm] =[e1,..,€n+m]. L1

23.12
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Abb 11

Tangentialraum und
auRere Normale an
einem Randpunkt

TpoM

Df\n‘

= Mannigfaltigkeiten mit Rand

Unsere Definitionen von Tangentialraum, Vektorfeldern und Di Lerknzialfor-
men Ubertragen sich ohne groRe Miihe auf Mannigfaltigkeiten mit Rand. Bei der
Orientierung ergibt sich dabei ein zuséatzlicher Aspekt.

Sei M eine n-Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist M eine Mannigfaltigkeit
der Dimension n — 1, denn in jedem Koordinatensystem um einen Randpunkt p
von M ist er das Bild eines Teils von 0H". Fur die Tangentialraume gilt daher

Tp(dM) CT3M.

Genauer ist Tp(dM) ein linearer Unterraum von TpM der Kodimension 1. Somit
ist Tp'@M) N TpM ein eindimensionaler Unterraum, und es existieren genau zwei
normierte Tangentialvektoren, die senkrecht auf der Randmannigfaltigkeit stehen.
Von diesen zeigt genau einer nach auflen. In einem Koordinatensystem ¢ um den
Randpunkt p ist dies gleichbedeutend damit, dass die letzte Komponente des
zuriickgeholten Normalenvektors ¢ "n{(p) negativ ist. Diese Charakterisierung
ist koordinatenunabhangig, denn jedes Koordinatensystem um einen Randpunkt
bildet sowohl 0H" als auch H" in sich ab.

Satz und Definition Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, so existiert in jedem
Randpunkt p von M ein eindeutiger auswarts gerichteter Normaleneinheits-
vektor n(p), kurz aulzere Normale genannt. [ 1

Mithilfe der auReren Normalen kénnen wir auf einer orientierten Mannigfal-
tigkeit mit Rand eine eindeutige induzierte Orientierung des Randes erkléaren.

Satz und Definition Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist auch der Rand dM eine orientierte Mannigfaltigkeit, und die induzierte
Orientierung 0 [Cin Punkt p [CdM ist gegeben durch

(@ D) =[v1,..,Vh-1]

23.13
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Abb 12

Induzierte 0
Orientierung des Randes

mit denjenigen Basen (Vvy,..,Vn-1) von TpdM, fir die

[Nvi, .., va-1]l () = O@@). [

I Damit diese Festlegung sinnvoll ist, missen wir zeigen, dass verschie-
dene Basen von TpdM mit dieser Eigenschaft gleichorientiert sind. Seien also
(V1,..,Vn-1) und (ws,..,Wn-1) zZwei Basen von TpdM mit

[n,vi,..,.vao1l = [N, w1, .., Wn_1].

Ein Basiswechsel zwischen diesen beiden Basen ist eine lineare Transformation

T mit detT >0 und Tn =n. Also hat T die Blockmatrixdarstellung

L1 [ 1
1 1

0 A
mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix A. Also ist auch det A > 0 und somit
[Vi,..,Vn-1] = [w1,..,Wn—1]. D

Bemerkung Die Bedingung an den Vektor n ist so gewéhlt, dass der Rand
einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit in der Ebene positiv, und die Oberflache
einer Kugel, von aufRen gesehen, wie die euklidische Ebene orientiert ist opp13. [

Abb 13

Induzierte Orientierung
des Randes einer Flache
und des Volltorus q /

23.14
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23.3
Der Satz von Stokes

Wir betrachten nun das Integral einer n-Form w Uber eine n-Mannigfaltig-
keit M. Dabei betrachten wir zuerst den Fall, dass der Trager von w ganz in
einem n-Wirfel ¢ enthalten ist, der sich durch Einschrankung eines Koordina-
tensystem ¢ auf den Standardwiurfel ergibt, also durch

c=¢ITEn

gegeben ist. Dies ist keine wesentliche Einschrénkung, da sich jedes Koordi-
natensystem durch Verschieben und Strecken der Koordinaten in ein Koordi-
natensystem ¢: U - W mit U 17 Uberfuhren lasst. Ist M orientierbar, so
heil3t ¢ orientierungserhaltend, wenn es ¢ ist. Nur solche Wurfel wollen wir im

Folgenden betrachten und definieren hierfir
1 1 1 1

wldw= cd= ¢
c n |n

M |

Dieses Integral hangt nicht vom Koordinatensystem ab.

Lemma Sei w eine n-Form auf der orientierten n-Mannigfaltigkeit M. Sind ¢4
und c, zwei orientierungserhaltende n-Wirfel in M und

suppw Ccd(1™) nc2(1),

so gilt
1 1
w = w I ]
C1 C2

D Sei Vg4 = c5t(supp w) fir a =1,2. Dann ist

X @10(:12 Vi - V>

ein Di [edmorphismus 3 mit ¢c; = ¢z = X, und es gilt
[ 1 1 [
w= cfd= cd= xtd
n 1 Vi

C1 I \%

Hierbei ist cz% = fdx; [C1[dXk, mit einer Funktion ¥ auf V., und 2210
X H(F dx; C1CdX,) = (F e X)(detDX) dx; C1CdX,.
Da der Koordinatenwechsel X die Orientierung erhalt, gilt

detDx = |detDx| > 0.

23.15
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Abb 14 Trager von w in zwei Kartengebieten

S

— 1
X=C °C1

: o)

supp w

Mit der Transformationsformel 7114 und xX(V1) = V2 folgt daher weiter
1 1
xeaad = xHdx; C1Cdxn)
Vi ™
= (f > x) |detDx| dAn
= fdAn

= cidd

= Der allgemeine Fall

Im Allgemeinen wird supp w allerdings nicht in einem einzigen Koordina-
tensystem enthalten sein — sonst ware der ganze Aufwand mit den Mannigfal-
tigkeiten ja auch nicht notig. Diesen Fall behandeln wir mithilfe einer Zerlegung
der Eins. Dabei betrachten wir nur solche Zerlegungen 7, wo der Trager jeder
Zerlegungsfunktion T [Tlganz im Bild eines n-Wirfels enthalten ist. Dies lasst
sich immer erreichen, indem man die Zerlegung der Eins einer Uberdeckung von

M durch Kartengebiete unterordnet.

Definition und Satz Sei J eine Zerlegung der Eins auf M so, dass fir jedes T

ein n-Warfel c: I - M existiert mit

supp T LCcqI).

23.16
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Fir eine n-Form w auf M sei dann
(|

w [ TW,
M M
falls diese Reihe konvergiert. Dieses Integral ist unabhangig von 7. [ 1
I Sei 8 eine zweite Zerlegung der Eins auf M mit der geforderten Trager-
Eigenschaft. Da der Trager jeder Zerlegungsfunktion kompakt und jede Zerlegung
lokal endlich ist, sind fur jedes T [CTlund jedes o [Slauch die Mengen
8t ={o L8t ot [0}, Js ={t [T To [0}

endlich 21 5. Daher gilt

1 1 1 —1
T=T o = TO, oO=0 T= oT,
o 31 o 84 T [TJ T[Id

wobei jede Summe endlich ist. Folglich gilt auch

Tw= Tow
trm M TEEbES}IEM =
= oTw = ow.
M M
o [3% [T o3

Daraus folgt die Behauptung. I

Genau dieselben Definitionen gelten auch fur Mannigfaltigkeiten mit Rand.
Dabei ergeben sich keine neuen Schwierigkeiten. Wir sind daher jetzt in der Lage,
den Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten zu formulieren und zu beweisen.

Allgemeiner Satz von Stokes Sei M eine kompakte, orientierte, n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit Rand. Fur eine n — 1-Form w auf M gilt dann
1 (-
dw = w,
M om
wobei M mit der von M induzierten Orientierung versehen ist. [ 1

I Der Beweis erfolgt in drei Schritten — zwei Spezialféalle innerhalb eines
Koordinatensystems und der allgemeine Fall mit einer Zerlegung der Eins.

1. Fall  Es gebe einen orientierungserhaltenden n-Wirfel ¢ in M CdW mit
supp w [Ccql™). Aufgrund der Rechenregeln fir die auRere Ableitung 2212 und
des Fundamentalsatzes im R" ;15 gilt dann

1 1 (]

1
dwo= cdw)= dc"db)= ctd= .
c n n aln ac
Da nach Annahme w = 0 auf dc, gilt also
1
dow= dw= w=0.
M c ac

23.17
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Abb 15 Trager von w am Rand

Wegen supp w M CdW gilt andererseits auch
1

w=0.
oM

Also sind beide Integrale gleich, ndmlich Null, und die Behauptung ist in diesem
Fall bewiesen.

2. Fall Es gebe einen orientierungserhaltenden n-Wiurfel ¢ in M mit
suppw [Cc(IM), wobei ¢ genau eine Seite mit M gemeinsam hat. In einem
in einer Umgebung von 1" definierten Koordinatensystem von 0M sei dies die
(n, 0)-Seite. Wir nehmen also an, dass

Cn,0 oM,

wahrend alle Ubrigen Seiten keine inneren Punkt mit dM gemeinsam haben.
Da c die Orientierung von M erhalt, ist

Cml=[01cC, ..,0nC].
Die (n, 0)-Seite von c ist
CLcklfy,= C%:o-
Somit ist 9x€ = dkc fur 1 CKI [Cnl— 1. AuBRerdem weist die auBere Normale

von M im Bereich dieses Wiurfels in die Richtung von —d,c, da die Punkte mit
0 [x}, [Idinnerhalb von M liegen. Also gilt fir die Orientierung des Randes

oM = [N, 018, .., 0n—18]
= —[0nc,01¢C, ..,0n-1C]
=—(—1)"*[0ic, ..,0nc]
=(—1)" 0w
Aus den Annahmen folgt, dass ¢ die einzige Seite von c ist, auf der w
nicht verschwindet. Ferner ist ¢ ein n — 1-Wirfel in 0M, der den Trager von w

23.18
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innerhalb von M enthélt. Da im Fundamentalsatz im R"™ 2,15 die (n,0)-Seite
von ¢ mit dem Faktor (—1)" eingeht, folgt hieraus
(I (I [ [ 1

dw= do=>C1D)" w= w= w.
c 7]

M c Cn,0 oM

Also ist die Behauptung auch in diesem Fall bewiesen.

3. Fall Betrachte nun den allgemeinen Fall. Wahle dazu eine Zerlegung der
Eins T auf M so, dass fir jedes T [“Tlauf Tw der erste oder zweite Fall zutri [f1]
Da M kompakt ist, kann diese Zerlegung sogar endlich gewahlt werden 1 5. Fur

die konstante Funktion 1 gilt dann

1 1
0=d(1)=d T= dr,
T T

wobei die Summe endlich ist. Also gilt auch

1
dt Cad=0.
T [

Damit erhalten wir
1

dw = Tdw
M M

T CI
-
(dt Ca+ Ttdw)
M

TE‘J:IE
d(tw)
TE‘IIEM
= TW
jaseha

= .
oM

That’s it. [

Bemerkung Der Satz von Stokes ist falsch fur nicht kompakte Mannigfal-
tigkeit mit Rand. Denn in diesem Fall ist auch M [CdW eine Mannigfaltigkeit mit
Rand, nur ist der Rand hier die leere Menge. Es ist also in jedem Fall

1
w =0.
oM
Es gibt aber n — 1-Formen w auf M mit
1
dw # 0.
M

Auf nicht kompakten Mannigfaltigkeit gilt der Satz vielmehr mit der zusatzlichen
Annahme, dass supp w kompakt ist. Der Beweis bleibt derselbe. [—1
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s Die Satze von Gauss und Stokes

Fir zwei- und dreidimensionale Mannigfaltigkeiten im R® ergibt der Satz
von Stokes die klassischen Integralséatze der Vektoranalysis. Dafur definieren wir
das vektorielle Linienelement

dE I (dxy, dxz, dxs) ™
und das vektorielle Flachenelement
dA(dx, Cdks, dxs Cdks,dx; Caky) ™

Das Volumenelement ist nach wie vor dV =dx; Cdk, Cdks.
AulRerdem erinnern wir an die Definition des Nablaoperators. Sind die Funk-
tion ¥: R® O R und das Vektorfeld F: R® O R3 di [erknzierbar, so heien

CF Lgiad ¥ (@, F,0,F,05F)
=B [CAdiVF [0dF; + 0Fo + d3Fa,
CrdtF  [(@Fs — d3F2, 93F1 — 01F3, d1F2 — 82F1) =

der Gradient von ¥ sowie die Divergenz und Rotation von F.
Lemma Fur diCerknzierbares f: RS 0 R und F: R® O R3 gilt
df =gradf-d§ 1
d(F = d§)* rotF « dA
d(F « dAYE divF dv.
AulRerdem gilt immer

CX1¥ =F rotgrad ¥ =0,
[=QCxF)=divrotF =0. [ I
[N Die erste Identitat ist o Cedsichtlich. Die zweite ergibt sich mit
d(F1dx; + Fodx, + F3dx3)
= 0oF1dx, [CdX; +03F; dx3 [Cdk;
+01F>dx, [CdX, +03F> dxz [Cdks
+0,F3dx, [Cdks +02F3dx, [Cdks
= (02F3 - 63F2) dx, [Cdkz + (03F1 - ang) dxsz [Cdk;
+ (01F2 — 02F1) dxg [CdXks.

Und die dritte folgt mit

23.20
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d(Fl dX2 IE3<3 =+ F2 dX3 Ijj(l —+ F3 Xm mg)
= 0;F1 dx; [Cdk, [Cdks + zyklische Vertauschungen
= (61F1 + 0,F, + 03F3) dx; [Cdk, [Cdks.

Mit diesen Identitaten und d-d = 0 folgt schlie3lich

0 =d?f =d(grad f » d§)* rotgrad f « dA
0 = d?(F « d§)*= d(rotF « dAY] = divrotF = dv. [

Damit erhalten wir die folgenden Satze der Vektoranalysis. Der Satz von
Gauss wird auch Divergenzsatz genannt.

Satz von Gauss Sei M3 eine kompakte orientierte 3-Mannigfaltigkeit mit Rand.

Ist das Vektorfeld F in einer Umgebung von M2 di [erknzierbar, so gilt
[ (. 1

FedAZ d(F - dAYE divFdv. [ 1
om3 M3 m3
Satz von Stokes  Sei M? eine kompakte orientierte 2-Mannigfaltigkeit mit Rand.

Ist das Vektorfeld F in einer Umgebung von M? di Lerknzierbar, so gilt
1 (I 1

Feds= d(F=df) = rotFedA [
oM2 M2 M2

Der Fundamentalsatz fur Wegintegrale gehort ebenfalls dazu.

Satz von Fund Sei M! eine kompakte orientierte 1-Mannigfaltigkeit mit Rand.

Ist die Funktion ¥ in einer Umgebung von M?! di [erknzierbar, so gilt
1 [ [

f = daf = gradfed§1 [
oMt VE VE

23.4
Das Volumenelement

Um die Integralsatze in der klassischen Form zu notieren, bendtigen wir noch
das skalare Linien-, Flachen- und Volumenelement. Zunachst der Standardraum.

Lemma Im euklidischen n-Raum gibt es genau eine alternierende n-Form w,
das Volumenelement, so dass

w(vi,..,vp) =1

fur jede positiv orientierte Orthonormalbasis vi,..,vnh. [ 1

23.21
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[ Ist v+, ..,V irgendeine positiv orientierte Orthonormalbasis, so gibt es
genau eine n-Form w mit w(vy,..,vn) =1, denn A"R" ist eindimensional. Ist
Wiy, .., Wn eine weitere positiv orientierte Orthonormalbasis, so ist der Basiswech-
sel T mit Tv, =w, for 1 [Cpl [CNleine orientierungserhaltende, orthogonale
Transformation. Also ist

detT =1,
und deshalb 22 ¢
WwWi1,..,Wn) = (Tva, .., Trvh)

=T vy, .., vn)
= (detT) w(vy,..,vn) = 1.

Also gibt es nur eine solche Form ¢o. [T

Ist M eine orientierte n-Mannigfaltigkeit, so ist jeder Tangentialraum ein
orientierter n-dimensionaler Untervektorraum des Umgebungsraumes. Somit
existiert in jedem Punkt p ein eindeutiges Volumenelement w(p). Es ist nicht
schwer zu zeigen, dass dies eine di [erenzierbare n-Form auf M definiert.

Definition Die auf diese Weise auf einer orientierten Mannigfaltigkeit M defi-
nierte Nn-Form heif3t das Volumenelement auf M und wird mit dV bezeichnet.
Die reelle Zahl
1

M| 1 dVv
M
heil3t das Volumenvon M. [ ]

Bemerkung Die Bezeichnung dV bedeutet nicht, dass es sich um das Di [e-1
renzial einer Funktion handelt. Es ist nur eine historisch bedingte Schreibweise. [1

[ Auf einer n-Mannigfaltigkeit M im R", also einem Gebiet im R", ist
dVv =dx; [ 1CdXk,

und
1 ||

M= dv= 1
M M

das klassische Volumen von M, wenn dieses Integral existiert.

Im eindimensionalen Fall spricht man nattrlich vom Langen- oder Linienele-
mentds, im zweidimensionalen Fall vom Flachenelement dA, und reserviert dV
fur das dreidimensionale Volumenelement. Diese haben eine einfache geometri-
sche Interpretation, wenn wir vom Standardskalarprodukt ausgehen.
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Lemma Sind u,v,w positiv orientierte Tangentialvektoren an eine orientierte
1-, 2- respektive 3-Mannigfaltigkeit, so ist
(i) ds(u) die Lange des Vektors u,
(ii) dA(u,v) der Flacheninhalt des Parallelogramms mit Seiten u, v,
(iii) dV(u,v,w) das Volumen des Spates mit Seiten u,v,w. [ ]

M Wir zeigen (ii). Wir wéhlen in ToM eine Orthonormalbasis w1, w> so,
dass u=Aw; mit A >0 und v = pw, +vw;. Dannist p > 0, da u und v
positiv orientiert sind, und

dV(u,Vv) =dV(Awg, uw) = ApdV (Wi, W) = AU.
Dies ist gerade der Flacheninhalt des Parallelogramms mit den Seiten u und v . [
Wir beschreiben das Linien- und das Flachenelement noch etwas genauer.

Satz Sei M eine orientierte 1-Mannigfaltigkeit im R". Mit dem Tangentenein-
heitsvektor T an M gilt dann

ds=Ti1dx; +.. + ThdXn

sowie auf TM
Ty ds = dxy, 1vml ]

[ st v [CT3M positiv orientiert, so ist T = v/ [vI1nd 15
ds(v) = = M, v = (T1dx1 + .. + TrhdXp)(V).

Dies ergibt die erste Identitdt. Die zweite ldentitdt muss nur fur den Vektor
T verifiziert werden, da er in jedem Punkt den Tangentialraum aufspannt. Mit
ds(T) =1 ergibt sich dies aus

Tyds(T) =T, =dx,(T). [

s Das Flachenelement

Sei M eine orientierte 2-Mannigfaltigkeiten im R3. Auch wenn diese nicht als
Rand einer 3-Mannigfaltigkeit auftreten, kénnen wir ihnen ihr eindeutige >auRere<
Normale wie folgt zuordnen.

Seien v,w L[T3M positiv orientiert. Dann steht der Vektor v xw senkrecht
auf ToM, und n sei derjenige Einheitsvektor in dieser Richtung mit

[n,v,w] = [e1,e2,e3].

In diesem Fall bilden n,v,w ein rechtshandiges Dreibein: die Vektoren n,v,w
weisen, in dieser Reihenfolge, in dieselben Richtungen wie die ausgestreckten
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Abb 16
VW1

N LW
Zum Flachenelement HW2

Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand. Es ist nicht schwer zu verifi-
zieren, dass diese >auRere< Normale wohldefiniert ist und di Lerknzierbar vom
Punkt p abhangt 5-».

Bemerkung Es gilt auch die Umkehrung. Kénnen wir auf einer Hyperflache
M im R? eine di [erenzierbare Normalenfunktion n: M - S? erklaren, so ist M
orientierbar 4.3 . Die Nichtorientierbarkeit des Mdbiusbandes ist daher gleichbe-
deutend mit der Unméglichkeit, dort eine stetige Normalenfunktion zu definieren
— denn beide Seiten des Bandes gehdren zur selben Flache. [1

Satz Sei M eine orientierte 2-Mannigfaltigkeit im R2. Mit der nach aulRen ge-
richteten Einheitsnormalen n an M gilt

dA = nidx,; [Cdkz +nodxs [Cdk; + nzdx; [Cdks.
Ferner gelten auf TM die Identitaten

nidA =dx,; [Cdksz, ndA=dxz [dk;, nzdA=dx; Cdkx,. [ 1
M Sind v,w [CT3M positiv orientiert, so ist 15

dA(v,w) = DIx w1

denn die Lange des Kreuzproduktvektors reprasentiert den Inhalt des von v,w
aufgespannten Parallelogramms. Aufgrund der Definition von n gilt aul3erdem

v xw =n Ddxw[
Also ist
1 Vi Wi

dA(v,w) =[,v xw[(=F 2 V2 W>
3 Va3 W3

= (ﬂl dx, [Cdk3 + nyodxz CdX; + nzdX; Ej(z)(V,W).
Dies ist die erste Identitat. AuRerdem folgt fuir einen Vektor u CRP

M,v xw = d,nOVIx w [Z [M,nAA(V, w).
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Wahlen wir fur u die Basisvektoren eq, e, e3, so erhalten wir
(dxo Cdk3)(v,w) =Ny dA(v,w)

sowie die entsprechenden zyklischen Vertauschungen hiervon, also die zweiten
Gleichungen. [

Bemerkung Die zweiten Gleichungen in diesem Satz gelten nur auf TM,
also bei Anwendung auf Tangentialvektoren an M. Im Gesamtraum R3 gelten
sie im Allgemeinen nicht. Entsprechendes gilt auch fur das Linienelement. [

23.5
Die klassischen Satze

Wir stellen die Satze von Gauss und Stokes jetzt mit den skalaren Linien-
und Flachenelementen dar. Die Verbindung zu den vektoriellen Elementen stellt
das folgende Lemma her.

18 Lemma Sei F: R® 0 R® ein di[erknzierbares Vektorfeld. Dann gilt
Fed&3 [F,T [ds, FedA= [F,NnDA

auf einer Kurve mit positiv orientiertem Tangenteneinheitsvektor T respekti-
ve einer Flache mit positiv orientierter Normalen n. [

I Auf dem Tangentialraum einer Kurve ist 16 T, ds = dx, und deshalb
Fed§=3 F1Tids +F,Tods +F3Tzds = [E], T [ds.
Auf dem Tangentialraum einer Flache ist 17 dx, [Cdk3 = ni dA etc und damit
FedA=2Fin;dA+Fn;dA+FznzdA = [E,n[dA. [N
Damit erhalten die Integralséatze die folgende Formulierung.

19 Satz von Gauss Sei M3 eine kompakte orientierte 3-Mannigfaltigkeit mit Rand.

Ist das Vektorfeld F in einer Umgebung von M2 di [erknzierbar, so gilt
[ (.

[El,ndA = C=HdV,
3

oM m3

wobei n die duRere Normale an M3 bezeichnet. [ 1
[0 Denn [El,Nn[dA = F « dAdnd

d(F edAEdivFdv = [=Hdv. [
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20 Satz von Stokes Sei M? eine kompakte orientierte 2-Mannigfaltigkeit mit Rand.
Ist das Vektorfeld F in einer Umgebung von M? di [erknzierbar, so gilt
1 1

[EL,TOds = =T ,ndA,
2 2

oM M
wobei n die &uBere Normale an M2 und T den Tangenteneinheitsvektor an

dM?2 bezeichnet, die durch die Orientierung von M2 bestimmt sind. [ 1
MM Denn [E, T [ds =F e«d$uUnd

d(F =d§)* rotF dA2 [(IIxF,n[dA. [

= Die Formeln von Green

Ist das Vektorfeld F der Gradient einer Funktion f, so ist im Satz von Gauf}
das Volumenintegral Gber divgrad ¥ zu bilden, was wegen

[= 1T =07+05+035 [Al
nichts anderes ist als die Anwendung des Laplaceoperators A auf f, also
OF = 02F + 02F + 02F.
21 Korollarmlst die Funl<t|:ilon f in einer Umgebung von M3 di Cerknzierbar, so gilt

AfFdV = [IF_ h[dA. L1
3 3

M oM

Das Skalarprodukt im Oberflachenintegral ist die Richtungsableitung von f
in Richtung der duReren Normalen an M3. Diese heilt die Normalenableitung
von f und wird auch notiert als

of
— [IFE. hl]
on
Daher scgleibt man die letzte Formel auch
f
9 dA

AfFdV = —
3 am3 0N

M
Wenden wir den Satz von Gauss auf ein Vektorfeld F = g [F_an, so wird mit
der gewdhnlichen Produktregel

divF = [C=(g )= [gd [T+ gAf.
Das Ergebnis ist dann die Greensche Formel
1 1

([ [F+gAf)dv = g [T hidA.

oM
Vertauschen wir g und ¥ und bilden die Di Cerknz, so fallt der Term [gd [ 1
heraus, und wir erhalten folgendes Ergebnis.
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22 Greensche Formel Sei M2 eine kompakte orientierte 3-Mannigfaltigkeit mit
Rand. Sind ¥ und g in einer Umgebung von M2 di [erknzierbar, so gilt

1 1
3(ng—gAf)dV: 3Elill_gﬁ_-rg . hdA
M oM
1 I:'ag afl:'
= f— —g-— dA —1

oMm3 on on

= Koordinatendarstellung

Wir stellen das Flachenelement noch in lokalen Koordinaten dar. Wir erhalten
damit die Flachenintegrale in klassischer Form.

23 Satz In einem orientierungstreuen Koordinatensystem ¢ : (u,v) [P u,v)
einer orientierten 2-Mannigfaltigkeit M2 im R3 ist
n= bu < by
[y < ¢Ppy ]
und
—
¢ A = [P, < py [du AV = EG—F2 du Cdv
mit E = [§y,duL1G = [Py, by LIF = [Py, Py L1 [
[ Es ist ¢ "dA = F(u,v)du CAV mit 5
f(u,v) = ¢ "dA(e1, e2) = dA(Du, pv) = [Py < Py [
Die letzte Darstellung folgt hieraus mit < w 2= MIETW 2+ [, w21 [

24  Korollar Der Flacheninhalt einer Flache M mit Koordinaten ¢: D - M st
1

IM| = 5 [dly > by [dIA,
und das Integral einer skalaren Funktion Y : R® 0 R Uber M gegeben durch
(- 1

MlleA= DUJ(CIJ(U,V))ECﬁuXCIJleﬂ?\- 1

Hunktionsgraph Der Graph einer di [erenzierbaren Funktion f: R? O R
ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit im R® und wird beschrieben durch
ein einziges Koordinatensystem

$é: RPOR, (u,v) CAv,f(u,v)~

Also ist
1 1
by =

¢u:%§ %% ¢ux¢v=§ltg

v
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und damit
[Py < Gy P 1+ F2 +F2.

Der Flacheninhalt des Graphen I' von f Uber einem Gebiet D ist demnach
1 [
Irl= dA= 1+F3+F2 dA.
r D

Entsprechendes gilt fur das Integral einer skalaren Funktion  dber . [T1I

[TRotationsflache Sei f: [a,b] - [0,o) dilerknzierbar. Durch Rotation
des Graphen von ¥ um die x-Achse entsteht eine Rotationsflache R, die durch

$: [a,b] x[0,2n] - R3, (t,8) C(BJFf(t)cosO,F(t)sing)—!

parametrisiert wird. Es ist

L1 L1 1 1
1 0
¢t = %‘t)cose % o = %‘(t)sine %
TiCt)sin6 f(t)cosO

und damit
E= 1+ (F)?, G=[foEF3 F =[P, pol=FO0.
Wegen T [Olist also
—
b dA=F 1+ (FO2 dt Cdb.

Der Flacheninhalt der Rotationsflache ist demnach
] )
IRl= dA=2m f() 1+ (F¢t))2dt.
R a
Typischerweise sind solche Integrale nicht mehr elementar auswertbar. 111

Zum Vergleich notieren wir noch das entsprechende Ergebnis fur Kurven.

25 Satz In einem Koordinatensystem ¢ einer orientierten 1-Mannigfaltigkeit M ist

T ¢ & "db = (L) Cdit.

T [
Die Lange der Mannigfaltigkeit M mit Koordinaten ¢: | - M ist demnach
1 1

IM| = ds= [qi(t)[dt,
M |
und das Integral einer skalaren Funktion y entlang M st

1 1
. Wds = | W(b(t)) [pi(t) Care. [
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Bemerkungen a. Die Lange L einer stetigen Kurve y: | - R™™M hatten
wir als das Supremum der Langen aller einbeschriebenen Polygonziige definiert,
falls dieses Supremum endlich ist. Ist die Kurve stetig di Lerknzierbar, so ist diese
Lange durch das Integral Uber ds gegeben.

b. Fdr Flachen gilt dies nicht mehr! Man kann den Inhalt einer Flache nicht
mehr dadurch definieren, das man diese durch hinreichend kleine Polygone
approximiert und das Supremum Uber deren Flachensumme bildet. Dieses Su-
premum kann unendlich sein, auch wenn das Integral Uber das Flachenelement
endlich ist g.13. [

= Physikalischer Hintergrund

Die Begri LeDivergenz und Rotation sowie die klassischen Satze der Vektor-
analysis haben ihren Ursprung in der Stromungslehre.

Das Vektorfeld F: R® O R® beschreibe die stationare Strémung einer Flis-
sigkeit. Das heif3t, die Stromungslinien @&ndern sich nicht im Laufe der Zeit. Die
Aufgabe ist, die Stromungsbilanz bezuglich eines fiktiven Volumens K innerhalb
der Strémung zu bestimmen.

In einem beliebigen Koordinatensystem der Oberflache von K ist das infini-
tesimale Stromungsvolumen gegeben durch das Volumen desjenigen Spates, das
durch den Stromungsvektor F und den zwei Tangentialvektoren v und w des
Koordinatensystems aufgespannt wird. Dieses Volumen ist gegeben durch

Fe(vxw)=FedAQ),w).

Der Beitrag einer nach auf3en gerichteten Stromung wird hierbei positiv gewertet,
einer nach innen gerichteten Strémung negativ. Die gesamte Bilanz ist das Integral
dieser GrofR3e Uber den Rand 0K des Volumens. Gemal dem Satz von Gauss gilt

hierfa
lerfar O

FedA= divFdv.
oK K

Dies gilt fur jedes fiktive Volumen K innerhalb der Strémung.
Betrachten wir nun Kugeln B, (x) um einen festen Punkt x mit immer

kleineren Radien, so erhalten wir
1
divF)(xX) = lim —— divF dV
(@VECO = I 1B, 6ol a0 -

FedA

~ M 1B GOl o800
Somit beschreibt divF in jedem Punkt die infinitesimale Stromungsbilanz oder
Quelldichte des Vektorfeldes F. Verschwindet die Divergenz tberall, so hei3t die
Stromung inkompressibel.
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23 — Der Satz von Stokes

Notiz  Ein auf einem sternfdrmigen Gebiet inkompressibles Vektorfeld F besitzt
ein Vektorpotential V. Das heil3t, es gilt

F=rotV. 1

[ Mit divF = 0 ist d(F=dA)E 0. Aufgrund des Lemmas von Poincaré », 13
ist also F = dA-dxakt, also

FedAZd(Ved)ErotVedAl
mit einem gewissen Vektorfeld V. Also ist F = rotV . [

Betrachte nun eine fiktive Membran M mit Rand 0M innerhalb der Stromung.

Das Integral
1 1

Feds3 [El, T Ods
aMm am

kénnen wir als Bilanz des Winkels des Stromungsvektors F mit der Tangenten-
richtung T Uber den gesamten Rand dM interpretieren. Es stellt somit ein MalR3
der Zirkulation des Vektorfeldes entlang 0M dar. Mit dem Satz von Stokes gilt

nun
1 1

Fed§= rotFedA
oM M

Somit kdnnen wir rotF interpretieren als das Mal3 fur die infinitesimale Ver-
wirbelung eines Vektorfeldes. Verschwindet die Rotation Uberall, so heif3t die
Strémung wirbelfrei.

Notiz Ein auf einem sternformigen Gebiet wirbelfreies Vektorfeld F ist ein
Gradientenfeld. Das heil’t, es existiert eine Funktion ¥, so dass

F=0CF1 [

[T Mit rotF = 0 ist auch rotF « dA= 0 und damit d(F = d§) = 0. Also ist
mit dem einfachen Lemma von Poincaré 1g 14

Fed§3df = [Fddé 1

mit einer skalaren Funktion . Also ist F = [F_] [N

23.6
Zwei Anwendungen

Als erste Anwendung zeigen wir die Mittelwerteigenschaft harmonischer
Funktionen im R3.

23.30



Zwei Anwendungen — 23.6

28 Satz Sei ¥: R® O R dilerknzierbar und harmonisch. Dann gilt
1 [
fPp)= ——— fdA
[0Br (P)| o8, (p)

fur jede Kugel By (p), die im Definitionsbereich von ¥ enthalten ist. [ 1

I Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei p = 0. Definiere ¢ durch

du(x) [F(tx)

fur alle t COlund x [CRF, fiir die tx im Definitionsbereich von f liegt. Betrachte
1

It = (I)t dA.
98, (0)

Dann ist ¢g = F(0) und lp = |B(0)|. Es genuigt daher zu zeigen, dass I

konstant in t ist. Nun ist

]
d . d

= — ¢ dA
dt * B, (0) dtq)t
1]

(.
= FAx)exdA=r [F(x) » ndA,

0B (0) 0B, (0)

denn im Punkt x [dB,(0) ist die auBere Normale n = x/r . Mit Gauss folgt
1

d
—Ily=rt AF(tx)dV =0,
dt Br (0)

da ja Af =0 nach Voraussetzung. [
Zum Abschluss beweisen wir noch den folgenden

29 Satz des Archimedes Die Auftriebskraft eines in einer homogenen Flissigkeit
befindlichen Kdrpers ist gleich dem Gewicht des von diesem Korper verdrang-
ten Volumens. [ 1

N Die Flussigkeit fulle das Gebiet M = {z [0} aus und habe die homoge-
ne Dichte 1. Der an einem Punkt in der Tiefe z ausgeuUbte Druck entspricht der
Hohe der FlUssigkeitssaule tber dem Punkt und ist nach unten gerichtet. Wegen
z <0 isteralso

P = ze,.

Sei nun M eine berandete 3-Mannigfaltigkeit in M. Der auf einen Randpunkt p
von M wirkende Druck ist die in Normalenrichtung wirkende Komponente des
Druckvektors

Pnh = [P, n[A.
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23 — Der Satz von Stokes

Diese ist mit dem Flachenelement dA zu multiplizieren und Uber den gesamten
Rand von M zu integrieren. Die Auftriebskraft ist demnach

1
F= (P, nCdA.
oM
Darauf kdnnen wir den Divergenzsatz anwenden. Wegen divP =1 erhalten wir
[ 1 1
F= PL,NndA = divPdV = dV =|M]|.
oM M M

Da wir die Dichte der FlUssigkeit auf 1 normalisiert hatten, entspricht der letzte
Wert dem Gewicht der von M verdrangten FlUussigkeit. I

Abb 17 Zum Satz des Archimedes

Pn

23.32



