LP-Raume

Die Entwicklung des Lebesgueintegrals fuhrte zum Raum £" () aller lebesgue-
integrierbaren Funktionen auf dem R"™. Wir gehen nun einen Schritt weiter und
betrachten die RAume derjenigen p-messbaren Funktionen, fur die

(g
| - . |€IP dp

endlich ist. Fir 1 [Cpl< co erhalt man so normierte Vektorraume LP (W), wenn
man noch Funktionen identifiziert, die p-fast Uberall gleich sind.

Es stellt sich heraus, dass diese Vektorraume vollstdndig, also Banachrdume
sind. Diese LP-Raume spielen in der hoheren Analysis diejenige zentrale Rolle,
die die reellen Zahlen in der klassischen Analysis spielen. In diesem Raumen
haben auch Faltungen und Gléattungen ihren nattrlichen Platz.

24 .1
Definition der Raume

Sei M"(n) wieder der Raum aller bezuglich eines MaRes P messbaren
Funktionen auf dem R". Wir definieren darin Unterraume von Funktionen, die
durch eine Integrierbarkeitsbedingung charakterisiert sind.

Fur f CM"(u) und p >0 sei

(|
Eﬂl;u:an [FIP du ,

wobei auch der Wert oo zugelassen ist. Wir definieren dann die Unterraume

- -
LP(u) = LP(R", ) CF CM"(p) : CFI <
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Insbesondere ist L1(u) der bereits bekannte Raum aller p-integrierbaren Funk-
tionen auf R".1 — Zunéchst eine einfache Feststellung.

Lemma FUr jedes p > 0 ist LP(u) ein reeller Vektorraum. [ 1

[ Mit2 ¥ CLP ist o Ledsichtlich auch cf CLP fiur jedes ¢ R Sind
f,g [P, soist f+g messbar, und es gilt

C1 [
I +gl° CCF| + |gDP C@sup(Ifl,1g))P 27 [F|° +|g|”

Nach Voraussetzung sind |[F|° und |g|P integrierbar, also auch |[F|P +|g|P. Also
ist auch | + g|p integrierbar 031 und damit f +g [LP. [

= Die Ungleichungen von Young, H6lder und Minkowski

Zunachst bendtigen wir drei fundamentale Ungleichungen.

Definition Zwei reelle Zahlen p,q > 0 heiBen konjugierte Exponenten oder kurz
konjugiert, wenn

Notwendigerweise ist dann 1 < p,q < . AuBerdem gelten fir konjugierte
Exponenten die oft bendtigten Identitaten

p+g=pg L[ @@®-1(@-1)=1
L1 p@-1=q
L1 a(pP-1=p

Die einzigen selbstkonjugierten Exponenten sind p =2 und q = 2.
Bei der Betrachtung konvexer Funktionen hatten wir bereits folgende Unglei-
chung bewiesen 1577

Youngsche Ungleichung FUr nichtnegative reelle Zahlen a, b und konjugierte
Exponenten p,q gilt

P
ab I__ék+b—q.
P q

Gleichheit gilt genau dann, wenn aP =b9%. [ 1

! Diesen hatten wir bisher mit £"(u) bezeichnet. Doch jetzt ist der Exponent p wichtiger.
2 Das MaR p ist im Folgenden immer fest. Daher notieren wir es nicht jedes Mal.

24.2 12.02.2019 — 13:04
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Abb 1

Zur Youngschen B _
X tP 1 sa 1
Ungleichung

[N Hier noch ein geometrischer Beweis. — Es ist bekanntlich
aP b4
= = P ldt, — = s971(gs.
P 0 q 0

Wegen (p —1)(g—1) =1 ist s97 die Umkehrfunktion von tP~1, und die beiden

letzten Integrale représentieren die schattierten Flachenstiicke in Abbildung 1.

Diese enthalten somit immer das Rechteck mit den Seiten a und b. Also gilt
P pa
ab I__ék + —.
p q
Gleichheit gilt genau fir b = aP™1, also b9 = a9(P~1) = gP | (M

Holdersche Ungleichung Ist ¥ CLP(u) und g CL¥ (1) mit konjugierten Expo-
nenten p und g, so ist fg CIF(u), und es gilt

Fy GICTFIL g1 ]
Ausgeschrieben lautet diese Ungleichung

- [ Ly [T
Ifgldu 1 |F]°du lgldp

Dies gilt Ubrigens auch, wenn eines der Integrale unbeschrankt ist.

M Wir kénnen [FIL;1> 0 und [gl 1> 0 annehmen. Denn andernfalls
verschwindet mindestens eine der Funktionen fast Uberall 20 29, damit auch fg,
und beide Seiten der Ungleichung sind Null.

Wegen EEII;K co und [glgk o sind ¥ und g fast Uberall endlich 2029, SO
dass aufgrund der Youngschen Ungleichung 1527

Il 19l L i S (<]
L4 + )
FI, gl *p FI51 g QI
Nach Voraussetzung ist die rechte Seite integrierbar. Also ist auch |Fg| integrier-
bar 2031 und damit fg CI+(u). Integration ergibt

12.02.2019 — 13:04 24.3
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1 1
————— |fg|du
m@@@
1 1
1
L3-S [fPdp+ @[gj |g|qdu—5

p O

Dies ist aquivalent zur behaupteten Ungleichung. [N

Q\H

Im Fall der selbstadjungierten Exponenten wird die Hoéldersche Ungleichung
zur Cauchy-Schwarzschen Ungleichung s3> in Integralform.

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung  Far £,g CLF(p) ist fg CLF(Q) mit
Fy ICFGIghL] [
Mithilfe der Holderschen Ungleichung erhalten wir die
Minkowskische Ungleichung Fur f,g CLP(u) mit p CIgilt
(Fl+ g CIFI W g1 [ ]

[ Fiir p = 1 erhalten wir sofort 3
1 1] 1]

F+gLFE |f+g| Cf|+ |g|= CEI (gL
Sei also p > 1. Es ist
If+g|P =|F+gl°P " |f +g| CH|IF+gl° " +|g||f+g|°".
Mit dem zu p konjugierten Exponenten q ist (p — 1)g = p und somit
If+g|® V9= |f+g|

integrierbar, da ja f +g [LP ;. Wir kdnnen deshalb die Holdersche Ungleichung
auf beide Summanden anwenden und erhalten

] (0 L), (O
If +gl° 1 |F° If +g| PV
[0 L) (O
+ glP If +g| ™
M Gy OO0 Gy 00
= IfFP  + gl If +g|

Mit anderen Worten, es gilt

O+ g (R CQEI + [g1,) CF+ g (547
Ist nun [Fl+ g [~ 0, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls dividieren wir durch
fi+g Egjq und erhalten wegen p — p/q = 1 die Behauptung. [

3 Wir lassen jetzt des 6fteren dp wie auch schon R™ fallen, um die Notation zu vereinfachen.

24.4
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s Der Raum LP fur 1 [CpI< o

Die Minkowskische Ungleichung ist die Dreiecksungleichung fir [Tl Trotz-

dem erhalten wir damit noch keine Norm auf LP (), denn es gilt nur 2029
1

FI, =0 I_Rln|f|pdp:O CmAP=,0 [fkK,0.

Somit mangelt es [-Iglan der Definitheit.
Diesen Defekt behebt man in kanonischer Weise, indem man LP durch den
entsprechenden Nullraum

] =
N(u) CF CM"(u): F=,0

dividiert. Dies ist ein linearer Unterraum von M"™ (1) mit folgenden Eigenschaften,
deren einfachen Beweis wir Ubergehen.

Lemma FUr eine Funktion £ CM"™ () sind aquivalent:
(i) £ [CNIW).

(i) [FL,1=0 furein p > 0.

(iii) [FI;1=0 far alle p > 0.

(iv) {IF| = 0} ist eine p-Nullmenge. [

Definition FOr p > 0 heil3t
LP(u) CIRR™, u) CLP(U)/N(W)
der Lebesgueraum LP auf R" beziglich p. [

Im Unterschied zu LP sind die Elemente von LP also keine Funktionen, son-
dern Aquivalenzklassen von Funktionen. Die einer Funktion ¥ [P zugeordnete
Aquivalenzklasse ist die Nebenklasse

Cl g [
[fl= f+@:@ [NKp) = g CLP():g=,f
aller Funktionen, die p-fast Uberall mit £ Ubereinstimmen. Daher macht es keinen
Sinn, von dem Wert von [f] an einem bestimmten Punkt zu sprechen, wenn die-
ser Punkt Maf? Null hat. Auf Mengen vom MaR Null sind solche >Funktionen< vollig
unbestimmt — man kann sie dort beliebig umdefinieren, ohne an der Aquivalenz-
klasse etwas zu andern. Dies lauft der naiven Vorstellung von einer Funktion 1,14
zugegebenermaflen zuwider und bedarf einer gewissen Gewdhnung.

Dagegen ist [Iglwohldefiniert, denn aus f =, g folgt il =, |g|P und

damit [FIL, 1= [gI ] Es gilt also

[F] (1= [FI;1

245

667



668

24 — LP-Raume

Dasselbe gilt fur die Vektorraumoperationen:
[AFl1=A[Ff]. [Ffl1+[9]l=I[f +gl.

denn das Ergebnis ist unabhéngig von der Wahl der Représentanten. Somit ist
LP(u) ebenfalls ein reeller Vektorraum.

Satz  Der Vektorraum LP(u) zusammen mit der Funktion CTglist fir p [Tlein
normierter Vektorraum. [ 1

Imm Wir mussen die Normeigenschaften nachweisen. Die Definitheit gilt per
Konstruktion:

¥], =0 [OF, =0 [CA=,0 [[F]=[0].
Die positive Homogenitét ist o Cedsichtlich:

[ G [ Gb
AIf1G=  IAFIPdp =Al  IFIPdu = Al OF]G]

Die Dreiecksungleichung ergibt sich aus der Minkowskischen Ungleichung 5. I

Bemerkung Es ist natirlich lastig, immer von den Aquivalenzklassen [T]
zu sprechen. Wir werden deshalb auch weiterhin etwas unbekimmert von >Funk-
tionen< ¥ sprechen und nur bei Gelegenheit darauf hinweisen, dass diese nur
p-fast Gberall wohldefiniert sind. [

s Der Raum L*

Strebt ein konjugierter Exponent gegen 1, so strebt der andere gegen oo.
Deshalb werden 1 und o auch als konjugierte Exponenten betrachtet. Die Frage
stellt sich daher, ob es auch einen entsprechenden Raum L* () gibt.

Dieser Raum wird Uber das Supremum einer Funktion definiert. Die klas-
sische Supremumsnorm ist jedoch nicht geeignet, da die Werte von messbaren
Funktionen auf Mengen vom Maf3 Null nicht wohldefiniert sind. Statt dessen
betrachten wir fur ¥ CM"™(u) das wesentliche Supremum

1 1]
FIL ] Cedssup || Cof o CRI: |f| Cd .

Ist die rechts stehende Menge leer, so ist vereinbarungsgemall [FI 1= oo, und f
ist im wesentlichen unbeschrankt. Ist dagegen ¥l lendlich, so ist

(| O 4 (|
X |F(X)| = FIL] = X |F(x| > EI ]+ 1/n
n 11

eine u-Nullmenge, da jede der rechts stehenden Mengen aufgrund der Definition
von [Tl Jeine p-Nullmenge bildet. Es gilt somit

] L]

24.6
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Ist dieser Wert nicht endlich, so gibt es keine Nullmenge, auRerhalb der |f|
beschrankt ist. Die letzte Ungleichung bleibt gultig, auch wenn sie trivial ist.
Es ist nicht schwer zu erkennen, dass

| [
L®(u) CF CM"(p) : FILJ< oo
wieder ein reeller Vektorraum ist. Auch gilt die entsprechende

Holdersche Ungleichung fur L' und L®  Fur £ CIOY(u) und g CILP(W) ist
fg CIH(), und es gilt

OFy LOCTRG TG [

[ Ist |g| Cgl.J< oo, so ist |fg| L] [gll.l Also ist fg integrier-

bar 2031, und es gilt
] (|

(FyF [fgldu CIGL) |f|dp = QI ICFIG] 00D

Dem wesentlichen Supremum auf L* (1) mangelt es ebenso an der Definit-
heit. Aber auch hier ist
1 11 n 1
f P : AL J=0 = f CM"(u): £=,0 =N()
derselbe Nullraum wie bei der Betrachtung der LP-Raume ¢ .
Definition und Satz Der Raum

L= (w) CLP(R™, p) CLP(u)/N(R)

heit der Lebesgueraum L* auf R"™ bezuglich p. Mit der wesentlichen Supre-
mumsnorm [T Jwird dies ein normierter Vektorraum. [ ]

M Wir betrachten nur die Dreiecksungleichung. Aus |f| L[ IFI_1und
lgl LAgl.lfolgt

If +g| LH|+|g| L IFIL+ Q]
Dann ist aber auch 1+ g [J] CTEIL1+ [QI_.1 [

= Beispiele

Endliche Masseverteilung  Sei p eine diskrete Masseverteilung auf n 1]
Punkten pi1,..,pn mit

n{pihH =1, 1 CiInl
Jede Menge, die keinen dieser Punkte enthdlt, ist eine p-Nullmenge. Es gilt somit

f=,0 [Api)=0, 1 il

24.7
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Dementsprechend gilt
f=,9 L[ A(pi)=9g(p) 10N

Jede Aquivalenzklasse [f] ist somit durch die n Werte x; = F(pj) eindeutig
bestimmt, und deren LP-Norm ist
e
[FI, 1= balP . 1 Cpl<e,

101N
respektive

[FI = max |Xj].
10imnd

Somit kdnnen wir in diesem Fall LP (u) mitdem R" identifizieren. Dartiberhinaus
ergibt sich, dass C-IgIfur alle p [CTleine Norm auf dem R"™ definiert — dies
hatten wir bisher nur fir p [{1,2, o} gezeigt. Diese Normen sind ubrigens alle
aquivalent 10 1g . — Wir notieren noch die Héldersche Ungleichung fur diesen Fall.

Notiz Fur x,y [RI' und konjugierte Exponenten 1 [p]q [od gilt
| X,y (NI 0L
wobei [-] - Cdlas Standardskalarprodukt bezeichnet. [

Abzahlbar Masseverteilung  Sei p eine diskrete Masseverteilung auf ab-
zahlbar unendlich vielen Punkten pi, p2,.. mit Punktmassen 1 wie zuvor. Dann
ist die Aquivalenzklasse von ¥ [P () eindeutig bestimmt durch die Folge der
Funktionswerte X = (Xx)k = (F(Px))k ca Ihre LP-Norm ist

C— G
X pl® . 1 Cp< oo,

kL1
respektive

XIC1= sup | Xk]| .
k11

Wir erhalten Raume von reellen Zahlenfolgen, die als Lebesgueschen Folgenraume
[Plbezeichnet werden:

Enj:l:(xk)kmtaj\': IXH;Koo‘:,I 1 CplCeal

Die Normen sind hier allerdings nicht mehr aquivalent. Vielmehr gilt [P1CT9far
1 Cpl<q [Cd.
Entsprechend werden die Raume [glkomplexer Zahlenfolgen definiert.

24.8
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Die Raume LP(E,p) Sei E eine p-messbaren Teilmenge des R". Die

triviale Fortsetzung einer Funktion f: E - R zu einer Funktion fg: R" - R sei

||
Cfl aufE,

e CEKe
auf EC.
Damit definieren wir
] [
LP(E,p) CF: E-R: fc (IR, p) .

Die diesbezuglichen Normen bezeichnen wir mit
[ N
Lk CHLE [fI°Pdp 1 [Cpl<o,
E

respektive

Fik [TH [l

Diese Raume konnen wir mit Untervektorraume von LP(R", 1) identifizieren,
oder auch mit einem Raum LP(R", yg), wenn man Hg geeignet definiert.

= Ein Stetigkeitssatz

Wir benotigen spater folgende Stetigkeitseigenschaft in LP . Daftr definieren
wir die h-Di [erenz An¢ einer Funktion ¢ als

(And)(x) CPI(x + h) — D(X).
Stetigkeit in LP  Fur jede Funktion ¥ CILR®(R",u) mit 1 [plI< oo gilt
lim fl=0 [
h-0 L5h
[T Fr jedes € > 0 gibt es eine Funktion ¢ CCT(R™) mit
Fl-p i< /3.

Aufgrund seines kompakten Tragers und somit gleichméaRigen Stetigkeit gibt es
fur dieses ¢ ein 3 > 0, so dass [Ah¢ [l< e/3 fur |h| < 3. Also gilt insgesamt

Bhf IC2TF- b W [Bhdi<e, |h|<5. [

Bemerkungen a. Der Satz von der dominierten Konvergenz kann im Be-
weis nicht angewendet werden 520!

b. Der Satz gilt nicht in L*(R", n), wie man anhand der charakteristischen
Funktion eines nichtleeren Intervalls sient. [

24.9
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24.2
Vollstandigkeit

Die Lebesguerdume LP(u) werden mit [-Tg1zu normierten Raumen. Somit
ist auch der Begri Cder Konvergenz erklart. Eine Folge (fk) konvergiert in LP
gegen eine Funktion ¥ [CIL® genau dann, wenn

Jede solche Folge bildet auch eine Cauchyfolge beztglich [=T,1 Damit stellt sich
die Frage, ob umgekehrt jede solche Cauchyfolge einen Grenzwert in LP hat. Mit
anderen Worten: Sind die LP-Raume vollstandig?

Zuerst ein auch fur sich interessantes Zwischenergebnis.

Lemma Ist (fx) eine Cauchyfolge in LP mit 1 [pl< oo, so konvergiert eine
Teilfolge punktweise fast Uberall gegen eine Funktion ¥ in LP. [ 1

mmm Ist (fk) eine Cauchyfolge in LP, so existiert zu jedem n [Tlein Np,
so dass

1
Rk = fil)< oo k1 N,

Wahlen wir die N, noch monoton steigend mit n, so bildet (gn) C(Hin,) eine
Teilfolge von (fx) mit

1
[gh+1 —9dn Q< 27n' n 11
Die Funktionen

1
hn =01l + [O9m+1—9ml, n 1]
1[mkn
bilden eine monoton steigende Folge messbarer Funktionen mit s
1
(hh L1 C1d [ H [Oh+1 — gm LI CT@ [ H 1 < oo,
1[mkn

die punktweise gegen eine Funktion h konvergieren. Aufgrund des Lemmas von
Fatou 2028 ist h CL® und damit h <, co. Wegen h, - h <, o konvergiert auch

—1
On =01+ (Om+1—9m)
1 [mkn

punktweise fast Uberall gegen eine Funktion . Wegen |f| [A [CL® ist dabei
auch £ [CL®. om0

24.10
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Satz von Riesz-Fischer Der Raum LP(u) mit 1 [pl [« ist vollstandig und
somit ein Banachraum. Zu jeder Cauchyfolge (fx) in LP(u) existiert also
eine eindeutig bestimmte Funktion £ CL® (W) so, dass

Aulerdem konvergiert eine Teilfolge punktweise fast Giberall gegen . [

I Sei 1 [Cpl < o und (fx) eine Cauchyfolge in LP(u). Aufgrund des
vorangehenden Lemmas 11 existiert eine Teilfolge (gn), die punktweise fast
tberall gegen eine Funktion ¥ [P konvergiert. Aufgrund des Lemmas von

Fatou 2028 gilt hierflr
1 (I
lgn — F[°du Climinf  |gn — gm| dp.
m: m[nl RN

RN

Also gilt auch
— f 1Cdiiminf - - - 9.
G~ T ICEI(Gh ~9m[p1- 0, 1 - o»
Mit der Cauchyfolgen-Eigenschaft gilt dann auch
f} — F IR —gn [ [gh — F[,1- 0, k - o

bei geeigneter Wahl von n in Abhangigkeit von k.
Betrachte jetzt eine Cauchyfolge (i) in L*(n). Dann existiert eine gemein-
same Nullmenge N, so dass

[Fc(X)| I L, [F(X) — Fi(x)| CIE — T L, x [N

Somit konvergiert die Folge (fi) auf N¢ gleichmaRig gegen eine Funktion f, die
wir durch Null zu einer ebenfalls messbaren Funktionen auf dem ganzen Raum
fortsetzen. Wegen der punktweisen Ungleichung

[fk = F| =, lim |f — | C3up O — L]
I-c0 (el
gilt dann auch

O —fFLCstp R —f -0, K- oo

110K
Damit ist alles gezeigt. [

Eine Cauchyfolge in LP konvergiert also immer gegen einen eindeutigen
Grenzwert f in LP. AuRerdem konvergiert eine Teilfolge punktweise gegen f ;.

Es ist jedoch mdglich, dass die Gesamtfolge in keinem einzigen Punkt konvergiert,
wie das ndchste Beispiel zeigt.

24.11
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[I"Beispiel Betrachte die Intervalle
-1 m™—
T 10l n=1,2,..,
n n

die wir als (Ix) so durchnummerieren, dass ihre Lange gegen Null konvergiert.
Fuar fi, = X, gilt dann

OB 1= [P - 0

und somit fx - 0 in LP. Jedoch konvergiert die Folge (fx) in keinem Punkt von
[0,1], da sie in jedem Punkt die Werte O und 1 unendlich oft annimmt.

Wir betrachten noch die umgekehrte Frage, wann punktweise Konvergenz
die Konvergenz in LP nach sich zieht. Dies ist nicht immer der Fall.

Beispiele Es gilt
fn= nl/pX(O,l/n) -0

punktweise auf R, jedoch [T} ;=1 [0.1GleichméaRige Konvergenz allein ist
ebenfalls nicht hinreichend. So gilt

gn =N""Px@.n CO]
aber wiederum [ghl;l=1 [11]

Satz  Sei (fx) eine Folge in LP(n) mit 1 [Cpl< o, die punktweise fast tGberall
gegen eine Funktion f konvergiert. Existiert eine Funktion g [CL®(p) mit

Tl L9, k Tl
soist ¥ in LP, und die Folge (fx) konvergiertin LP(u) gegen £. [ 1

mm Aus den Annahmen folgt |f| L._d und damit £ CLP. Weiterhin gilt
punktweise

Ific — FI° COfc| + |F)° L 2PgP.

Da gP integrabel ist, folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz 20 .30
1 1

lim |[f—F|°= lim|fk—F|° =0.
R" R
Also gilt auch [ —f [;1- 0. [

Satz Sei (fk) eine Folge in LP(E, 1), die punktweise fast Gberall gleichmaRig
gegen eine Funktion ¥ konvergiert. Gilt p(E) < oo, so ist f [L®(E,), und
die Folge (fx) konvergiertin LP(E,u) gegen £. [ 1

24.12
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mm Aufgrund der gleichméaRigen Konvergenz ist
sup it — F e =M < o,

Da H(E) < oo, istauBRerdem MPxg integrierbar. Mit dem Satz von der dominierten
Konvergenz folgt daher
1

[fic — FIP xe dA = O.
Rn
Also gilt

[t — F [} = (Fke — fe (]~ 0. (D

24.3
Faltungen

Die Faltungsoperation erzeugt durch Integration aus zwei Funktionen eine
neue Funktion. — Im Folgenden beziehen wir uns nur auf das Lebesguemall A,
welches wir auch mit du und dv bezeichnen.

Satz Seien F EEH’(R”I):Imit 1 [Cpl< o und g CI3(R™). Dann existiert

(f CLgI(x) LA—_IFen F(x—uwg(u)du 1)
A-fast Uberall und definiert eine Funktion ¥ CglCLR®(R") mit
0 Lol 1 CTFIL g, ]

genannt die Faltung von ¥ und g. AuRerdemist f [gl=g [¥1 [ 1
[MIm Wir bemerken zunéachst, dass die Funktion h mit
h(x,u) = F(x —u)g(u)

messbar auf R"™ x R" ist. Fur die charakteristischen Funktionen von Intervallen
ist dies sicher der Fall, denn dann ist h die charakteristische Funktion einer
messbaren Menge. Also gilt dies auch fur alle Treppenfunktionen 0921 und mit
dem Satz von Beppo Levi p9.26 flr alle messbaren Funktionen.

Sei nun zuerst p = 1. Aufgrund des Satzes von Tonelli und der Translati-
onsinvarlk%l’lz des Lebesgueintegals gilt

[T (x —u)g(u)| dAzn
RTR™ [ (-]
o [FX=WdX (W) du

= [FiGlg(w)|du = (FIG TG

24.13
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Also ist h CI}(R™ < R™) 5 3. Das Integral in (1) existiert somit fiir A-fast alle x
und definiert eine Funktion ¥ gl CIF(R") 213. Fur diese gilt aufgrund der
ersten Rechnung

[
H gl = %ﬂ f(x— U)g(U)dug<
RTRM 1

1 [T wldx jg(uldu = [ Tgl,

FUr 1 < p < oo wenden wir die Minkowskische Ungleichung in Integralform
an und erhalten entsprechend

11 ] [Cab
|[F(x—u)g(u)|du dx
R R
1 IFe-wPdx jg(u)ldu = I IgT;]

Mit derselben Argumentation wie zuvor folgt hieraus ¥ CglCL®(R"™) mit

[F1 CgT,] CTFI, T, ]

Die Identitat ¥ [gl= g [CTlfolgt wieder aus der Translationsinvarianz des

Lebesgueintegrals mit der Substitution v [ X1 u:
1]

fP)= _ F(x—uwg(udu
1

= Rng(x—u)f(u)du:(g CF)(x). [

Die Faltung mit einer L*-Funktion hat noch etwas bessere Eigenschaften.
Satz Sei ¥ CLP(R™) und g [CI}(R"). Dann ist f CglICCR(R™) mit
[F1 gL, CTHIIGT]
AuBerdem ist ¥ [glgleichm&RBig stetig. [

I Far jedes x gilt
1 1

IF(x —uwg(u)|du CIFLIg(w)|du = [FILIgl,]

Also ist ¥ [glin jedem Punkt wohldefiniert und
1

gl EJEEI% If(x—u)g(u)|du CIFIIgL,]

Sei nun (And)(U) = d(u + h) — Pp(u). Aufgrund der Translationsinvarianz des
Lebesguemales ist

24.14
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1 1
An(F C@(u)= F(u+h-v)g(v)dv— F(x—u)g(v)dv
1 1

= f(v)glu+h—-v)dv-—- T(v)g(x—u)dv

(f CAhg) (W),
und mit der vorangehenden Abschétzung

[B5h(F £g) L] CIFIIZhg ]

Wegen [Ahg - O fur h - 0 aufgrund der Stetigkeit in L 1o ist ¥ Cglgleich-
mafig stetig. [

Die Faltung zweier Funktionen hat die interessante Eigenschaft, so glatt wie
der bessere der beiden Faktoren zu sein. Sei dazu

] 1
CI(R") CF LCI(R™): fligd<o , 0 [Fk o,
wobei

Flcd Iﬂaémf [l

Satz Sei f CCJ(R") und g CI3(R"). Dann ist f Cg1CC (R"), und es gilt
0°%(f [g) =09°F [g] la] Ll [
AuBerdem sind alle Ableitungen bis zur Ordnung r gleichmaRig stetig.

M Es genugt, eine erste partielle Ableitung 0; zu betrachten. Der Rest

folgt induktiv. — Betrachte
1

(f Lg)eg = Tx—uwg(udu.

Far jedes x ist der Integrand integrierbar, die Ableitung 9; F (x —u)g(u) existiert
Uberall und besitzt fur alle x die integrierbare Majorante [gif []|g]|. Also 20.37

ist das Integral als Funktion von X; di Lerknzierbar, und fiur die Ableitung gilt
1

oi(f LX) = n Oif(x —u)g(u) du = (0;if Lg)(x).
Somit ist

0i(f Lg) =o0if Lgl

Da 0;F nach Voraussetzung gleichmaiiig beschrankt ist, ist diese Funktion auch
gleichmaRig stetig 1. I

24.15
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Fixieren wir eine Funktion ¢ [CPF(R"), so ist ¥ [l also fir jedes f [T}
beliebig oft di Cerknzierbar. Wir erhalten damit einen linearen Operator

Te: LYR™) -~ C®(R"), f LTIJf =7 [Pl

mit der Eigenschaft, dass

DO(T¢,f = TDaq)f, (o EE[B

AuBerdem gilt hierfar

T3 f (o) [Tdld (FIgK o, 1 [Tk o,

wie man leicht zeigt.

24.4
Approximative Einheiten

Mithilfe von Faltungen lasst sich die Aufgabe elegant I6sen, >weniger glatte«
Funktionen durch >glattere« Funktionen zu approximieren, wobei die konkrete
Bedeutung dieser Begri Le Yom Kontext abhangt. Bendtigt werden dazu Funktio-
nen, die die Faltungsoperation auf immer kleinere Umgebungen eines Punktes
konzentrieren.

Definition Eine Folge (¢x) in LY(R™) heiRt Diracfolge, wenn folgende Bedin-
gungen erfullt sind.

(d-1) Q1 far alle k,
(d-2) R ddA=1 furalle k, und
(d-3) rnmpgPkdA - 0 fur k - oo fiir jedes >0. [

Die ersten beiden Bedingungen bewirken, dass die Faltung mit jedem ¢y
eine Mittelwertbildung darstellt. Die dritte Bedingung impliziert, dass diese
Mittelwerte gegen eine Punktauswertung im Nullpunkt konvergieren.

Diracfolgen sind leicht zu bescha [en, wobei man den diskreten Parameter k
auch noch zu einem kontinuierlichen Parameter k verallgemeinern kann.

Lemma Ist ¢ eine nichtnegative Funktion in L1(R™) mit [ = 1, so definiert
¢ KT - K, kK 1)

eine Diracfamilie oder approximative Einheit in LY(R™): fur jede Wahl einer
reellen Folge (kn) mit 1 [k} [d bildet (i, ) eine Diracfolge. [

24.16
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[ O [edsichtlich sind alle ¢y nichtnegativ, und mit u CxkI'u gilt
(- 1 [

ddu = K" d(ku)du = ¢$(u)du=1.
RN RN RN
Fur jedes & > 0 erhalt man auf die gleiche Weise
(- [

$du = ¢(u)du -0, K- oo,
Ix] 31 Ix| &3

aufgrund des Satzes von der dominierten Konvergenz ;030 . [

20 [&a. Die charakteristische Funktion jedes Intervalls mit Volumen 1 definert
eine Diracfamilie.
b. Ist ¢ glatt mit Trager in {|x| I}, so spricht man auch von einem
glattenden Kern. Ein typisches Beispiel ist

1] L1 L1

%xp 2; . Ixl <1,
o(x) = IX|©—1

= x| CT)

mit ¢ > 0 so, dass [all = 1. Die Diracfamlie ox = K" 0 = K besteht dann aus
glatten Funktionen mit suppox = Bi/k.
c. Die Gaussfunktion

1 2
. n — —Ix|°/2
Y: R"-S R, Wwkx) @m)n/2

liefert eine glatte approximative Einheit mit nicht-kompakten Trégern. Sie spielt
eine wichtige Rolle bei der Fouriertransformation. [Tl

Der nachste Satz beschreibt zwei Situationen, wo mithilfe einer Diracfolge
geglattete Funktionen gegen die ungeglattete Funktion konvergieren.

21 Satz Sei (¢x) eine Diracfolge in L1(R™) n L*(R"). Fiir jedes £ CI®(R™) mit
1 [pl< o gilt dann

lim CE1 Cpk — F 1= 0.

k- oo

Ist K eine kompakte Menge von Stetigkeitspunkten von F, so gilt aul3erdem

lim IOk —Fl=0. [ 1

k- oo

Imm Die gefalteten Funktionen fy CF1L Pk sind wohldefiniert 15, und mit
1 (I

) =F(x) o dr(u)du = o T Pr(u)du
aufgrund von (d-2) und (AuTF)(X) = F(X —u) — F(X) ist
1

i) —F () = an AuT () Pr(u)du. 2
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Abb 2

Diracfamilie zum
glattende Kern o

Betrachte hiervon die LP-Norm fur 1 [Cpl< co. Mit der Minkowskischen Unglei-
chung in Integralform

[0 (T 1 G
e —f 11 i nIAuf(X)ld)k(U)dU dx
i)

n

1 [ALT O|P dx $r(u)du
Rn
= [ALT Lopi(u) du.

Aufgrund der LP-Stetigkeit von T 1o existiert zu jedem € > 0 ein & > 0, so dass
[ALT [ <&, lul <ao. ?3)

Fur den Anteil I5 des letzten Integrals Uber B = {|Ju| < &} gilt dann
[ [

Is = [ALT [op(u) du <& dr(u)du<e.
Bs Bs

Fur das restliche Integral Js gilt
1 1

Js = f u)du [CZIT] u)du.
5 RnEB_éllIh N IN(E)) L;]R"EBglq)k( )
Wegen (d-3) wird das letzte Integral kleiner als € fir k > K hinreichend grof3.
Somit wird insgesamt

|ﬂ—f|;lElgl+J5<(1+2E‘E||;)s, k > K.
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Da dies fur jedes € > 0 gilt, ist die erste Behauptung bewiesen.
Sei nun K eine kompakte Menge von Stetigkeitspunkten von f. Ausgehend

von (2) ist
1

O —f bl 1 [AL T Ldpr(u) du.

Da f auf K sogar gleichmaRig stetig ist 10,19, existiert zu jedem € >0 ein 3 >0,
so dass

[ALT < g, Jlul <o.

Nun kann man wieder bei (3) fortfahren und erhélt die Behauptung. I

= Eine Anwendung

Satz  Zu jeder kompakten Menge K [CRI' und jedem € > O existiert eine glatte
Abschneidefunktion ¢¢: R™ - [0,1] derart, dass

cb%sl

und supp¢d K} CX: dist(x,K) <e}. [ 1

mmn Wahle irgendeine glatte Funktion o : R" - [0,1] mit Gl = 1 und
suppo [Bi und setze

O =g "ogogl €>0.
Dann ist supp o [B{. Die Funktion

$: Cxk, [G1,

ist glatt ., mit Werten in [0,1]. Fur x CKIlgilt suppos(x — -) CstippKe und

deshalb
1] 1

Pe(X) =  oe(X—uXk (UW)du=  Oe(x—u)du=1
RN RN

Fir x Kb ist suppo:(X — -) nsuppKe = [Cudd deshalb ¢:(x) = 0. Ersetzen
wir 2e durch €, so erhalten wir Behauptung. [
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