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Aufgabe 2.1.

(a) Sei (X, || -||) ein normierter Raum. Zeigen Sie
By(r)={ye X [z -yl <r}, zeX,r>0,

(vergleich mit Aufgabe 1.2).

(b) Seien (Xj, | - |;), j = 1,...,n normierte Réume. Fiir v = (z1,...,2n) € [[j_; X;
definieren wir
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Beweisen Sie, dass dies zueinander dquivalente Normen sind.
Aufgabe 2.2.

Sei 1 < p < ¢ < oo und sei /7 der Raum der p-summierbaren complexen Folgen,
ausgestattet mit der p-Norm || - [[,. Sei ferner ¢y der Raum der complexen Nullfolgen,
ausgestattet mit der Supremumsnorm || - ||s. Wir schreiben ¢, fiir den Raum der com-
plexen Folgen mit nur endlichen vielen von Null verschiedenen Folgengliedern. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen.

(a) ¢ ist ein dichter Teilraum in (¢7, | - ||,) und (co, || - [loo)-

(b) ¢* ist ein dichter Teilraum in (¢4, || - ||4) und (co, || - [lo)-

(c) U & 7 und U 7 & ¢ sind jeweils echte Teilmengen.
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Aufgabe 2.3.

Wir definieren die 2-Norm auf C°([0, 1], R) durch den Ausdruck
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(a) Zeigen Sie, dass (C°(]0,1],R), || - ||2) nicht vollstéindig ist.

(b) Folgern Sie, dass ||-||2 nicht zu der Standardnorm ||-||o auf C°([0, 1], R) Aquivalent
ist.
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Aufgabe 2.4.

Es seien (X, | - ||) ein normierter Raum, V' C X ein Unterraum. Sei z = x + V die

Aquivalenzklasse von z € X in X/V. Setze
7):= inf ||z —y||.
p(x) = inf [|lz =y

(a) Zeigen Sie, dass p genau dann eine Norm auf X/V ist, wenn V abgeschlossen ist.

Im Folgenden betrachten wir fiir abgeschlossenes V' den normierten Raum (X/V,p).

Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(b) Zu jeder konvergenten Folge {g,} in X/V existiert eine konvergente Folge {z,} in
X mit z,, = qn.
(c) Eine Menge U C X/V ist genau dann offen in X/V, wenn {x € X |z € U} in X

offen ist.

Aufgabe 2.5. (Bonus)

In dieser Aufgabe statten wir den Raum der glatten Funktionen C°°[0,1] ! mit einem
Konvergenzbergriff aus, der mit der Vektorraumstruktur vertraglich ist und den Raum

vollstandig macht.
Sei p;(f) 1= supgeo,1 |fU)(z)]| fiir f € C*[0,1], j € Ng. Wir definieren

22 - _pilf—9) fiir f,g € C*[0,1].

= 1+pjf_)

(a) Zeigen Sie, dass der normierte Raum (C°°[0, 1], pg) nicht vollsténdig ist.
(b) Es gilt d(fn,0) — 0, n — oo, genau dann wenn p;(f,) — 0, n — oo, fiir alle
j € Ny. Beweisen Sie dies.

(c) Beweisen Sie, dass d eine Metrik, aber keine Norm, auf C*°|0, 1] ist.

(d) Zeigen Sie, dass (C*°[0, 1], d) vollsténdig ist.

Alle Aufgaben auf diesem Blatt werden am
Mittwoch, den 24.10.2018
in den Gruppeniibungen besprochen.

"Mit C*°[0, 1] wird der Raum der beliebig of stetig differenzierbaren Funktionen f: [0,1] — C bezeichnet.
Eine Funktion f: [0, 1] — C nennen wir stetig differenzierbar, wenn sie stetig ist, auf (0, 1) stetig differenzierbar
ist und auBlerdem die Ableitung auf [0, 1] stetig fortgesetzt werden kann. Die Fortsetzung der Ableitung wird

auch mit f’ bezeichnet.



