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Aufgabe 6.1.

Wir statten, wie iiblich, C°([0,1],F) mit der Supremumnorm aus. Zeigen Sie, dass die
folgenden Abbildungen T: C°([0,1],F) — C°([0,1],F) linear und stetig sind und be-

rechnen Sie deren Norm.

(a) (Tf)(x) = f( )9(z) fiir ein g € C°([0, 1], F);

(b) (Tf Zalf x;) fir x; € [0,1] und o; € F;
(c) ( / f(t)dt — Zalfxz
Aufgabe 6.2.
Sei X ein F-Vektorraum und || - |1, || - |]2 Normen auf X. Sei X als normierter Raum

beziiglich beider Normen vollsténdig.

(a) Zeigen Sie: Wenn ein C > 0 existiert mit ||z||; < C||z]|2, fiir alle z € X, dann sind
die Normen || - ||; und || - |2 bereits dquivalent.

(b) Zeigen Sie: Wenn fiir alle Folgen {x,,} in X und z,y € X gilt
( lim ||z, — 2|l = 0 A lim [[zn — yll = o) — =y,
n—oo n—oo

dann sind die Normen || - |1 und || - ||2 &quivalent.

(c) Sei Q) C R" offen und beschréankt und seien 1 < p < ¢ < co. In der Hoheren Analysis
wurde gezeigt, dass ein C' > 0 existiert mit || f||, < C| fl|, fiir alle f € LI(2). Sind
| - |l, und || - |4 auf L9(£2) dquivalent?

Aufgabe 6.3.

Betrachten Sie die Integralgleichung

1) =)+ [ wust)ay )
in C°([0,1],F) mit g € C°([0, 1], F).
(a) Zeigen Sie, dass diese Gleichung zu jedem g € C°([0,1],F) eine eindeutige Losung
f € C°([0,1],F) besitzt. Interpretieren Sie dazu (1) als Gleichung
(1-T)f =
mit einem geeigneten linearen Operator T € B(C?([0, 1], F)).

(b) Lésen Sie (1) fiir g(z) = x und benutzen Sie das Ergebnis um eine einfache allge-

meine Losungsformel zu erhalten.
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Aufgabe 6.4.

Seien X C R™ und Y C R™ offene Mengen und seien K: X xY — R, p: X - R
und ¢: Y — R Lebesgue messbare Funktionen, so dass p(z),q(y) > 0 fast tiberall.
Wir statten, wie iiblich, L?(X,R) und L?(Y,R) mit der 2-Norm aus. Beweisen Sie den
folgenden Satz.

Satz. Angenommen es existieren o, 3 > 0 so dass

/ K (2,9)| aly) dy < ap(z) and / K (2,9)| p() dz < Ba(y)
Y X

fur fast alley € Y bzw. fast alle x € X gilt. Dann ist der durch
TN@ = | K@s)d

definierte lineare Operator T : L2(Y,R) — L2(X,R) stetig und seine Norm kann durch
IT|| < +aB abgeschdtzt werden.

Aufgabe 6.5. (Bonus)

Sei X ein nichttrivialer Vektorraum und P,@Q: X — X lineare Abbildungen mit der
Eigenschaft PQ — QP = 1.

(a) Wir nehmen an X ist ein normierter Raum. Zeigen Sie, dass dann nicht P und Q
stetig sein kénnen.

Hinweis: Zeigen Sie PQ"™ — Q"P = nQ" .
(b) Geben Sie ein Beispiel an fiir X, @ und P, so dass auf X eine Topologie (bzw.
Metrik) definiert ist mit den folgenden Eigenschaften:

1. X x X > X:(z,y)—»z+y und FxY — X: (a,x) — ax sind stetig.
2. P und @ sind stetig.

Anmerkung: Die obige Relation zwischen P und @ ist eine Form der kanonischen Kom-
mutatorrelation aus der Quantenmechnik. Die Aufgabe zeigt, warum nicht sowohl der
Orts- als auch der Impulsoperator stetig gewahlt werden kénnen.
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