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Aufgabe 13.1.

Seien @ > —1 und f, € Li ((—1,1),R) gegeben durch

¢ fir0<z<l,
fa(m)—{

0 fir —1<z<0.
(a) Untersuchen Sie f, auf schwache Differenzierbarkeit und bestimmen Sie die schwa-
che Ableitung f!, sofern diese existiert.
(b) Seien m € Ng und 1 < p < oo fest. Untersuchen Sie, fiir welche Werte von « in

Abhangikeit von m und p gilt: fo, € W™P((—1,1),R)

Hinweis: Sie konnen das Fundamentallemma der Variationsrechnung benutzen um zu
zeigen, dass eine schwache Ableitung nicht existiert.

Aufgabe 13.2.

Seien 2 C R" offen, f € C(€,R), g € C?(99Q,R) und o > 0. Wir betrachten die partielle
Differentialgleichung

{Au +au=f, in €, 1)

u =g, aufdf.

(a) Hat Q einen C?-glatten Rand, dann existiert fiir jedes Q C R offen mit Q c Q
eine Fortsetzung g € C?(Q,R) mit § = g auf 9.1
Vergewissern sie sich, dass unter diesen Vorrausetzung ein f € C(9,R) existiert, so
dass die Losbarkeit von (1) mit w € C?(,R) N C(Q, R) #dquivalent zur Losbarkeit
von

—Aw + aw = f, in
(2)
w =0, auf 0,
mit w € C%(Q,R) N C(Q, R) ist.

(b) Sei nun £ beschriankt. Formulieren Sie eine zu (2) gehorende schwache Gleichung.
D.h. finden Sie einen Hilbertraum H und ein Funktional T' € H’, so dass die
Gleichung

VoeH: (w,v)y=T(v) (3)
von jeder klassische Losung w € C?(Q,R) N C (2, R) von (2) geldst wird.

(c) Vergewissern Sie sich, dass ihre schwache Gleichung (3) eine eindeutige Losung
u € H hat.

Hinweis: Darstellungssatz von Riesz-Fréchet.

'Lemma 6.38 in Gilbarg, D.; Trudinger, N.S. Elliptic partial differential equations of second order. Reprint
of the 1998 edition. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2001.
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Aufgabe 13.3.

Sei 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet mit C*°-glattem Rand. Die inhomogene Poisson-
Gleichung mit Neumann-Randbedingungen auf ) lautet

—Au=f, inQ
(4)
dyu =g, auf 0f,

wobei d,u die Normalenableitung von u ist. Wir werden diese Gleichung fiir f € C(Q, R)
und g € C(99, R) untersuchen. Zeigen Sie, dass fiir u € C?(£2, R)NC(Q, R) die folgenden
Aussagen dquivalent sind.

(i) w lost (4).

(ii) w ist eine schwache Losung von (4), d.h. fiir alle ¢ € D(R") gilt

/(Vu-ch—fgo)d:v—/ gpdo = 0.
Q o0

(iii) Bsgilt E(u) = min{E(w) | w € C?(, R)NC(Q, R)} fiir das nichtlineare Funktional

E(w) = /Q <;|Vw\2 — fw) dz — /(99 gw do.

Hinweis: Aufgrund der an 2 gestellten Vorraussetzungen gilt:

1. Zu jedem ¢ € C*>(09Q, R) existiert eine Fortsetzung Y€ D(R™) mit ¢ = ¥ auf 0.
2. Gilt h € C(0Q,R) und [, htp do = 0 fiir alle ¢ € C*(92, R), dann h = 0.

Nutzen Sie dies ohne Beweis.
Aufgabe 13.4.

Sei 2 C R™ ein beschrianktes, konvexes Gebiet. Die klassische Poincaré-Ungleichung
besagt, dass ein C > 0 existiert, so dass

lu = Mulls < C|[Vull2 ()
fiir alle w € H'(Q,R). Hierbei ist Mu := [Q|™! [, u(z)dz der Mittelwert von u.

(a) Beweisen Sie diese Poincaré-Ungleichung fiir n = 1.

(b) Sind schwache Losungen u € H'(Q,R) zur Poisson-Gleichung (4) eindeutig be-
stimmt?

(c) Sei nun g = 0 in der Poisson-Gleichung (4). Zeigen Sie mit Hilfe von (5), dass fiir
jedes f € L*(Q,R) eine eindeutige schwache Losung u € H'(Q,R) mit [, udz =0
zu (4) existiert dann und nur dann, wenn [, f dz = 0.

(d) Zeigen Sie weiter, dass eine Konstante C' > 0 existiert mit |lul|;2 < C|f]]2. D.h.
die lineare Losungsabbildung L2 (2,R) — H'(Q,R), f + u, wobei L2 (Q) := {f €
L2(Q) | M f = 0}, ist stetig.

Dieses Gruppentiibungsblatt wird am Mittwoch, den 23.1.2019 besprochen.



