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6.5 Anwendung der Eigenwerttheorie: rekursiv
definierte Folgen

6.5.1 Die Fibonacci-Folge: geschlossene Darstellung. Die Fibonacci-Folge
ist rekursiv definiert durch die Startwerte Fy := 0, F; := 1 und dann F, ;1 :=
F, + F,_1 fur n € IN. Wir beschreiben diese Rekursion durch Multiplikation
mit einer Matrix: Es gilt

b))
(oG )

Jetzt setzen wir A := (% 6) und bestimmen die Eigenwerte und Eigenrdume
dieser Matrix: Aus x4(A) = det (A — AE;) = A2 — A —1 erhalten wir die beiden

Eigenwerte A = 1“/— mit Eigenraum V(A1) = (1+2\/§) und Ap = % mit
Eigenraum V(A,) = (1 2‘/_).

und damit

Wir verwenden jetzt die Transformationsmatrix T := (1+2‘/5 1‘2‘/5) ; es gilt

2 —-1++5 1+v5 0
=L nd T7'AT = .
4@( 1+5 ) 2( 0o 1- \/5)
Damit ergibt sich A”((l)) =T (T‘lA”T) T-1 ((1)) =T (T‘lAT)n T-1 ((1)) Wir werten
aus:

Ay = (T-AT)" 1 ()
_ L(lﬂf - )(“f)" (2 7))
45 0 (%) -2 1++V5 )\ 0
S )(“f)” (1)
25 2 0o (5E))\ -1
(e
Bl (Y- (=Y (1236) _ (1)
und erhalten damit die geschlossene Darstellung: F, = 2 :

V5

(Ja, dieser komplizierte Ausdruck liefert wirklich fiir jedes n € IN eine natiir-
liche Zahl.)
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6.5.2 Die Fibonacci-Folge: asymptotisches Verhalten.
1+ \/_

Jetzt wollen wir begriinden, dass sich die Quotienten ;” an den Wert
_ 1+ \/_

anndhern; dass also lim 1’}“

ilt.
nelN - g

Mit der geschlossenen Darstellung sieht das zwar zundchst schwierig aus:

()

R e e
nelN Iy neN 1+ v6\" _ (1-v5
2 2

Mit geeigneten Abkiirzungen sieht man aber doch, wie man weiter kommt:
Wir setzen a = 1“/5 und b = 1_‘/5 . Dann gilt || = \/5_1 < ‘/§+1 =q

und deswegen | | < 1. Nach 2.5.8 haben wir also hm( )” =0, und unser
nelN

Grenzwert wird zu

y Fn+1 - an+1 —bn+1 - n+1( ( )n+1)
nIEI]lI\IT Fn B nlerllr\ll amn — pn B nler]lr\ll an(l — (_)n)
a
-1 n+1
I e C 1= lim(Q) _
eN 1 — (by _ byn
n (2) itrﬂg(a)

6.5.3 Asymptotik der Fibonacci-Folge.
lim Pn+1 _ 1+ \/g

Es eilt _
58! weN F, 2

Die Zahl % ist bekannt als goldener Schnitt.

Sie spielt auch bei der Konstruktion eines regelmifSiigen Fiinfecks (und damit
auf unserem Titelbild) eine wichtige Rolle.

6.5.4 Beispiele. In 2.1.6 und 2.1.7 haben wir zwei rekursive Definitionen
angegeben: Die Folge (b,),en wurde definiert durch

by =0, =1und VneN\{1}: b, :=b,_1+2b,_»;
die Folge (c;)new wurde definiert durch

c1:=0und Vne N\ {1}: ¢, :=2¢,,—1 + (-1)".
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Wir haben dann in 2.1.7 auch nachgewiesen, dass die beiden Folgen tiberein-
stimmen.

Jetzt wollen wir eine geschlossene Darstellung (ohne rekursiven Riickgriff)
fiir die Folgen angeben.

Fir (b,),en verwenden wir die Matrix A = ( ) offensichtlich gilt

A bn—l _ 1 2 bn—l _ bn—l +2bn—2 _ bn
bn—Z \1 0 bn—Z - bn—l - bn—l .

Die Eigenwerte von A sind —1 und 2, als zugehorige Eigenvektoren konnen

wir (_11) und (%) nehmen. Mit der Transformationsmatrix T := ( L %) erhalten
wir T = 1(12) und T'AT = B := ('9), also A = (TT"HA(TT™) =
T(T'AT)T™! = TBT . Es gilt B" = ()" 1), und mit

(TBT 1)11 1 TB"™ 1T— 3(

bn _ bn 1 n—1 b
A= alli)) =)
1 (=Dt +2n (12427 V(1) _1(2"+ (—1)”—1)
3\ pr 2t (=124 2nt o) T o3\ont 4 (—1yn)

(=1)n1 4 2n (=1)"2 + 2"
( 1)n+2n 1 ( 1)n+12+2n 1

erhalten wir
bn+1
by

Es gilt also b, = $(2"7! + (=1)"), fiir alle n € N.
(Hinter ,,- - - “ steckt eine vollstindige Induktion.)

Fiir die Folge (c;)nen verwenden wir C = (0 1) und S = (1 %) Dann gilt

— c-1 _ 2.0 n _ -1\n _ ng-1 _ 2" %(_Zn + (_1)n)
D:=S CS—(O 1 und C" = (SDS™)" = SD"S™" = 0 (=1)" :

Wegen C ( (_C{l)_nl—l) = (20"‘1(:&1)”_1) = (2%_(1_;5”_1)1«) = ((_Cf)n) ergibt sich

en \_cnmtfer)_ om0} Z (3@ = (D) _ (3@ + (1))
(i) =)= ()= () 0% ™)

und daraus ¢, = %(2”‘1 + (-1)") = by




