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2 Folgen und Reihen

2.1 Folgen

Neben dem Rechnen in algebraischen Strukturen (insbesondere dem Lo-
sen von Gleichungen) gibt es ein zweites mathematisches Grundprinzip: die
Approximation von (komplizierten) Objekten oder Grofien durch einfachere,
beherrschbare.

2.1.1 Beispiele. 1. Die Tangente an eine glatte Kurve approximiert man
durch eine Folge von Sekanten.

2. Die Flache unter dem Graph einer stetigen Funktion approximiert man
durch Folgen von Rechtecksfldchen.

3. Den Umfang eines Kreises approximiert man durch eine Folge von
Umféangen von Polygonen.

4. eine beliebige reelle Zahl (z. B. m = 3,14159265358979323846264338 . . .)
approximiert man durch eine Folge rationaler Zahlen (ndmlich durch
abbrechende Dezimalentwicklungen).

Das erste Problem wird in der Differentialrechnung, das zweite und das dritte
werden in der Integralrechnung behandelt.

LApproximation” bedeutet hier: wir ndhern uns dem gesuchten Objekt beliebig
nahe an. Wir werden dies mit Hilfe des Begriffs der Konvergenz von Folgen

prézise fassen, die Werkzeuge der Differential- und Integralrechnung werden
in der HM 2 und HM 3 eingehend behandelt.

2.1.2 Schreibweise. Eine Folge (a,).enN reeller Zahlen gibt zu jeder nattirlichen
Zahl n € N ein Folgenglied a, € R an.

Wir werden allgemeiner auch Folgen komplexer Zahlen, Folgen von Vekto-
ren, Folgen von Matrizen oder Folgen von Funktionen betrachten.

Alle diese Folgen werden wir aber auf Folgen reeller Zahlen zurtickfiihren.
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1
2.1.3 Beispiel. Die Folge (a,,)neNn mit a,, := -

1
ﬂ‘l:l, aZZE/ as = 7 ag = 7

2.1.4 Beispiel. Die durch a, := (=1)" gegebene Folge (a,)nen:
_1/ 1/ _1/ 1/ _11 1/ _1/

Folgen, die (wie diese) bei jedem Folgenglied das Vorzeichen wechseln, nennt
man alternierend.

2.1.5 Definition. Eine Folge wird rekursiv definiert, indem man jedes Folgen-
glied durch seine Vorganger festlegt und auflerdem geniigend viele Anfangs-
glieder vorgibt.

2.1.6 Beispiel. Durch by :=0, b :==1 und b, := b, + 2 b, wird eine Folge
(bn)nen definiert, deren erste Glieder lauten

bp=0, by=1, b3=1, by=3, bs=5, be=11,

2.1.7 Beispiel. Ein und dieselbe Folge kann auf sehr verschiedene Arten
beschrieben werden. Die Folge (b,,),en aus 2.1.6 stimmt {iberein mit der Folge
(cn)nen, die definiert wird durch ¢; := 0und Yn € IN\{1}: ¢, :=2¢,1+(— 1)”

(@A) Esgilt o = 0=by und e = 2¢1 + (—1)2 =0+ 1=1=by.

Angenommen, die Behauptung by = c, sei bewiesen fiir alle
k £ n: Dann gilt einerseits

byy1i = by +2b,1 = o +2c0i
= 2¢p 1+ (D" +2¢y-1 =4cp1 + (-1,
andererseits aber auch

Cirl = 20+ (-1 =2 Qe + (1)) + (-1
depq +2(=1)" = (=1)" = deyg + (=1)".
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2.2 Beschrinktheit und Monotonie

2.2.1 Definition. Eine Folge (2,,).eN reeller Zahlen heifst

- nach oben beschrinkt, wenn es eine reelle Zahl S € R so gibt, dass
¥n € N:a, £ S gilt. In diesem Fall heifit S eine obere Schranke fiir
die Folge (a,)neN -

- nach unten beschrinkt, wenn es eine reelle Zahl s € R so gibt, dass
¥n € N: s £ a, gilt. In diesem Fall heifst s eine untere Schranke fiir die

Folge (a,)neN-

- beschrinkt, wenn sie nach oben und unten beschrankt ist.

2.2.2 Definition. Eine Folge (2,,).eN reeller Zahlen heifst
- monoton steigend, wenn fiir alle n € N gilt: 2,41 2 a,.
- streng monoton steigend, wenn fiir alle n € IN gilt: a,,1 > ay,.
- monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt: a,.1 £ a,.
- streng monoton fallend, wenn fiir alle n € IN gilt: 2,41 < a,.

- monoton, wenn sie monoton steigend oder monoton fallend ist.

2.2.3 Bemerkung. Wenn eine Folge gleichzeitig monoton steigend und fallend
ist, sind alle ihre Folgenglieder gleich: solche Folgen heifSen konstant.

2.2.4 Beispiel.

Die durch g, := % gegebene Folge (2,,).eN ist streng monoton fallend. Sie ist
nach oben beschrinkt [z. B. durch S = 1 oder auch durch S = 178].
Die Folge ist auch nach unten beschrankt [z. B. durch s = 0 oder s = —3295].

2.2.5 Beispiel. Die schon in 2.1.4 betrachtete alternierende Folge (a,),en mit
a, = (—1)" istbeschrdnkt [z. B. durch S =1 und s = —1], aber nicht monoton.

2.2.6 Beispiel.

Die Folge (b;)nen aus 2.1.6 ist nach unten beschrankt [mit s = 0], und mo-
noton steigend. Allerdings ist sie wegen b, = 1 = b3 nicht streng monoton
steigend.
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2.2.7 Beispiel. In der Zinseszinsrechnung, allgemeiner zur Beschreibung ge-
wisser Formen des Wachstums, braucht man Folgen wie die durch a, :=

(1 + %)” definierte.
Diese Folge ist jedenfalls nach unten beschrankt [etwa durch 1].

Wir wollen klédren, ob die Folge monoton steigend ist. Zunéchst betrachten
wir die ersten Glieder:

a = 2

m = 7 = 225

a3 = £ = 237..
— 625 ~

a, = 256 X 2,44...
— 7776 ~

as = F% ~ 2,48...
_ 117649

e = L2 ~ 2,52...
= 29715

a; = 3EEZ ~ 2,54,

2.2.8 Satz. Die Folge (an)neN mit a, == (1 + %)n ist beschrinkt und streng monoton
wachsend.

Beweis. Wir zeigen zuerst

(*) VYnz2: an<ZZ:0%.

n n
o = (1+1) = kgo o)L
n ™1
= 1+ kgl (k) o

1+ i n(n=1)-(n-k+1) 1

k=1 K "
5o 1 k1
— L.n n-1l _ 6 §n-
- 1+k§‘1k' n n n
oo 1 k=1 C 1w 1
= 1+ZF( —z) (1—7) < 1+Z‘F:ZF
k=1 k=1 k=0
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Als Néchstes werden wir zeigen:

=

(>(->(-) Yn = 2: % < 3.
k=0
Durch den Vergleich k! = k - (k-=-1) --- 2 - 1
ok-1 - o . 2 e 2 01

erhalten wir fiir alle k € N die Ungleichung 25~! < k! und daraus

VkeN:%g%.

Jetzt ergibt sich
-1 -1 -1
ZH:1+1+ZH :2+ZE
k=0 k=2 )
¢ 1
S 2+ )Y mx
k=2
1 i 1 1%
= 2+3 = = 2+ 5 27
22 2202

Die letzte Ungleichung benutzt Y7’ % <2.

Man kann diese Abschitzung durch Induktion begriinden, wir geben hier
einen geometrischen (und damit anschaulichen) Beweis:

Man startet mit dem Quadrat vom Inhalt 1 = 2% und fiigt danach durch
sukzessive Halbierung gewonnene Dreiecke an. Jedes neue Dreieck ist halb

so grofs wie das vorhergehende, das ¢-te Dreieck hat also den Inhalt % . Die

Summe ZZLO % beschreibt den Inhalt des Quadrats zusammen mit den ersten
m Dreiecken: das ist offenbar weniger als der Inhalt der beiden Quadrate!
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Wir haben jetzt mit 2.2.7, (+) und (*+) nachgewiesen, dass unsere Folge be-
schrankt ist.

Es bleibt die Monotonie zu zeigen, also Y1 € IN: a,,,1 —a, > 0. Wir benutzen
wieder wie oben die Beziehung a, = 1 + 22’21% (1 - %)(1 - ’%1), und
erhalten

Apsl —dn = 1+Z§%(1_ﬁ)...(1_%)
AL

= @ (1-7) (-3
SO 5)
)

Fiir alle n € N und alle x > 0 gilt
1 1

x X ; _ X _Xx
> =g, 5 >57 unddamit 1 >1-2.

n+1 n+1

Wir wenden dies speziell fiir x € {1,...,k — 1} an, und erhalten

(1= ) (1= ) - (-5 (1-5) >0,

Nach Multiplikation mit {;, Summation iiber k und wegen

g (1= ) (1- 71) > 0
liefert dies die Behauptung: 4,41 —a, > 0. Damit ist unsere Folge auch als
streng monoton steigend erkannt. m]
Spater (in 2.6.5) werden wir sehen, dass jede monotone beschrankte Folge
reeller Zahlen gegen einen wohlbestimmten reellen Grenzwert strebt.

Dem Grenzwert der eben betrachteten Folge geben wir einen besonderen
Namen:

2.2.9 Definition. Der Grenzwert der Folge ((1 + %)n)neN heif3t Eulersche Zahl
und wird mit e bezeichnet.

Néaherungsweise gilt
e~2,718281828...

Entgegen dem ersten Eindruck ist die Dezimalentwicklung nicht periodisch!
In der Tat kann man die Eulersche Zahl nicht elementarer (etwa als Bruch,
oder als Nullstelle eines Polynoms) definieren — einfacher als {iber unsere
einigermafien verwickelte Definition ist diese Zahl nicht zu haben.
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2.3 Teilfolgen und Haufungspunkte

2.3.1 Definition. Es sei (2,).en eine Folge, und es sei (n)ren eine streng
monoton steigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifst (2, )ren eine Teilfolge

von (4,)neN -
Bei der Auswahl von Teilfolgen darf man also Folgenglieder iiberspringen,
aber man darf nicht umsortieren.

2.3.2 Beispiel. Die Folge (x,).en sei gegeben durch

e % (n+1) falls n ungerade,
" % n+2 falls n gerade.

Es gilt also
x1=1, x=3, x3=2, x4=4, x5=3, x4=5, xy=4, x3=6...

Durch ny := 2k wird eine streng monotone Folge (1;)ken natiirlicher Zahlen
definiert, diese fiihrt auf die Teilfolge (xx)reny unserer Folge:

XQ:?), X4:4, X6:5, x8:6...

Die Teilfolge (x3r-1)kenN ist nicht streng monoton:
x2=3, X5=3, x8:6...

Das macht nichts: Wir verlangen ja nur, dass (3k — 1)ken Streng monoton ist
— das ist erfiillt!

2.3.3 Bemerkungen. Es sei (a,),en eine Folge reeller Zahlen.
1. Istdie Folge nach oben (bzw. nach unten) beschrénkt, soistjede Teilfolge
nach oben (bzw. nach unten) beschrankt.

2. Ist die Folge monoton steigend (bzw. fallend), so ist jede Teilfolge mo-
noton steigend (bzw. fallend).

2.3.4 Beispiel. Diein 2.3.2 betrachtete Folge ist selbst nicht monoton, hat aber
streng monoton steigende Teilfolgen.

2.3.5 Definition. Es sei (a,),en eine Folge reeller Zahlen.

1. Eine reelle Zahl a heifst Hiaufungspunkt der Folge (a,).en, wenn es zu
jedem ¢ > 0 unendlich viele nattirliche Zahlen k mit |2 — a;| < ¢ gibt.

2. Auch +co und —oo sind Kandidaten fiir Haufungspunkte. Falls die
Folge nicht nach oben beschrénkt ist, gilt +oco als Haufungspunkt. Falls
die Folge nicht nach unten beschrankt ist, gilt —co als Haufungspunkt.
Solche (nicht reellen) Haufungspunkte heifien uneigentlich.
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Fiir reelle Haufungspunkte kann man die Bedingung auch so fassen: Fiir
jedes ¢ > 0 und jedes n € IN gibt es k > n so, dass |a —ai| < €. Mit Quantoren
préazisiert, sieht die Bedingung so aus:

Ye>0 YnelN IJkelN: ( k>n A |la—m|l<e ).

Etwas salopp formuliert man manchmal: Die Folge hduft sich bei a, wenn
beliebig nahe bei 2 immer noch unendlich viele Folgenglieder liegen. Vorsicht
ist geboten: wir wollen nur, dass fiir unendliche viele ,Nummern” k auch a;
nahe bei a liegt — die Folgenglieder miissen aber nicht verschieden sein!

2.3.6 Beispiel.
1. Die alternierende Folge ((—=1)"),ny héduft sich bei 1 und bei —1.

2. Die Folge ((—l)” (1 — %))%N héuft sich bei 1 und bei —1.
3. Die Folge (%) _ hauft sich bei 0.

4. Die Folge ((1 + (—1)”)n) hauft sich bei 0 und bei +co.
nelN

2.4 Konvergente und divergente Folgen

2.4.1 Definition. Eine Folge (a,),en reeller Zahlen heifdt konvergent gegen den
Grenzwert a, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl n, so gibt, dass fiir
alle natiirlichen Zahlen n mit n > n, gilt: |a —a,| < €.

Man nennt den Grenzwert auch Limes der Folge, und schreibt a = lim, e a5, ..
Man sagt dann auch: Die Folge (a,)eN konvergiert gegen a.

Wenn es kein reelles a gibt, gegen das die Folge konvergiert, nennt man die
Folge divergent.

In Quantoren ausgedriickt, lautet die Bedingung fiir Konvergenz gegen a:

Ye>0 dn,.eIN Vn>n.: |la—ay<e.

Wenn eine Folge nicht konvergiert, so wird sie doch wenigstens Haufungs-
punkte haben. Man bezeichnet mit lim a, (Limes superior) den grofiten Hiu-
n—oo

fungspunkt der Folge (a,)nen. Mit lim a, (Limes inferior) wird der kleinste

n—oo

Hiufungspunkt bezeichnet. In beiden Féllen muss man auch uneigentliche
H&ufungspunkte (also +oo0 und —co) in Betracht ziehen!
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2.4.2 Beispiel. Die Folge (%)HGN konvergiert gegen 0.

Nach dem Archimedischen Prinzip 1.5.4 gibt es zu jedem ¢ > 0 eine]
natiirliche Zahl n, mit n, > % Fiir alle n > n, folgt % < n% < % =¢.

&

Also gilt fiir alle n > n,:

3=} <e.

Damit haben wir lim % = 0 bewiesen.

n—oo
2.4.3 Beispiel. 1. Esgilt nh_r}go S =1.

[Zu jedem beliebigen ¢ > 0 gibt es n, € N mit 1+ n, > 1. Fiir n > n,]
giltnun 1 +#n > 1+ n, und damit

. 1 1

&> 1+n, > 1+n
— |L|
“ |1+n
_1+n—n|_1ﬁ_n|_|1_L|
| 14n | T 114n n+l| = 1+nl -

Damit haben wir die Konvergenz nachgewiesen.

2. Die Folge (Vn +1- \/ﬁ) N konvergiert gegen 0.

ne
[Wir erweitern:

s S A a0 A Gea's

Vn+l++n
n+l-n — 1
Vi+1++n Vn+l++n

Da der Nenner des rechts stehenden Ausdrucks tiber alle Grenzen
wdchst, konvergiert die Folge gegen 0. Direkt auf die Definition 2.4.1
zuriickgefiihrt: Man wihlt n, > é , dann gilt

Vi > n,: ‘(\/n+ - W)—o'=m<%<s.

Indem man etwa die beiden eben betrachteten Folgen ,mischt”, kann man
divergente Folgen mit unterschiedlichen Haufungspunkten erzeugen.

2.4.4 Definition. Fiir ¢ > 0 und a € R definiert man
Ue(a) := {xe]R| lx —a] < e} .

Man nennt U, (a) die e-Umgebung von a.
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00

a-—ce . a+e

¢ R

Man kann solche Umgebungen auch in C definieren, dann erhilt man das
Innere des Kreises vom Radius ¢ um a (vgl. die rechte Skizze).

2.4.5 Lemma. Eine Folge (a,),eN konvergiert genau dann gegen a, wenn in jeder
e-Umgebung von a alle Folgenglieder bis auf endlich viele Ausnahmen liegen.

2.4.6 Definition. Statt ,alle bis auf endlich viele Ausnahmen” sagt man auch
fast alle”.

2.4.7 Bemerkung. Damit haben wir den Gebrauch der Formulierung ,fast
alle” mathematisch prézisiert: Wenn jedes tausendste Folgenglied nicht in
einer gegebenen Umgebung liegt, liegen im hier definierten Sinn nicht fast
alle Glieder in dieser Umgebung, denn es liegen ja noch unendlich viele
drauflen!

Als direkte Umformulierung von 2.4.5 erhalten wir:

2.4.8 Lemma. Eine reelle Folge ist genau dann divergent, wenn es zu jeder reellen
Zahl a ein € > 0 so gibt, dass unendlich viele Folgenglieder auflerhalb von U, (a)
liegen.

2.4.9 Beispiel. Die Folge ((—=1)"),,cn ist divergent.
Zu jedem a € R gibt es ein ¢ > 0 so, dass unendlich viele Folgen-
glieder nicht in U, (a) liegen: Wir konnen etwa ¢ = 1 nehmen.

Es gibt Folgen, die deswegen divergent sind, weil sie ,ziellos in R herumir-

1"

ren .

Andere scheinen dagegen ein klares Ziel zu haben, das nur leider nicht im
Reellen liegt:

2.4.10 Definition. Es sei (4,),en eine Folge reeller Zahlen. Man sagt ,die
Folge strebt gegen +o0o”, wenn es zu jeder reellen Zahl s eine nattirliche Zahl
ns so gibt, dass fiir alle n > n, gilt: a, > s. Mit anderen Worten: Fast alle
Folgenglieder sind grofier als s. Man schreibt in diesem Fall lim a, = +co.

n—-o0

Vorsicht: Es gibt keinen reellen Grenzwert, die Folge ist nicht konvergent!
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Analog sagt man , die Folge strebt gegen —co” (und schreibt lim a4, = —o0),

n—oo

wenn fiir jede reelle Zahl s fast alle Folgenglieder kleiner als s sind.

Folgen, die gegen +co oder gegen —oo streben, nennt man auch bestimmt
divergent (gegen +o0o bzw. —o0).

2.4.11 Beispiele. Es sei (x;),en eine Folge reeller Zahlen.
1. Wenn die Folge konvergiert, dann konvergiert auch jede Teilfolge.

2. Eine reelle Zahl a ist genau dann Haufungspunkt der Folge, wenn es
eine gegen a konvergente Teilfolge gibt.

3. Die Folge hduft sich bei +co oder —co genau dann, wenn es eine
entsprechende bestimmt divergente Teilfolge gibt.

4. Die Folge konvergiert genau dann, wenn sie nur einen einzigen Hau-
fungspunkt hat und dieser reell ist. In diesem Fall gilt lim x, = lim x;,
n—oo

n—oo
dieser Wert ist reell, und er stimmt mit dem Grenzwert iiberein.
5. Die Folge ist genau dann bestimmt divergent, wenn sie nur einen ein-
zigen Haufungspunkt hat und dieser nicht reell ist. (Dieser Haufungs-

punktistalso —co oder +o0). In diesem Fall gilt wieder lim x, = lim x,,

n—-oo N—00

aber dieser Wert liegt jetzt in {—oo, +00}.

2.4.12 Beispiele. Eine divergente Folge kann konvergente Teilfolgen haben.

1. a, = n liefert eine bestimmt divergente Folge (a,,)nen
(diese strebt gegen +oo, keine Teilfolge konvergiert).

2. b, = (=1)"n liefert eine divergente Folge (b,,)nen:
Es gilt lim b, = +c0, lim b, = —o0, keine Teilfolge konvergiert.

n—-oo n—00

3. ¢y =1+ (=1)" liefert eine divergente Folge (c;)nen:
Es gilt lim ¢, = 2, lim ¢, = 0, konvergente Teilfolgen sind z. B. (cox)ken
n—oo

n—00

und (cor41)ken, Mit lim ¢y =2 und lim ¢4 = 0.
k—o0 k—o0

4. d, = (1 - (=1)")n liefert eine divergente Folge (d,;)nen:
Es gilt lim d,, = +o0, lim d,, = 0; die Teilfolge (dox)ren konvergiert.

n—0eo n—oo

2.4.13 Beispiele. Wenn man endlich viele konvergente Teilfolgen einer Folge
(an)nen derart gefunden hat, dass jeder Index n € IN als Index in wenigstens
einer dieser Teilfolgen verwendet wird, dann ist die Menge aller Haufungs-
punkte der Folge genau die Menge der Grenzwerte dieser Teilfolgen.
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1. Inder durch a, = 1 + cos(nZ) gegebenen Folge haben wir die vier Teil-

folgen (as)ien, (Aak-3)keN, (Aak-2)keN, (Aak-1)ken - Diese konvergieren
gegen 1, gegen 0, gegen —1 und gegen 0. Die Menge aller Haufungs-
punkte der Folge ist {-1,0, 1}.

2. Das Verfahren klappt nicht bei allen Folgen. Zum Beispiel hat die Folge
(sin(n))nen unendlich viele Hiufungspunkte: Jeder Punkt im Intervall
[-1,1] ist Haufungspunkt (aber das ist schwer zu beweisen).

Das Konvergenzverhalten einer Folge reeller Zahlen dndert sich nicht, wenn
man endlich viele Folgenglieder dndert oder ganz entfernt. Insbesondere gilt:

2.4.14 Endstiicke konvergenter Folgen. Es sei (a,).eN eine Folge reeller Zahlen.
Wir betrachten die Teilfolge (ay,, JkeN:  Oyiq, Onipr  Onizs .

Die Folge (a,)nen konvergiert genau dann, wenn die Teilfolge (das Endstiick)
(ay, keN konvergiert. Der Grenzwert ist dann derselbe.

Man schreibt lima,, = lim a

n>N k—o0 N+k*

2.5 Sitze iiber Konvergenz

2.5.1 Lemma. Jede konvergente Folge reeller Zahlen besitzt genau einen Grenzwert.

Hiétte die Folge zwei Grenzwerte a und b, so
wadren fast alle Folgenglieder in U iy a—b|(”) und
auch fast alle Folgenglieder in LI% a—p(b) . Das
ist unmoglich.

2.5.2 Lemma. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Es sei a der Grenzwert der Folge. Fast alle Folgenglieder liegen in
U1 (a), sind also kleiner als a + 1. Die verbleibenden (endlich vielen)
konnen sich von a + 1 nicht mehr beliebig weit entfernen. So sieht
man, dass die Folge nach oben beschrdnkt ist. Analog weist man
Beschranktheit nach unten nach.
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2.5.3 Grenzwertsidtze. Es seien (a,)nen und (bn)nen konvergente Folgen reeller
Zahlen: Es gelte lim a, = a und lim b, = b.
n—oo n—oo
1. Die Folge (a, + by)nen konvergiert gegen a +b.
2. Die Folge (ay, - by)nen konvergiert gegen a - b.

3. Gilt b # 0 und b, # 0 fiir jedes n, so konvergiert die Folge (Z—’;)%N gegen .

Wir iiberlassen den Beweis den Mathematikern.

Setzt man im Grenzwertsatz fiir (b,),en eine konstante Folge ein, so erhalt
man:

2.5.4 Lemma. Es sei k € R. Konvergiert die reelle Folge (a,)nen gegen a, so
konvergieren die Folgen

1. (ay + k)nen gegen a +k,
2. (kap)nen gegen ka

3. und (—ay)nen gegen —a.

2.5.5 Lemma. Es seien (a,)nen und (by)nen konvergente reelle Folgen. Gilt fiir
(fast) alle n € IN die Ungleichung a, < b, so gilt auch lim a, < lim b,.

n—-oo n—oo

2.5.6 Sandwichsatz. Es seien (a,)neN, (bn)neN und (cp)nen reelle Folgen. Es gebe
ng so, dass fiir alle n > ny gilt:

ap by ¢y
Konvergieren (a,)nemn und (cu)nen beide gegen den gleichen Grenzwert g, so kon-

vergiert auch (by)neN gegen g.

2.5.7 Beispiel. Fiir ¢ > 0 gilt lim {/c=1.
n—-,o0

Beweis. Fiir ¢ = 1 ist die Folge konstant ( V1 = 1) und daher die Aussage
richtig.
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Jetzt sei ¢ > 1. Man setzt a, := {/c— 1. Fiir alle n € N gilt dann a, > 0 und

¢ =(1+ay)". Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

c=0+ay)" = ’5)+(’i‘)an+(§)a$l+--~+(2)aﬁ
= l+na,+(G)az+--+()al
>0
also c>na, > 0.
Daraus folgt
c
—>a,>0.
n

Wegen lim £ = 0 und nach dem Sandwichsatz 2.5.6 gilt

n—oo N1

lima, =0.

n—-oo

Damit ergibt sich

lim e = lim(\”/E—l)+1: lima,+1=1.
n—00

n—00 n—o0

ImFall 0 < ¢ < 1 gilt 1 > 1. Nach dem eben Bewiesenen und den Grenzwert-

sdtzen ergibt sich

) i 1 1
lim {/c = lim = =1.
e L i 2L
¢ n—o0

2.5.8 Beispiel. Es sei q € R. Wir betrachten die Folge (4"),,cn -
1. Fir |g] <1 gilt lim ¢" = 0.
n—oo
2. Fir g=1 gilt lim g" = 1.
n—-oo

3. Fiir g = -1 ist die Folge divergent.

[Sie héuft sichbei 1 und -1, es gilt H(—l)” =1und lim(-1)" = -1.
n—oo

n—oo

4. Fur g > 1 ist die Folge bestimmt divergent: Es gilt lim 4" = +co0.
n—oo

5. Fiir g < -1 ist die Folge divergent.

Es gibt bestimmt divergente Teilfolgen, so gilt etwa:
2k+1 _ _

lim g% = +c0, limg

k—o0 k—o0

0o.

|
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n

2.5.9 Beispiel. Fiir jede reelle Zahl c gilt lim < -o.

n—0o0 n_

Beweis. Zuerst wiahlen wir n. € IN so, dass |c| < n.. Nach Division durch 2 n,

erhalten wir
c

2n,

ne 1

< ==.
2n, 2

Fiir jede nattirliche Zahl k > 27, gilt damit

k C2nc

C2nf C

0< <= . . ¢ ‘...|£|
= |k 2n)! 2n.+1 k n)| [2n.+1 k
ol 1 1
(2n.)! 2 2
c2ne 1 c2he 2 1
= . = . 2 ne - —_
2no)!| 2k=2nc  [(2n)! 2k

Fiir k — oo konvergiert die rechte Seite gegen 0, nach dem Sandwichsatz2.5.6
erhalten wir
Ck

k!

ck

=0=-0=lim - k!

k—o0

lim

k—o00

Wegen —[x| £ x £ x| liefert eine weitere Anwendung des Sandwichsatzes die
Behauptung: kh_}r?o % =0. O

2.5.10 Beispiel. Es gilt lim {/n = 1.
n—oo

Beweis. Wir setzen a,, := 4/n — 1. Dann gilt

n:(1+an)”:1+nan+(2)ai+---+aﬁ>(

-1
Z) a% - n(n2 )ai
und damit fiir n = 2:

2
>a-20.
n—1 =

Nach dem Sandwichsatz 2.5.6 folgt li£r21 a2 = 0.
n=
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Wenn man nun weifs, dass die Folge ( \ n)neN konvergiert, dann konver-

giert auch die Folge (W — 1)n€N, und fiir a := lim {/n — 1 gilt nach den
n—oo

Grenzwertsédtzen (vgl. 2.5.3):

n—oo n—oo

0= limafl:(lim %—1)(hm %—1):%.
n—00

Dies liefert a = 0, und lim {/n = lim(a, + 1) =a+ 1 = 1, wie behauptet. O
n—-oo

n—oo
Um den eben gefiihrten Beweisgang zu vervollstindigen, brauchen wir ein
Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge, das noch keine Kenntnis des
Grenzwerts verlangt. Ein solches liefert der Satz von Bolzano und Weier-
straf$ 2.6.5, ein anderes ist nach Cauchy benannt (siehe 2.7.1).

2.6 Vollstindigkeit, der Satz von Bolzano-Weierstraf3

Bisher kennen wir nur wenige konkrete Beispiele konvergenter Folgen. Die
hervorragende Eignung des Korpers R fiir die Analysis beruht darauf, dass
sehr viele reelle Folgen konvergieren. Das liegt an der folgenden Grund-
eigenschaft von R:

2.6.1 Vollstindigkeit der reellen Zahlen. Jede nicht leere, nach oben beschrinkte
Teilmenge M € R besitzt in R eine kleinste obere Schranke. Diese nennt man das
Supremum von M, und bezeichnet sie mit sup M.

Jede nicht leere, nach unten beschriinkte Teilmenge M C R besitzt in R eine grofte

untere Schranke. Diese nennt man das Infimum von M, und bezeichnet sie mit
inf M.

2.6.2 Definitionen. Gehort sup M zur Menge M dazu, so nennt man sup M
auch das Maximum von M, und schreibt max M.

Gehort inf M zur Menge M dazu, so nennt man inf M auch das Minimum
von M, und schreibt min M.

2.6.3 Beispiel. Die Teilmenge M := {x € Q| x* < 5} von R ist beschrankt
[etwa durch 3 nach oben und —3 nach unten].

Die kleinste obere Schranke fiir M ist sup M = V5. Dieses Supremum ist eine
reelle, aber keine rationale Zahl! Die Erweiterung der Menge der rationalen
Zahlen zu R dient genau dazu, die Vollstindigkeit zu sichern.
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2.6.4 Definitionen. Es sei (a,),en eine Folge reeller Zahlen.
1. Ist die Folge nach oben beschrankt, so schreibt man

supa, :=sup {a,| n € IN} .
nelN

2. Ist die Folge nach unten beschriankt, so schreibt man

inf a, :=inf{a, | n € N} .
neN

Warnung: Im Allgemeinen gilt supa, # lim a, und inf a, # lim a,,.
neN n—eo neN n—oo

Bei sup und inf wird stets die gesamte Folge betrachtet, fiir lim und
lim sind nur Endstticke wirklich relevant.

2.6.5 Satz von Bolzano und Weierstrafs.
Jede monotone und beschrinkte Folge in R ist konvergent.
Jede beschriinkte Folge in R besitzt mindestens einen Hiufungspunkt in R.

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage (die zweite kann man durch Auswahl
einer geeigneten Teilfolge auf die erste zurtickfiihren).

Wir konnen uns auf den Fall beschrédnken, dass eine monoton wachsende Folge
(an)nen vorliegt (bei einer fallenden Folge (b,)nen konnen wir die steigende
Folge (—=by)nen betrachten — nach den Grenzwertsitzen 2.5.3 konvergiert ja
(bn)nen genau dann, wenn (—by),en konvergiert).

Da die Folge nach oben beschrankt ist, existiert a := sup, an (vgl. 2.6.1).
Wir werden zeigen, dass (a,).en gegen a konvergiert.

Sei ¢ > 0. Da a die kleinste obere Schranke fiir die Menge {a,| n € N}
ist, gibt es (wenigstens) eine natiirliche Zahl j so, dass a — ¢ < a; gilt
[sonst wire a — ¢ eine kleinere obere Schranke als a]. Dasbedeutet a—a; < ¢.

Wegen der Monotonie der Folge gilt nun
Vk>jia—arsa—aj<c.

Weil a eine obere Schranke fiir die Folge ist, gilt 2 — a; = 0. Wir konnen also
ohne Schaden fiir die Ungleichung zum Betrag tibergehen.

Mit anderen Worten: Vk > j: |a —ax| = a —a; < ¢. Damit ist gezeigt, dass die
Folge (a,)nen gegen a konvergiert.
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2.6.6 Beispiel. Die divergente Folge (n),en ist zwar monoton, aber nicht
beschrankt: Eine der Voraussetzungen des Satzes von Bolzano und Weierstraf3

ist also nicht erfiillt. Weder lim 1 = +co0 noch lim #n = +co liegen in R.

n—00 n—co

2.6.7 Beispiel. Die divergente Folge ((—1)"),cn ist beschrankt, aber nicht
monoton: Die Monotonie-Voraussetzung des Satzes von Bolzano und Wei-
erstrafl ist nicht erfiillt, aber es existieren (reelle) Haufungspunkte: Es gilt
lim(-1)" =1 und lim (-1)" = -1.

=00 n—oo

Jede konvergente Folge ist beschrankt, braucht aber nicht monoton zu sein:

2.6.8 Beispiel. Die Folge ((—1)” %)ne N st konvergent, aber nicht monoton.

2.6.9 Bemerkung. Auch fiir lim x, und lim x, betrachtet man uneigentliche
Nn—00

n—oo

Werte (also +o0): Wir haben in 2.4.11 gesehen, dass etwa rp_m X, = +oo bedeu-

tet, dass eine bestimmt divergente Teilfolge existiert, die {iber alle Grenzen
hinaus wéchst. Dies wird bei einer beschrinkten Folge nie passieren:

Die in 2.6.5 garantierten Haufungspunkte sind eigentliche (also reelle) Hau-
fungspunkte!

2.7 Das Konvergenzkriterium von Cauchy

Wir geben ein weiteres Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge, fiir das
man ebenfalls den Grenzwert nicht vorher kennen muss:

2.7.1 Cauchy-Kriterium.

Eine Folge (an)neN reeller Zahlen ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem
€ > 0 eine natiirliche Zahl n, so gibt, dass fiir alle k, € > n, gilt: |ap —a| < €.

Mit Hilfe von Quantoren ausgedriickt:
Ve>0 dn,eIN Vk{eN: (ki{>n. = |ax—as<e).

Anschaulich gesprochen: Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn es
fiir jede vorgegebene Fehlerschranke ¢ > 0 ein Endstiick der Folge gibt, in
dem sich je zwei Folgenglieder um weniger als ¢ unterscheiden.

Das Cauchy-Kriterium spielt (zusammen mit der geometrischen Reihe zu
q = 1) eine ganz fundamentale Rolle bei der Beschreibung reeller Zahlen:
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2.7.2 Beispiel. Wir betrachten die Kreiszahl

mt = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128
4811174502 8410270193 85211 05559 64462 29489 54930 38196
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 8316527120 19091 ...

Diese Zahl ist hier gegeben als nicht abbrechende Dezimalentwicklung, wir
haben aber nach der 250. Nachkommastelle abgebrochen, weil uns der Platz
(oder die Geduld, oder die Kenntnis der Stellen) ausging.

Mit jeder neuen Stelle erhohen wir die Genauigkeit: Die Angabe der Zahl
auf n Nachkommastellen genau weicht vom wirklichen Wert nur noch um
weniger als 107" ab.

Mit anderen Worten: Wir betrachten die Folge

p1 = 31

p2 = 3,14

ps = 3,141

ps = 3,1415
ps = 3,14159
pe = 3,141592

p7 = 3,1415926

ps = 3,14159265

pe = 3,141592653
pio = 3,1415926535
pn = 3,14159265358

und hoffen, dass diese Folge konvergiert, mit 7 = lim p;,.

n—-oo

In der Tat ist die aus der Dezimalentwicklung gewonnene Folge (p.)nen
konvergent:

Zu gegebener Fehlerschranke ¢ > 0 suchen wir eine natiirliche Zahl 7, so,
dass 107 = 3 < ¢ [das ist moglich nach 2.5.8] und stellen dann fest, dass
sich spétere Folgenglieder py, p¢ (die mit k, £ > n,) um weniger als 107", also
um weniger als ¢ unterscheiden. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkrite-

rium 2.7.1 ist die Folge konvergent.




48 2 Folgen und Reihen

2.7.3 Beispiel. Um zu zeigen, dass der periodische Dezimalbruch 0,9 exakt
die Zahl 1 darstellt, fassen wir diesen auf als Grenzwert der Folge

x1:=0,9, x:=0,99, x3:=0,999, x4:=0,9999,

- e .. . n__
Prazise definieren wir x, := 1 — % = % und erhalten

0,9=lim (1- &) =1-lim(§) =1-0=1

n—-oo n—-oo 10

[mit Hilfe von 2.5.8].

Viele wichtige Anwendungen des Cauchyschen Konvergenzkriteriums fin-
det man in der Theorie der Reihen.

2.8 Reihen

Wir betrachten eine spezielle Konstruktion von Folgen, die sehr hilfreich wird
fiir das Verstdandnis von komplizierten Funktionen wie etwa der Exponenti-
alfunktion, dem Logarithmus, den Winkelfunktionen, . ..

Die hier benutzten speziellen Folgen heifien Reihen. Jedes Folgenglied ei-
ner solchen Reihe entsteht durch Summation eines Anfangsstiicks einer vor-
gegebenen Folge von Summanden. Man nennt die Folgenglieder der Reihe
deswegen Partialsummen. Die Reihen bilden einen (sehr verniinftigen und
brauchbaren) Ansatz, ,unendliche Summationen” in fiir Menschen rational
nachvollziehbaren (und kontrollierbaren) Begriffen zu fassen.

Im Kontext der Reihen werden verschiedene Folgen gleichzeitig betrachtet:
die Folge der Summanden, die Folge der Partialsummen, und zur Entscheidung
von Konvergenzfragen dann auch noch Hilfsfolgen wie die Folge der Betriige
von Quotienten auf einander folgender Summanden und noch andere . . .

Achten Sie darauf, diese verschiedenen Folgen klar auseinander zu halten!

2.8.1 Definition. Es sei (a,),en eine Folge reeller Zahlen. Wir schreiben

n

Sn = Za]‘

j=1

fir die Summe der ersten n Folgenglieder. Die damit definierte Folge (S,)nenN
nennt man eine (unendliche') Reihe, oft schreibt man

[se]

R

j=1

und meint damit zunéchst die Folge (S;)nenN -

1 Unendlich ist die Zahl der Summanden, aber nicht unbedingt die Summe der Reihe.
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Man nennt S,, die n-te Partialsumme der Reihe Z‘;‘;l a;. Die Folge (a,)nen heifst
Folge der Summanden der Reihe.

Falls die Folge (S;)nen konvergiert, nennt man die Reihe konvergent, und
bezeichnet den Grenzwert als den Wert oder die Summe der Reihe. Man schreibt
dann

(ee)

Z aj:= lim S,
n—0oo

=1

(obwohl wir diese Bezeichnung eigentlich schon vergeben haben).
Wenn die Folge (S,)nen nicht konvergiert, nennt man die Reihe divergent.

2.8.2 Beispiel. Die Reihe ZO" ]% ist konvergent.
Beweis Wir miissen zeigen, dass die Folge (S,,).en der Partialsummen S, :=
']1 17 > konvergent ist. Dazu verwenden wir das Cauchysche Konvergenz-

kriterium: Wegen

—(-1
1ol 1 _j-G=)_ 1)

2oR=iTiG-0 G-10 -1 ]

ergibt sich fiir k > ¢:
Zk‘1 Z 11
ISk = Sel = - < (.———.)
g j=t+1 j=1
11 11
t (+1 €+1 (+2

~.

1=
o=
bl

L
k —

Man wiahlt n, € IN so, dass n% < ¢ gilt, und erhdlt fir k > ¢ > n, die
Abschitzung

ISk — Sel < l<e

1
<7

wie verlangt. m]

NI'—‘
»lr—\

2.8.3 Bemerkung. Die Summe der Reihe }72 17 L (also der Grenzwert der
72

Folge ( =1 ]12) N der Partialsummen) ist Z].zl 7=%.

Dies zu beweisen, iibersteigt unsere derzeitigen Moglichkeiten.
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2.8.4 Beispiel. Die geometrische Reihe ist gegeben durch

Die Summation beginnt bei j = 0, nicht bei j = 1: Das ergibt eine hiibschere
Formel fiir die Summe der Reihe.

Fiir |q| < 1 gilt qu = 1#—17
j=0

Fiir jede Zahl g mit |g| 2 1 divergiert die geometrische Reihe }:;’io gl

Beweis. Wir berechnen

n

-9 Y = Y=Y
=0 =0

j=0
noo n+1
- S-S
j=0 =1
= 1+ +@+-+q"
= 1-g"".
Daraus folgt
n _ qn+l +1
Y-t L o
= I-g 1-q 1-9q
Fiir |g| <1 gilt lim ¢" = 0 nach 2.5.8, und die Behauptung folgt. m|
n—oo

2.8.5 Beispiel. Wir betrachten die Folge der Partialsummen

hy = , h3:= +1,

o L

’ ]’12::

o L

+

N|—
o L

+

SIS

h, =

o
I =

+5+z++

N—
W=

Diese bilden die harmonische Reihe.

Die harmonische Reihe ist nicht konvergent, die Partialsummen wachsen iiber jede
vorgegebene Grenze hinaus.

Um das einzusehen, schitzen wir geeignete Partialsummen nach unten ab
(um recht widerwértige Hauptnenner zu vermeiden):
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Fiir die 2" -te Partialsumme hy: ergibt sich

= 1 1.1 1,.1,1.1
h2n—1+2+(3+4)+(5+6+7+8)
1 1 1
ot (pmtatm ot )
1 1 1 1
>1+3+ 53 + 35 + - 4+ 3
=1+3 — und das wird offenbar beliebig grof3!

Man benutzt die harmonische Reihe vor allem dazu, die Divergenz anderer
Reihen nachzuweisen.

2.8.6 Beispiel. Die Exponentialreihe ist gegeben als

o0

1
Z ﬁ (wir summieren ab j =0).
j=0 7"

1

Weil die Summanden 5 alle positiv sind, ist die Folge der Partialsummen?

S, = ;120% streng monoton wachsend. Die Abschidtzung (+) im Beweis

von 2.2.8 besagt 2']720 % < 3, also gerade S, < 3. Damit ist gezeigt, dass diese
Folge beschrankt ist. Nach dem Satz von Bolzano und Weierstraf3 2.6.5 ist die
Folge (Sn)nen der Partialsummen (und damit die Reihe Z;’ZO %) konvergent.

2.8.7 Bemerkung. In 2.2.8 haben wir die Monotonie und Beschranktheit (und
damit die Konvergenz) der Folge ((1 + %)n)neN nachgewiesen. Dem Grenz-
wert dieser Folge haben wir den Namen Eulersche Zahl e gegeben.

Man kann beweisen, dass auch e = Z}’ZO % gilt. Unsere Abschdtzungen im

Beweisgang in 2.2.8 haben also mehrmals vergrobert, im Endeffekt aber nichts
an Genauigkeit verschenkt!

2.8.8 Ausblick. Einen sinnvollen Wert fiir e* liefert die Verallgemeinerung

exp(z) == Y, Z]—': der Exponentialreihe — dabei kann man fiir z jede beliebige
j=0 "

(auch komplexe) Zahl einsetzen.

Durch ganz dhnlich gebaute Reihen kann man auch die Winkelfunktionen

sin und cos gut darstellen.

In diesen Féllen liefet die Folge der Partialsummen der verwendeten Reihe

eine Folge, die den gesuchten Funktionswert approximiert — und das auch
ziemlich schnell, und mit hoher Genauigkeit.

2 Auch bei der Bildung der Partialsummen beginnen wir mit j = 0.
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2.8.9 Ausblick. Wenn man geeignete Mafle fiir den Abstand im Raum C™"
der (n X n)-Matrizen hat, kann man auch gentigend nah bei der Null-Matrix
gelegene Matrizen in die Exponentialreihe oder die geometrische Reihe ein-
setzen.

Solche Techniken werden beim Losen von Differentialgleichungen, aber auch
zur schnellen (ndherungsweisen) Berechnung von Inversen verwendet. Wir
diskutieren das spater (siehe 4.14.2).

2.8.10 Veranschaulichung der geometrischen Reihe.

Wir schichten Quader aufeinander, bei denen jeder neue entsteht, indem man
den vorhergehenden mit dem Faktor g skaliert.

Durch eine elementargeometrische Uberlegung (die in der rechten Skizze
eingezeichneten Dreiecke sind einander dhnlich) kann man nicht nur die
Beschranktheit der Hohe des entstehenden Turms ablesen (dies entspricht
der Konvergenz der Reihe), sondern auch die Summe der Reihe ablesen.

Details findet man im Bandchen M. Stroppel, Begegnungen mit Mathematik,
Edition Delkhofen 2005. DOI: 10.13140/RG.2.1.3263.0805

Andere Veranschaulichungen der geometrischen Reihe (auch fiir beliebige
Werte von g in C) findet man auf den interaktiven Seiten zur Veranstaltung:

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material/EiS-Tee/




