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Prasenziibungen

Aufgabe P 1. Konvergenz von Reihen

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihen und bestimmen Sie fiir mindestens eine
der Reihen auch den Grenzwert.

(3)23%1 (b)Z%, (C)Z%, (d)Z:_i, (e)znijn

Aufgabe P 2. Leibniz-Kriterium

Zeigen Sie, dass die Folge (a,)neny mit a, = 1/n + (—1)"//n eine alternierende Folge
mit Grenzwert 0 ist, aber die Reihe Y >° | a,, divergiert. Warum kann man hier das Leibniz-
Kriterium nicht anwenden?

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass die Summe einer divergenten und einer konvergenten Reihe
divergent ist.

Aufgabe P 3. Stetigkeit
Betrachtet wird die Funktion f: [1,4] —» R: z +— 1.
(a) Berechnen Sie fiir jede Fehlerschranke € > 0 eine passende Schranke § > 0 so, dass
gilt
Vee[l,1+0): |f(z)— f(1)|<e.
(b) Finden Sie fiir jeden Punkt zy € [1,4] und fiir jedes € > 0 ein § > 0 so, dass die
Bedingung
Ve e [L4]: (lr — 2| <6 = |f(z) = f(zo)] <¢)
erfiillt ist.
(c) Betrachtet wird nun die Funktion g: R — R

g(x) = {1’ e

2, x=2

Konnen Sie auch hier fiir jedes € > 0 ein ¢ wie in (b) finden?
(d) Was hat das Ganze mit Stetigkeit zu tun?

Aufgabe P 4. Teleskopsumme
Zeigen Sie, dass die folgende Reihe konvergiert, und bestimmen Sie ihren Grenzwert:

1~3+2~4+3-5+4~6+5‘7+“'
Hinweis: Geben Sie die allgemeine Form der Summanden a,, an, finden Sie Konstanten b,

c € R so, dass a,, = %+ nL+2 gilt, und rechnen Sie dann die Partialsummen explizit aus.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 1. Konvergenz und absolute Konvergenz von Reihen
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz

@ S (H) ® Y @ DY @ S

Aufgabe H 2. Konvergenz und absolute Konvergenz von Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

1 (n?) =1
(a )Z (3 + cos(nm))" (b)z ”2 (c )Z<n—|—1> (d);w

Hmwe/s Beachten Sie fiir Aufgabentell (d), dass €? < 9 gllt

Aufgabe H 3. Grenzwerte von Reihen
Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Reihen:

X e\n & on _92\n
(a) Z% : (b) Z# : (c) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die
n=1 =

die Reihe Z(cos(m))% konvergiert und geben Sie den Wert der Reihe an.

n=1

(d )Z n+1 ) (n+2)

Hmwe/s. Finden Sie Konstanten a, b, ¢ € R so, dass

=84

2 b c :
n(n+1) (n+2) n+1 + n+2 gllt'

Aufgabe H 4. Stetigkeit
Gegeben sind die folgenden Funktionen f;: D; = R, j=1,...,4:

~ Jwcos(l/z), x#0 B L, x>0
f1(95)—{07 =0’ folz) = H(z) = {O, 2 <0
5 el #1 =
fala) = {17 o fula) = v/5in(a)

(a) Bestimmen Sie jeweils den maximalen Definitionsbereich D; & R, fiir den die ange-
gebene Abbildungsvorschrift sinnvoll ist. Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen

fi-
(b) Finden Sie zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 so, dass

f3(Us(1) N D3) S Uc(f3(1)).

(c) Untersuchen Sie, ob zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 so existiert, dass f»(Us(0) N Dy) €
U.(f2(0)) gilt.

(d) Untersuchen Sie die Funktionen f; auf Stetigkeit in jedem Punkt von D;.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 5. Nullstellen
Sei ein Polynom p(z) = ag+aiz+. ..+ a,x™ mit reellen Koeffizienten und a,, # 0 gegeben.

(a) Zeigen Sie: Ist n ungerade, so hat p mindestens eine reelle Nullstelle.

(b) Zeigen Sie: Ist n gerade und haben a, und aq verschiedene Vorzeichen, so hat p
mindestens zwei verschiedene reelle Nullstellen.

(c) Wie viele reelle Nullstellen hat das Polynom p(z) = z*+x*—622—52+57 Untersuchen
Sie dazu die Vorzeichenwechsel von p.

Aufgabe P 6. Funktionsgrenzwerte
Untersuchen Sie die folgenden Grenzwerte:

(@) lim In(z) (b) lim 22 29”),
z—0 Sln xX
(c) hm V2L fiir festes a >0,  (d) hm (Mn(?ﬂ:) _ sianz)> _
T—a

Aufgabe P 7. Stetigkeit

Bestimmen Sie mdglichst groBe Teilmengen von R, auf denen die folgenden Definitionen
sinnvoll sind:

| 1 ‘ ) ‘ cos(3z)
(a) flem (b) for x> In(In(l +2%)) (€) fs: 2 sin(2x)

Untersuchen Sie diese Funktionen auf Stetigkeit, und bestimmen Sie jeweils die links- und

rechtsseitigen Grenzwerte an den Liicken in den Definitionsbereichen. An welchen dieser
Liicken sind die Funktionen stetig fortsetzbar?
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 5. Stetigkeit
Gegeben ist die Menge
s
Li={r-3| kez}

und die folgenden Abbildungen:

x sin(2x)
RNL—R: — RNL =R — —=
JPRNL = Riae sin(2x) g ‘ |sin(2x)] cos(z)
hRL o R: o [S027) ) cos(@)
' ' |sin(2z)| sin(z)

(a) Skizzieren Sie die Graphen der gegebenen Funktionen.
(b) Untersuchen Sie die Funktionen auf Stetigkeit.

(c) Untersuchen Sie fiir f, g und h an allen Stellen xy € L die rechtsseitigen und
linksseitigen Grenzwerte.

(d) An welchen Stellen zy € L lassen sich f, g und h linksseitig stetig erganzen, wo
rechtsseitig? An welchen Stellen kann man sie stetig ergdanzen?

Aufgabe H 6. Funktionsgrenzwerte

Untersuchen Sie die folgenden Grenzwerte, ohne die Regel von I'Hospital zu verwenden:
(@) lim 2t (b) lim (2_— (e + 2%)

10 T°—3r=2 T—+00
. . cos(z)—1
(&) Jfim x (Vo 1=Vt =) (d) iy S
Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen aus (a) und (c).

Aufgabe H 7. Gleichheitsproblem
(a) Besitzt die Gleichung 27 = 5z mehrere reelle Lésungen?
(b) Seien die Funktionen f : (0,00) = R und g: R — R gegeben durch

flx):=(x—2)(2—2)In (g) und  g(z) := 22 — 1522 + 24x.

Zeigen Sie, dass die Gleichung f(x) = g(z) im Intervall (0, 00) mindestens drei Losun-
gen hat. Sie diirfen dabei benutzen, dass In stetig ist auf (0, c0).

Aufgabe H8. Zwischenwertsatz beim Zugfahren

Ein Zug bendtigt fiir 500 km genau 10 Stunden, fahrt also mit 50 km/h Durchschnittsge-
schwindigkeit. Auf der Strecke fahrt er mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten. Zeigen Sie
mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass es mindestens einen Zeitraum von einer Stunde gibt,
in dem der Zug genau 50 km zuriicklegt.

Hinweis: Sei f(t) die zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegte Strecke. Betrachten Sie f(t+1)— f(¢)
fur t € [0,9].
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Aufgabe P 8. Potenzreihen
Bestimmen Sie die Entwicklungspunkte und die Konvergenzradien der folgenden Potenzrei-

hen:

@ @ >

(b) ZnQ(z—l—i—m)" () Z on "

n2n

(c) Z (f) 22" (2> +4z+4)"

Skizzieren Sie jeweils den Konvergenzkreis. Geben Sie an, fiir welche z € R die Reihen

konvergieren.

Aufgabe P 9. Exponentialfunktion

(a) Berechnen Sie unter Verwendung der Potenzreihe der Exponentialfunktion

et —1
lim )
z—0 x

(b) Sei a € R. Berechnen Sie mithilfe des Differenzenquotienten die Ableitung von

faor R—=R: x— e,
(c) Die hyperbolischen Funktionen cosh : R — R und sinh : R — R sind definiert durch

(e“ — e’“).

N | —

(e"+e™™) sowie sinh(z):=

[\'JIH

cosh(x) :=

Berechnen Sie die Ableitungen von cosh und sinh.

Aufgabe P 10. Wie hangt psi, mit ps und p, zusammen?

Finden Sie Potenzreihen f, g so, dass der Konvergenzradius psi, der Summenpotenzreihe
(a) gleich min{py, p,} ist,
(b) echt groBer ist als max{py, p,}.

Vergleichen Sie dies mit Satz 1.14.11.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H9. Konvergenzradien von Potenzreihen

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe Y a,z2" fir
n=1
(i) a,=(1—2/n)"
(i) a,=n""
(b) Bestimmen Sie die Konvergenzradien der Potenzreihen und skizzieren Sie die Konver-

genzkreise. Untersuchen Sie, fiir welche Werte von z € R die Reihen konvergieren
bzw. divergieren.

. e z—1)"
O 55

.e x T2)"
(i) 3 75

Aufgabe H 10. Summe und Produkte von Potenzreihen

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

oo 1 ..
4 mit . { ExE fiir n gerade
E " n ..
T fiir n ungerade

(b) Seien die Abbildungen f: U,.(0) = C und g: U,,(0) — C gegeben durch

n=0

f(z) = 2(32)” und g(z) := Zz”.

Bestimmen Sie die Konvergenzradien p;y von f und p, von g. Schreiben Sie f - g als
Potenzreihe und geben Sie deren Konvergenzradius an. Was hat diese Potenzreihe zu
tun mit der Funktion

1 1
h:C L,z —=2Ciz ——m—— 7
\{’3} T T4 322
Aufgabe H 11. Wie hangt ps., mit py und p, zusammen?

Seien die Abbildungen f : U, (0) — C und g : U, (0) — C gegeben durch f(z) := ) a,z"
n=0

und g(z) := > b,z" mit
n=0
1 firm=20 2 firmn=0
n - {—# firn=>1 und b, : {1 firm=1 "~

(a) Berechnen Sie die Konvergenzradien ps von f, p, von g und ps, von f-g.
(b) Schreiben Sie f und g als Quotient von Polynomen.
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Aufgabe P 11. Ableitungen

Bestimmen Sie den maximalen reellen Definitionsbereich von f. Bestimmen Sie den maxi-
malen reellen Definitionsbereich von f’. Berechnen Sie f’.

(a) f(x) = ¢/sm(z)

(b) f(z)=a"
(c) f(z)=sin(vaZ+1)
(d) f(x) = Fne

Aufgabe P 12. Differenzierbarkeit

Setzen Sie die Funktionen f und ¢ an der Stelle zy = 0 stetig fort. Untersuchen Sie
mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob die beiden fortgesetzten Funktionen an dieser Stelle
differenzierbar sind.

f:R\{O}—)R:xchos(z
x

g: RN {0} > R: z+— xzcos(z)
x

Aufgabe P 13. Leibnizformel

Seien f und g jeweils n-mal differenzierbar. Zeigen Sie durch vollstandige Induktion folgende
Formel fiir die n-te Ableitung von fg.

n

(70 =3 () 19w

k=0

Bestimmen Sie damit die 100-te Ableitung von f: R — R : z — zexp(z).
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4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Aufgabe H 12. Ableitungen

Bestimmen Sie den maximalen reellen Definitionsbereich von f. Bestimmen Sie den maxi-
malen reellen Definitionsbereich von f’ und von f”. Berechnen Sie f" und f”.

(@) f(z) =2 (b) f(x) =In(tan(z)) (c) f(z) = (In(v@))* (d) f(z) = =%
Aufgabe H 13. Ableitungen

(a) Untersuchen Sie die Differenzierbarkeit der folgenden Funktion in Abhangigkeit von
n € Ny. Erstellen Sie Skizzen fiir n =0, n=1 und n = 2.

0 fir x < 0

i R—=R:x—
f {35” firz =0

(b) Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten: Ist die Funktion f an der Stelle
xo = 0 differenzierbar? Ist die Funktion ¢ an den Stellen z; = 0 und zo = 1
differenzierbar? Skizzen!

r+1
FRoR:zms{ 712
H(z+1)?*  firz<0

firz =0

g:R=R:zw— xjz|+ |z —1]

Aufgabe H 14. Formel von Euler und de Moivre

Schreiben Sie f mithilfe der Formel von Euler und de Moivre als Linearkombination von
Funktionen der Form sin(az) und Funktionen der Form cos(bx), wobei a, b € N .

(a) f(z) = cos(z)’
(b) f(z) = sin(5z) cos(2x)
(c) f(z) = sin(x)% cos(z)

Aufgabe H 15. Komplexe Wurzeln

Gegeben sei die Funktion w : C — C, die 2z auf diejenige komplexe Quadratwurzel von z
abbildet, deren Argument kleiner als 7 ist.

(a) Berechnen Sie w(z) fiir die Stellen z € {0,1,i, —1, —i}.

(b) Suchen Sie in der komplexen Zahlenebene zu jedem 6 > 0 ein z € C mit |z — 1| <§
und |w(z) —w(1)] > 1.

(c) Ist w stetig?

Hinweis: Eine interaktive Darstellung des komplexen Wurzelziehens finden Sie unter
http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Stroppel-Material /
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Aufgabe P 14. Differentiation von Umkehrfunktionen
Gegeben sei die Funktionen

1 —
f:R+—>R:x~—>1+—$ und g:R—=>R:z—2®+2+1.
x

(a) Zeigen Sie, dass g streng monoton wachsend ist. Was sagt das iiber die Existenz einer
Umkehrfunktion?

(b) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion g~!(y) an der Stelle y = 1.

(c) Bestimmen Sie den Wertebereich W := f(R™) und skizzieren Sie den Graphen von f.
(d) Berechnen Sie die Umkehrfunktion f~': W — RT.

(e) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~! wie in Satz 2.3.1.

() Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~! direkt.

Aufgabe P 15. Differentiation von Umkehrfunktionen

(a) Bergiinden Sie, dass fiir die Funktion f: [0,7] — R: 2 — (cosz)® auf dem Intervall
[0, 7] eine Umkehrabbildung f~': f ([0, 7]) — [0, 7] existiert.

(b) Berechnen Sie die Ableitung %;(y) mit Hilfe von Satz 2.3.1 und der Formel
(sinz)? + (cosz)? = 1.

Aufgabe P 16. Mittelwertsatz
(a) Gegeben sind die Funktionen

1
fi: RNA{0} = R:z+— — fo: R = R: x> 22
T

Bestimmen Sie fiir beide Funktionen f; je eine Zwischenstelle £ € (1,3) so, dass

fi(e) = HL0 ey

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgende Grenzwerte:
(i) lim (Vz+1— )
T—00
i) i ((z+1)?) _ o(a?)
(i) xh_}rg()(e el®)).
Hinweis: Es gilt
fle+1) - fz)
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 16. Differentiation von Umkehrfunktionen

Es sei
f:[1,400) = R: x + arcosh(z)
die Umkehrfunktion von
g: [0,400) = R: x — cosh(z).
(a) Skizzieren Sie die Graphen von f und von g.
(b) Bestimmen Sie die Ableitung f’(x) unter Verwendung von Satz 2.3.1.

(c) Bestimmen Sie eine Konstante a € R so, dass

arcosh(z) = In <x + Va2 + a> firx =2 1.

(d) Berechnen Sie nochmals die Ableitung von f, indem Sie Teil (c) verwenden, und
vergleichen Sie mit dem Ergebnis aus (b).

Aufgabe H 17. Differentialquotient und Mittelwertsatz
Die Funktion f: R — R sei differenzierbar und geniige fiir alle x,y € R der Gleichung
flx—y)=flx) - f(y).
(a) Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:

(i) f(0)=0

(i) f(—z)=—f(z) furalle z € R

(ii)) f(x+y) = f(x)+ f(y) furalle z,y € R

(iv) f(zy) = f(x)f(y) fir alle z,y € R

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, dass f’ konstant ist.

(c) Verwenden Sie den Mittelwertsatz um zu zeigen, dass eine Konstante a € R existiert
mit f(x) = ax fir alle z € R.

Aufgabe H 18. Monotonie via Ableitung

Zeigen Sie, dass die folgenden Ungleichungen gelten. Skizze!
(@) In(z) 21— 21 fiir z € (0, +00)
(b) (z+1)In(x) = 2z — 2 fir x € [1,+00)
(c) (z+1)In(x) £ 2x —2 fir z € (0,1]
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Aufgabe P 17. Funktionsgrenzwerte und Regel von I'Hospital
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte

. sinz . T o —1
lim lim — lim
=0 I z—+oo Inx z—1 lnx
Inz In(— cos(mzx
lim — lim M lim e ®*Inx
z—0+0 sin x =1 sin(mx) 200

Aufgabe P 18. Taylorentwicklung
Gegeben sind die Funktionen

1
g(x) = sin(we”), h(z)=—.

T
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe n in zq fiir

(i) 9(z), n=2, 2y =0,
(ii) h(x), n=25, xo=1.

Hinweis: Aufgabenteil (i) kann auch ohne 25-maliges Ableiten gel6st werden.

(b) Schatzen Sie den Fehler
‘h (é) 2(h’§71)‘
2 2

mit Hilfe des Restglieds nach oben ab und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem
tatsachlichen Fehler.

Aufgabe P 19. Differentiation von Potenzreihen
Die Funktionen f ist durch ihre Potenzreihe

o0

flx) = Z apx”
k=0
gegeben. Bestimmen Sie die Koeffizienten a; so, dass die Differentialgleichung f” = —f

mit den Anfangsbedingungen

erfiillt ist.
Wie heiBt die Funktion f7
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 19. Funktionsgrenzwerte und Regel von I'Hospital
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

(a) lim tan(3z)

e~ tan(z)
® 1 (e )
() lim (x (e +1) - 2 (e” — 1))

x3

. cos(a?) + 22
@) O e reca

(e) zgrlrio In(z)In(1 — z)

Aufgabe H 20. Taylorentwicklung
Gegeben ist die Funktion

h: R — R: x> cos(x?)

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom von h der Stufe 2 im Entwicklungspunkt zy = \/g

(b) Finden Sie eine reelle Zahl a so, dass
\h(z) =Ty (h, x, 20)| < alz — o
fir alle z € [0, 2] gilt.

(c) Bestimmen Sie Koeffizienten a;, € R so, dass > axz”® = cos(2?) fiir alle 7 € R gilt.
k=0

Aufgabe H 21. Taylorreihen
Sei h: R — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion, die fiir z € R die Differentialglei-
chung h"(x) = 4h(x) und die Anfangsbedingungen h(0) =1, A/(0) = 0 erfiillt.
(a) Berechnen Sie die Taylorreihe T'(h,z,0) von h zum Entwicklungspunkt xy = 0.
(b) Uberpriifen Sie, ob T'(h,z,0) = h(z) fiir alle = € R gilt.
Hinweis: Vergleichen Sie mit 2.6.11 .

(c) Bestimmen Sie reelle Konstanten a, b, ¢ und d so, dass h(z) = asinh(bx)+c cosh(dz)
fir alle x € R gilt.
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Aufgabe P 20. partielle Integration
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale.

(a) / Sz’ d
(b) / In(z) d
(c) /e%cos(:v)dx

Aufgabe P 21. Integration durch Substitution

Bestimmen Sie Stammfunktionen zu

(@) fR—-R:z— (42 —3)°%, (b)
und berechnen Sie die folgenden Integrale
2

(©) / e d . (d)

0

Aufgabe P 22.
Gegeben sei die Funktion

f: (=p,p) = Riz—
%

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p.

(b) Bestimmen Sie die Ableitung von f.

Sommersemester 2013

Tyt

f:(0,00) = R: gy 352VT
w/4

0

1 n+1

(c) Benutzen Sie die Formel fiir die geometrische Reihe, um einen geschlossenen Ausdruck

(ohne unendliche Summe) fiir f* zu finden.

(d) Bestimmen Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir f.
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7. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 22. Kurvendiskussion
Die Funktion f sei gegeben durch die Zuordnungsvorschrift
f(z)=In(3-107*2* +2-10 %z + 1).
(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von f in R und untersuchen Sie die
Funktion auf Stetigkeit.
(b) Untersuchen Sie den Graphen von f auf Symmetrie und bestimmen Sie lim (f(z) — 21In(x)).

r—+00

(c) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.

(d) Bestimmen Sie die Extremalstellen von f, sowie jeweils deren Typ und die zugehdrigen
Funktionswerte.

(e) Bestimmen Sie die Wendepunkte von f.
(f) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Aufgabe H 23. partielle Integration
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale.

(a) / 32% cos(2x) d x (b) / (In(z))*dz
(c) /echos(Bx)dx (d) /arctan(x)dx

Aufgabe H 24. |Integration durch Substitution
Bestimmen Sie Stammfunktionen zu
(@) f: (0,/7) = R: x> xcot(z?)
b - (0 —R:z—~ ,
(b) fi(000) SRz

und berechnen Sie die folgenden Integrale
/2

1 sin(x) cos(x) T2 d s
() /(2+x)\/1+—xdx (@) / 1+(sin(m))2d$ () / trede

a>0,a#0

Hinweis: x(t) = sinh(t)

Aufgabe H 25.
Gegeben sei die Funktion

0o 1 .
n=2

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p und die zweite Ableitung von f.

(b) Benutzen Sie die Formel fiir die geometrische Reihe, um einen geschlossenen Ausdruck
(ohne unendliche Summe) fiir f” zu finden.

(c) Bestimmen Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir f.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 23. Integration durch Partialbruchzerlegung

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

x—1 22 +x+8

3_ 2
— 1
©) / P —xt+x+ dz.

ad — 243 + 222 — 22+ 1

Aufgabe P 24. Obersumme und Untersumme
Gegeben sei die Funktion
f:R—=>R: s o)
und die Partition P = {1, %,2, 3,3} des Intervalls [1,3]. Skizze!
(a) Berechnen Sie die Ober-und Untersumme von f zu dieser Partition und bestimmen
Sie damit reelle Konstanten A und B so, dass gilt:

3
A< [ f@)de < B
/

(b) Verfeinern Sie die Partition P so, dass die Ober- und Untersumme zur verfeinerten
Partition eine Abschatzung

1

3
C’é/f(m)d:véD mit D—C < 10
1

liefert. Geniigen 2 weitere Teilungspunkte?

Hinweis: Zur Bestimmung von Funktionswerten konnen Sie elektronische Hilfsmittel einset-
zen. Muss jeweils auf- oder abgerundet werden?

Aufgabe P 25. Summation durch Integration
Berechnen Sie

2n
li E L
1m -
n—00 k ’
k=n+1

indem Sie die Obersumme S(f, P) und Untersumme S(f, P) zur Funktion

1
fiRT - R:aw— —
T

beziiglich der Partition P:= {1+ £| 0 <k < n} des Intervalls [1,2] bestimmen.
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8. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 26. Integration durch Partialbruchzerlegung
Berechnen Sie die folgenden Integrale

+1/v3 7 1
d b [—— 4
@) /_wg @rnerntt  ®) /1+x2+x4 )

22 —1 1 . N
(C) /m dz (d) /W dzx Hinweis: Substitution.
Aufgabe H 27. Universalsubstitution fiir trigonometrische Integrale

(a) Rechnen Sie nach, dass fir x € R~ {(2k + 1)7| k € Z} bei Verwendung der ,, Uni-
versalsubstitution” w: x — tan (%) gilt:

u'(r) = ——>—, sin(z) = _ 2ule) cos(x) = 1= (ulr) (u())

1+ (u(x)* 1+ (u(z))®

(b) Verwenden Sie die Resultate der Universalsubstitution aus Teilaufgabe (a), um folgende
Integrale zu berechnen:

/Cosl(:z:)dx /mdf /mdx.

Aufgabe H 28. Approximation von Integralen
Gegeben sei die Funktion

f: R—=R: x3|—> o(=2%)

3
(a) Berechnen Sie einen Niherungswert fiir [ f(z)dx, indem Sie [Ty(f,z,2)dx
berechnen. ! !

(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Restglieds eine obere Schranke fiir den Fehler

3

/Bf(x)dx—/Tg(f,x,Z)dm .

1

(c) Verbessern Sie Ihren Naherungswert aus Teil (a), indem Sie das Intervall in 2 gleich
groBe Teilintervalle zerlegen und in den beiden Teilstiicken jeweils f durch das Tay-
lorpolynom der Stufe 2 ersetzen, das die Teilintervallmitte als Entwicklungspunkt hat.
Berechnen Sie mit Hilfe von Restgliedern eine obere Schranke fiir den Fehler. Verglei-
chen Sie mit P 24 (b).

Hinweis: Zur Bestimmung von Funktionswerten konnen Sie elektronische Hilfsmittel einset-
zen.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 26. Graph einer Funktion
Skizzieren Sie fiir die folgende Funktion die Niveaulinien zu den Niveaus —1,0,1 und 2.

g: R? = R: (2,9) > cos(x? + y?).

Wo befinden sich die Minima/Maxima der Funktion g7 Skizzieren Sie den Schnitt des Gra-
phen mit der Ebene y = 0. Untersuchen Sie ¢ beziiglich Symmetrie. Skizzieren Sie den
Graphen von g.

Aufgabe P 27. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren und berechnen Sie
gegebenenfalls deren Werte.

(a) +/Ooe‘|$| dz

+oo 1
(b) /I2_9dsc
0

Entscheiden Sie, ob das folgende Integral existiert.
—+oc0o

©) / SIn() 4,

xr2
1

Aufgabe P 28. Folgen

Es seien die Funktion
f:R* = R: (z,y) — cos(z?® + v?)

sowie die Folgen (an),cy und (bn),oy gegeben mit a, := (&sin(n),+cos(n)) und
by == (2,2 + /7). Bestimmen Sie

lim a,, lim b,, lim f(a,), lim f(by,).

n—+400 n—-4o00 n—-4o00 n—+400

Bestimmen Sie eine Potenzreihe fiir die Funktion

g:]R—>]R:xl—>/ fly,y)dy.
0
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9. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 29. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren und berechnen Sie
gegebenenfalls deren Werte.

r—1

wm

Aufgabe H 30. Uneigentliche Integrale
Untersuchen Sie auf Konvergenz:

+ax+11

+00 +o0
2+ 2 2243z +1 arctan(x
()/I3 dz (b)/de (c)/—d:c (d)zklk
0

Aufgabe H 31. TI'-Funktion und Stirling-Formel
+o0
Die I'-Funktion (siehe 3.7.12) ist definiert durch I': (0,4+00) : R: z — [ e 4" 1 dt.

0

(a) Zeigen Sie, dass T fiir alle x € (1,400) die Gleichung T'(z) = (x — 1)I'(z — 1) erfiillt.

(b) Folgern Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n die Gleichung I'(n) = (n — 1)! gilt.
Skizzieren Sie den Graphen von T.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt:

n n

2/1n(x— 1)dz < ’;m(k) < /ln(x)dx

A
A

- n 1 n+1
(d) Verifizieren Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt: e (E> <nlZe (n i )

e e
Hinweis: Dies ist eine (leicht vereinfachte) Version der sogenannten Stirling-Formel,
die oft in der Form n! ~ v/27mn (g)n auftaucht.

Aufgabe H 32. Graph einer Funktion

Wir betrachten f: D — R: (z,y) — /4 — 222 — 2.

(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D S R? und den Wertebereich W
von f.

(b) Zeichnen Sie die achsenparallelen Schnitte fiir zo = 0, yo = 0, sowie die Niveaulinien
zur Hohe ¢ fiir c € {0,1/2,1,2}.
(c) Skizzieren Sie den Graph I'(f) und markieren Sie die Menge

S:={(z,y,2) eR’| (z,y) € D, y=—2,0= 2 < f(z,y)} .

()/COS dz  (b) 7% dz  (c) +/oox3+4x2+4x+1dm (d)/lxln(x)d
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Prasenziibungen

Aufgabe P 29. Taylorpolynom
Gegeben ist die Funktion

fRZ = R: (z,y) — e®sin(y).

Berechnen Sie die Taylorpolynome der Stufe 1 und 2 um den Entwicklungspunkt (0,0).

Aufgabe P 30. Topologie
(a) Gegeben seien die Mengen

My = {(z,y) € R*| 2° 4+ 3y* < 1}
und
My = {(v,y) € R*| 2* +3y* < 1} .

Skizzieren Sie M; und M; und untersuchen Sie die beiden Mengen darauf, ob sie
offen, abgeschlossen oder kompakt sind.

(b) Begriinden Sie: Der Schnitt zweier offener Mengen ist wieder offen.
(c) Gibt es Teilmengen von R?, die weder offen noch abgeschlossen sind?

(d) Gibt es eine nicht konvexe Teilmenge von R?, deren Abschluss konvex ist?

Aufgabe P 31. Nullistellenmenge
Bestimmen Sie die Nullstellenmenge und die Vorzeichenverteilung der Funktion

fa i R R:(z,y) > oy (y—a) (—4+42° + )

in Abhangigkeit von o € R. Wieviele lokale Extrema treten mindestens auf?
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10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 33. Differenzierbarkeit
(a) Untersuchen Sie die Funktion f: R* - R

RS R: (z,y) — 202 +y2)%

auf Stetigkeit sowie partielle und totale Differenzierbarkeit.
(b) Sei die Funktion

(0,0)

S fiir (,y) #
' R? = R: g BHS &4
g (z,9) { ~ (0.0)

0 fir (z,y)
gegeben. Bestimmen Sie %ir%g(at,ﬁt) fir a, 8 € R und bestimmen Sie 1irr(1)g(y3,y).
— y—

Wo ist g stetig? Wo ist g partiell differenzierbar? Berechnen Sie dort den Gradienten
von g.

Aufgabe H 34. Existenz von Extremstellen

Sei f:R* = R:(z,y)—~>z+eV—5.Sei M:={(z,y) e Rf xR} | zy =1} S R
(a) Ist M abgeschlossen? Ist M kompakt? Ist M konvex? Ist (1,1) € M°? Skizze!
(b) Hat f auf M ein Maximum? Hat f auf M ein Minimum?

(c) Sei v ein Vektor der Lange 1 in Richtung der Tangente an M in (1,1). Bestimmen
Sie Vf(1,1), 0,f(1,1) und 0_,f(1,1). Hat f auf M bei (1,1) ein Minimum?

Aufgabe H 35. Taylorpolynom

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zur Funktion
f:R* 5 R: (x,y)T — 27 sin (%)

um den Entwicklungspunkt (1,7)".

(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zur Funktion
g:R2 S R: (z,y) =202 +ay— P+ +y+1

um den Punkt (—1,1)". Begriinden Sie, dass das zugehorige Restglied verschwindet.
Schreiben Sie ¢ in der Form

2
g(x,y) = a+b0(x+1)—I—bl(y—1)+ch(x+1)j(y—1)2_j, mit a, by, b1, ¢; € R.

J=0

Hinweis: Benutzen Sie 4.4.19 .
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Aufgabe P 32. Lokale Extrema
Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f und von g. Bestimmen Sie deren Typ: welche
sind lokale Maximalstellen, welche sind lokale Minimalstellen, welche sind Sattelpunkte?
1
(@) f:R? = R: (z,y) — gx?’ — 22 4P — 12

(b) g: R? - R: (2,9) — 2° —y* — 32 + 2y.

Aufgabe P 33. Extrema unter Nebenbedingungen, vergleiche Modulpriifung vom 25.02.2013
Gegeben seien zwei positive reelle Zahlen = und y. Fiir welche Werte von x und y ist
(a) das Produkt von z und y

(b) das Produkt von z mit dem Quadrat von y

am groBten, wenn man voraussetzt, dass die Summe der Quadrate von x und y konstant 4
ist?

Aufgabe P 34. Lineare Approximation
Gegeben sei die Funktion

T —2x1 + Ty + 3w3 + 22
f: R? —» R3: To — —6x9 — b3
T3 -3+ x% + x%

(a) Bestimmen Sie eine Matrix A € R3*3 so, dass
f(x) = Az + of|z])

ist.
(b) Geben Sie ein 7 € RT so an, dass fiir alle x € U,(0) gilt

() = Az| < |zl
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 36. Lokale Extrema

Bestimmen Sie jeweils alle kritischen Stellen von f. Bestimmen Sie deren Typ: welche sind
lokale Maximalstellen, welche sind lokale Minimalstellen, welche sind Sattelpunkte?

(@) f:R2 > R:(z,y) — exp(z? + 9%+ zy).
(b) f:REZ=R: (z,y) — yz?(4 -z —vy).
(c) fRE—=R:(,y,2)— 2®+y>+ 22 +zyz.

Aufgabe H 37. Jacobi-Matrix
Seien ) ,
) 2 . (Z Tty
f.R—>R.<y)n—><2x)

hot RS R (‘”) - (5$+3)
Y Ty
gegeben.

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen von f, von h und von g := foh bei (z,y)" € R?.
(b) Bestimmen Sie Jg(z,y) — Jf(h(z,y)) - Jh(z,y).
(c) Bestimmen Sie u := f o f o f. Berechnen Sie Ju(1,1).

Aufgabe H 38. Multiplikatormethode nach Lagrange

(a) Konstruieren Sie einen quaderformigen Karton ohne oberen Deckel, der bei vorgege-
benem Volumen eine minimale Oberflache besitzt.

(b) Konstruieren Sie eine Flasche, die aus einem Zylinder mit einem aufgesetzten Kegel
mit Offnungswinkel 7 besteht, so, dass diese Flasche bei vorgegebener Oberflache
maximales Volumen besitzt.
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Aufgabe P 35. Rotation

(a) Berechnen Sie die Rotation der folgenden Vektorfelder. Welche dieser Felder besitzen
ein Potential?

f:R? - R?%: (x,y)T > (—y) g: R? = R%: (g;’y)T . <ye$y)

T re™y

(b) Fiir welche @ € R hat das Vektorfeld

h,: R? — R2: (x y)T — <3y2+4cos(x+y))

ayr + 4 cos(x + y)

ein Potential?

Aufgabe P 36. Potential
Berechnen Sie ein Potential der folgenden Vektorfelder.

@ riw w0

re®V

Aufgabe P 37. Rotation

Sei f:R3 — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und g: R?* — R? ein stetig
differenzierberes Vektorfeld. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch
sind.

div(grad g1)
rot(rot(g)) = grad(divg) — | div(grad gs) und rot(f-g)=f-rotg—g x grad f
div(grad g3)
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 39. Vektorfelder

(a) Berechnen Sie die Rotation und Divergenz der folgenden Vektorfelder. Welche dieser
Felder besitzen ein Potential?

1 2z
- R? —» R?: T _

9 2. T 2z cos (y%e®) — x?y?e” sin (y%e?)
g: R? — R*: (‘Tay) = ( _2$2yew sin <y2€x)

(b) Fiir welche @ € R hat das Vektorfeld
] 2z + axzt

ay
47223

ho: R® — R3: T
(‘r7y> x2+y2+1+x224

ein Potential?

Aufgabe H 40. Potential
Berechnen Sie ein Potential der folgenden Vektorfelder.
ye + ze™*
(@) f: R = R3: (2,9,2) = | 2e™ + ze¥?
yel* + xe**
y cos(zy) cos(yz)
(b) g: R® = R3: (z,y,2)" — | 2 cos(zy) cos(yz) — zsin(zy) sin(yz) + 2y
—ysin(zy) sin(yz) + 62

Aufgabe H 41. Tangentialrdume

Gegeben seien die Funktionen

f iRP SR (z,y,2) =2t +y2 4223,
g R R: (z,92) =2+ +22-3,

sowie die Mengen

Ny = {(a:,y, z) € R3| flz,y,2) = O}
und

N, := {(m,y, z) € Rg} g(z,y,2) = O} )

Berechnen Sie die Tangentialebenen von Ny und NN, im Punkt (1,1,1). Berechnen Sie die
Tangente von Ny N Ny im Punkt (1,1,1).
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Aufgabe P 38. Parametrisierung
Parametrisieren Sie die folgenden Kurven.
(a) Eine Strecke, die den Punkt (—3,1) mit dem Punkt (7,7) verbindet.

(b) Die untere Halfte eines Kreises mit Mittelpunkt (1,1) und Radius 2, der im Gegen-
uhrzeigersinn durchlaufen wird.

(c) Der Graph der Funktion
f:R>R:z— 2°+22—3

zwischen den Punkten (-2, f(—2)) und (3, f(3)).

(d) Ein achsenparalleles Quadrat mit Mittelpunkt (2,2) und Seitenlange 2, das im Gegen-
uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Aufgabe P 39. Kurvenintegrale
Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale.
(a)
/ g(z)edz mit ¢g:R2 =R (z,9) = (—y,z+1)",
K

wobei K die Strecke von (0,1) nach (1,0) ist.
(b)
/ hiz)edz mit h:R?2—=R% (z,9) — (x+1,—y)",
K

wobei K Anfangspunkt (—1,0) hat und die obere Halfte der Ellipse durchliuft, welche
den Mittelpunkt (0,0) hat und die Punkte (—1,0), (0,2) und (1,0) enthalt.

Aufgabe P 40. Lange von Kurven
Berechnen Sie die Lange folgender Kurven. Skizzieren Sie die Kurven.

(a) C:[0,27] — R?: ¢ s (Zf;éf;)

(b) C: [0,(2m)1/2] = R2: { (Zf;((g)))
cos(t)
(c) C:[0,2n] > R3: ¢t —~ | sin(¢)
t
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 42. Kurvenintegrale

Die Kurve C': [0,37] = R*: ¢+ (cos(t), sin(t), t2)T beschreibt einen Spiraldraht. Skizzieren

Sie diesen. Sei T: R* — R: (u,v,w)T — w die Temperaturverteilung.
Berechnen Sie die Durchschnittstemperatur

1
T = —/ T(s)ds
L Jeqo3m)

im Draht. Dabei ist L die Lange des Drahts.

Aufgabe H 43. Kurvenintegrale reellwertiger Funktionen

(a) Gegeben ist die Funktion f: R? — R: (x,y)" — /1 — 22 und die Ellipse E mit der
2

Gleichung % + yz = 1. Skizzieren Sie den Graphen der Einschrankung von f auf E.

Berechnen Sie das Kurvenintegral von f langs E. Begriinden Sie anhand der Skizze,
dass dieses Kurvenintegral positiv ist.

(b) Durch C: [0,7/2] — R?: t = ((cos(t))?, (sin(t))3)T sei ein Draht D parametrisiert.
Er besitze die Massendichte o(C'(t)) = sin(t) cos(t). Berechnen Sie die Gesamtmasse

des Drahtes, die durch 0(s) d s beschrieben wird. Berechnen Sie die Lange von D.

D
Skizzieren Sie D.

Aufgabe H 44. Kurvenintegrale
Fir « € R sei das Vektorfeld

T axsy
gaIRg%Rzil To | = | x1 + 229
T3 1

gegeben. Bestimmen Sie die Umlaufintegrale

f gi(x)edx und ?{ go(z) edx,
K K
wobei K das Rechteck mit den Ecken (0,0,0), (4,0,0), (4,3,0) und (0,3,0) ist.

Welches der beiden Integrale lasst sich ohne Parametrisierung berechnen?
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