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Prasenziibungen

Aufgabe P 53. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Welche der folgenden Reihen konvergieren? Konvergieren diese sogar absolut?

(@) 2, 1 (©) (-1
(b) >0 1 1)k (d) > 4’“:;)?!“

Aufgabe P 54. Teleskopsummen

Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe

/1 1
,; <\/E VE+ 1) ’
indem Sie ihre “Teleskopstruktur” ausnutzen.

Aufgabe P 55. Stetigkeit

Entscheiden Sie ob folgende Funktionen stetig in ihrem Definitionsbereich sind.
(@) f1:0,2] - R mit

fi(z) =

?+1 fals0 <z <1,
1 sonst

(b) f2: R—=R: fo(x) = |z
(c) f5: RN A{0} = R: f3(z) =

Aufgabe P 56. Folgen und Hiufungspunkte

(a) Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Monotonie und Beschréanktheit. Finden

Sie gegebenenfalls eine obere Schranke, eine untere Schranke oder beides.

() (57) e
(i) () e

(b) Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf ihre Haufungspunkte. Geben Sie jeweils

eine Teilfolge an, welche gegen den Haufungspunkt konvergiert.

(i) ((-prezen)
(i) (exp ((=1)" - n))en

Online-Aufgabe

Sie finden lhre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 18.04. — 24.04.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H71. Folgen und Haufungspunkte

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Haufungspunkte und geben Sie zu jedem
Haufungspunkt eine Teilfolge an, die gegen den Haufungspunkt konvergiert.

(a) (M)

(b) (i sin (v52))

Aufgabe H 72. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Entscheiden Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren, absolut konvergieren oder divergieren.
(@) 2 (i + (=1)%)
(b) >0 @
(c) >0, k2+k+l
(d) X320

Aufgabe H 73. Potenzreihen

Fiir welche z € R konvergieren die folgenden Reihen?

(a) S35 (2w — 1)
(b) Y, =

Aufgabe H 74. Stetigkeit
Es seien zwei Funktionen f,g: R — R gegeben durch

2 xS =2,
f@)=2+2—-2 und g(z)=<{ -1 —2<z<1,
ﬁ x> 1.

Geben Sie alle z € R an, in denen
(a) [ stetig ist.
(b) g stetig ist.
(c) f-g stetig ist.

Frischhaltebox

Aufgabe H75. Komplexe Wurzeln

Finden Sie alle komplexen Lésungen der Gleichung 2% = i und geben Sie sie in der Form a+ bi
an.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /
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Aufgabe P 57. Funktionsgrenzwerte

Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

2 2 i 3
(@) i g;:__ ;: (b) 1_131 Vi + sin(x) cos(x)
X o xX oo €T
. 2+ 3z (d) lim (Va2 +5z—Va2+1) .
() Jm s w0

Aufgabe P 58. Stetigkeit

Bestimmen Sie moglichst groBe Teilmengen von R, auf denen die folgenden Definitionen
sinnvoll sind:

(a) Jiix— |§:é‘
(b) fo: z+— In(In(1 + 2?))
' cos(3x)
(©) fyrw sin(2x)
Untersuchen Sie diese Funktionen auf Stetigkeit und bestimmen Sie jeweils die links- und

rechtsseitigen Grenzwerte an den Liicken in den Definitionsbereichen. An welchen dieser Liicken
sind die Funktionen stetig fortsetzbar?

Aufgabe P 59. Nullstellensatz
Gegeben seien die Funktionen

f:0,7] = R: f(x) =cos(z) und g¢g:[0,7] - R: g(x) = sin(3z).

Zeigen Sie, dass die Graphen von f und ¢ mindestens drei Schnittpunkte besitzen.

Aufgabe P 60. Umbkehrfunktionen und Stetigkeit

Die folgenden Funktionen sind bijektiv. Entscheiden Sie jeweils ob die Funktion stetig ist,
bestimmen Sie die Umkehrfunktion und untersuchen Sie diese ebenfalls auf Stetigkeit.

(@) fi: R {1} >R~ {b}rz— 2 +5

(b) fo:[0,1] = [bya+b]: x+—ax+bmita,beR, a#0
(€) f3:(1,3]U(5,6] — (1,v3] U (VB V6] : 21— Vo
(d) fi: (=%,0]U (27, %] = (=1,1]: > sin(z)

Online-Aufgabe

Sie finden lhre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 25.04. — 01.05.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H 76. Funktionsgrenzwerte
Bestimmen Sie folgende Funktionsgrenzwerte:

. omad =4+ . sin(z2?)
(a) xgr-l{loo 205 — 422 + 1 (C) J:H%)Il[) x4
_ (cos(z))* =2
(b) lim ———=——
z——00 LD

Aufgabe H77. Stetigkeit
Sei p = 0 ein reeller Parameter. Wir betrachten die Funktion f: R — R mit
2+ a? — 4 —4

f@)={ " _32-2)
V24 pr — Va2 +8x+29 fiirxz = 2.

fir x < 2,

(a) Bestimmen Sie lir}rq f(z) in Abhingigkeit von p.
T—r+00

(b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f in Abhingigkeit von p.
(c) Fiir welche Werte des Parameters p ist f an der Stelle x = 2 stetig?

Aufgabe H78. c-d-Kriterium fiir Stetigkeit

Verwenden Sie das ¢-0-Kriterium, um zu zeigen, dass die Wurzelfunktion f(z) = \/x an jeder
Stelle 2q = 0 stetig ist. Geben Sie insbesondere fiir beliebiges 2y = 0 und ¢ > 0 ein 0, als
Formel explizit an, so dass die £-0-Beschreibung erfiillt ist. Konnen Sie 6. unabhingig von
o wahlen?

Aufgabe H79. Umbkehrfunktion
Gegeben sei die Funktion f:[—2,1] — R durch

flo) = vV—=2r—x% falls —2< 2 <0,
S lVI—22-1 falls0<z <1

(a) Priifen Sie, ob f stetig ist.

(b) Finden Sie moglichst groBe Intervalle [a,b] und [c,d] mit a,b,c,d € R, so dass die
Einschrankung f : [a,b] — [c,d] bijektiv ist. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~*
rechnerisch.

(c) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch eine geeignete Skizze.

Frischhaltebox

Aufgabe H 80. Haufungspunkte komplexer Folgen

Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der komplexen Folge (%) und geben Sie zu
neN

jedem Haufungspunkt eine Teilfolge an, die gegen diesen konvergiert.
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Aufgabe P 61. Konvergenz von Potenzreihen
Bestimmen Sie die Entwicklungspunkte und Konvergenzradien fiir die folgende Potenzreihen.

(@) fm)=y BEEIZHT (© b= 3o
e
(b) g(2) 2

Aufgabe P 62. Differenzierbarkeit

Setzen Sie die Funktionen f und ¢ an der Stelle xqg = 0 stetig fort und untersuchen Sie mit
Hilfe des Differenzenquotienten, ob die beiden Funktionen an dieser Stelle differenzierbar sind.

(@) f: R\{O}%R:xHxsin(é) (b) ¢ : R\{O}—)RSZL’HZL’QSHI(%)
Aufgabe P 63. Umkehrfunktionen
Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen in ein Koordinatensystem ein:
(@) fi:[-1,3] > R:x+— 27
3rz+3 firx<—1
(b) orR=Riz—=((x+1)? fir—-15z=1
6—1 firz>1
Priifen Sie ob diese Funktionen eine Umkehrfunktion besitzen, bzw. ob dies durch Anderung

des Definitions- oder Wertebereichs erreicht werden kann. Geben Sie ggf. die Definitions- und
Wertebereiche der Umkehrfunktionen an.

Aufgabe P 64. Intervallhalbierungsmethode
Betrachten Sie die stetigen Funktionen f:R+— R:z+— (z —1)(z+2) und g: R — R.
(a) Berechnen Sie a4 und by mit der Intervalhalbierungsmethode fiir die Funktion f, wenn
a; =0 und b; = 3. (Siehe 1.13.13 im Buch fiir die Definitionen von a; und b;.)
(b) Sei aj,b;,c€R, a; <c<by,sodass g(a;) <0< g(by) und g(c) =0. AuBerdem sei
g(x) # 0 fir z € [a1,b1] \ {c}. Fiir j € N sei
a; +b;
Cj = -4 5 J.

Zeigen Sie
< b1 —ay
le; —c] = ST

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 02.05. — 08.05.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Aufgabe H 81. Rechenregeln fiir Potenzreihen
Seien f und g die Reihen

Z(z —4z+4) | g(Z)Zi%(z—%”-

n=0 n=0
(a) Schreiben Sie f(z), g(z) als Potenzreihe und geben sie deren Konvergenzradius an.

(b) Bestimmen Sie (f 4+ ¢)(z), (f-g)(2) als Potenzreihe und geben sie deren Konvergenz-
radius an.

Aufgabe H 82. Potenzreihen und Gleichungen
Seien f und g die Potenzreihen

[e.e] o0
= Zanzn, g(z) = Znanz"_l,
. n=0 n=1
mit a,, € C.

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius von g(z), wenn p; > 0 ist.

(b) Bestimmen Sie ¢, € R so dass a,, = ¢ a1, n > 1, wenn

9(z) = [(2) +2, |z| < min(py, py)
£(0) = 0.

Hinweis: Wenn > 1 b,2" = > b,2", dann b, = b,, .
(c) Schreiben Sie f und g als Traszendentalfunktionen (z. B.: exp, sin, log).

Aufgabe H 83. Kreistangenten

Sie werden beauftragt, einen neuen Leuchtturm zu bauen. Wie hoch miissen Sie den Leucht-
turm bauen, damit er auch fiir kleine Boote (bei denen sich die Perspektive der Besatzung
naherungsweise auf Hohe der Wasseroberflache befindet) bereits aus einer Entfernung von
25km zu sehen ist? Unter der Entfernung verstehen wir hierbei die Distanz, die das Boot
noch zuriicklegen muss, um den FuBpunkt des Leuchtturms zu erreichen.

Hinweis: Fiir diese Aufgabe darf ausnahmsweise ein gewdhnlicher Taschenrechner verwendet
werden. Sie kdnnen mit einem Erdumfang von 40000 km rechnen.

Aufgabe H 84. Stetigkeit von Umkehrfunktionen
Essei f: M — S eine bijektive, stetige Funktion mit M, S € R.

(a) Zeigen Sie: Ist M = la,b] fiir reelle Zahlen a,b € R mit a < b, so ist auch die
Umkehrfunktion f=1:S — M stetig.

(b) Folgern Sie, dass der natiirliche Logarithums In : R™ — R stetig ist.

p Frischhaltebox

Aufgabe H 85. Eigenwerte und Eigenrdume
53 —36

Gegeben sei die Matrix A = (72 49

). Bestimmen Sie die Eigenwerte von A sowie die

dazugehorigen Eigenraume.

\.
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Aufgabe P 65. Ableitungen

Bestimmen Sie f’ fiir die folgenden Funktionen:
(@) iR~ {-1} 5 Rz 200,
(b) f:(-1,400) > R:z—log(z+1)- (z+1)".

(c) f:(2,17) = R: z > arctan (e3**2).

Aufgabe P 66. Ableitungsregeln
(a) Berechnen Sie die Ableitungen von sin(z)? und von cos(z)?. Verwenden Sie diese, um
die Ableitung von sin(z)? + cos(x)? zu berechnen. Was fillt lhnen auf?
(b) Gegeben seien zwei differenzierbare Funktionen f,g: R — R mit
1
sowie

hi: R—=R:z+ (gof)(x) und hy: R —=R:z— f(x)g(x) \/3 + (f(x)* + (g(z))>.
Berechnen Sie A} (0) und Rhi(1).

Aufgabe P 67. Differentiation von Umkehrfunktionen

(a) Untersuchen Sie, ob fiir die Funktion
f: le,4¢] » R: z — (Inz)®
auf dem Intervall [e, 4e] eine Umkehrabbildung f~': f ([e, 4e]) — [e, 4e] existiert.
(b) Berechnen Sie fiir alle z, fiir die f=' in f(x,) differenzierbar ist, die Ableitung

d .
du f 1(y)
Yy y=f(zo0)

Aufgabe P 68. Differentiation von Umkehrfunktionen
Gegeben sei die Funktion

r+1

r+3

(a) Berechnen Sie die Umkehrfunktion f~!, falls sie existiert.

(b) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~! mittels Satz 2.3.1.

(c) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~! direkt, also unter Verwendung
von (b) und ohne Satz 2.3.1.

f: (=3,00) = (—00,1): =+

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 09.05. — 15.05.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H 86. Ableitungen
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich sowie die erste Ableitung der Funktionen
(@) fi(z) =In(cot(x)) + €,
2 +1
b T) = ,
(c) f3(z) =2, und

(d) fi(x) =sech((z +1)?).

Aufgabe H 87. Mehrfaches Ableiten

Seien a,b, € R™. Bestimmen Sie jeweils eine Formel fiir die angegebene n-te Ableitung, wobei
n € Ny. Beweisen Sie diese Formel mit vollstandiger Induktion.

(a) (5%)" (sin(az) + cos(az)),
Hinweis: Additiontheoreme fiir Sinus und Kosinus.
(b) ()" (ze” +a~"), wobei z > 0,
(€) (£)"(f(z)g(x)), wobei fund g unendlich oft differenzierbare Funktionen sind, und

(d) (£)" -2, wobei z # ¢.

Aufgabe H 88. Kettenregel

(a) Seien y = y(x) eine differenzierbare Funktion, f(z) = e¥® und g(z) = 2?4+ 22 — 1.
Bestimmen Sie f’, (goy) und (go f) .

(b) Die Gleichung 23y + zy = 4, mit (z,y) € R x R und xy # 0, definiert implizit eine
differenzierbare Funktion, d.h. y = y(z). Berechnen Sie mit hilfe der Kettelregel v'.
(Die Antworten werden sowohl x als auch y enthalten.)

Hinweis: Berechnen Sie die Ableitung auf beiden Seiten der Gleichung und I6sen Sie
nach ¢ auf.

Aufgabe H 89. Umkehrfunktionen der Hyperbel-Funktionen

Betrachten Sie die folgenden Funktionen

x —X
cosh: R - R: z — %,
sinh: R - R: z +— %, und
sinh(x)

tanh: R R: .
an — T > cosh(z)

(a) Bestimmen Sie die Maximale Menge M so, dass die Funktion
artanh: M — R: z + tanh™'(x)

definiert ist.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /
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(b) Berechnen Sie jLartanh(z)| _ —mit Hilfe der Ableitung der Umkehrfunktion.

dz

Hinweis: Satz 2.3.1 kann hilfreich sein.
(c) Sei f(z) = ——~=. Berechen Sie -1 (artanhof)(z), z # 0.

VifaZ®
Frischhaltebox

Aufgabe H 90. Faktorisierung von Polynomen

Zerlegen Sie das Polynom p(z) = 23 + 322 + 2z — 5 in Linearfaktoren (iiber C).
Hinweis: p(z) hat eine ganzzahlige Nullstelle.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /
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Aufgabe P 69. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte. Ist die Regel von I'Hospital hilfreich?

) 8 X lnﬁz)
(a) xETOOeTz (c) J:1—1>IQI-1"-Oe 1

. . 1 —:EZ
(b) wggrioln(x) sin(x) (d) }EIE% cos(m7)

Aufgabe P 70. Taylorpolynome
Bestimmen Sie T,,(f, z, xq) fir
(@) fFRoR:z—a2t+3z, n=3, 7p=1.
(b) f:R—>R:x>—>e*x2, n=4, o =0.
(€) f:(0,7) = R:z— (—22)e™™ n=4, 29=0.

Aufgabe P 71. Monotonie und Ableitungen
Wir betrachten die Funktion f: R — R: z s 2% — 22 + 1.
(a) Bestimmen Sie f'(z) und f"(z).

(b) Bestimmen Sie die Intervalle, in denen f monoton steigend/fallend ist.

Aufgabe P 72. Mittelwertsatz

Gegeben sei die Funktion
fiRT 5 R:z— x

(a) Bestimmen Sie fiir f eine Zwischenstelle £ € (1,16) so, dass f/(¢) = {29=/W) gt

(b) Geben Sie, mit Hilfe des Mittelwertsatzes, eine Abschatzung fiir v/260.

16—1

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 16.05. — 29.05.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H91. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte. Ist die Regel von I'Hospital hilfreich?
(a) 1 a>0,

x—0

(b) lim 2= sm(x),

20 tan(z)—z

1—cos(z)
(©) lin, | sinfa) ===,

Aufgabe H 92. Mittelwertsatz
Gegeben sind die Funktionen

f:(1,400) > R: =20+ Vo —1,
g R=R:z— ED
. e , . _ fA9)=f0®)
(a) Bestimmen Sie fiir f eine Zwischenstelle £ € (5,10) so, dass f'(§) = 55— ist.
(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes die Konstanten ¢(n) und C(n) so, dass
die folgende Grenze gilt:

c(n) <g(n+1) —g(n) < C(n),

(c) Ein Autofahrer fahrt durch eine Kleinstadt mit einer Geschwindigkeitsbegrenzung von
50km/h. Die Stadt ist 5km groB. Am Ortseingang zeigt der Tachometer 46km/h an
und die Uhr zeigt 10 : 00 Uhr, am Ortsausgang zeigt der Tachometer 40km/h an und
die Uhr zeigt 10 : 06 Uhr. Einige Wochen spater erhalt der Fahrer einen Strafzettel per
Post. Erklaren Sie das.

Aufgabe H93. Taylorpolynome

Gegeben sind die Funktionen

fTRoR:z—e”,
g: R = R: x +— arctan(z),
h: R—=R:zw— (f(x) —1)(g(x) — x).

(a) Bestimmen Sie Ty(f,z,0),T4(g,x,0), Ra(f,2,0) und Ry(g,x,0).

x
(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von Teil[(a)} T4(h,z,0), und Ry(h, z,0). Geben Sie Ry(h,z,0)
in Abhangigheit von den Ableitungen (di) g(x)—x) an (ohne weiter zu vereinfachen).

(c) Berechnen Sie }Elil’(l) h(x).

Aufgabe H94. Taylorpolynome

Gegeben sind die Funktionen

f:(—l,oo)—>]R:xl—>ln( ) und ¢g: R = R: x+— sinh(2(z — 1)) .

x+1

(a) Bestimmen Sie T5(f,2,0) und R5(f,x,0).
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /
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(b) Bestimmen Sie Ty(g,z,1) und Ry(g,x,1).

(c) Sei £ > 0. Bestimmen Sie n so, dass

’f(.’E) —Tn(f,$,0)| <e

gilt fur alle z € [0, 1].

- Frischhaltebox

Aufgabe H 95. Konvergenz mit Cauchy
Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums, dass die folgende Folge konvergiert:

n

1

(an)nEN mit Ay = Z T ook
prd (1+k2)2

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /
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Aufgabe P 73. Taylorreihen

Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen jeweils die Taylorreihe im entsprechenden Entwick-
lungspunkt x:
(@) f:RT - R": 2+ 272, xo=1.

(b) cos, Tog=T.

Aufgabe P 74. Unbestimmte Integrale
Seien a,b € R. Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) / In(z) d 2 (b) / e cos(bx) d 2 (©) / sin(cos(z)) sin(z) d 2

Aufgabe P 75. Bestimmte Integrale
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

In(7)

(a) /e””sin(x)dx (b) /zx(e“)2dx (c) /zxexzdx

Ll

Aufgabe P 76. Kurvendiskussion
Wir betrachten die Funktion f: R — R: 2 +— z* — 127 — 2.
(a) Uberpriifen Sie f auf Symmetrien.
(b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.
(c) Bestimmen Sie f’(z) und f”(x).
(d) Bestimmen Sie die lokalen Extrema und die Wendepunkte von f.
(e) Skizzieren Sie den Graphen von f im Bereich zwischen den Nullstellen.

(f) Erganzen Sie die Skizze um die Tangenten in den Wendepunkten.

Online-Aufgabe

Sie finden lhre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 30.05. — 05.06.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/

Im Sommersemester 2006 gab es zwei Scheinklausuren zur HM 2.

Die lerste (vom 17.6.2000) bezieht sich auf Stoff, den Sie jetzt dann auch beherrschen sollten.
http://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material/scheinklausuren/#2005/06
Nutzen Sie die Mdglichkeit, sich selbst zu testen (indem Sie diese Scheinklausur unter klau-
surdhnlichen Bedingungen in der vorgesehenen Zeit von 90 Minuten bearbeiten und dann
hinterher an Hand der Musterlosung lhre Ergebnisse kontrollieren).
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20. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H 96. Integration
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) /msin /lx-dig dz (b) /—Vex]%%dx

0

Aufgabe H 97. Kurvendiskussion
1
Gegeb i fr RN {-1 R: )
egeben sei f: R~ {-1} — xr—>exp(1+x)
(a) Bestimmen Sie [’ und f”.

(b) Bestimmen Sie samtliche Extrema sowie Wendepunkte von f.

(c) Bestimmen Sie den links- und den rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle zy = —1,
sofern diese existieren. Ist f dort stetig fortsetzbar?

Aufgabe H 98. Integration durch Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale.
Wenn Sie substituieren, verwenden Sie hierzu ausschlieBlich 3.3.3.

exp( ln(85)> z
(a) / lﬂ(x)xln(z)_ldx (b)/ = dx

cos(x)
1
_ 2 1 1

L ) B . B
Hinweis: Nutzen Sie § = arcsin (5) und —F =111 + Tt

Aufgabe H 99.
Gegeben sei die vom ganzzahligen Parameter o € Z ~ {0} abhangige Funktion
fo: Do »RizIn((z+2)-e"),

wobei D, den maximal mdoglichen Definitionsbereich bezeichne.
(a) Bestimmen Sie eine Funktion F,: D, — R so, dass F/(x) = f.(z) gilt.
(b) Sei nun o = —2. Bestimmen Sie D_, sowie diejenige Funktion F': D_, — R, fiir
: - . 3
welche F' = f_5 sowie FI(—1) =6 und F(e —2) = e_2 gilt.
e —

Hinweis: Ist D_5 ein Intervall?

Frischhaltebox

7

Aufgabe H 100.

| I

1 0 0 0
Fir A:={0 1 O] undvy:=1[1] gilt Ay = 1 fiir beliebiges n € Ny .
4 -2 1 2 2—2n

Weisen Sie dies induktiv nach.

.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 77. Partialbruchzerlegung (siehe 3.4.5 im Skript)

Gegeben sei die gebrochen rationale Funktion f: R~ {—-1} - R: z — q§ o wobei

plx)=2"+2* +z+1 q(z) = 2% + 22° + 22 + 2

(a) Zerlegen Sie q(z) = a(z)p(x) + ¢i(z) fiir Polynomfunktionen a(z) und ¢;(z) so, dass
der Grad von ¢;(z) kleiner ist als der Grad von p(z).
Hinweis: Polynomdivision.

(b) Berechnen Sie eine Zerlegung p(z) = [[;-,(z — a;)™ H?:tiﬂ(a? + Bix + ;)™ wobei
Ai:%—%? >0 firie{n+1,....,n+1}.
Hinweis: Die Aufgabenstellung verrat bereits die reellen Nullstellen von p(z).

(c) Bestimmen Sie reelle Zahlen A;;,, B;x und Cj; so, dass

n n+l  m;
— ol - lk+Czk$
f(x)—a(x)+p +;; +Z;l; @+ B + 1 )F

Aufgabe P 78. Partialbruchzerlegung Il

Finden Sie jeweils eine Partialbruchzerlegung der folgenden Funktionen.

2+ 2 (c) 2 —3r+1
x4+ 222 4+ 1 3+

(b)

Aufgabe P 79. Integration
Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe von 3.4.7-3.4.9 im Skript.

@ [ e O [t @ [

Aufgabe P 80. Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

Vin7 " sin(In(z)) 2x —1
(z?) _— dz
(a) /o 2ze'™ ) dx (b) /1 . dz (c) / 22 2192024

Hinweis: Fiir Teil[(c) ist 3.3.6 im Skript hilfreich.

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 06.06. — 12.06.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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21. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):
Aufgabe H 101.

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

Vo5t — 1222 43 S| 1
d b d
(a) /0 25 — 425 + 3w — 435 (b) /2 (m2+1)3+x1n(x) !

Aufgabe H 102. Partialbruchzerlegung
Geben Sie eine Partialbruchzerlegung der folgenden gebrochen rationalen Funktionen an.

3—x 3 | 2x
a b - v - d
(a) 1 —a? (b) (2% 4 2z + 2)? (c) x4+ 223+ (@) z?—1

Aufgabe H 103. Integration gebrochen rationaler Funktionen

Berechnen Sie eine Stammfunktion der gebrochen rationalen Funktion

23+ 222 +2¢ + 2

L2l - Rz —
S 12 ! B +a?+a+1

mittels Partialbruchzerlegung.

Aufgabe H 104. Ein Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen
Essei fo:[l,n+1] = R:xr L fiirneN

T

(a) Begriinden Sie, dass fiir n € N~ {0}

n 1 _ ~
Z 75 = 5(fu, Pa) Sfns Pa) = S0 Fa) = 14 53

fir die Ober- und Untersumme von f,, zur Partition P, = {1,...,n+ 1} gilt.

(b) Begriinden Sie warum

n+1 n 1 n+1
/ fulz)de < ﬁg/ ) de s
1 o1 1

gilt und berechnen Sie lim [ f,(x)dz.

n—oo 1

(c) Begriinden Sie, dass Y7, 7> gegen einen Grenzwert in [1,2] konvergiert.

Frischhaltebox
Aufgabe H 105.

Berechnen und vereinfachen Sie -L arctan(z) mit Hilfe von Satz 2.3.1 im Skript.
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Aufgabe P 81. Geschlossene Formeln durch Integration
Gegeben sei die Reihe

o

fla)=> (n+1)2"

n=0
(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p von f.
(b) Berechnen Sie eine Stammfunktion F' der Funktion f: (—p,p) — R.

(c) Geben Sie eine geschlossene Formel fiir I an.
Hinweis: Geometrische Reihe.

(d) Geben Sie eine geschlossene Formel fiir f an, indem sie F' differenzieren.

Aufgabe P 82. Majoranten- und Grenzwertkriterium
Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

(a) /+°°ldx ©) /er%dx

cos(z) — 1 o 2 yg7
b —d d d
()/OHJ 2 v ()/ 24+ 223 + 2 o

Aufgabe P 83. Uneigentliche Integrale

Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale.

(a) /Jmidx (b) /O%Oﬁdx ©) /0+oo€%dx

Aufgabe P 84. Hauptsatz der Integralrechnung

Seien f,g: R — R unendlich oft stetig differenzierbar. Vereinfachen Sie so weit wie moglich.

@ [ roomena e [ reronar g L / I di

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 13.06. — 19.06.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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22. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H 106. Geschlossene Formeln
Berechnen Sie geschlossene Formeln fiir die folgenden Potenzreihen.

(@) S (0% + 3+ 2)a" b) 3 %x"

Tipp: Fiihren Sie einen Sanity-check durch, d.h. liberpriifen Sie beispielsweise durch Einsetzen,

dass lhre geschlossene Formel fiir x = O korrekt ist.

Aufgabe H 107. Majoranten- und Grenzwertkriterium
Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

(a) :/mhle(—x) dz (c) :Zomdx

()/ &)dx (d) /\/ﬁdx

sin

Aufgabe H 108. Uneigentliche Integrale
Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale.

(a) 7;21_1@ (b) /1 m(z)dz  (c) Ywﬁdx (d) ymi—idx

0+0
Aufgabe H 109. Geschlossene Formeln Il (2+1+1)
Geben Sie geschlossene Formeln fiir die folgenden Ausdriicke an.

(a) Z n’x

[e.9]

2n+1 E

_IH

:2
Frischhaltebox
Aufgabe H 110.

Gegeben sei die Matrix A = G (1)) . Berechnen Sie A29%4,
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Prdasenziibungen

Aufgabe P 85. Topologie
Wir betrachten die Menge

M={(()eR|zs<y+1<z+2} SR

(a) Skizzieren Sie die Menge M .
(b) Bestimmen Sie M, M° und OM.
(c) Ist M beschrankt? Kompakt?

Aufgabe P 86. Folgen in R"

Untersuchen Sie die Folge (ay)r>1 in R™ auf Konvergenz. Bestimmen Sie ihren Grenzwert,
falls er existiert.

T

(a) ar = (%,2) (C) ar = (]{, 2)
TGN )
(b) ap = <;F,]ZIF> (d) ap = (;P’;;)

Aufgabe P 87. Integral-Vergleichskriterium
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

@ > (b)

nln(n)

Aufgabe P 88. Visualisierung von Funktionen mehrer Verdnderlicher

Gegeben ist die Funktion f: R* — R: (7) = e~ (@ +v?)
(a) Skizzieren Sie die Niveaulinien N, zu den Niveaus ¢t € {1/e" |r =0,1,2,3,4,5}.
(b) Bestimmen Sie den Schnitt des Graphen I'(f) mit der Ebene E: z = 0.

(c) Hat f irgendwelche Symmetrien?

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 20.06. — 26.06.)
auf folgender Webseite:

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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23. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H 111. Topologie
Wir betrachten die Menge

M={()eR|1<2®*+y*und 22° +3y° <6 },

(a) Skizzieren Sie die Menge M .

(b) Bestimmen Sie M und M° und OM .
(c) Untersuchen Sie, ob M beschrankt ist.
(d) Untersuchen Sie, ob M kompakt ist.

Aufgabe H 112. Funktionen mehrerer Verdnderlicher I: Warm-up

Gegeben sei die Funktion f: [=2,2] x [<2,2] = R, (z,%)" — ziﬁ

(a) Ist f stetig? Nimmt f ein globales Maximum an?

(b) Skizzieren Sie die Niveaulinien N, von f fiir t = 1,1,2

(c) Begriinden Sie, warum sich Niveaulinen N; und Ny fiir ¢t # s niemals schneiden.
(d) Skizzieren Sie den Schnitt des Graphen T'(f) mit der Ebene E: x = 2y.

Aufgabe H 113. Funktionen mehrerer Verdnderlicher II: Stetigkeit
Gegeben ist die Funktion

2 xy? s
f:R* 5 R: (x) — Qa2 iyy4 fir (y) 7 (8)
Yy

- T 0
0 fir (y) = (0).
Ein Modell fiir den Funktionsgraphen finden Sie unter
https //1nfo mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material/3D/04/

(a) Fir () € R2{(0)} sei g: R — R?: ¢t — () die Parametrisierung einer Geraden

durch den Ursprung. Ist f o g stetig?
(b) Finden Sie eine Folge (a,)nen in R? mit lim a, = (8) und lim f(a,) = 1.
n—oo n—oo
(c) Ist [ stetigin (J)?

Aufgabe H 114. Folgen in R?
Finden Sie alle Haufungspunkte der folgenden Folgen (ag)x>1.

(@) a = (COS(Q?Tk/3),SiH(27Tk/3))T (c) ar=(2+ %, ke"“)T

®) o - (k3 %) @ o= (-0 5, 2

Frischhaltebox
Aufgabe H 115.

Bestimmen Sie die affine Normalform der Quadrik {x € R? | x% + 221 + 2w + :U% + 3 = 0}.
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Aufgabe P 89. kritische Stellen, Richtungsableitung
Gegeben sei die Funktion f: R? — R: (z,y)" — z* — 222 + ¢,
(a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen bis zweiter Ordnung.
(b) Berechnen Sie die Richtungsableitung in Richtung —=(1,2)" an der Stelle (1,0)".

(c) Berechnen Sie die kritischen Stellen von f.

Aufgabe P 90. 3D-Modell — Schmiegquadriken

Der Graph der Funktion f: [—m, 7| X [-m, 7] = R: z = (xl) — cos(zq) cos(zg) ist im
X2
vorliegenden Modell dargestellt. Um den Einblick zu erleichtern, ist bei (:Zg

dem gelben Funktionsgraph ausgeschnitten.
Betrachten Sie die Stellen P, := (), P := (”/2? und Py := (‘”/2)

) ein Fenster aus

w/2 /2 )
(Falls Sie eine Onlinegruppe besuchen: Das Modell finden Sie unter

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /05/.)

(a) Wo etwa verlaufen die Koordinatenachsen im Modell? Wo ist der Punkt (0,0,1)" ?
(b) Bestimmen Sie Ty(f,z, P) fir P € {Py, P5, P3}.

(c) Bestimmen Sie die Gleichungen der zugehdrigen Schmiegquadriken sowie jeweils die
Gestalt der Quadrik. Passen |hre Ergebnisse zum Modell?

Aufgabe P 91. Lokale Extrema und Nullstellenmenge
Gegeben ist die Funktion f: R? — R: (§) — 2%y,
(a) Bestimmen und skizzieren Sie die Nullstellenmenge N = {(§) € R*| f((})) =0} und
die Vorzeichenverteilung von f.

(b) Bestimmen Sie grad f und Hf ((y)).
Bestimmen Sie ferner det(Hf(P)) fiir alle P € N

(c) Bestimmen Sie nun alle kritischen Stellen von f und geben Sie deren Typ an.

Aufgabe P 92. Gradienten und Richtungsableitungen
Betrachen Sie die Funktion f: R*? — R: z = (2) =z - e,
(a) Sei (1) € (R {0}) x R und v :=r(37).

sin(p)
Bestimmen Sie die Ableitung von f langs v.

Fiir welche r ist dies eine Richtungsableitung?

(b) Bestimmen Sie zu r = 1 den Winkel ¢ so, dass 9, f(}) maximal wird.

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 27.06. — 03.07.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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24. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H 116. Gradienten und Niveaumengen

@ L+ (1+zf)=
Gegeben seien die Funktiong: R® — R: z = <$2> — i —le)
(1+3)

z3

(a) Bestimmen Sie gradg.
(b) Bestimmen Sie die Niveaumenge zum Niveau ¢ = 0.

(c) Bestimmen Sie die Menge M = {:L‘ eER®| Vg () = (%)}.
Aufgabe H 117. Kritische Stellen und Extrema

Zl) — (e Y1 + eeXp(_yl)) yg — bys.
2

Gegeben sei die Funktion f: R? 5 R:y = (

(a) Bestimmen Sie V f(y) und Hf (y).

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen und entscheiden Sie jeweils, ob in diesen lokale
Extrema oder Sattelpunkte vorliegen.

Aufgabe H 118. Funktionen in mehreren Veranderlichen
2

{L‘) s e_xz_yQ 4 y_
Yy e

(a) Bestimmen Sie VLuxemburg((z)) sowie die kritischen Stellen.

Gegeben sei die Funktion Luxemburg: R? — R: (

(b) Sei G = {(5) € R*| 2z = Luxemburg ((x))} der zugehorige Graph. Skizzieren Sie
N Y
die Schnitte von G mit der x-z- sowie mit der y-z-Ebene in ein geeignetes Koorina-
tensystem fiir (z,y)" € [-3,3] x [~3,3].
Hinweis: Zum Auswerten der Funktion an Teststellen diirfen Sie hier einen Taschenrech-
ner oder ein vergleichbares elektronisches Hilfswerkzeug benutzen.

(c) Entscheiden Sie jeweils, ob an den kritischen Stellen lokale Minima, Maxima oder Sat-
telpunkte vorliegen.

Aufgabe H 119. Schmiegquadriken

1—
Gegeben sei die Funktion f: R* — R: ( ) Ly s ) cos(1 —z*) %)

1+ y?
(a) Bestimmen Sie grad f( und Hf( >

(b) Geben Sie jeweils das Taylorpolynom 2. Grades in den Entwicklungspunkten P = (8)
und Q = ((1)) an
(c) Kilassifizieren Sie die Schmiegquadriken in diesen Punkten gemaB 7.3.7/7.3.8.

\

Frischhaltebox N
Aufgabe H 120.

Gegeben seien die Vektoren u; = (2,4, 2, —2,6)T, us = (1,8, 5, —1,3)T und
us = (1,16,1,-3,9)". Bestimmen Sie ein ONS F : fi, fo, fs mit L(u;) = L(f),
L (u1,u2) = L (f1, f2) und L (u1,ug,u3) = L (f1, f2, f3).
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Prasenziibungen

Aufgabe P 93. Extrema unter Nebenbedingungen

Berechnen Sie die Extrema der Funktion f: R* — R: (x) — 2% — y* unter der Nebenbe-
)

dingung 2* +1? = 1. Gehen Sie dazu folgendermaBen vor:

(a) Die Nebenbedingung kann als y? = 1—x? geschrieben werden. Ersetzen Sie y? im Funk-
tionsterm von f und untersuchen Sie die entstehende Funktion in einer Veranderlichen
auf Extrema.

(b) Benutzen Sie die Multiplikatormethode von Lagrange.
(c) Vergleichen Sie die Ergebnisse.

Aufgabe P 94. Multiplikatormethode nach Lagrange

T
SeiM:{<y> eR3
2

Abstand vom Ursprung haben.

20z +y? +3 = 0}. Finden Sie die Punkte in M, die den kleinsten

Aufgabe P 95. Extrema mit Parametrisierungen
Gegeben seien f: R? — R: (z) — oy —x, g: R? — R: (z) - <(_11)

M= {() er?| g(() =0}

(a) Wieso konnen Sie nicht von vornherein auf die Existenz von globalen Extremalstellen
der Einschrankung f|,, schlieBen?

(z)> und

(b) Bestimmen Sie eine Parametrisierung « fiir M .

(c) Bestimmen Sie Kandidaten fiir lokale Extrema von f auf M mit Hilfe der gefundenen
Parametrisierung.

(d) Entscheiden Sie fiir diese, ob es sich um lokale/globale Minima/Maxima oder nichts
davon handelt.

Aufgabe P 96. Existenz von Extrema

Gegeben sei f: R? — R: (x) — x cos(y) sowie die Mengen
Y

A= {<x’y)T €R2’ IE[—l,l]} ) B = {(x>y>T E]R2| ye [_171]} ) C=ANB
(a) Fiir welche Mengen M € {A,B,C} ist die Einschrankung f|,, beschrankt?

(b) Fiir welche dieser Mengen nimmt f|,, einen Maximalwert an?

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 04.07. — 10.07.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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25. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H121. Extrema mit Voorzeichenverteilung

Gegeben sei die Funktion f: R*? = R: (a:,y)T > COS (7r cos (14—+2+yz>) .

(a) Skizzieren Sie die Menge Ny = {(z,y)" € R? } f((z,y)") =0} sowie die Vorzeichen-
verteilung von f.

(b) Bestimmen Sie Vf ((z,y)") sowie kritischen Stellen.

(c) Ergénzen Sie Ihre Skizze um die kritischen Stellen und entscheiden Sie mit (a), ob an
diesen lokale Minima oder Maxima oder Sattelpunkte vorliegen.

Aufgabe H 122. Extrema mit Lagrange

Gegeben seien die Funktionen f: R? — R: z — a7 + 23 und

g: R 5 R:x— (21 +1)° — $(21 + 1)° 4 3a3.

Wir suchen die Extrema von f auf der kompakten Menge D := {x € R?| g(z) = 0}.
(a) Stellen Sie das Lagrange-System auf.
(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen inklusive ihrer Lagrange-Multiplikatoren.

(c) Bestimmen Sie das absolute Maximum von f auf D.

Aufgabe H 123. Extrema auf abgeschlossenen Kugeln

Durch eine symmetrische, positiv definite Matrix A € R™" wird mittels (z|y), = 2' Ay
ein Skalarprodukt sowie mittels ||z||4 = /(x| z) , eine (,Energie"-)Norm induziert. Sei nun

n =3 und A die positiv definite Matrix A = (?) % §) € R33,

(a) Bestimmen Sie die Losungen des Gleichungssystems nach Lagrange fiir das Problem:
Lo - 3 2
glg%céﬂxHA mit D={zeR®| |z]* =25}
(b) Bestimmen Sie 7 € D := {z € R?| |z|> < 25} mit ||Z[|4 = ||2/||4 fiir alle 2’ € D.

Aufgabe H 124. Extrema mit Parametrisierungen

Seien f: R? — R: (z) — iny — §x2 und D = {(g) € R?| 22 = y3}.
(a) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von min f((y)) mit der Lagrange-Methode.
(zy)TeD

(b) Kontrollieren Sie lhr Ergebnis mittels einer geeigneten Parametrisierung.

(c) Entscheiden Sie jeweils, ob in diesen ein lokales oder globales Minimum oder Maximum
oder nichts dergleichen vorliegt.

7

Frischhaltebox N

Aufgabe H 125. Hesse-Normalform

Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der folgenden Ebene:

£={(5)+7(3) +u(3) | )
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Aufgabe P 97. Differentiationsregeln

Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen der folgenden Felder direkt und unter Verwendung der
Kettenregel 4.8.3. Untersuchen Sie den maximalen Definitions- und Wertebereich aller dabei
auftretenden Funktionen.

(a) f(xvy) = fQ(fl(xay))
mit fi(x,y) = 2% +y* und fo(t) = sin(t),

(b) g(t) = 92(91(t))

mit g1(t) = (sin(t), cos(t))" und go(x,y) = (zy, 2°, ¥?)".

Aufgabe P 98. Geometrische Eigenschaften von Gradienten

Gegeben sei die Funktion f:R? > R: (§)~ (z —y)(x*> +y? — 4).
(a) Skizzieren Sie die Niveaumenge Ny = {(i) € R? ’ f(y)= O}.
(b) Berechnen Sie V.

(c) In welchen der folgenden Punkte existieren Tangenten an N,? Berechnen Sie an diesen
Punkten die Tangenten und zeichnen Sie sie in |hre Skizze ein.

e (%) e () e () « (V)

Aufgabe P 99. Jacobi-Matrix und Kettenregel
Seien f: R3 — R: (g) a2 —4yz+3zund g: R = R3: t (SH;(t)>

t2
(a) Bestimmen Sie fog und gof. Berechnen Sie J(f o g) und J(g o f) ohne die Kettenregel
zu verwenden.

(b) Bestimmen Sie Jf und Jg und mit der Kettenregel J(f o g) und J(go f).

Aufgabe P 100. Gradientenfeld

Uberpriifen Sie, bei welchen der folgenden Funktionen sich es um ein Gradientenfeld handelt.
(@) /RS R%: (2,9) — (204 ¢",2y)"
(b) f:R® = R%: (z,9)" — (cos(2z) cos(z + y2), 2y cos(2z) cos(x + y2))
(c) f:R* = R%: (2,y) — (ysinh(y), (xy + 1) cosh(y) + xsinh(y))"

Online-Aufgabe

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 11.07. — 17.07.)
auf folgender Webseite.

https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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26. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Aufgabe H 126. Differentiationsregeln

Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen der durch folgende Zuordnungsvorschriften gegebenen
Funktionen direkt und unter Verwendung der Kettenregel 4.8.3. Untersuchen Sie den ma-
ximalen Definitionsbereich aller dabei auftretenden Funktionen sowie der Verkettung selbst.

@) (%)~ fi <f2 ((g))) mit f1(t) = arcsin(t) und fo ((g)) = exp(—2? — ).
) () s an (o () miten [ [w) ) = [ swev? | undos ((Z)) I P

z T —y—zry uv
Hinweis: Die Diskussion muss nicht fiir die Jacobi-Matrix erfolgen.
Aufgabe H 127. Verhalten von Gradienten — Skizze von Kurven
Gegeben sei die Funktion g: R? — R: (%) — 2y — y* + z.

v
(a) Berechnen Sie Vg <(Z>)
(b) Bestimmen Sie den Gradienten in den Punkten (i) mit g ((Zj)) =0 fir v € {0, 3,1,2,3}.
(c) Skizzieren Sie die Tangenten in diesen Punkten.

(d) Skizzieren Sie grob den Verlauf der durch ¢ ((;)) = 0 gegebenen Kurve.
Hinweis: Arbeiten Sie mit folgenden Rundungswerten: V3~ 1,7, V5 & 2,2, V21 ~ 4,6.
Aufgabe H 128. Rotation und Divergenz
Geben sei das parameterabhangige Vektorfeld

exp(sin(z3)) + 99
fo: RP = R®: 2+ o’z + cos(3) ; a€eR
—x9sin(z3) + x; cos(z3) exp(sin(zs))

(a) Bestimmen Sie rot f, und div f,.

(b) Fiir welche o € R besitzt f,, ein Potential?

(c) Berechnen Sie divrot f,(x) fir a € {0,1,2,3,4}.

Aufgabe H 129. Extrema mit Jacobi-Matrix
Geben seien die Funktionen
2422 -9
R =R o 2d 4+ 25 + 2y , g:R3|—>R2:x»—><x%+x§_4>
Sei M :={z € R*| g(z) =0}
(a) Bestimmen Sie Vf(x) und Jg (z).
(b) Weisen Sie nach, dass M beschrankt ist.

(c) Bestimmen Sie die globalen Extremwerte der Einschrankung f],,.

Frischhaltebox

In Standardkoordinaten sei der Punkt X gegeben durch . X = 2

5

Bestimmen Sie die Koordinatendarstellung beziiglich O := ((;l) : <Z> ) <§>) .
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Aufgabe P 101. Parametrisierung, Kurvenintegrale
Berechnen Sie fiir f: R? — R: x + |z|*> das Kurvenintegral

| s

iber die unten skizzierten Wege K;, Ky und K3 vom Punkt (0,0) zum Punkt (1,0).

Ky

K 1 1

Aufgabe P 102. Rotation und Divergenz — Kommutierende Transformationen
(a) Sei f gegeben durch f(z) := (23,23, —x1)". Bestimmen Sie rot f und div f.
(b) Sei nun g gegeben durch g(z) := f(z — (1,2,3)") = (2 — 2)?, (x5 — 3), —x1 + 1)".
Bestimmen Sie rot g(z) und div g(x) und vergleichen Sie dies mit
(div f) (1 — 1,20 — 2,23 — 3)") und (rot f) ((x1 — 1,29 — 2,25 — 3)").
Was fillt auf?

(c) Verallgemeinern Sie diese RegelmaBigkeit, indem Sie diese fiir den Vektor (1,2, 3)" durch
den Parametervektor (o, e, av3) ersetzen und die Abbildung f(x) := f(x—a) betrach-
ten.

Aufgabe P 103. Potential und Kurvenintegrale

Gegeben ist das Vektorfeld v: R2 — R2: (z1,25) + (22,71) und die Parametrisierung der
Kurve K durch C: [0,27] — R?: o (cos(a),sin(a))’
(a) Entscheiden Sie, ob v ein Potential besitzt.

(b) Berechnen Sie ]{ v(x)edux.

K

Aufgabe P 104. Zirkulation und Ausfluss
Gegeben seien die Ellipse K = {(z,y)" € R?| 122 + 4y? = 1} und das Vektorfeld
g: R? 5 R%: (2,9) — (zy,y — x)T :

(a) Skizzieren Sie K.
(b) Geben Sie eine Parametrisierung C' von K an.

(c) Bestimmen Sie die Zirkulation von ¢ langs K und den Ausfluss von g durch K.
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Hausiibungen (Abgabe in ILIAS):

Die folgenden Aufgaben sind Zusatzaufgaben zur freiwilligen Ubung und gehen nicht in die
Bewertung mit ein, es erfolgt keine ILIAS-Abgabe.

Eine Bearbeitung als Vorbereitung auf die Klausur ist dennoch ratsam. Einige dieser Aufga-
ben stammen in dieser bzw. dhnlicher Form aus Priifungen friiherer Semester.

Aufgabe H 130. Gravitationspotential

Wir fixieren die Erde in Py := (0,0,0)" sowie den Mond im Punkt Py, := (0,0,1)". Das
zugehorige Gravitationspotential sei (vgl. einleitendes Beispiel im Skript) gegeben durch:

2mE 2mM

' R3 Pg, P R3:
U ~A{Pg, Py} — $'_>|x—PE|+|I—PM|

1

ME die Mondmasse sei.

wobei mp die Erdmasse und m;; =
(a) Bestimmen Sie VU .

(b) Bestimmen Sie den Punkt Py auf der Verbindungsstrecke von Pg und Py, auf dem
sich die Gravitationskrafte von Erde und Mond aufheben.

(c) Bestimmen Sie div(VU)(Pg) und rot VU(FPg).

Aufgabe H 131. Kurvenintegrale

x} + 3 cos(t)
Gegeben seien f: R® - R*: z+— | zxs | und v: [0,27] = R®: ¢ — | sin(¢)
ToX3 t

(a) Berechnen Sie rot f. Hat f ein Potential?
(b) Bestimmen Sie die Lange L(C) fiir die durch ~ parametrisierte Kurve C.
(c) Berechnen Sie [ f(z)edz und [|f(z)|dx

c c

Aufgabe H 132. Zirkulation und Ausfluss

Sei g: R? — R?: () — <exp(;§i§yz)> gegeben. Die Ellipse E habe Halbachsenlingen
a =1 und b = 2 und liege so in einem kartesischen Koordinatensystem, dass die kleine
Halbachse auf der x-Achse und die groBe Halbachse auf der y-Achse liegt.

(a) Ist g konservativ?
(b) Geben Sie eine doppelpunktfreie Parametrisierung von E an.
(c) Bestimmen Sie Zirkulation Z(g, E') und Ausfluss A(g, E).

Aufgabe H 133. Lange von Kurven
Bestimmen Sie die Langen der durch die folgenden Funktionen parametrisierten Kurven:

() 7: [~2,2] = R2: £ (0,In(1+2)) .

(b) 7: [0,00) — R2: ¢ > (cos(exp(—t)), sin(exp(—t))) .

(c) 7:[-2,0] = R3: ¢ (10,462, —3¢2) .

(d) 7: [-m,7] = R3: £ (1/2(t + cos(t) sin(t)), 3 (sin(¢))*, 1 — Cos(t))T.

)
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Aufgabe H 134. Kurvenintegrale und Potentiale

Es sei K die Kurve, die aus der Strecke von P nach ) und dem Kreisbogen von Q nach R

xy 1

(mit Mittelpunkt im Ursprung) besteht. Weiter sei f : R* — R: <x2) = 5(af + 23).

T T T Tl R

(a) Geben Sie eine regulare, doppelpunktfreie Parametrisierung C der Strecke von P nach
() sowie eine reguldre, doppelpunktfreie Parametrisierung C5 des Kreisbogens von (@)

nach R an.
(b) Geben Sie C{(t) und Ci(t) an.

(c) Bestimmen Sie [ f(s)ds.
/

(d) Bestimmen Sie ein Potential U von Vf mit U(0) = 42.

(e) Bestimmen Sie / Vi(z)edz.

Aufgabe H 135. Kurvenintegrale und Potentiale Il

Fiir jedes Paar (a,b) € R? betrachten wir das Vektorfeld

€

iR R: =[x

€3

—

a’rixs
2
81‘i
31’? +0b Tol3

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix, die Divergenz und die Rotation von f.
(b) Fiir welche Paare (a,b) € R? besitzt f ein Potential?
(c) Berechnen Sie ein Potential von f fiir (a,b) = (3,2).

(d) Sei K die durch C : [1,2] = R®: ¢

Sie fiir (a,b) = (3,2) das Integral
K

Vs

Aufgabe H 136. Taylorpolynome
Gegeben sei die Funktion f: R - R: z —
Bestimmen Sie T(f,x,0) und Ra(f,x,0).

1

Frischhaltebox

sin(mt) | parametrisierte Kurve. Berechnen

/f(x).dx.

2+ cos(z)
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