B'Ch.en’ M.Jedlitschky, 1. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
B.Krinn, M.Kutter, N . " |
M Werth Hoéhere Mathematik 1 . Stroppe

Wintersemester 2013,/2014

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 1. Funktionsgraphen

1+

T Al
(i) (i)
]_.
1 }
__/ ]
aip ! (iv)

Ordnen Sie jedem der obigen Funktionsgraphen jeweils eine der unteren Funktionen zu und
begriinden Sie jede dieser Zuordnungen.

3 0 3 0
(@) f: R>R: z— 2% T d f: R>R: z+— 2¥ TS
2r 20 lr] =0
(b)f:R—HR:chos(x—%) (e)f:R—HR::m—)sin(x—%)
() f: R=>R: x> exp(x) (f) f: R>R: z— Va2
Lésungshinweise hierzu:
(i) Die zugehdrige Funktion ist (b), da der Graph von cos(x — %) aus dem von cos(z)

dadurch entsteht, indem dieser um 5 nach rechts verschoben wird.

(i) Die zugehérige Funktion ist (), da Va2 = |z] ist.
(iii) Die zugehorige Funktion ist selbstverstandlich die e-Funktion.

(iv) Die zugehorige Funktion ist (d). Der Graph ist aus zwei Teilen zusammengesetzt und
|z| stimmt auf R mit z iiberein.

Aufgabe H 2. Induktion
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion:
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(a) Fir k € Npist Y0, () = (7).
(b) Fir n € N und a € R ist |sin(na)| < n|sin(a)|.
Hinweis: Man kann sin(8 + ) = sin(8) cos(y) + cos(8) sin(y) verwenden.
Lésungshinweise hierzu:

(a) Der Beweis erfolgt iiber vollstandige Induktion:

Fiir K = 0 erhalten wir

J=

k S+ D+k+1
@Esgelteakzzjo( j ):( I )

(T+Z+12+(5Ziil)

(B E+1)+1

(5+(Zj:)+1>
()

(b) Der Beweis erfolgt iiber vollstandige Induktion:

Fir n =1 erhalten wir a; = |sina| = |sina].

@ Es gelte a,, = |sin(na)| < n|sinal fir n € N.

@ Fir n + 1 erhalten wir

|sin(n + 1)a)|

| sin(na + )|

| sin na cos v + cos nasin ¢

| sin na cos af + | cos nasin af

| sin na | cos a| + | cos nal| sin o
——

I

an

n|sina|+ |sina| = (n+ 1)|sina|, (da |sina| < 1,|cosal £ 1)

A
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 3. Induktion
Beweisen Sie die folgenden Aussagen mit vollstdndiger Induktion.

(a) Fir n € Ny ist 49" + 16n — 1 durch 64 teilbar.

(b) Firn e Nmit n =3 ist (1+1)" <n.

. . . n 1 13

(c) FirmeNmitn=2ist Y ) = > 37 .
Losungshinweise hierzu:

(a) Der Beweis erfolgt iiber vollstiandige Induktion:

Fiir n = 0 erhalten wir aqg =1 — 1 = 0, was durch 64 teilbar ist.

@ Es gelte a,, = 49" + 16n — 1 ist fir n € N durch 64 teilbar.

@ Fir n + 1 erhalten wir

Apr1 = 49" +16(n+1) — 1
—49(49" +16n — 1 —16n+1) +16n + 16 — 1
= 49a,, — 16 - 49n + 49 + 16n + 16 — 1

= 49a,, — 16 - 48n + 64
—64.12
=49a,, + (1 — 12n) - 64

Und da a,, nach @durch 64 teilbar ist, ist damit auch a,,; durch 64 teilbar.
(b) Der Beweis erfolgt iiber vollstandige Induktion:

Fir n = 3 erhalten wir ag = (1 + %)3 = % <3.

@ Es gelte a, = (1 + %) < n ist fir 3 <n € N.

@ Fir n + 1 erhalten wir

An1

(c) Der Beweis erfolgt iiber vollstandige Induktion:

Fijrn:2erhaltenwira2:%+i:§>§.

_ n 1 1 1 1 13
@ Esgeltean—zkzln—%—n—ﬂ+n—+2+...+m>ﬂ.
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1. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 1

@ Fir n + 1 erhalten wir

Zn+1 1
k 1 (n+1)+

1

(n+1)+1 + (n+1)+2 ..

1 1 1
n+1)+n—1 + (n+1)+n + (n+1)+n+1

_ 1 1 1
T on+1 +n+2+"'n+n+n+n+1+n+n+2_n_-i-l
13 o 1
> T n+n+1 + n+n+2 ~ n+l
Noch zu zeigen: n+i+1 + n+711+2 n+1 = 0:
Es gilt
(n+1)(2n+2)+(n+1)(2n+1)—(2n+1)(2n+2)
(2n+1 (2n+2)(n+1)
(202 +4n+3)+(2n%+3n+2)— (4n>+6n+2)
o +(§n+1)(2n+2)(n+1)
—  @nrD)(2n+2)(n+1)

> 0.
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B.Chen, M.Jedlitschky, 2. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

B.Krinn, M.Kutter, . ik 1 M. Stroppel

M Werth Hohere Mathematik - Stropp
Wintersemester 2013/2014

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 4. Abbildungen
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitdt, Surjektivitdt und Bijektivitat.
Geben Sie gegebenenfalls eine Umkehrabbildung an.

(a) Sei R die Menge der Rechtecke mit positivem Flacheninhalt in der Ebene.

Sei F: R — R*: z — (Flacheninhalt von z).

(b) Seiu:R\{—S}%R\{O}:yHylﬁ.

Lésungshinweise hierzu:
(@) e Injektivitidt: Das Rechteck 71 mit den Eckpunkten
(0,0), (1,0), (1,1), wund (0,1)
und das Rechteck ro mit den Eckpunkten
(0,0), (2,0), (2,1/2), und (0,1/2)

haben den selben Flacheninhalt. Damit gilt 71 # 79 und F'(r1) = F (r2). Die
Abbildung F ist nicht injektiv.
e Surjektivitat: Fiir eine beliebige Zahl y € R sei r, das Rechteck mit den Eck-
punkten
(0,0), (y,0), (y,1), und (0,1).
Es gilt F'(r,) =y. Damit ist F surjektiv.
e Bijektivitdt: Da F' nicht injektiv ist, ist F' nicht bijektiv.
e Umkehrabbildung: Da F' nicht bijektiv ist, existiert keine Umkehrabbildung.
Injektivitat: Seien y1,y2 € R~ {—=5} mit u(y;) = u(y2). Es gilt also

(b)
(|
Y1+ 95 B Yo + O
y2+5 = y1+5
Y2 = U

Damit ist u injektiv.
e Surjektivitat: Sei z € R~ {0}. Wir suchen y, € R~ {—5} mit u(y.) = z.

1
= Z
Y. +95
I = Z(yz+5)
1
- = yz+5
z
1
-—5 =y,
z

Damit ist y, surjektiv.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

e Bijektivitat: Da w injektiv und surjektiv ist, ist u bijektiv.
e Umkehrabbildung: Wie oben berechnet wurde, ist

1
g: RN{0} > R~ {-5}:z+— ——5
T

eine Umkehrabbildung.

Aufgabe H 5. Ungleichungen
(a) Fiir welche (z,y,2) € R ist (z +y +22)* £ 6(2% +y* + 22)?
Hinweis: Schwarzsche Ungleichung.

(b) Zeigen Sie folgende Ungleichung fiir n € Ny und = € R .
1
(14+2)" =2 1+nz+ Qn(n —1)2?

Ist die Ungleichung fiir x = —1/2 auch noch fiir alle n € Ny richtig?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Schwarzsche Ungleichung lautet

(£4) =(£) (£

fir beliebige Zahlen a;,b; € R. Einsetzen von n = 3 und a; = 1,a, = 1,a3 = 2
sowie by = x,by = y, b3 = z liefert, dass fiir beliebige z,y, z € R gilt:

(z4+y+22° < (1+14+4) (2" +y* + 2%

Also gilt die Ungleichung fiir alle x,y,2 € R.
(b) Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(14z)" = i (?) 1" g

j=1

SORORIGESOE

1 ~ .
= l+nz+ én(n —1)z? + (?) @
3

Da alle Summanden positiv sind, gilt >
j=3

(?) 2J > 0 und damit

1
(1+2)" = 1+mc+§n(n—1)m2.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Fir x = —1/2 ist die Ungleichung nicht mehr fiir alle n € Ny richtig, da sich fiir
n=3

11

8 4
ergibt.

Aufgabe H 6. Abbildungen
Finden Sie
(a) eine Abbildung f: N — [0, 1], die injektiv ist. Ist lhr Beispiel surjektiv?
(b) eine Abbildung f: R — [0, 1], die surjektiv, aber nicht injektiv ist.
(c) eine Abbildung f: R — (0,1], die bijektiv ist.
(d) eine Abbildung f: R? — {0,1,2,3}, die surjektiv ist.

Losungshinweise hierzu:
(a) Sei f: N — [0,1]: n ~— L. Nun muss die Injektivitdt der Abbildung nachgewiesen
werden: Seien dazu n,m € N gewahlt fiir die n # m gilt. Es ist zu zeigen, dass auch
f(n) # f(m) gilt. Aber aus n # m folgt sofort = # L.

Das Beispiel ist nicht surjektiv, da etwa v/2 nicht im Bild enthalten ist. (Genau ge-
nommen kann kein Beispiel surjektiv sein, da es sich bei N um eine abzdhlbare Menge
handelt, bei [0, 1] jedoch nicht.)
(b) Sei
firosz<1
FiR = [0,1]: 2 {x re=rs s
0 sonst.
Da f(—1000) = 0 = f(1000) gilt, ist f nicht injektiv. Es bleibt zu priifen, ob f auch
surjektiv ist. Sei also y € [0, 1] vorgegeben. Gesucht ist ein z € R, dass f(z) =y
erfiillt. Fir die gegebene Funktion erfiillt * = y diese Bedingung: Da y € [0, 1] gilt,
ist f(y) =y. Dies war zu zeigen.

(c) Sei f: Ry — (0,1]: x — —=. Die Abbildung f hat Bildwerte in (0,1], denn aus
x 2 0 folgt x +1 = 1 und daraus wiederum 1 = #1 > (. Die Abbildung ist auch
surjektiv: Sei dazu y € (0,1]. Gesucht ist ein z € R}, welches f(z) = y erfiillt.

Benotigt wird also eine Losung fiir die Gleichung

1
Cr+1

(*) v

wobei das y als eine Konstante mit der Eigenschaft 0 < y < 1 anzusehen ist. Es gilt

1 1 1
Yy = <1;:>¢0 r+l1l=- +— z=--1.
z+1 Y Y

Es existiert also zumindest eine Losung = € R fiir die Gleichung (x). Damit f aber
surjektiv ist, muss das gefundene x aus dem Definitionsbereich der Abbildung f sein.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Es bleibt also zu priifen, ob x € R ist. Da y < 1 giltist 1 < i (hierzu wird auBerdem
y > 0 verwendet, andernfalls wiirde sich die Ungleichung umkehren). Aber daraus folgt
sofort 0 < i —1.

Die Injektivitit zeigt man 3hnlich wie in Aufgabenteil (a).

(d) Sei
0 firz=(0,0),
1 firz=(1
FiR S {0.1,2,3) 0 L fOre=(LO)
2 firxz=(2,0),
3 sonst.
Die Abbildung f ist klar surjektiv.
Aufgabe H 7. Skizzieren von Mengen
Gegeben sind
A::{(x,y)€R2|y:0} B::{(x,y)€R2|y:ex—e_8}
C:={(z,y) eR* | 2* +y* < 4°} D= {(z,y) eR* |z > |y|}
Skizzieren Sie folgende Teilmengen der Ebene R?.
(@) A, B, C und D (b) Cg2(A) U Cg2(B) (c) C~(DU{(1,2)})

Lésungshinweise hierzu:

Schnittpunkt des Graphen
mit der z-Achse

1 1
Menge A ! ® Menge B !
a
@) 4 4
11 1
1 i
Menge C Menge D
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Die Mengen A und B sind Graphen von Funktionen. Fiir Menge C' betrachtet man die
Kreisgleichung 22+y? = r? fiir die spezielle Wahl von r = 4. Die Ungleichung bedeutet
dann, dass die Menge C' aus der Kreislinie und dem Inneren des Kreises besteht. Fiir
Menge D interpretiert man zuerst 2 = |y| als den Graphen einer Funktion wobei hier x
und y vertauschte Rollen haben zur sonst iiblichen Schreibweise. Das heiBt die Funktion
t — |t| ist mit vertauschten Achsen in das Bild einzutragen. Die strikte Ungleichung
bedeutet dann, dass alle Punkte rechtsseitig der Linie {(x,y) € R | z = |y|} zur
Menge gehdren.

(b) Nach der Regel von De Morgan gilt E := Cg2(A)UCg2(B) = Cgz(A N B). Die Menge
ANB besteht aus allen Punkten (z,y) die gleichzeitig y = 0 und y = e®—e ™8 erfiillen.
Zu losen ist also die Gleichung

0=¢" —¢®

Es gilt

8 8

O=e"—-e" = e"=¢ < -8=u.
Das heiBt, es gilt AN B = {(—8,0)}. Also besteht die Menge E aus allen Punkten
der Ebene auBer dem Punkt (—8,0). Die Skizze ist:

& !
hd T

-8 1

(c) Die Menge pacman := C'~\ (DU{(1,2)}) besteht aus allen Punkten von C' die nicht
in D liegen und nicht der Punkt (1,2) sind. Es ergibt sich also die Skizze der Menge
pacman
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3. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
Hoéhere Mathematik 1 M. Stroppel
Wintersemester 2013/2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 8. Gleichungen im Komplexen
(a) Fir welche z € Cist 22 —3iz=1+317
(b) Fiir welche z € Cist 22+ |2] =07

(c) Fiir welche z € C ist 2z = 4 und |z + 1 + v/3i] = 47 Bestimmen Sie dies auf
rechnerischem und auf zeichnerischem Weg.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Sei z = x + yi. Die Gleichung ist dann (z + yi)(z — yi) — 3i(z — yi) = 1 + 3i.
Vereinfachen ergibt 22 + y* — 3y — 3iz = 1 + 3i. Folglich sind

2?4+ -3y = 1
—3r = 3
und z = —1, y = 0 oder 3. Die Losungen der Gleichung sind 2 = —1 und z = —1+3i.

(b) Sei z =2+ yi. Die Gleichung ist dann (2 + yi)? +|(x + yi)| = 0. Vereinfachen ergibt
2?2 — y? + 2zyi + /22 + y2 = 0. Folglich sind

{ =y + /224y = 0

2zy = 0

e 2 =0:Dannist y?> = \/92. Folglich gilt y?> =y falls y = 0, und y? = —y falls
y < 0. Es gibt drei Lésungen: 2 =0, 2z =1 und z = —i.
e y=0: Dannist 22 + vz2 = 0. Folglich gilt z = 0.
Die Loésung der Gleichung sind dann z =0, z =1 und z = —i.

(c) Rechnerisch: Sei z = x + yi. Die Gleichungen sind dann (z + yi)(z — yi) = 4 und
|z +yi+ 14+ /3] = 4. Weiterhin gilt 22 + 5> =4 und (z 4+ 1)? + (y + V3)? = 16.

Folglich sind
LUQ + y2 = 4
(z+1)2+ (y+V3)? = 16

Daraus folgt 2z + 2v/3y = 8. Deshalb ist z = 4 — v/3y. Folglich ist y = v/3 und
x = 1. Die Gleichungen haben eine eindeutige Losung z = 1 + /3i.

Zeichnerisch:
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Hohere Mathematik 1

Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.

Aufgabe H9. Komplexe Zahlenebene
(@ {zeC||z—1—i]>2}
(b) {zeC||z—1—-i>[z—1+1i]}

3. Gruppeniibung

n e 7z

+§)

(d) {z€C| Re(z")

(0 {(—£

Re(z)*}
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Der Rand gehort nicht zur Menge.
(b) Wir berechnen:

{zeC||z=1-i]>|z—1+i}

= {a+beC|la+bi—1—1]>|a+bi—1+i}

= {a+bieC| |(a—1)+ (b—1)i]>|(a—1)+ (b+1)i|}

- {a+bi€©’ Va—12+0b-12>+la- 12+ b+1)}

= {a+bieC|(a—10+(b-1)7>(a—1)*+ (b+1)*}

= {a+bieC| (b-17>(b+1)*}
{a+bieC| b —20+1>b"+2b+1}

= {a+bieC| —2b>2b}

= {a+bieC|0>4b}

= {a+bieC|0>0b}

Dies liefert folgende Skizze:
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Der Rand gehort nicht zur Menge.
(c) Esgilt

Also erhalten wir

12
V3 i 57 57 V3 i
——+-=1- — ) +isin = 2] =1,
2+2 1 (cos(6>—l—1sm<6)> und 2+2
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Also gilt

(—? + % ' = oS (5%) + isin (%) fallsn = 12k + 1
(—? + % : = CoS (5%) +isin (%) fallsn = 12k + 2
(—? + % : = oS <g) + isin <g) fallsn = 12k + 3
(—\/73 + % : =Cos (4%) +isin (%T) fallsn = 12k + 4
(—\/73 + % : = coS (%) +1isin <%> fallsn = 12k + 5
(—? + % ' =cos () + isin () fallsn = 12k + 6
<—§ + % : = CoS (%) + isin 11%) fallsn = 12k + 7
(—? + % : =Cos (2%) +isin (%T) fallsn = 12k + 8
(—\/73 + % ' = CoS (3;) +1isin (%T) fallsn = 12k + 9
(—\/73 + % ' =CoS (g) + isin <§> fallsn = 12k + 10
(—? + % ' =Cos (%T) + isin (E) fallsn = 12k + 11
<—§ + % : =cos (0) + isin (0) fallsn = 12k

Die Menge besteht also aus 12 isolierten Punkten auf dem Kreis mit Radius 1 um den
Ursprung.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1
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| | | | | |

(d) Wir berechnen:

{z € (C| Re(z') = Re(z)*}

= {a+bieC { Re((a + bi)*) = a*}
{a +bieC { Re (a4 + 4a3bi + 6ab*12 + 4ab®> + b4i4) = a4}
{a +bieC { Re (a4 + 4a3bi — 6a°b* — 4ab’i + b4) = a4}
{a—l—biE(C{ a4—6a2b2—|—b4:a4}

= {a+bieC| v (-6a"+b*) =0}

— {a+biec‘ (b:())v(b:\/éa)v(b:—\/éa)}

Die Menge besteht also aus drei Geraden:
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 10. Abbildungen im Komplexen
Gegeben seien die Abbildungen

1 :
f:C\{O}—>(C:Zi—>z+;, g:C\{O}—>(C:z»—>z+§

sowie die Menge A = {z € C| |z| =1}.

(a) Zeichnen Sie A, f(A) und g(A) in die komplexe Ebene ein.
(b) Bestimmen Sie {arg(z)| z € CA f(z) =1}.

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Sei z =z +yi€ A. Dann gilt

1 . T —uyi
f(z):z+;:x+y1+x2+y2 =2
und . ( )
i i(z —yi ,
g(z):z+;:(x+y1)+x2+y2 (x +y)+ (x +y)i.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



Hohere Mathematik 1

3. Gruppeniibung

1. Das heiBt 1 = z-l-%. Es folgt, dass 22 + 1 = z gelten

muss. Quadratisches ergdnzen liefert

(b) Sei z € C~ {0} mit f(z)

-
o | <t f_2 -

o o _ H —~Ix

Il I I I I

R 3_42\|/1_2 R

_ |_| — | O _

™~ _ N

+ -~

o ™Il N

Z (\

3

1} ={.

z) =

(

Damit erhalten wir {arg(z) | 2e€CNf
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M Werth Hohere Mathematik 1 - troppe

Wintersemester 2013/2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 11. Skalarprodukt
Auf dem reellen Vektorraum V := C°([0,1]) aller stetigen Funktionen auf [0, 1] ist durch

(f1g) = / f(@)g(z) dz

ein Skalarprodukt definiert (vergleiche 2.6.3). Sei h: [0,1] — R: z + 3z.

(a) Bestimmen Sie die Teilmenge P £ V der Polynome f von Grad < 2 (mit reellen
Koeffizienten), fiir welche ( f|h) = 0 ist. Ist P ein Untervektorraum von V?

Lésungshinweise hierzu: Jedes Polynom f von Grad < 2 (mit reellen Koeffizienten)
hat die Form
f=ox’+pz+~ wobei «a, 3,7 € R.

Damit gilt
1 1
0={(f|h) :/0 f(x)g(x) dx:/o (ax? + Br + )3z da
1

3 3 L] 3 3
—/ 3ax® +3B2% 4+ 3yx do = |Sax* + B2’ + Syx?| = a+ B+ 2y
0 4 2 ! 2

Weiter ist 3 3
Za+5+§720 — 3a+48+67=0.

Also gilt
P={az’+Bz+~| o,8, vy ERund 3a+45+6y=0}.

Ist P Untervektorraum? Ja. Dies wird durch Uberpriifung der Bedingungen von Defi-
nition 2.4.4 begriindet:

(i) z.Z.: Gegeben f,g € P, dann ist auch f+ g € P.
Begriindung: Da f und g Elemente von P sind kann man schreiben

f=aiz®+ iz +v wobei oy, 51,71 € R und 3a; + 46, + 67, =0,
sowie
= 2% + Box + 72 wobei a, 82,72 € R und 3a, + 455 + 67, = 0.
Das Polynom f + g ist nun gegeben durch

(o + ao) 2® + (B + Bo) o+ (1 + 7).
—— —— N——

=:a3 =:B3 =73
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(i)

(iii)

Es gilt
f+geP << 3az+48;+ 673 =0.
Also bleibt 3ai3 + 4833 + 63 = 0 nachzurechnen:
3ag + 405+ 673 = 3(oq + o) +4(B1 + B2) + 6(71 + 72)

=3 + 401 + 671+ 3as + 452 + 672 = 0.
=0 =0

Alternativ kann man auch so begriinden: Fiir Polynome f und g zweiten Grades

gilt

ferP < (f|h)=0
und ebenso

geP <« (g|h)=0.
Nun gilt

(f+glh)={fIh)+{glh) =0.
=0 =0

Also ist f+ g € P, da f + g als Summe zweier Polynome hochstens zweiten

Grades auch ein Polynom hochstens zweiten Grades ist.

z.Z.: Gegeben f € P,\ € R, dann ist auch \f € P.

Begriindung: Es gilt
M= x>+ A3 x+ Ny wobei o, 5,7 € R und 3o + 45 + 67 = 0.
\/7 \g/ ~—
=:B' :;'y/

Also ist Af das Polynom o/x%+/3'z++". Es bleibt zu zeigen, dass 3a/+43 +67 =
0 gilt.

=

30/ + 48" 4+ 67" =3 a +4\6 + 6Ay = A (Ba+ 43 + 67) = 0.

- i

~0
Also ist tatsachlich \f € P.
Alternativ kann man wie in (ii) fir f € P auch (\f|h) = 0 nachrechnen:

(Aflh) =A{f|h) =0
=0
zZ:0€eP
Begriindung: Das Nullpolynom 0 lasst sich schreiben als
0-22+0-z+0.

Es ist also das Polynom der Form az? + 8z + ~y, dass man fir a = =~ =0
erhdlt. Fir o = = v = 0 ist die Gleichung 3a + 43 4 6y = 0 erfiillt. Also ist
0eP.

Alternativ kann man auch (0|h) = 0 nachrechnen:

1 1 1
(O|h):/0-3xdx:/0dx:{0} =0
0 0 0
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(b)

(c)

Sei @ £ V die Teilmenge der Polynome f von Grad = 3, die (f —h|f—h) =3
erfiillen. Ist @) ein Untervektorraum von V'7

Lésungshinweise hierzu: Zuerst kann man die Bedingung (f — h| f — h) = 3 etwas
vereinfachen: Es gilt
G) (f=hlf =) ={(fLNOH=CFIR={R]f)+ (R h) = (FI)=2(f[h)+(h]h).

~——
=(f1h)

sowie .

(%) (h|h>:/013x-3x d$:/019x2dx={3x3} = 3.

0
Kombiniert man (%) und (xx), so erhalt man

(f—h|f—h)=3
"ES (fIf = 2(f| B+ (h|h) =3
S 1 —2(f k) =0

= (flfy=2(fh)
Also kann man anstatt der Bedingung (f —h|f —h) = 3 auch die gleichwertige
Bedingung (f | f) = 2(f|h) iberpriifen. Etwa f = 2h erfiillt diese Bedingung, denn

y=2n

(f11) =" (f12h) =2(f|n).
Aber h selbst erfiillt die Bedingung nicht, denn
(h|h)=3#6=2(h|h).

Also ist eine Element f aus @) gefunden (ndmlich f = 2h) zu dem ein Vielfaches
(ndmlich %f = h) nicht in @ liegt. Das darf bei Untervektordaumen nicht passieren
und @ ist somit keiner.

Sei R:={feV| f(3)=0}.Ist R ein Untervektorraum von V'?
Lésungshinweise hierzu: Wie in Teil (@) miissen die Bedingungen von Definition
2.4.4 iiberpriift werden:

(i) z.Z.: Gegeben f,g € R, dann ist auch f + g € R. Zuerst einmal ist zu klaren
was f + g bedeutet. Da f und ¢ zwei Funktionen sind ist auch f + ¢ wieder
eine Funktion und zwar

f+9:[0,1] 5 R: x— f(z)+ g(x).

Der Funktionswert der Funktion f 4 ¢ an der Stelle x ist also gegeben durch
f(z) + g(z) (in Formeln: (f + g)(z) = f(z) + g(x)). Zu priifen ist nun, dass

JG)=0undg(})=0 = (f+9)(3)=0
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(ii)

(iii)

gilt. Eine Aussage, die ein ' = ' enthalt, zeigt man, indem man das auf der linken
Seite vom * = " als Voraussetzung annimmt (also die Gleichungen f(3) = 0
und g(%) = 0 diirfen verwendet werden) und dann nachrechnet, dass das, was
auf der rechten Seite vom ' = ' steht, auch richtig ist (also (f +g)(3) =0 ist
nachzurechnen). Dies gilt aber, denn

(f+9)(3) = f(3) +9(3) =0
~—
=0 =0
z.Z.: Gegeben f € R, A € R dann ist auch \f € R. Die Abbildung A\f ist

gegeben durch
Af:]0,1] = R: z— Af(z),

das heiBt die Funktion Af hat an der Stelle = den Funktionswert Af(z). (In
Formeln: (Af)(z) = Af(x)) Also ist zu priifen, dass

f3)=0und NeR L (A () =0

gilt. Dies ist richtig, da
(MG EAf(5) =0.

—~—

zZ:0€R.
Der Nullvektor O des Vektorraumes V' ist gegeben durch die Funktion

0:[0,1] 5 R: 20,

also die Funktion die an jeder Stelle den Bildwert 0 hat. (In Formeln 0(z) = 0).
Es ist zu zeigen, dass 0 € R liegt. Aber 0() =0, also ist 0 € R.

Aufgabe H 12. Nulistellen von Polynomen

Bestimmen Sie alle komplexen Nullstellen des jeweiligen Polynoms und zeichnen Sie diese in
die komplexe Zahlenebene ein. Zerlegen Sie das jeweilige Polynom in Pol C in ein Produkt
von Linearfaktoren.

(a) 2®—1

(b) 2°+ 32t + 223 + 2% + 32 + 2
(c) 2°+ 32t + 423 +42? + 3z + 1
(d) u*—13u® — 2u + 26

Losungshinweise hierzu:
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(a) Wir suchen nach Losungen der Gleichung2® = 1. Die komplexe Zahl 1 hat in Polarko-
ordinaten die Darstellung cos(0) + i sin(0). Nach 1.8.4 hat die Gleichung 2® =1 also
die Lésungen

z1 = 1(cos(0)+1isin(0))
1

Z9 =

7T ..
Zg = 1<COS <§>+1sm

1o () s ()
2 = 1(cos(r)+isin (m))

o= () (7))
o1 (oo () i ()
w1 (o (T) ()

Das Polynom kénnen wir also in
H 1 = (2= (cos (0) +i sin (0))) (z - <cos (%) +1 sin (Z>>>
(o= o (5) w1an () (o (7) 10 (7))
(2 — (cos () + i sin (r))) (z - (cos (%”) +isin (%)))
(= (o () +in(F))) (= (o (F) 0 (F)))

zerlegen.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b) Durch probieren stellen wir fest, dass das Polynom z° + 3z* + 223 + 22 + 3x + 2 bei
x1 = —1 eine Nullstelle hat. Polynomdivision ergibt

(2 + 32" +22° + 2 + 30 +2): (w+ 1) =2 +22° + . + 2.

Durch probieren stellen wir fest, dass das Polynom 2% + 223 4+ +2 bei 25 = —2 eine
Nullstelle hat. Poloynomdivision ergibt

(' +22° +2+2): (z+2) =2+ 1.
Die Gleichung 2® = —1 hat die Losungen

o= 1 (D) v ()

ry = 1(cos(m)+1sin(m))

e (5) e (5))

Das Polynom kénnen wir also in

P43t + 208 22+ 32 4+2 = (z+ 1)z +2) <I— <cos <%> +1 sin (f)))

(- ((3)n(3))

zerlegen.
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(c) Wiederholtes Raten und Polynomdivision ergibt, dass © = —1 eine dreifache Nullstelle
des Polynoms x° + 32% + 423 + 422 + 3z + 1 ist und

2° + 32" +42° +42° + 3+ 1= (z + 1)*(2* + 1)

gilt. Die Gleichung 22 +1 = 0 hat die Lésungen 24 =i und x5 = —i. Insgesamt hat
das Polynom 2% + 32* + 423 4 422 + 32 + 1 also die Nullstellen

r1=—1,29=—1,23=—1, x4y =iundzs = —i

und die Zerlegung

2° 4+ 3t + 4 + 4P+ 3r + 1= (2 + 1% (v —i)(z +1).
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(d) Durch probieren stellen wir fest, dass das Polynom u* — 13u® — 2u + 26 die Nullstelle
u; = 13 hat. Daraus ergibt sich u* —13u® —2u+26 = (u—13)(u®—2). Die Gleichung
u® = 2 hat die Lésungen

uy = (cos (0) + i sin (0))
SO
o - (5] ()
Daraus ergibt sich die Zerlegung
ut =130~ 2u+ 26 = (u—13) (u—V2) (u - (\/5 (cos <2§) +isin (%T))))
(o= (2 (o (5) 21 (5))))

°°|§°°|S’
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Aufgabe H 13. Geraden und Ebenen
Gegeben sind die Punkte

P=(0,2,5), Q=(3,5,6) und R=(—1,0,0) aus R’.

(a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Geraden g, die durch die Punkte P
und @ geht. Mit welchen Parameterwerten wird dabei die Strecke von P nach @
beschrieben?

(b) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Ebene, die durch P, @ und R geht.

(c) Parametrisieren Sie die Dreiecksfliche mit den Ecken P, ) und R mittels zweier
Parameter.

(d) Skizzieren Sie die Menge
{aP+5Q+'yR| a,B,yERFund a+ B+ = 1} )

Lésungshinweise hierzu:
(a) Der Verbindungsvektor von P und @ ist (3,3,1)". Also ist

0 3
g: |2 +¢t]3 teR
5 1

eine Parameterdarstellung der Geraden ¢. Parameterwerte 0 < ¢ < 1 ergeben die
Strecke zwischen P und Q).
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(b)

(c)

(d)

Der Verbindungsvektor von P und R ist (—1, -2, —5)". Also ist

0 3 —1
E: |21 +t3]+r]| -2 t,reR
5 1 -5

eine Parameterdarstellung der gesuchten Ebene.

Die gesuchte Dreiecksfliche D ist eine Teilmenge der Ebene E. Also lasst sich die
Parametrisierung von D aus der Parametrisierung von E gewinnen. Wenn wir in die
Parameterdarstellung von £ den Wert r» = 0 einsetzen, erhalten wir die Verbindungs-
gerade von P und Q). Werte von r = 0 ergeben die Halbebene, die von der Verbin-
dungsgeraden von P und () begrenzt wird, und in der R liegt.

Wenn wir in die Parameterdarstellung von E den Wert t = 0 einsetzen, erhalten wir
die Verbindungsgerade von P und R. Werte von t = 0 ergeben die Halbebene, die
von der Verbindungsgeraden von P und R begrenzt wird, und in der Q) liegt.

Wenn wir in die Parameterdarstellung von E fiir » den Wert » = 1 — t einsetzen,
erhalten wir die Verbindungsgerade von () und R, denn

{P+tQ—-P)+(1—t)(R—P)| teR}
= {P+tQ—-tP+R—P—tR+tP| teR}
= {R+tQ—-R)| teR}.

Werte von r +t < 1 ergeben die Halbebene, die von der Verbindungsgeraden von Q)
und R begrenzt wird, und in der P liegt.

Der Schnitt dieser drei Halbebenen ist das gesuchte Dreieck.

0 3 -1
D= 21+t (3| +r|-2]|t,reRfundt+r=1
) 1 -5

{aP+BQ+~R| a,B,yERf unda+ B+~ =1}
— {aP+B(Q—P)+ AP +7(R—P)+~P| a,8,7 € R und a + B+ = 1}
- {(O‘"FB"'V)P"FB(Q_P)‘FV(R—P)‘ a,ﬁ,vERgunda—Fﬂ-FV:l}
= {P+B(Q—-P)+y(R—P)| B,y eRj und B+ =1}

Also erhalten wir das Dreieck aus Teil (c).
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B'Ch.en’ M.Jedlitschky, 5. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
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M Werth Hoéhere Mathematik 1 . Stroppe

Wintersemester 2013,/2014

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 14. Hesse-Normalform und Vektorprodukt
Es seien die Punkte A = (5,1,6), B =(1,-4,3), C = (-3,-1,8) und D; = (1,¢,7+ 1)
gegeben, wobei t ein reeller Parameter ist.

(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

Berechnen Sie B X B
Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene E, die A, B und C enthilt.
Bestimmen Sie {t € R! D, € E}

Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC' gleichschenklig ist, und bestimmen Sie dessen
Flacheninhalt.

Bestimmen Sie den Parameter ¢ so, dass ABCD, eine Raute bildet. Berechnen Sie
den Flacheninhalt dieser Raute.

Lésungshinweise hierzu:

(a)
(b)

(c)

(d)

Sel O der Ursprung. Dann ist E O? OA —4,—5,—-3) und @ O?—
OA = (—8,—2,2). Das Vektorprodukt der Vektoren |st 1@ X 1@ (—16,32, —32).

Somit ist der Normalenvektor (3, =2,2). Die Hessesche Normalform der gesuchten
Ebene F ist dann % = d. Fiir ein noch zu bestimmendes d. Da B in der Ebene

liegen soll, setzen wir B in die Hessesche Normalform ein und erhalten d = 5.

Wir setzen D, in die linke Seite der Hesseschen Normalform ein und erhalten

1—2t+2(7+t) = % = 5. Deshalb liegen die Punkte D, in der Ebene E fiir alle t € R.

Der Abstand zwischen A und B ist /(5 —1)2 + (1 + 4)2 + (6 — 3)2 = v/50 = 5/2.

Der Abstand zwischen A und C ist 6v/2 und der Abstand zwischen C' und B ist

5v/2. Somit ist das Dreieck ABC' gleichschenklig.

Sei o der Winkel zwischen den Vektoren u := BA = (4,5,3) und v := BC =
48

(—4,3,5). Dann ist cosa = f;‘“ﬁj‘ = L5 Folglich ist sinov = /1 — (cos)? = & =

23 Der Flicheninhalt des Dreiecks ist |ul[v]sina = 24.

Damit ABCD; eine ebene Raute bilden, muss ¢ so gewahlt werden, dass die Abstande
zwischen A und D; sowie zwischen C und D; gleich 5v/2 sind. Das heiBt,
V(=124 (t—1)2+ (t+7 —6)2 = 5v/2. Folglich ist t = 4 oder t = —4. Da D
und B verschiedene Punkte sein miissen, ist ¢ = 4 und somit D, = (1,4,11). Der
Flacheninhalt der Raute entspricht dem Betrag des zu Beginn bestimmten Vektorpro-
duktes zﬁ X 1@ also

|/ (—16)2 + 322 + (—32)2| = |/162((— )2 + 22 4 (—2)2)]
=16 |\/(—1)2 + 2% + (—2)?|
=16~|\/_|:48.
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(d)/(e) Alternative: Klar ist, dass die Raute aus (e) den doppelten Flacheninhalt des Dreiecks
aus (e) hat. Also kann der Flacheninhalt des Dreiecks auch berechnet werden wie in
(e), wenn man anschlieBend noch durch 2 teilt. Umgekehrt kann der Flacheninhalt
der Raute auch berechnet werden wie in (d), wenn man anschlieBend noch mit 2
multipliziert.

Aufgabe H 15. Funktionenrdume

Gegeben seien die folgenden Funktionen aus dem Vektorraum C°(R) (siehe 2.6.3):
fi:R=>R:z—1, fo: R — R: 2 — cos(2z),
f3: R — R: z > sin(z), fi: R — R: z — sin(2z).

(a) Bestehe C' aus den Funktionen fi, fa, f3 und fy. Zeigen Sie, dass C' eine Basis von

L (f1, f2, f3, fa) ist.
(b) Sei
g: R R: 2+ (sin(z) + cos(z)) sinfa)

und
h: R — R: x> cos(x).

Liegen ¢g und h in L (f1, f2, f3, f1)? Berechnen Sie gegebenenfalls die Koordinaten-
vektoren beziiglich der Basis C'.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir betrachten eine Linearkombination der Funktionen. Es soll fiir alle z € R gelten,
dass

0 = Afil) + dafo(@) + dafale) + Nafi(e)
= A\ + Ay cos(2x) + Agsin(z) + Ay sin(2x).

Wir setzen nun verschiedene Werte fiir 2 ein, um die Koeffizienten \; zu bestimmen.
Sei z = 5. dann gilt

O:A1—>\2+)\3+0:>)\1:)\2—)\3.
Sei nun z = 37” dann gilt
O0=X—X—A3= )X = A2+ As.
Und somit A3 =0 und A\; = A3. Sei nun x = 0, dann gilt
O=M+XM+04+0= XA =X =0.

Zuletzt sei x = T dann gilt
O = )\4.

Also sind die Koeffizienten Ay = A\ = A3 = Ay = 0 und somit sind die Funktionen
linear unabhangig und bilden eine Basis ihrer linearen Hiille L(f1, fa, f3, f1)-
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(b) Die Funktion g ist gegeben durch
g(x) = (sin(x) + cos(x)) sin(x)
= (sin(z))? + cos(x) sin(x)
N+ = SlIl(2J})

1
cos(2x) + 5 sin(2z)

sin(2$):2in(:p) cos(x) (sin(

8

Cos(2x):1;2 (sin(g;))Z

N | —

1
2
1 1 1

= §'f1($)—§'f2(f)+§'f4($)-
Die Funktion ¢ ist als Linearkombination der Funktionen f;, fo und f; darstellbar

mit Koordinatenvektor (3, —1,0,3).

(c) Falls h als Linearkombination darstellbar ist, dann muss
cos(z) = A1 + Ay cos(2x) + Agsin(x) + Ay sin(2x)
fir alle x € R gelten. Sei nun =z = 0, so gilt
L= A1+ Ay,
und fiir z = 7 gilt
—1=MA+X

Dies ist ein Widerspruch, d.h. h ist nicht als Linearkombination der Funktionen fi,
fa, f3 und f, darstellbar.

Aufgabe H 16. Basen
Wir betrachten den komplexen Vektorraum V' := Pol; C der Polynome mit Koeffizienten
in C von Grad < 4. Gegeben seien darin die Polynome

Li+ X, (i+X)* und (i+X)%.

(a) Zeigen Sie, dass diese Polynome linear unabhangig sind.

(b) Bestimmen Sie eine Basis B von V', die alle diese Polynome enthilt.
(c) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor des Polynoms X? beziiglich B.
(d) Sei U:=L(X%—-1,(X +1)? (X —1i)% X?). Bestimmen Sie dim U .

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir betrachten die Linearkombination der Polynome:

0= A+ Aa(i 4 X) + Ag(i+ X)2 + \y(i+ X)?
(Da die Polynome auf beiden Seiten gleichen Grad haben miissen,
sind die \; = 0 fiir t = 2,3,4 und dann \; = 0), oder wir berechnen weiter
= A1+ (i + X) + Aa(—1+ 21X + X?) + A\y(—i — 3X + 3iX* + X?)
= (A1 = A3) + (g — Ag)i+ (Ao + 2id3 — 3N0) X + (N3 + 3iN) X2 + N XP
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(b)

Vergleichen der Koeffizienten ergibt

0 =X — A3+ (A — M)

0 =X+ 2iN3 — 3\

0 =3+ 3iN

0 =M\
Einsetzen von unten nach oben liefert: Ay = Ay = A3 = A4 = 0. Die Polynome sind
also linear unabhangig.

Da V := Pol, C alle Polynome von Grad < 4 enthilt, brauchen wir noch ein Polynom
von Grad 4, z.B, X*. Zu zeigen: Die Polynome

Li+X, (i+X)% (i+X)® und X*

sind linear unabhangig und bilden ein Erzeugendensystem von V.
Zum Beweis der linearen Unabhangigkeit betrachten wir die Linearkombination:

0= A+ da(i 4+ X) 4 Ag(i+ X)2 + Ag(i+ X)? + A X*

=M+ i+ X) + A3(=1 42X + X?) + M\ (—i — 3X +3iX% + X?) + A X!

= (A1 = A3) + (A2 — Ap)i+ (Mo + 2idg — 3N X + (A3 4 3idg) XZ 4+ A X3 + A5 X!
Koeffizientenvergleich ergibt wie in Teil (a), dass Ay = Ay = A3 = Ay = A5 = 0 und
die lineare Unabhangigkeit ist bewiesen.

Zum Nachweis der Eigenschaft als Erzeugendensystem betrachten wir ein allgemeines
Polynom von Grad 4:

aX*+bX3+eX?+dX +e

S+ Aol X) + As(i 4 X)% 4 A+ X) + A X!
= (A1 = A3) + Ay — Ap)i+ (A + 2idg — 3M\) X + (N3 + 3id) X2 + M X2 4+ A X

Koeffizientenvergleich ergibt die folgenden Gleichungen:

(

€ :)\1—>\3+<)\2—)\4)i
d =X+ 23 — 3\

c = /\3 + 31)\4
b =X\
a = )\5

\

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems ist

/

AN =e—di—c+bi
A =d—2ic—3b

)\3 =c—3ib
A =0
)\5 = a

\
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Damit lasst sich jedes Polynom aus V' als Linearkombination unserer 5 Polynome
darstellen und diese bilden ein Erzeugendensystem.

(c) Wir wollen unser Ergebnis aus Teil (b) anwenden. Fiir das Polynom X3 ist a = ¢ =
d =e =0 und b = 1. Einsetzen in die Formeln ergibt: Der Koordinatenvektor des
Polynoms X3 beziiglich B ist (i, —3,—3i,1,0).

(d) Wir betrachten die Polynome X2, X? —1 und (X +1i)?. Diese sind linear unabhingig,

denn: Sei 0 = A X2+ A\p(X2 — 1) + A3(X +1)2. Dann erhalten wir mittels Koeffizi-
entenvergleich

/\1 + /\2 —I— )\3 = 0
Folglich sind A\; = Ay = A3 = 0 und deshalb ist dim U = 3.
Da (X—i)? = X?—2Xi—1=2(X?—1)— (X +i)? ist, folgt, dass (X —i)? eine Linear-
kombination aus X?—1 und (X+i)? ist. Deshalbist L (X? — 1, (X +1)?, (X —1)?, X?) =
L(X?%—1,(X +1)? X?) und damit gilt dimU = 3.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 17. Matrizen
Es bezeichnen ¢; = (1 O)T und e = (O 1)T.
Bestimmen Sie die jeweilige Menge
(a) aller A € R**2, fiir die e] Aey = e; Ae; gilt.
(b) aller A € R?*?, die ejAe, =0 und A% = A efiillen.
(c) aller A € R**?, die AAT = 0 erfiillen.
(d) aller A € C**?, die AA™ = 0 erfiillen.

Losungshinweise hierzu:
a b

(a) Sei A= (c d) . Die Bedingung der Aufgabenstellung lautet dann

w0 (; §0)-en()-
o (; () -ra())--

und

Die gesuchte Menge ist also

i )

a,b,dER} :

(b) Sei A= (Z Z) Dann gilt

(s ) (0)-tea(t) =

Wir erhalten also die Bedingung d = 0. Weiter gilt

a b\ (a b\ _[(a*+bc ab
c 0)\c 0) ac be)

Wir erhalten also die Gleichungen

a’+bc = a
ab = b
ac = ¢
bc = 0.

Die letzte Gleichung liefert b = 0 oder ¢ = 0.
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e Fall 1: b = 0. Die Gleichungen lauten dann
a = a

ac = C.

Die erste der beiden Gleichungen hat die Losungen @ = 0 und a = 1. Fiir a =0
erhalten wir aus der zweiten Gleichung ¢ = 0. Fiir a = 1 ist die zweite Gleichung
fiir jeden Wert von ¢ erfiillt. Wir erhalten also die Menge

W 0)puale )] =)

e Fall 2: ¢ = 0. Die Gleichungen lauten dann

CL2:

ab = b.

Die erste der beiden Gleichungen hat die Lésungen a =0 und a = 1. Fiir a =0
erhalten wir aus der zweiten Gleichung b = 0. Fiir a = 1 ist die zweite Gleichung
fiir jeden Wert von b erfiillt. Wir erhalten also die Menge

(o )t a)lverp

Zusammen erhalten wir also die Menge

(RIS SIS

(c) Sei A= ((z Z) Dann gilt

a b\ (a ¢\ [a*+V ac+bd
c d)\b d)  \ac+bd V*+c)°
Wir erhalten also die Gleichungen
a®+ b =
ac+bd =
&+ d?

o O

Die erste diese Gleichungen ist iiber den reellen Zahlen nur fiir a = 0 und b = 0 erfiillt.
Die dritte dieser Gleichungen ist nur fiir ¢ = und d = 0 erfiillt. Die gesuchte Menge
besteht also nur aus der Nullmatrix.
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(d) Sei A= (z 2) . Wie oben erhalten wir die Gleichungen
a? + b
ac+bd =
c+d® = 0.

Die erste dieser Gleichungen hat iiber den komplexen Zahlen die Losungen a = bi und
a = —bi, die dritte Gleichung hat die Lésungen ¢ = di und ¢ = —di

e Fall 1: @ = bi und ¢ = di. In diesem Fall erhalten wir bidi + bd = bd — bd = 0.

Die Menge
bi b
o o) neec}
gehort also zur Losung.

e Fall 2: a = —bi und ¢ = di. In diesem Fall erhalten wir —bidi + bd = 2bd = 0.
Dies ist fiir b = 0 oder d = 0 erfiillt. Die Menge

e )= (0 o) oec)

gehort also zur Losung.

e Fall 3: ¢ = bi und ¢ = —di. In diesem Fall erhalten wir —bidi + bd = 2bd = 0.
Dies ist fiir b =0 oder d = 0 erfiillt. Die Menge

W )l =6 o) resy

gehort also zur Losung.
e Fall 4: a = —bi und ¢ = —di. In diesem Fall erhalten wir bidi + bd = 0. Die

Menge
—bi b
(G )| moec)

Insgesamt erhalten wir also die Menge

gehort also zur Losung.

(05 ) owec}of 6 D wechof (G 9]

(% Dlsechol @ ] secho{(Ch B]rece)
) e ) pec)

(% O acc)of (5 8) [nace)
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Aufgabe H 18. Dimension von Untervektorraumen
Seien Untervektorriume des Vektorraums R* gegeben durch

1 -2 7 2 2
0 0 2 -5 2
U=L 01"’ o1 0] 0110
0 0 2 -5 2

und
W .= {U€R4’ U1+U2+U3+U4:0}.
(a) Bestimmen Sie jeweils eine Basis und die Dimension von U, W und UNW.
(b) Bestimmen Sie eine Matrix A € R¥* mit U={z e R*| Az =0}.

L6ésungshinweise hierzu: Um eine Basis fiir

1 —2 7 2 2
0 0 2 -5 2
U=L 01"’ o1’ 0] O]'|0
0 0 2 -5 2

zu finden betrachtet man die fiinf erzeugenden Vektoren

1 -2 7 2 2
0 0 2 -5 2
0]’ (O I O o1’ O
0 0 2 -5 2
Jeder dieser fiinf erzeugenden Vektoren lasst sich als Linearkombination aus
1 0 7 1
0 1 11 2 0
1 .— (2) . _ - _
AR 0 cU und u'?: 0 51 o 7 0 eU
0 1 2 0
darstellen. Dies sieht man, indem man die Linearkombinationen explizit ausrechnet:
1 —2
0 0
— 1 .M — _9.,0
ol = 1 -u 0 2-u
0 0
7 2
2 M) @ = M @
=T7-u/ +2-u =2-u —-5-u
0 0
2 -5
2
2 M @
=2-u"’+2u
0
2
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Also bilden die Vektoren u(") und u(® ein Erzeugendensystem fiir U . Sie bilden eine
Basis, wenn sie zusatzlich linear unabhingig sind. Dies ist hier der Fall da «® und
u? keine Vielfachen voneinander sind. Also ist ©V), u(?) eine Basis von U und U hat
damit Dimension 2.

Wichtig: Die Argumentation mit den Vielfachen funktioniert hier nur, weil wir die
lineare Unabhangigkeit von zwei Vektoren iiberpriifen wollen. Fiir drei und mehr Vek-
toren muss man ein lineares Gleichungssystem aufstellen!

Als nichstes ist eine Basis fir W zu bestimmen. Der Untervektorraum W besteht aus
all den Vektoren des R*, fiir die die Summe aus den Eintragen 0 ergibt. Es gilt

MNt+vt+vstou=0 < v4=—v]—1vUy— V3.

Also lasst sich schreiben:

W:{U€R4|vl—l—vg+vg+v420}: V1, 09,03 € R
—V1 — Vg — V3

Die Vektoren die man fiir die Wahl v; = 1,v5 = v3 = 0 sowie v; = v3 = 0,v5 = 1
und v; = vy = 0,v3 = 1 erhalt sind

1 0 0
0 1 0
(1) ._ @) ._ ®) ._

w 0 w 0 und w )

-1 -1 -1
Es gilt fiir jede Wahl von vy, v5,v3 € R die Gleichheit

vy 1 0 0

Uy B 0 n 1 n 0

v3 "o T2 o) TR 1

—U1 — U2 — U3 -1 -1 -1

Also lisst sich jeder Vektor aus W als Linearkombination aus w™,w® und w®
schreiben. Also bilden w™, w® und w® ein Erzeugendensystem von W . Es bleibt
lineare Unabhangigkeit zu priifen. Dazu betrachten wir das lineare Gleichungssystem

1 0 0 0
0 1 0 0
A1 0 + A2 0 + A3 1 1=1o
-1 -1 —1 0

Um lineare Unabhangigkeit zu zeigen, muss man nun iberpriifen, dass \; = Ay =
A3 = 0 die einzige Losung ist. Durch Zusammenfassen der linken Seite der Gleichung
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ergibt sich
A1 0
A2 10
A3 I )
—A1— A — A3 0

Die ersten 3 Zeilen der Gleichung ergeben A\; = Ay = A3 = 0. Also bilden w™, w® w®)
eine Basis von W und W hat damit Dimension 3.

Nun bleibt noch eine Basis fiir U N W zu bestimmen. Dazu wird zuerst einmal UNW
bestimmt. Es gilt
UNW ={uecU| us+us+uz+us}.

Jedes u € U lasst sich eindeutig als © = A\ju(Y) 4+ X\u® schreiben (mit A, € R), da

u™M, u® eine Basis von U sind. Das heiBt es gilt
At
u=\uM + \u® = /BQ
Ao
Man erhalt
(/)
Unw = A02 A, Ao ERund A+ X4+ 0+ A =0
\ )\2
(/N
= AOZ A, A € Rund A\ = —2),
\ )\2
([—2\, )
= Ao2 MER=L é
Ao 1

\

Also ist (—2,1,0, 1)T Basis von UN W, denn U N'W wird - wie eben gesehen - von
(—2,1,0, 1)T erzeugt und ein einzelner Vektor, der nicht der Nullvektor ist, ist immer
linear unabhangig. Die Dimension von U "W ist 1.

Lésungshinweise hierzu: Gesucht ist also ein lineares Gleichungssystem mit Koef-
fizientenmatrix A, das als Lésungsmenge U hat. Es gibt sehr viele solche Matrizen
A, die hier vorgestellte Losung ist also nicht die einzig mogliche. In Aufgabenteil (a)
wurde die Basis

o O O
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fir U bestimmt. Der erste Schritt ist es A so zu bestimmen, dass Au® = 0 und
Au® =0 gilt. Etwa

010 -1
A=10 01 0
000 O

erfillt dies, wie man durch nachrechnen sieht. Bisher hat man damit eine Matrix A

gefunden, die
U=L (u(l),u@)) C{zeR'| Az =0}

erfiillt. Es muss aber an dieser Stelle nicht ,U 2 {:c cR* ‘ Az = 0} “ gelten. (Zum
Besipiel fiir die Nullmatrix gilt , U 2 {(L’ e R? ‘ Ar = 0} “ nicht.)

Durch Bestimmung der Losungsmenge des LGS Az = 0 zeigen wir, dass wirklich
U={zeR'| Az =0} gilt:

0 010 —1 il Ty — T4

ol=1001 o0 ;: T3

0 000 0 3 0
Ty

Es ergeben sich die Gleichungen x5 = x4 und x3 = 0. Also ist

xy
{xER‘l‘Ax:O}: 2 eRY 23 =0und 25 = 24

x3
Ty

T
x
= 02 l’l,l’QGR :U

X2

Aufgabe H 19. Matrizen
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

(a) Die Menge
1 2 1 3
AeR¥™| A =(2] und 4 =3
L 0 2 0

enthalt mindestens zwei Elemente.
(b) Fiir jede Matrix C' € R**? \_ {0} gibt es eine Matrix D € R**? mit CD =E, .
(c) Sei F € R?*2 mit F? =E, . Dannist F € {—Ea, Eo}.
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(d) Es gibt eine Matrix G € R**? mit G2 = — E, .

Lésungshinweise hierzu:

a b
(@) Sei A= |c d].Danngilt
e f
b 1 a+b
c d (1>: c+d
e f e+ f

sowie
a 2b 1 a+b
c 2d (2) =\|c+d
e 2f e+ f

und wir erhalten die Gleichungen

a+b =
c+d =
e+ f =
a+2b =
c+2d =
e+2f =

S W W O NN

Subtraktion von Gleichungen ergibt b = 1, d = 1 sowie f = 0. Einsetzen ergibt

a=1,c=1und e = 0. Also besteht die Menge nur aus dem einen Element

O~
O = =

und die Aussage ist falsch.

b) Die Aussage ist falsch, denn fiir die Matrix C' = Lo und fiir eine beliebige Matrix
00

a b . a b
Dz(c d) glItCD:(O 0)7&E2.

(c) Die Aussage ist falsch, denn fiir F' = <(1) _01) gilt [ = ((1) (1))

(d) Die Aussage ist wahr, denn fiir G = (_01 (1)) gilt G* = (_01 _01>
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 20. Lineares Gleichungssystem

Wir betrachten das folgende reelle lineare Gleichungssystem.

—X9 — 223+ 1lzy — 325 = 15

—2x1 4+ o + 203 —4x4+ 35 = =3

S —bx1 + 2x9 + 4x3 — D1y + 625 = —1
6[[‘1 — T — 2[[‘3 — 10[E4 — 31‘5 = =21

—x1 4+ 229 + 43 — 1924 + 625 = —25

(a) Erstellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir S. Bringen Sie diese mittels Algo-
rithmus 3.7.3 in die in Satz 3.7.2 angegebene Form.

(b) Bestimmen Sie eine spezielle Lésung von S. Bestimmen Sie eine Basis des Losungs-
raums des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems Sy .

(c) Geben Sie die Lésungsmenge von S an. Verwenden Sie dazu (b).

(d) Ersetzen Sie in der letzten Gleichung —25 durch —24 und bestimmen Sie nun die
Losungsmenge.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir S ist

0 -1 -2 11 =3 15
-2 1 2 -4 3 -3
-5 2 4 -5 6 —1
6 -1 -2 —-10 -3 —21
-1 2 4 =19 6 ||-25

Addieren wir die zweite, dritte und vierte Zeile zur fiinften erhalten wir

0 -1 -2 11 =3| 15
-2 1 2 -4 3 -3
-5 2 4 -5 6 -1
6 -1 -2 —-10 -3 —21
0 0 O 0 0 0

-2 00 7 0} 12
-2 12 -4 3| -3
-5 2 4 =5 6| -1
4 0 0 =14 0| —24
0 00 0 0y O
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Addieren wir das —2-fache der zweiten Zeile zu der dritten Zeile und das 2-fache der
ersten Zeile zu der vierten Zeile, bekommen wir das Gleichungssystem

-2 0 0 7 0} 12
-2 1 2 —4 3| -3
-1 00 3 0} 5
0O 00 0 0y O
0O 00 0 0y O

Addieren wir das —2-fache der dritten Zeile zur zweiten und vierten Zeile und multi-
plizieren die dritten Zeile mit —1, bekommen wir

000 1 O0f 2
01 2 —-10 3| —-13
1 00 =3 0f =5
000 O O0f O
000 O O0f O

Addieren wir das 10-fache der ersten Zeile zur zweiten und das 3-fache der ersten
Zeile zur dritten Zeile, bekommen wir

cor oo
co o~ o
coonwo
cCoo o~
co o wo
oo R N

Vertauschen wir die erste mit der dritte Zeile und die dritte mit der vierte Spalte
bekommen wir

oo oo~
oo oo
cor~ooO

co o
coowo
=N IE \CREN e

0

(b) Eine spezielle Lésung von S is dann (nachdem die Variablenvertauschung riickgéngig
gemacht wurde) (1 7 0 2 0 )T

Die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystems ist (mit den vertauschten
Spalten wie oben)

oS O O o
lelNoll =
O O = OO
o O O NN O
o O O Wwo
o O O o O
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Eine Basis der Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems ist also nach Satz

7.6
0 0
) -3
B:| 1 |,] o
0 0
0 1

(c) Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist also

1 0 0
7 —2 -3
o [+x] 1t [+u] o A\peR
2 0 0
0 0 1

(d) Ersetzen wir in der letzten Gleichung —25 durch —24, dann lautet die fiinfte Gleichung
—x1+2x9 +4x3 — 1924 + 625 = —24. Addieren wir die zweite, dritte und vierte Zeile,
dann erhalten wir —x1 + 229 + 423 — 1924+ 625 = —25. Folglich ist —24 = —25. Das
heiBt, das Gleichungssystem besitzt keine Losungen. Die Losungsmenge ist die leere
Menge.

Aufgabe H 21. Die komplexen Zahlen als reeller Vektorraum

Wir konnen C als Vektorraum iiber R auffassen. Dieser hat die Basis B : 1,1.
Fir w € C betrachten wir die lineare Abbildung o, : C — C: 2z — zw.
(a) Bestimmen Sie ,(a1y3i), -

(b) Finden Sie fiir jedes w € C ein u € C mit (,(aw),)* =

(c) Finden Sie alle w € C mit (,(ow),)* = —2E, .

(d) Beschreiben Sie die Abbildung «; in der Zahlenebene geometrisch. Liegt eine Spiege-
lung vor?

B> B(au>B '

Lésungshinweise hierzu:
(a) Nach Satz 3.8.6 gilt

gX+3ig = (3041+3i(1) pX1+3i (1))
(,(1431) L(=3+1))

- (57

pQwp = patbip

(b) Sei w=a+bi, a,beR.

(Boéa+bi(1) Baa+bi(i>)
= (B(CH‘bi) B(—b+ai))

- ()
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. s (a =b\ [a =b\ [a*—0V* —2ab
Dann ist (,au,)" = (b a) (b a) = ( oab o —12 )
Sei u = (a* — %) 4 2abi. Dann gilt (o, ,)* = o
(c) Sei w=a+ bi. Dann gilt

3 3 2 2 3
B 5 |fa =b\|  _ (a’—3ab® —(3a’b—10’)
—2E, = (BawB) o {(b a )] o (3@26 - a®— 3ab?
und wir erhalten
a® —3ab®> = 2
b —3a’h = 0

Die Losungen des Gleichungssystems sind a = —+/2,b = 0, oder a = %, b=+
0
1
Geometrisch bekommt man das Bild, indem man 7 zum Argument addiert, also um
den Winkel 7 dreht.

— pYup-

g

(d) Die Matrix ist ,a;, = < _01) . Es liegt keine Spielgung vor.

Aufgabe H 22. Einschrinkung einer linearen Abbildung
1 0 1

Sei [ R R3:2— (0 1 1]|=.
110
Wir betrachten den Untervektorraum U := {z € R® | Ty + a9 — 223 =0} SRS
(a) Bestimmen Sie zwei Basen B und C von U.
(b) Weisen Sie nach, dass f(U) S U ist.
(c) Sei g: U — U: x> f(x) die Einschrankung von f auf U.
Bestimmen Sie die Matrizen g, und g, .
(d) Ist g bijektiv?
Losungshinweise hierzu:
(a) Da U eine Ebene im R? ist, ist die Dimension von U gleich 2. Die Vektoren a =
11 1),6=0201",¢=( 2 1) sindin U. Dann sind B : a,b und

C :a,c zwei Basen von U.
(b) Da B eine Basis von U ist, und
1 2
1]1=12]|=2a€U,
1 2
2 3
Ol=(1]=a+bel,
1 2

0
1
1

fb) =

1
0
1
1 01
011
110

1
1
0
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(c) Nach Satz 3.8.6 gilt

395 = (pola) Lg(b)
(pf(a) Lf(®))
= (B(Qa) B(a—i—b))
(21
~\0 1)~
Da
1 01 0 1
fle)=10 1 1 2| =3 =a+cel,
1 10 1 2
Nach Satz 3.8.6 gilt
o = (pgla) ,g(c))
= (of(a) ,f(0))
= (C(Qa) C(a—f—c))
(21
~\0 1/)°
I
(d) Injektiv: Um die Injektivitdt zu zeigen, betrachten wir zwei Vektoren = = | x5
T3
Y1
und y = | y2 | von U mit
Y3
1 01 T 1 01 U1
glx)=10 1 1 r2] =10 11 y2 | =9(y)
1 10 T3 1 10 Ys

Zu zeigen © = y:
Wir bekommen das folgende Gleichungssystem

r1+x3 = n+Ys

To+ Ty = Y2+ Y3
rT1+x3 = Y1+Ys3
T+ Ty = 21’3

Y1ty = 23

Folglich sind x; = y; fiir t = 1,2,3 und x = y. Deshalb ist g injektiv.
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Y1
Surjektiv: Sei y = | y2 | ein Vektor von U. Um die Surjektivitat zu zeigen, miissen
Ys
wir ein Vektor = von U mit g(x) = y finden. Deshalb finden wir die Lésung des
Gleichungssystems

1 01 1 (1
011 T = Y2
1 10 €3 Ys
Die Losung ist
T — yitys—yo
= 2
Ty = y2+y23*y1
T3 = Yy1+y2—ys

2
Da y1 + yo = 2ys3, ist x1 + 29 = 223 und x liegt in U. So ist g surjektiv.

Alternativ:
Injektiv: Eine linear Abbildung ist genau dann injektiv wenn ihr Kern gleich Null ist.
T1
Deshalb betrachten wir den Kern von ¢. Sei x = | x5 | ein Vektor von U, welches
T3
im Kern von g liegt. Dann g(x) = 0, das heiBt,
1 01 T
1 10 xT3

Folglich sind Dann haben wir das folgende Gleichungssystem

T +2x3 = 0
To + X3 0
T+ T2 0
1 +xTy = 21}3
Folglich ist x = 0 und g ist injektiv.
2
Surjektiv: Da U zwei dimension ist und g(U) = f(U) die Vektoren g(a) = | 2
2
3
und g(b) = [ 1 | enthilt, welche lineare unabhagig sind, ist die Dimension von ¢(U)
2

2. Deshalb ist ¢ surjektiv (g(U) ist ein Untervektorraum von U).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 23. Parameterabhingiges LGS
Gegeben sei die von o € R abhangige Matrix

2
Ay = -2
1

die die lineare Abbildung ¢, : R® — R?: x + A,z beschreibt.

2« 44 2«
—Q —4 —«
20 24+ a+a?

8. Gruppeniibung zur Vorlesung

M. Kiinzer
M. Stroppel

)

(a) Bestimmen Sie die Determinante und den Rang von A, in Abhangigkeit von « € R.

(b) Bestimmen Sie in Abhingigkeit von @ € R das Bild von ¢, und seine Dimension,
sowie den Kern von ¢, und seine Dimension.

(c) Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem A,z = b,, wobei

bo = (24 20, =2 — a, 1 + 3a)".

Fir welche o € R besitzt dieses LGS

(i) genau eine Losung? Bestimmen Sie diese.

(ii) unendlich viele Lésungen? Bestimmen Sie die Losungsmenge.

(i) keine Losung?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Determinante von A, berechnet sich z.B. mit der Regel von Sarrus:

det Ay = — 2a(2 + a + a®) — 2a(4 + a) — da(4 + 20)
+ a4 +2a) +4a(4 + ) +4a(2 + a + a?)

=20 (o — 1)

Ein alternatives Vorgehen ist folgendes: Man fiihre die ersten Schritte des GauB-

Algorithmus durch:

Z2+Zli
Zg—%Zli

Zg—ZQZ

[ 2 2a 4+ 2« ]
0 « Q

2 2« 4 4+ 2«
-2 —« —4 —
1 20 24+ a+a?
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8. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b)

Dabei wurden nur Vielfache jeweils einer Zeile zu anderen Zeilen addiert. Die Determi-
nante von A, andert sich dadurch nicht, sieche Lemma 3.12.1. Aus der sich ergebenden
Dreiecksgestalt erhalt man det(A,) direkt als Produkt der Hauptdiagonalelemente:

det(A,) = 20 (a — 1).

Ein Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass man nun den Rang ablesen kann: Die dritte
Zeile wird zur Nullzeile fir @« = 0 und o = 1, die zweite Zeile wird zur Nullzeile fiir
a = 0, die erste Zeile ist fiir alle o keine Nullzeile. Es ergibt sich also:

Rg(A,) =1 fir a=0,
Rg(A,) =2 fir a=1,
Rg(A,) =3 fir aeR~{0,1}.

Das Bild von ¢, wird von den Spalten von A, erzeugt, also ist
dim(Bild(Aa.)) = Rg(Aa).

Die Dimensionen von Bild und Kern von ¢, erhalt man dann aus der Dimensionsformel
3.8.17:

dim(Bild(A,))
dim(Bild(A,))
dim(Bild(A,))

1, dim(Kern(A,)) =2 fir a=0,
2, dim(Kern(A,)) =1 fir a=1,
3, dim(Kern(A,)) =0 fir aecR~{0,1}.

Fir alle @ € R~ {0, 1} ist also

Bild(4,) = R* Kern(4,) = {0}.

Fir a =0 ist
2
Bild(Ap) = L —2 . (der Aufspann der Spalten von Ay)
1

Um den Kern zu bestimmen bringt man den GauB-Algorithmus aus (a) zu Ende (mit
a=0)

1 0 2
000
0 00
und erhalt
0 2
Kern(Ap) =L 1], 0
0 -1
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Das gleiche Prozedere fiir a = 1 liefert

2 2 2
Bild(A) =L || -2 |,[ =1 | ], Kem(4)=L 1
1 2 ~1

(c) Aus den bisherigen Ergebnissen ergibt sich direkt, dass das LGS fiir alle & € R \ {0, 1}
eindeutig |6sbar ist. Um die weiteren Fragen zu beantworten und gegebenenfalls Losun-
gen zu bestimmen muss man noch ein biBchen arbeiten:

Nimmt man zum GauB-Algorithmus aus (a) die rechte Seite b, hinzu, so ergibt sich

[ 2 20 442 2 + 2

-2 —a —A-«a —2-«
1 2« 24+ a+a?| 1+ 3a
[ 2 200 4+42a ]2+ 2a ]

Zo+ 2y 0 « o «
Zs—3Z1: |0 « a? 200 |
[ 2 20 4420 |2+ 20 ]
0 « « «
Z3—Zy: [0 0 a? —« a
%(21—222)1 _1 0 2 1
0
0

und weiter
(i) fir c e R {0,1}:

1021
1Z,: 101 1] 1
1 . 1
oc(oz—l)Z?’ _001 a—1
Zy—2Z3: [1 0 0] &=
Zo—Zz: |01 0|22
|00 1]l 55

Die eindeutige Losung des LGS fiir a € R~ {0, 1} ist also

1 a—3
= -2
z=—| @ ;
(ii) fir a =0:
10 2|1
0 0 0fO0
0000
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Eine spezielle Losung des inhomogenen LGS ist demnach (1,0,0)T, und die
Lésungsmenge ergibt sich mit (b) zu

1 0 2
c=3(ol+x{1]|+ul o), Nuer
0 0 -1
(i) fir o = 1:
10 2|1
0 1 11
0 0 01

Es ensteht der Widerspruch 0 = 1 in der dritten Zeile. Es gibt folglich keine
Losung in diesem Fall.

Aufgabe H 24. einseitige Inverse
Gegeben seien die Matrizen

1 -2 3
A= -1 3 =5 |, B:z(i}é), C’::(_?l _2)
2 =4 5

(a) Bestimmen Sie die Menge {X € R%*3| AX =Es}.

(b) Bestimmen Sie die Menge {X € R**?| BX =E,}.

(c) Bestimmen Sie die Menge {X € R¥?| CX =E,}.

(d) Welche der Matrizen A, B, C' sind invertierbar?
Geben Sie, falls moglich, die Inverse an.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Alle Losungen des Gleichungssystems AX = E3 zu bestimmen, entspricht gerade der
Bestimmung aller Inversen von A. Nach Lemma 3.10.4 ist die Inverse eindeutig. Wir
berechnen also

1 =2 3|1 0 0
-1 3 =50 1 0
2 -4 5001

Zur zweiten Zeile die erste addieren und von der dritten Zeile das doppelte der ersten
abziehen liefert

1 -2 3 1 00

0o 1 =2 110

0 0 —1(—-2 01
Wir multiplizieren die dritte Zeile mit —1. AnschlieBend addieren wir das doppelte der
neu entstandenen dritten Zeile zur zweiten und ziehen das dreifache der dritten Zeile
von der ersten ab.

1 -2 0))-5 0 3
0 10 5 1 =2
0 01 2 0 -1
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Nun noch das doppelte der zweiten Zeile zur ersten addieren und wir kdnnen A~!

ablesen.
1 00l 2 —1
01 0|51 =2
00 1/2 0 —1

(b) Wir suchen alle Rechtsinversen von B. Rechtsinverse von B existieren, da der Rang
von B der Anzahl der Zeilen entspricht. Also [6sen wir das Gleichungssystem BX = F,

wie folgt:

1 11
21 2

10

1

Das doppelte der ersten Zeile von der zweiten abziehen liefert

Die zweite Zeile zur ersten addieren und anschlieBend die zweite Zeile mit —1 multi-

plizieren fiihrt zu
10 1-1 1
010 2 —1 |

Hier konnen wir nun wie in Abschnitt 3.7 beschrieben die Lésungsmengen ablesen:

10
-2 1

Die Lésungsmenge des Gleichungssystems Bx = ( (1) ) ist damit
—1 1
2 |+t 0 teR
0 -1
e : 0 .
Und die Losungsmenge des Gleichungssystems Bz = ( 1 > ist
1 1
-1 | +s 0 seR
0 -1
Damit erhalten wir insgesamt
-1+t 1+s
{X eR*™?| BX =E,} = 2 -1 ||[tseR
—t —5

(c)

C hat keine Rechtsinversen, da der Rang von C' kleiner ist als die Anzahl der Zeilen
von C.

(d) Die Inverse von A haben wir oben berechnet. Da B nicht quadratisch ist, kann B
nicht invertierbar sein. Da C' nicht vollen Rang hat, ist C' ebenfalls nicht invertierbar.
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Aufgabe H 25. Lineare Abbildung

Sei F die Ebene im Raum R?® durch den Ursprung, auf welcher der Vektor b = (1,1,1)"
senkrecht steht. Sei o: R® — R? die Spiegelung an der Ebene F.

(a)

(b)
(c)

(d)

Bestimmen Sie eine Basis B: by, by, bs von R? so, dass b; und by in F' enthalten sind
und bs auf F' senkrecht steht.

Bestimmen Sie 305"

Bestimmen Sie EidB und _id_, wobei E: e;, ey, es; die Standardbasis des R3

' B UE’
bezeichnet.

Bestimmen Sie o, unter Verwendung von (b) und (c). Berechnen Sie (EO'E)2.

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Eine Moglichkeit fiir eine solche Basis ware

1 1 1
B:blz —1 7b2: 0 7b3: 1
0 -1 1

Um nachzuweisen, dass diese Vektoren tatsichlich eine Basis des Raums R? bilden,
konnen wir mit den bekannten Methoden entweder nachpriifen, dass die Vektoren linear
unabhingig sind oder dass die Vektoren ein Erzeugendensystem des R? bilden. Da der
R3 dreidimensional ist, sind wir danach fertig.

Die Voriiberlegungen fiihren aber schneller zum Ziel: b; und by liegen in der Ebene
F' und sind offensichtlich linear unabhangig. Da b3 als Vektor senkrecht zur Ebene
insbesondere nicht in der Ebene liegt, sind die drei Vektoren also insgesamt linear
unabhangig.

50 kann man bestimmen, indem man feststellt, dass die Ebene selbst beim Spiegeln
festgehalten wird und Vektoren, die senkrecht auf dieser stehen, beim Spiegeln gerade
auf ihr Negatives abgebildet werden. Das heiBt by — by, by — by und b3 — —bj3.
Damit die Matrix

1 0 O
30 = 01 0
00 —1
Die Basiswechselmatrix EidB erhdlt man, indem man die Vektoren der Basis B der
1 11
Reihe nach in die Matrix eintragt. Also ist _id, = | —1 0 1 |. Die Basiswech-
0 -1 1

selmatrix BidE erhdlt man, indem man die Basiswechselmatrix EidB invertiert. Also

0
—+
—
(oM
I
—
(o
|
W—W|—W|—

2
i
i

3

QO Do | =
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(d) Damit kdnnen wir o, berechnen und erhalten:

E

SN VO] | )

pldgpoppidy = gop = | —

W N [ Do |+
WINW [ I

Fiihrt man eine Spiegelgng zweimal hintereinander aus, so erhalt man die identische
Abbildung. Also ist o," = Ej.
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M Werth Hohere Mathematik 1 - troppe

Wintersemester 2013/2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 26. Affine Abbildungen
(a) Bestimmen Sie eine affine Abbildung f: R? — R? mit

(1)=03) o (3)-(4) (0)-(%)-
(b) Bestimmen Sie das Bild der Geraden ((1))+L(((1))) unter f.

(c) Bestimmen Sie die inverse Abbildung zu f.
(d) Existiert eine affine Abbildung ¢: R? — R? mit

1\ (6 -2\ [ 1 -5\ _ (12,
N1 )7 \2) 90 5)7\=a) 90 9) "\ 6)"
Wie kann die Antwort allein mit der Geradentreue begriindet werden?

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir suchen eine Matrix A = ( b

d) und einen Vektor t = (;) mit
0 ()+() = )

€0 ()4 () = ()

() 0-0) - ()

o

Das ergibt die Gleichungen

a+b+e = 6

ct+td+f = 2
—2a+5b+e = 1
—2c+5d+f = —4

3a+b+e = 12

3c+d+f = 6

Dieses Gleichungssystem hat die Lésungen

a = 3
b = 1
c = 2
d = 0
e = 2
f =20.
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Die gesuchte Abbildung ist also
2 2. 31 2
f:R %R.vn—><2ov+ 0)

(b) Die beiden Punkte P, — ((1)) und P, — G) haben die Bilder f(P,) — (g)
+

und f(P) = (g) . Damit ist das Bild der Geraden die Verbindungsgerade ( 0 )

(1) |

1
(c) Die Inverse der Matrix <§ (1)> ist die Matrix 5 (g _13) Damit ist die inverse
Abbildung
170 1 2
~1. 2 2. L _
rarsrian () L) (- (5)
oder .
1.2 9. 170 1 0
T "R—=R .xv—>2 (2 _3>v+(_2)
: 1 —2 =5\ . 1 -3
(d) Die Punkte L) . ) und ( 9 ) liegen auf der Geraden < ) +L A )

Nach Satz 4.6.3 liegen die Bilder dieser drei Punkte unter jeder affinen Abbildung auf

einer Geraden. Allerdings liegen die Punkte < g ) < _}1 ) und ( 12 ) nicht auf

einer Geraden.

Aufgabe H 27. Determinanten und lineare Abbildungen
Gegeben sei die Abbildung

X1 1 I 01

. T4 . i) 0 i) 11
s: R* = R: s — det 1 2 00
T4 0 2.%4 1 0

Begriinden Sie, dass s eine lineare Abbildung ist. Geben Sie die Matrixdarstellung s, an.
Bestimmen Sie Kern und Bild von s. Ist s injektiv? Ist s surjektiv?

Losungshinweise hierzu: Es gilt

1 z; 01
0 i) 1 1 -

det 1 2 00 =—x1+ 2o+ 23 — 224
0 2¢4 1 O
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Die Abbildung
T
s: R* 5 R: ? = —X1 + To + T3 — 224
3
Xy
ist linear, denn
[ ]
T U1 I hn
T T
S 2+ v2 = —(z1+y1)+(xo+y2)+(x3+ys) —2(xa+ys) = s | +s b2
T3 Y3 T3 Ys
T4 Y4 Ty Ya
[ ]
X1 T
To T2
s| a = —ar; + ary + axrs — 2ary = as
Z3 T3
Ty Ty

Die Matrixdarstellung s, liefert Satz 3.6.8:

o = O O
_— o O O

= (_1

Der Rang dieser Matrix ist 1. Das Bild der linearen Abbildung ist also ein eindimensionaler
Untervektorraum von R. Damit gilt Bild(s) = R. Der Kern von s besteht aus allen Vektoren
T

? , die die Gleichung —z1 + x5 + x3 — 224 = 0 erfiillen. Das ist die Menge
3
Ty
1 1 -2
L + 0 + 0 eR
aq 0 Qg 1 a3 0 aq, Qig, (g
0 0 1

Da Bild(s) = R gilt, ist die Abbildung surjektiv. Da der Kern von s nicht nur aus dem
Nullvektor besteht, ist s nicht injektiv.

Aufgabe H 28. Schmidtsches Orthonormierungsverfahren
In R? sind die Vektoren v; = (1,0, —1)", vy = (1,1,—1)" und v3 = (—1,3,—2)" gegeben.
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(a) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis F': f1, fo, f3 von R? derart, dass L(f;) =
L (v1), L(f1, f2) = L(v1,v2) und L(f1, fa, f3) = L (v1, 02, v3) ist.

(b) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis G': gy, ¢g2, 93 von R? derart, dass L(g;) =
L (v1), L(g1,92) = L(v1,v3) und L (g1,92,93) = L (v1,v2,v3) ist.

(c) Ist ,id,, orthogonal? Ist . id , eigentlich orthogonal? Bestimmen Sie id,, .

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Eine Orthonormalbasis besteht aus paarweise orthogonalen normierten Vektoren.
Um die Bedingung L (f1) = L (v1) zu erfiillen muss v; normiert werden. Es gilt

1

lvi] = /(v |v1) = V2  und damit  f; = %

‘Ul‘ 1

Um die Bedingung L (f1, fo) = L (v1,v2) zu erfiillen wird der Vektor vy mittels
des Schmidtschen Orthonormierungsverfahren so zu f, abgewandelt:

f;:2 <’02’f1 f1
1 1 1 1
= 1 — = 1 0 > 0
-1 -1 — -1
1 1 0
= 1 —1 0 = 1
—1 —1 0

Da |f5| =1ist fo = f;. Esgilt fi = % und damit auch

fo=fs=va—(v2| fi) i =02 — (va| "m vy
\ﬁi_/

SN

Also ist fo € L(vy,vq). AuBerdem gilt f; € L(vy) € L(vy,v2). Da f; und fy
linear unabhiangig sind (nach Konstruktion bilden sie eine Orthonormalbasis von
L (v1,v2)), ist die Bedingung L (v1,v9) = L (f1, f2) also erfiillt.

Da L (v, v9,v3) = R3 ist bedeutet die Bedingung L (v, ve,v3) = L (f1, fo, f3)
gerade, dass f1, f2, f3 eine Basis bilden sollen, dies wird durch das Schmidtver-
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(b)

fahren gewahrleistet. Man erhalt

f3 =vs—(vs| f1) f1 — (vs| fo) fo
—1 -1 1 1
= 3 — < 3 0 > 0
-2 -2 —1 —1

—1 0 0

—< 3 1 1

-2 0 0

N | =

3
-1 1 1 0 -3 ; -1
Nun ist
T 3 | N
[fal =V f5 1 f5) = ~Vv2  und damit fs= "= — 0
2 |f5‘ \/§ -1
Insgesamt erhalt man also
1 0 -1
1 1
F: = O ) 1 9 T 0

Wie in Aufgabenteil (a) gesehen, bedeuten die Bedingung L (f;) = L (vy),
L (f1, f2) = L (v1,v2) und L (f1, fa, f3) = L (v1, v2, v3) gerade, dass das Schmidt-
verfahren angewendet werden muss auf die Basis vy ,v9,v3. Entsprechend bedeu-
ten die Bedingungen L (g1) = L (v1), L(g1,92) = L (v1,v3) und L (g1, g2,93) =
L (vy,v9,v3) gerade, dass das Schmidtverfahren auf die Basis vy, v3, v angewen-
det werden muss, das heiBt die Rollen von v, und wv3 sind gerade vertauscht.
Uberall wo in Aufgabenteil (a) v, verwendet wurde muss nun vs verwendet wer-
den und umgekehrt. Nun ist

v 1 1
1
=—=f1=— 0

Der zweite Schritt unterscheidet sich nun vom zweiten Schritt Aufgabenteil (a):

95 =v3—(v3|g1) o1

1\ /(1 1 1
—| 3 |- —< 3 0 > 0
2] 2\\ -2 1 1
-1 1 -3 5 [ —1
—| 3 )==( o= 3|=2( 2
o) 2\ 4 2 2\ 1

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



9. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Und daraus erhalt man

—1
951 = /(95 95) = ZV6 und damit gy = z = 2
2 |g2| \/6 -1
Es bleibt g3 zu bestimmen:
g5 = v3 — (v3|g1) g1 — (V3| g2) g2
1 1 1 1 1
= L] -3 < 1 0 > 0
-1 —1 -1 —1
1 -1 -1
1
—1 —1 -1
1 1 -1 1 1
1 3 1
= )= o )-5 2)=(1])=5("
Also gilt
g5 = V(g3 1g3) = =V3  unddamit g5 = o = [ 1
3 93] V3 1

Insgesamt erhalt man also

—

|
[N
—

(c) Zuerst muss 1d,, bestimmt werden. Gut bestimmen lassen sich ,id, und . id,,
da hier einfach die Basisvektoren in die Spalten einzutragen sind. Man erhalt

1 1
72 0 2 1 1 0 -1
id, = 0 1 0| =— 0 vV2 0
o -2 0 —% V2 1 0 -1
V2 V2 B -
und . ) ,
| ) Vv
pidg = T 0 2 v2
1 1 1 6
Vi TV v —V3 -1 V2
Nach Satz 3.10.11 gilt
FldG_FldE'EldG_(EldF) - pid,,

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



9. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Eine Matrix, deren Spalten eine Orthonormalbasis bilden, ist nach Satz 4.5.4
orthogonal, also ist _ id orthogonal und es gilt (,id, )" = (, idF)T. Also gilt

. . T .
FldG:(EldF) EldG

) 1 0 -1 V3 =1 V2
= 0 v2 0 0 2 V2
2V3\ 1 0 41 V3 -1 V2

2v/3 0 0 10 0

1 \/5 1
_ 1 _ V2
0 2 —2/2 0 % %

Die Spalten der Matrix . id , bilden eine Orthonormalbasis (wie man durch nach-
rechnen sieht), also ist 1d, orthogonal. Man konnte auch argumentieren das
1d,, ein Produkt orthogonaler Matrizen ist und daher auch orthogonal ist.

Um zu bestimmen ob ,id, eigentlich orthogonal ist muss die Determinante
berechnet werden. Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

1

¢g 10 vz L 2 1
det(FidG):det 0 V3 3 = det \{g g __g_gz_l
12 Vi V3

3 B

Es handelt sich bei ,.id, also um eine uneigentlich orthogonale Matrix.

Nun ist nur noch ,id,. zu bestimmen. Nach Satz 3.10.11 gilt

oo 1 0 0
. . o I Ist orthogona . T V3 1
GldF:(Fldg) 1 e ™2 (FldG) _ ?ﬁ %

NERE

Aufgabe H 29. Determinanten

21 0 -5 -1
03 1 0 -1
Sei A= -1 0 5 4 3
10 -1 0 1

30 6 0 6
Bestimmen Sie det(A). Bestimmen Sie Rg(A). Bestimmen Sie det(A + A"). Bestimmen
Sie det(A — AT). Wie kann man im letzten Fall eine Rechnung vermeiden?

Losungshinweise hierzu: Die Determinante andert sich nicht wenn man ein Vielfaches
einer Zeile zu einer Anderen addiert. Addiert man also —3 mal die erste Zeile zur zweiten so
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erhalt man
2 1 0 -5 -1
-6 0 1 15 2
det(A)=1 -1 0 5 4 3
1 0 —1 0 1
30 6 0 6

Durch Entwicklung nach der zweiten Spalte erhdlt man

\_/;/

—6 1 15 2
-1 5 4 3
det(A) = —det 1 -1 01
3 6 0 6
Durch Entwicklung nach der dritten Spalte erhalt man
-1 5 3 —6 1 2
det(A) = — | 15det 1 -1 1 — 4 det 1 -1 1
3 6 6 3 6 6
-1 5 3 —6 1 2
= —15det 1 —1 1 | +4det 1 -1 1
3 6 6 3 6 6
=—15(6+154+184+9+6—30) +4(36 +3+ 12+ 6+ 36 — 6)

=—15-2444-87= —-360 + 348 = —12

Da die Determinante von A von 0 verschieden ist, ergibt sich der Rang als die Anzahl der
spalten der Matrix A, also Rg(A) =5.
Als nichstes ist det(A + A') zu bestimmen. Dabei ist

4 1 -1 —4 2
1 6 1 0 —1

A+ A= -1 1 10 3 9
4 0 3 0 1

2 -1 9 1 12

Man berechnet det(A + A") = —850.

Nun bleibt noch det(A — A") ohne Rechnung zu bestimmen. Dabei erfiillt B := A — AT
die Identitit B' = —B, denn es gilt

B =(A-—ANY =A"—A=—(A-A")=-B.

Daher gilt
det(B) = det(B") = det(—B) = (—1)® det(B) = — det(B)

und wir erhalten det(B) = 0.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 30. Koordinatentransformation
Gegeben seien in R? die Punkte

0 0 —1 1
P = 1 ) Ql = 3 ) Q2 = 2 ) Q3 = 1 )
0 1 -1 2

das Koordinatensystem [ = (P; PQ; , PQs , PQ3) und das Standardkoordinatensystem .

(a) Geben Sie die Koordinatentransformationen .r, und _k, an.

(b) Bestimmen Sie die F-Koordinaten der Punkte
Ry =(0,52)", Ry=(-3,4,-3)", Ry=(-1,1,-2)".
(c) Mit den Bezeichnungen aus (b) gelte fiir die affine Abbildung a: R® — R3:
a(P)=P, of@)=FR, a@)=Ry, aQs)=Rs.
Bestimmen Sie sowohl die Darstellung von « beziiglich F als auch die beziiglich E.

Losungshinweise hierzu:
(a) Bezeichne die Basisvektoren von F mit fi, fa, f5, d.h.

0 —1 1

— — —
fi=Pi=1| 2|, fi=PQi= L |, fs=PQi=1]0
1 —1 2

Die Koordinatentransformation s ergibt sich nach 4.7.6. durch _r.(v) = F'v + P,
wobei die Spalten der Matrix F' durch die Vektoren fi, fo, f3 gegeben sind. Also

0 -1 1 0
dpw)=12 1 0Jv+ 1| 1
1 -1 2 0
Die Transformation _r ist die Umkehrabbildung von k.. Zunachst ist
2 1 -1
Fl=|-4 -1 2|,
-3 -1 2
und damit
phip(v) = Fl(v—P)
2 1 -1 0
=|-4 -1 2 v—| 1
-3 -1 2 0
2 1 -1 -1
=|-4 -1 2 v+ 1
-3 -1 2 1
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(b) Die F-Koordinaten der Punkte R;, Ry, R3 erhdlt man z.B. mit Hilfe von whg:

0 2
eIl = ghg (IERl) = rlE D =1 0],
2 0
-3 0
FRQ = ]F/QE 4 = 3 s
-3 0
-1 0
]FR3 = rlg 1 = 0
-2 -1

(c) Gesucht sind Matrizen A und B sowie Vektoren ¢ und s mit

X) = (0(X)) = A,X +1,
X)=,(a(X)) =B X +s.

IFQ]F(IF

EQE(

=

Es sind also jeweils 12 Unbekannte zu bestimmen. Die Bedingungen dazu sind in der
Aufgabenstellung gegeben, namlich

0 0
a(P)= P, alsoin F-Koordinaten: A |0 | +t=_a(P)=_P= 0)
0 0

1 2
a(Q1) = Ry, alsoin F-Koordinaten: A | 0| +t= a(@Q:) =R = |0
0 0
0 0
a(Qq) = Ry, alsoin F-Koordinaten: A 1| +t=_a(Q2) =, R2= |3
0 0
0
a(Q3) = Ry, also in F-Koordinaten: +t =« (Q3) = L= 0
—1
Daraus ergibt sich
20 0 0
HaX)=103 0 | X+ 0 [,
00 -1 0

Die E-Darstellung von « kann man aus der F-Darstellung mit Hilfe von

ghig(v) =Fv+P
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und
ig(v) = F (v — P)
berechnen:
% (gX) = ghg © g © pRg(EX)
—F(A(F', X—F'P)+t)+P
= FAF’lEX —~ FAF'P+ Ft+ P,
also
0 -1 1 2 0 0 2 1 -1
B=FAF'=(2 1 0|0 3 0 —4 -1 2
1 -1 2 00 —1 -3 -1 2
15 4 =8
=|-4 1 2
22 7 —12
und (beachte ¢t =0)
15 4 =8 0 0 —4
s=—FAF'P+Ft+P=—|-41 2 L |+(1]= 0
22 7 —12 0 0 -7
Zusammengefasst ist die Darstellung von « bzgl. E:
15 4 =8 —4
(G X) = (e X)) =[-4 1 2 | X+ 0
22 7 —12 -7
Aufgabe H 31. Drehungen und Spiegelungen
Die vom Parameter a € R abhangige Matrix
[0 VB
A, = 3 V2 a Q@
V2« !

definiert eine lineare Abbildung durch ¢,: R3 — R?: 2 — A, x.

(a) Bestimmen Sie ein a € R, fiir das A, eigentlich orthogonal ist. In diesem Fall be-
schreibt ¢, eine Drehung. Berechnen Sie die Drehachse und den Drehwinkel.

(b) Bestimmen Sie ein a € R, fiir das A, uneigentlich orthogonal ist. In diesem Fall
beschreibt ¢, eine Drehspiegelung. Finden Sie eine Spiegelung ¢ und eine Drehung o

so, dass ¢, = d o o ist.
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Losungshinweise hierzu: Nach Lemma 4.6.8. ist die Determinante einer orthogonalen
Matrix gleich 1 oder gleich —1 (Achtung: es gibt auch nicht-orthogonale Matrizen mit
Determinante 1 oder —1). Fiir A, gilt nach der Regel von Sarrus:

1
det(Aa):§(0+20z+2a+2a+20¢—0):a.

(@) Um det(A,) =1 zu erfiillen, ist & = 1 die einzige Moglichkeit. Berechne

a —V2 V2 0 V2 —V2 100
A{Al:Z V211 V2 1 1 |=[(010
-2 1 1 NZEE 1 0 0 1

Also ist A; eigentlich orthogonal und ¢; beschreibt eine Drehung. Bezeichne den
Drehwinkel mit . Dann gilt nach 4.6.20. Sp(A;) = 2cos(7) + 1, und somit

Ap)—1
7 = arccos (%) = arccos(0) = g bzw. 3; (je nach Drehrichtung).

Die Drehachse ist die Losungsmenge der Fixpunktgleichung
Aiz=2 & (AA—FE)z=0.

Dies ist ein homogenes LGS mit Lésungsmenge
L=L 1 ,

der gesuchten Drehachse.

(b) Um det(A,) = —1 zu erfiillen, ist « = —1 die einzige Moglichkeit. Berechne

a —/2 V2 0 V2 —V2 100
AT_lA_lzZ V2o -1 1| [-v2 -1 -1 ]=]010
-2 -1 -1 V2 -1 -1 00 1

Also ist A_; uneigentlich orthogonal und ¢_; beschreibt eine Drehspiegelung. Nach

4.6.16. lasst diese sich aus einer Drehung 0 und einer Spiegelung o zusammensetzen,

wobei die Spiegelebene von ¢ sich nach 4.6.17. frei wahlen ldsst (durch den Ursprung).
Wabhle also z.B.

1 0 0

o:RP =R z— |0 1 0

00 —1

X

die Spiegelung an der z;-x5—Ebene. Gesucht wird nun eine Drehung

§:R* 5 R®: =+ Bz,
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dargestellt durch die Matrix B, mit ¢_; = § o 0. Letztere Gleichung impliziert nach
3.8.12. fiir die beschreibenden Matrizen

10 0
A,=B|0 1 0
00 —1
L[ 0 V2 =V2\ (10 0 L0 V2 V2
& B:§—\/§—1—1 01025—\&—11
V2 -1 -1 00 —1 V2 o—-1 1

In der Tat gilt B'B = E und det(B) = 1, & beschreibt also eine Drehung.

Aufgabe H 32. Drehungen und Spiegelungen

Sei a: R?* — R3 die Drehung um die z1-Achse, die (0,1,
Sei 3:R?® — R? die Drehung um die x,-Achse, die (1,0,
Sei v : R3 — R? die Spiegelung an der x;-x,-Ebene.

0)" auf (0,0,1)" abbildet.
0)" auf (0,0,1)" abbildet.

(a) Bestimmen Sie die Fixpunktmenge von f3 o «. Liegt eine Drehung vor? Falls ja, be-
stimmen Sie Drehachse und -winkel.

(b) Bestimmen Sie die Fixpunktmenge von « o . Liegt eine Drehung vor? Falls ja, be-
stimmen Sie Drehachse und -winkel.

(c) Bestimmen Sie die Fixpunktmenge von « o . Liegt eine uneigentliche Isometrie vor?
Liegt eine Spiegelung vor? Falls ja, bestimmen Sie die Spiegelebene.

(d) Bestimmen Sie die Fixpunktmenge von (3o oo . Liegt eine uneigentliche Isometrie
vor? Liegt eine Spiegelung vor? Falls ja, bestimmen Sie die Spiegelebene.

Losungshinweise hierzu: Die Abbildungen lassen sich wie folgt durch Matrizen darstellen:

10 O
a:RP—=R: 2z~ 10 0 —1]a,

01 0

0 0 —1
B:R R z— |01 0 |z,

1 0 O

10 0
vRESR: 2= [0 1 0 |2

0 0 -1

(a) Die Hintereinanderausfiihrung der beiden Abbildungen a und § kann nun mit Hilfe
der Matrizen geschrieben werden

00 -1 10 0 0 -1 0
Boa:R* 5 R*: z— [0 1 0 00 -1jz=10 0 -—-1]=
10 0 01 O 1 0 O
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(b)

(c)

Um die Fixpunktmenge von Joa zu bestimmen, muss die Gleichung Soa(z) = = geldst
werden. Dies entspricht aber genau der Suche nach dem Eigenraum zum Eigenwert 1
von oben genannter Matrix. Durch Rechnung erhalten wir

—1
L 1
-1

als Fixpunktmenge. Als Komposition von orthogonalen Abbildungen ist 5 o a selbst
wieder eine orthogonale Abbildung. Die Determinante der Abbildungsmatrix ist 1, also
liegt eine eigentliche Isometrie und damit eine Drehung vor. Drehachse ist die oben
berechnete Fixpunktmenge. Da die Spur der darstellenden Matrix 0 ist, gilt fiir den
Drehwinkel ¢, dass cos(¢) = —1 ist. Diese Gleichung ist nicht eindeutig lésbar, aber
gemaB der in der Vorlesung getroffenen Vereinbarung, bezeichnen wir die Losung ¢ = %
als den Drehwinkel.

Die Hintereinanderausfiihrung der beiden Abbildungen 5 und « kann ebenfalls mit
Hilfe der Matrizen geschrieben werden

10 0 00 —1 0 0 —1
aoB:RPR* z+— [0 0 —1 01 0)lz=[-10 0 |z
01 0 1 0 0 0 1 0

Ansonsten gehen wir vor wie im ersten Aufgabenteil und erhalten

1
L -1
—1
als die Fixpunktmenge bzw. Drehachse, sowie den Winkel ¢ = % als den Drehwinkel.

Die Hintereinanderausfiihrung der beiden Abbildungen ~ und « kann ebenfalls mit
Hilfe der Matrizen geschrieben werden

10 0 10
aoy:RP=R: z— [0 0 —1] (0 1
0 1 0 0

0

1 00
z=10 0 1]| =z
—1 010

Um die Fixpunktmenge zu bestimmen von gehen wir vor wie oben und erhalten

1 0
L{fo], |1
0 1

als Fixpunktmenge. Als Komposition von orthogonalen Abbildungen ist « o 3 selbst
wieder eine orthogonale Abbildung. Die Determinante der Abbildungsmatrix ist -1, also

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(d)

liegt eine uneigentliche Isometrie und damit eine Drehspiegelung vor. Die Fixpunktmen-
ge ist eine Ebene, deren Normalenvektor

0
1
-1

auf sein negatives abgebildet wird. Also liegt eine Ebenenspiegelung an der Fixpunkt-
menge vor.

Die Hintereinanderausfiihrung der beiden Abbildungen v, « und (8 kann ebenfalls mit
Hilfe der Matrizen geschrieben werden

0 0 —1 10 0 10 0 0 -1 0
foaoy: R 5 R3: z+— [0 1 0 00 —1 01 0 Jz=10 0 1
10 0 01 0 00 -1 1 0 0
Als Fixpunktmenge erhalten wir hier
0
0
0

Da bei einer Spiegelung die Spiegelebene gerade die Fixpunktmenge ist, kann also keine
Spiegelung vorliegen.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 33. Diagonalisieren

-1 01 O
: 010 —1
(a) Sei A= 11 1 -1
-1 11 -1
Bestimmen Sie eine Matrix T" und eine Diagonalmatrix D mit T-'AT = D.
4 -1 -1 -1
: -1 4 -1 -1
(b) Sei A = 1 1 4 1
-1 -1 -1 4

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix 7" und eine Diagonalmatrix D mit 7" AT = D.
Gibt esein z € R* mit ' Az <07

Lésungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom der Matrix ist

—1-A 0 1 0
01—\ 0 S
det 1 11— 1 =X\ +1).
—1 1 1 —1-A

Die Eigenwerte sind also 0, i und —i. Der Eigenraum zum Eigenwert 0 besteht aus
den Losungen des Gleichungssystems

-1 01 0

010 -1
111 -1 |0

-1 1 1 -1

Die Vektoren

—1 0
0 1
ve= und vg = 0
0 1

bilden eine Basis des Losungsraums. Der Eigenraum zum Eigenwert i besteht aus den
Losungen des Gleichungssystems

—1—i 0 1 0
0 1—i 0 —1
1 1 1—i 1 |v=0

-1 1 1 —1-1
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(b)

Der Vektor

N[N | =
==t

N |0 | =

e e

V3 =

bildet eine Basis des Losungsraums. Da die Matrix nur relle Eintrage besitzt, erhalten
wir eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert —i durch komplexes konjugieren:

2+ 3i

L_ L

— 2 2

V4 1

1

Damit ist

il
5+ 351 5— 51
= — 2 2 2 2
D 00 i 0 und T 10 1 1
00 0 —i 0 1 1 1

Durch Raten erhalten wir den ersten Eigenwert A\; = 5. Der Eigenraum besteht aus
den Losungen des Gleichungssystems

-1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 =0
-1 -1 -1 -1
Die Vektoren

-1 -1 -1
B 1 10 od |0
v = O ) Vg = 1 u V3 = 0
0 0 1

Bilden eine Basis des Eigenraums. Da wir eine orthogonale Transformationsmatrix su-
chen, wenden wir das Schmidtsche Orthonormierungsverfahren an und erhalten die
orthonormierten Eigenvektoren

—1 —1 1
1 w—i -1 und w—L 1
alo] ™7 2 |
0 0 -3

Da die Matrix die Spur 16 hat und die Summme der Eigenwerte die Spur ergeben
muss, muss die Matrix den Eigenwert 1 besitzen. Der Eigenraum zum Eigenwert 1
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besteht aus den Losungen des Gleichungssystems

3 -1 -1 -1
-1 3 -1 —1
1 -1 3 -1 |v=0
-1 -1 -1 3
1
Der Vektor vy = 1 bildet eine Basis des Eigenraums. Normieren ergibt den Vektor
1
1
111 ) )
Wy =3 nE Damit erhalten wir
1
5000 V6 V2 1 V3
0500 1 V6 —vV2 1 V3
D = und T = —
0050 V12 0 1 1 3
0001 0 0 -3 V3

Ein Vektor z € R* mit 2" Az < 0 existiert nicht, da alle Eigenwerte positiv sind und
die quadratische Form daher nach Lemma 6.1.8 positiv definit ist.

Aufgabe H 34. Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit

Fir a € R sei Aa:<:1)) ?)

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume von A, .

(b) Berechnen Sie fiir jedes « die Eigenwerte von A, , sowie deren jeweilige algebraische
und geometrische Vielfachheit.

(c) Fiir welche « ist A, diagonalisierbar? Bestimmen Sie ein «, fiir welches A, orthogonal
diagonalisierbar ist.

(d) Bestimmen Sie die Menge aller «, fiir die (_1;— 31) ein Eigenvektor von A, ist.

Losungshinweise hierzu:

(a)

Das charakteristische Polynom lautet
1—X 4 2
det(( 3 5_/\)>—)\—6)\—7
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und hat die Nullstellen \; =7 und Ay = —1. Die Eigenrdaume sind die Lésungsmengen
der Gleichungssysteme

—6 4 : . 2 4
( 3 _2) v=20 beziehungsweise <3 6) v=20.

Die Eigenraume sind somit

vou=r((5)) vea=((7))

(b) Die Eigenwerte von A, sind \; =3+ 4+ 3a und Ay =3 — /4 + 3a.
e Fall 1: a # —3. Fir a # —3 gilt A\; # Ay und daher ¢,, = ¢, = 1. Damit gilt
auch dy, =d,, =1.
o Fall 2: a = —%. In diesem Fall ist 3 der einzige Eigenwert und es gilt e3 = 2.
Der Eigenraum ist die Losung des Gleichungssystems

—9 _4
3 =
( 3 9 >v 0.
Dieser Losungsraum ist eindimensional, da der Rang der beschreibenden Matrix

1 ist. Also ist d3 = 1.

(c) Falls o # —% gilt, ist die Matrix nach Lemma 5.3.2 diagonalisierbar. Falls a =
—% gilt, ist die Matrix nicht diagonalisierbar, da die geometrische und algebraische
Vielfachheit des einzigen Eigenwerts nicht iibereinstimmen. Also ist A, fir o € R\
{—%} diagonalisierbar. Fiir a = 3 ist die Matrix symmetrisch und nach Satz 5.4.2
orthogonal diagonalisierbar.

(d) Damit der Vektor (_1; 31) ein Eigenvektor ist, muss es eine Zahl \ geben, so dass

(o) )= (8)

~143i42a) _ (~1+3i
T+9 ) 2

und wir erhalten A = I + 2i. Einsetzen ergibt

die Gleichung

erfiillt ist. Das ergibt

79
—1+31+2a = <§+§1> (—1+3i)

20 = —16+4+3i
3

= —84+ -i.

o + 21

: 3. g . oo (1431
Also ist a = —8 + 51 die einzige komplexe Zahl fir die 9 ein Eigenvektor

von A, ist. Insbesondere gibt es also keine reelle Zahl «, fiir die dies der Fall ist.
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Aufgabe H 35. Eigenrdume

(a) Bestimmen Sie eine Matrix A, die
e den Eigenraum L ((1,1,1)T) zum Eigenwert 1,
e den Eigenraum L ((1,0,1)T) zum Eigenwert 2 und
e den Eigenraum L ((—1,1,O)T) zum Eigenwert —1
besitzt.
(b) Gibt es eine reelle symmetrische Matrix mit den in (a) genannten Eigenschaften?

(c) Geben Sie eine Matrix T' und eine Diagonalmatrix D mit A = T'DT~! an. Bestimmen
Sie D* und A* fiir alle k € Z.

(d) Gibt es eine Matrix mit einem Eigenwert \, fiir welchen d) =2 und e, = 3 ist?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Vektoren

1 1 —1
v = 1 s Vo = 0 und V3 = 1
1 1 0

1 0 0
BU1 = 0], pU2 = 1 und U3 = 0
0 0 1
Nun ist
10 0
=102 0
0 0 —1

die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung ¢ : R® — R? beziiglich der Basis B,
die L (Bvl) als Eigenraum zum Eigenwert 1, L (ng) als Eigenraum zum Eigenwert
2 und L (ng) als Eigenraum zum Eigenwert —1 hat.

Also ist o . die gesuchte Matrix. Diese erhalt man durch

e = EidB "B¥B " BidE'
Direkt ablesen kann man
1 1 -1
EidB = 10 1
1 1 0

Durch bestimmung der Inversen von |, id , erhalt man

1 1 -1
pidy=(,id) = -1 -1 2
-1 0 1
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Insgesamt berechnet man also

-2 -1 4
A= o= pidy - o pid, = 2 1 =2
-1 -1 3

(b) Nach Lemma 5.4.5 gilt fiir symmetrische Matrizen, dass Eigenvektoren zu verschiede-
nen Eigenwerten orthogonal zueinander sind. Gabe es also eine Symmetrische Matrix
mit den gesuchten eigenschaften, dann miisste insbesondere auch v; orthogonal zu
vy sein. Dies trifft jedoch nicht zu. Also kann es keine symmetrische Matrix mit den
geforderten Eigenschaften geben.

(c) Mit den Bezeichnungen von Aufgabenteil (a) ergibt sich

denn es gilt ja
-1 . . -1 _ : : — —
TAT _BldE'ESOE'(BldE) _BldE'EQOE'EldB_B‘PB_D'

Fiir die Matrix A l3sst sich nur extrem miihsam A* ausrechnen, selbst wenn k nur
kleine Werte hat. Fiir die Matrix D lasst sich dagegen D* sehr schnell fiir beliebiges
k € 7Z bestimmen:

1 0 0
DF=1[ 0 2F 0
0 0 (=1

Weiterhin ist
() AP =TDFT .

Dies lasst sich durch Induktion fiir n € Ny begriinden:

TDT-! = TEgT_1 =F5= AV
@ A =TprT-1
@ z.Z.: At =T pntip-1

Al = An . A —: TD"T*A=TD"T'TDT~! =TD"HT-1.v

Fiir negative Exponenten k& = —n ergibt sich Formel (%) aus dem eben berechneten

durch
Afn — (An)fl — (TDanl)fl — TDfanlj
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womit Formel (x) Uberpriift ist. Insgesamt erhalt man also unter Ausnutzung der
Formel (x) die Matrix

1—2F 4 (=1)F 1—-2F —14 28+ 4 (—1)k+t
1+ (—1)k! 1 —1+(=1)k

Ak =
1—2F 12k —1 4 2k

(d) Es gibt eine solche Matrix. Zum Beispiel

B —

o O >
O >
> O O

ist eine solche. Da es sich bei B um eine obere Dreiecksmatrix handelt stehen die
Eigenwerte von B auf der Diagonalen. Also hat B einen dreifachen Eigenwert )\, also
ex = 3. Der Eigenraum zum Eigenwert A ist der Kern der Matrix

010
000
0 0O

Diese hat nach dem Gauss-Algorithmus 2-dimensionalen Kern, also ist d) = 2.
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 36. Hauptachsentransformation
Gegeben sei die Quadrik

18 18

QZ{(%;CCQ,H?:%)TERS 9 3

(a) Bestimmen Sie den Typ von Q mittels der erweiterten Matrix.

(b) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt von Q.

1 1 1 2 2
—xf—l—x%—i——x§+—x1x3+£x1+4x2+§x3+420}.

(c) Bestimmen Sie ein Koordinatensystem F, beziiglich dessen Q diese Normalform hat.

(d) Skizzieren Sie Q und F in das Ausgangskoordinatensystem E.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Aus der Matrixbeschreibung ' Az + 24"z + ¢ = 0 mit

109 L V2
18 18 6
A=10 1 0], a=| 2], c=4

L g 1 V2

18 18 6

ergibt sich
v

4 22 g

V2 1 g L

A = 6 18 18

. 2 0 1 0

¥V2 1 g L

6 18 18

Da Rg(A) =2 und Rg(A,,) = 3 ist, liegt eine Mittelpunkstquadrik vor.
(b) Die Eigenwerte von A sind

1
)\125, )\2:1, )\3:0
Zugehorige Eigenvektoren sind
L ? L
V1 = —= ) Vo = ) V3 = —=
V2 1 0 V2 —1
Als Transformationsmatrix erhalt man
1 1
n Y%
T=]10 1 0
1 1
vz 0%
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(c)

(d)

Neuer Linearteil: ¢ = T"a = (% 2 O)T. Die Ausgangsgleichung z' Az+2a"z4¢ =0

wird nach der Transformation zu

1 2 1
§y%+y§+§y1+4yz+4:§(y1+3)2+(y2+2)—1=0.

Mit 21 = y1 +3, 22 = y2 + 2 und 23 = y3 erhalten wir die Gleichung

1

Diese Gleichung beschreibt (entgegen einer weit verbreiteten Fehlinterpretation) keine
Ellipse, weil die Variable z3 vollig frei gewahlt werden kann. Es liegt ein elliptischer
Zylinder vor. (Dass es die Variable z3 liberhaupt gibt, muss man aus dem Kontext
erschlieBen, die Gleichung allein reicht dafiir nicht.)

Damit ist ein Koordinatensystem [F, beziiglich dessen Q euklidische Normalform hat,
gegeben als

-3

s ([ B2 (o) (1)L o

o S AR B R O A
7 1/ \0 —1

Die folgenden Graphiken wurden mit Matlab erstellt:
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-10 -5

Aufgabe H 37. Hauptachsentransformation
Gegeben sei die Quadrik

0 = {(xl,xg,xg)TE]R?’ x§+2x§+4x2+3x3+1:0} .

(a) Bestimmen Sie den Typ von Q mittels der erweiterten Matrix.
(b) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt von Q.
(c) Bestimmen Sie ein Koordinatensystem I, beziiglich dessen Q diese Normalform hat.

(d) Bestimmen Sie .« und

F E "’

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Aus der Matrixbeschreibung 2" Az + 24"z + ¢ = 0 mit

1 0
A=10
0

oo
o oo
S
I

2
3
2
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ergibt sich
1 0 2 %
0100
A = 2020
3000

Da Rg(A) =2 und Rg(A,,,) = 4 liegt eine parabolische Quadrik vor.

(b) Da das A in der Ausgangsgleichung bereits Diagonalgestalt hat, kénnen wir den er-
sten Schritt der Hauptachsentransformation iiberspringen. Die Ausgangsgleichung wird
durch quadratisches Erganzen zu

27+ 2(zg + 1) + 323 — 1 =0.

Mit y; = 21, Y2 = 2 + 1 und y3 = x3 erhalten wir die Gleichung

1
y%+2y§+3y3—1=y%+2y§+3(y3—5)20-

Mit 2y = y1, 22 = yo und 23 = y3 — % erhalten wir die Gleichung
2 2 _
Zl _|_ 222 _I_ 323 —_— O,

welche nach Normierung die Gleichung
20,4,
§21 _|_ 522 _|_ 223 — O

eines elliptischen Paraboloids ergibt.

(c) Damit ist ein Koordinatensystem [, beziiglich dessen Q euklidische Normalform hat,

gegeben als
0 1 0 0
F = -1 1107, 1 ],1O
1
3 0 0 1
(d) Damit erhalten wir
0
plpt T T+ —}
3
und
0
phg: o — | —1
1
3

Aufgabe H 38. Ebene Schnitte einer Quadrik
Gegeben sei die Quadrik

Q = {(x1,79,23) € R®| —4a2 +2z125 +1=0} .
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(a) Betrachten Sie die ebenen Schnitte der Quadrik mit den Koordinatenebenen x; = 0
und x3 = 0, sowie mit den Ebenen x4, = % T3 = % und x3 = 1. Geben Sie jeweils
eine euklidische Normalform der Schnittquadrik an und bestimmen Sie deren Gestalt.
Skizzieren Sie die Schnitte.

(b) Sei by := J5(=1,1,0)" und by :=(0,0,1)". Sei E:=L(by, by).

Beschreiben Sie die Quadrik Q N E beziiglich des Koordinatensystems (0; by, b2)
in E. Skizzieren Sie QN E.

Hinweis: Einsetzen von © = s1b; + 55, in die Gleichung von Q, wobei (s;, 55)" € R2.
(c) Bestimmen Sie die euklidische Normalform der Quadrik ©Q und geben Sie an, welche

Gestalt sie hat. Geben Sie ein Koordinatensystem [ an, beziiglich dessen Q diese
euklidische Normalform hat.

(d) Skizzieren Sie die Quadrik Q im Standardkoordinatensystem (per Hand oder mit Hilfe
geeigneter Software). Heben Sie in lhrer Skizze auBerdem
e die Schnitte aus (a) und (b),
e das Koordinatensystem

hervor.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Quadrik Q wird der Reihe nach mit den gegebenen Ebenen geschnitten:
r1=0:
Setze x1 = 0 in die Quadrikgleichung ein:

—4a3+1=0.

Dies ist bereits eine euklidische Normalform, es handelt sich um ein paralleles Gera-
denpaar.
Skizze in der x5-z3—Ebene:

Schnitt mit x, =0

2k

15

1h

0.5

x? 0f

-05

“1h

-15f

-2t

I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

r3 = 0:
Setze x3 = 0 in die Quadrikgleichung ein:

2:E1$2 +1=0. (1)
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Durch Umstellen der Gleichung
-1
Ty = 2—1.1

erkennt man, dass es sich um folgende Hyperbel handelt:

Schnitt mit x,=0
3

2L

1k

I I
-3 -2 -1

Allerdings ist Gleichung (1) nicht in euklidischer Normalform. Betrachte dazu die zu-
gehorige Matrixbeschreibung

(21, 22) ((1) (1]) (2) +1=0.

Die Eigenwerte der Matrix
01
1 0

sind 1 und —1. Eine quadratische Ergdanzung ist nicht nétig, da der lineare Teil ver-
schwindet. Eine euklidische Normalform ist also:

27—z +1=0.

Bemerkung: Aus dieser euklidischen Normalform kann man die Asymptoten der Hy-
perbel bestimmen. Diese sind durch die Gleichung

2 2 _

gegeben. Dabei handelt es sich in der Tat um die x-Koordinatenachsen, wie es das
obige Bild andeutet.

1.
To = 5"

Setze x5 = % in die Quadrikgleichung ein:

—4z5 + 21 +1=0. (2)

Dies ist die Parabel
T, = 4%% — 1,
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mit der Skizze

Schnitt mit x,=1/2

15

1k

0.5

Eine euklidische Normalform erhdlt man wie folgt: Setze zo = x1 + 1 und z; = 3 in
Gleichung (2):

—42% + 29 = 0.

Multipliziere diese Gleichung mit 2, so ergibt sich eine euklidische Normalform:
—827 + 22, = 0.

T3 = %Z

Setze z3 = 1 in die Quadrikgleichung ein:

2$1$2 = 0.

Diese Gleichung ist nur erfiillt, falls z; = 0 oder x5 = 0 ist. Als Skizze erhalt man die
z1- und die zo-Achse:

Schnitt mit x,=1/2

3

2L

1h

Zur euklidischen Normalform: Die zugehdrige Matrixbeschreibung ist

w3 ()

2 _ L2 _
2] — 75 = 0.

Es ergibt sich
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(b)

(Vergleiche den Fall z3 = 0.) Es handelt sich um ein schneidendes Geradenpaar.
T3 =1:
Setze x3 = 1 in die Quadrikgleichung ein:

2[L‘1I2 —3=0.

Umstellen der Gleichung ergibt die Hyperbel

mit der Skizze

Schnitt mit x,=1
3

2L

1k

i i i i i
=3 -2 -1 0 1 2 3
Xl

Eine euklidische Normalform ergibt sich analog zum Fall z3 = 0:

1, 1
—3A B+ 1=0.

Der Faktor % kommt durch die Normierung der Konstante.

Setze, dem Hinweis folgend,
i) = S1—F—= + S9 0

in die Gleichung der Quadrik Q ein:

(=s1) s1

V2 V2

Dies ist eine euklidische Normalform einer Ellipse mit Halbachsen 1 und % Es ergibt
sich folgende Skizze:

—453 +2 +1=—4s5—s1+1=0.
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(c)

Schnitt mit E
T

0.6

-0.6

I I I I I I I I
-08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Bemerkung: Die Ebene E liegt nicht parallel zu einer der Koordinatenebenen (im
Gegensatz zu allen Ebenen in Aufgabenteil (a)). Folglich gilt dies auch fiir den Schnitt
Q N E. Ein analoges Vorgehen zu (a) (d.h. schreibe £ : x; = —ux,, setze dies in
die Quadrikgleichung ein, usw.) liefert ein verzerrtes Bild der Schnittquadrik (genauer
gesagt eine Projektion in eine Koordinatenebene).

Die Matrixbeschreibung von Q lautet

01 0 T
($1,$27ZE3) 10 0 i) +1=0.
00 —4 T3

Die Eigenwerte der Matrix sind 1, —1 und —4, der lineare Teil verschwindet. Eine
euklidische Normalform ist

2 — 2 — 4z +1=0.
Es handelt sich um ein einschaliges Hyperboloid. Berechne, zur Bestimmung des Ko-
ordinatensystems [, zunachst Eigenvektoren:

A=1:
-1 1 0 1
1 -1 0 |z=0, =z=t| 1], teR
0 0 =5 0
A=-—1
11 0 -1
11 0 |z=0, =x=1 11, teR
00 =3 0
A=—4
4 10 0
1 4 0]z=0, =x=t| 0 |, teR
000 1
Nach Normierung der Eigenvektoren ergibt sich
0 1 -1 0
F = 0 L 1 L 11,10

0) V2\o) V2

(e
—
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(d) Die folgenden Graphiken wurden mit Matlab erzeugt. Sie zeigen die Quadrik Q aus
verschiedenen Perspektiven. Die Schnitte aus (a) und (b) sind farblich hervorgehoben.
Beachten Sie, dass die Gerade

0 0
0O l+s| 1], s € R, (in den Bildern rot-schwarz-gestrichelt)
1 0

sowohl im Schnitt von Q mit der Ebene 23 =
im Schnitt mit x; = 0 (paralleles Geradenpaar

N =

(schneidendes Geradenpaar), als auch
enthalten ist.

~—
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X
Aroom b

_____ X, =1/2
4 =
X, = 1/2
3~ X3=1
2_| Schnitt mit E
1\
XOO 0&
.1 —
_2&
.3\
-4 4
4 0 2
2 2
0 5 P 4
X X
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Schnitt mit E
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 39. Quadriken
(a) Gegeben seien die beiden Ellipsen

FE = {(Il,Ig)T € R2

5x7 + x5 + 63179 = 8} ,

E = {(xl,lljg)T = R2’ (21— 5)% + 4(ws + 2)? = 4}.

Skizzieren Sie die beiden Ellipsen in das Ausgangskoordinatensystem.

Geben Sie eine eigentliche Isometrie an, die F auf E’ abbildet. Geben Sie eine unei-
gentliche Isometrie an, die £’ auf E abbildet. Geben Sie eine affine Abbildung an, die
E auf den Kreis mit Radius 1 um den Ursprung abbildet.

(b) Sei Q: 2?4+ 4xy + 2x3 = 0 eine Quadrik im R?. Sei

o (9 (5) %) 5(2)-

Geben Sie die Gleichung von Q in Koordinaten beziiglich H an.
Welche Gestalt hat 97

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir transformieren zunichst beide Quadriken auf euklidische Normalform:
e E: Die Quadrik hat die Gleichung z' Az + 24"z + ¢ mit

5 3 0
A—(?) 5>, a—(o), c=—8.

Die Matrix A hat Eigenwerte 2 und 8 und Eigenrdaume

V(2) =L ((‘11)) und V(8) =L <G)) :
Im Koordinatensystem
= (%))

hat E die Gleichung 2y} + 8y3 = 8 beziehungsweise —1y? — y3 + 1 = 0. Das
ist eine euklidische Normalform.
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13. Gruppeniibung

e F’: Die Quadrik hat die Gleichung

(1 —5)* +4(x0 +2)? =4

Im Koordinatensystem

224+ 1=0. Das ist

1.2
171

4 beziehungsweise —

2
2

hat £’ die Gleichung 22 + 4z
eine euklidische Normalform.

e Die Ellipse E im Koordinatensystem [F und die Ellipse £’ im Koordinatensystem

G haben beide die Gleichung

— 2 +1=0.

2
1

<t

——z

e
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Um ¢ in Standardkoordinaten zu bringen miissen Koordinatentransformationen
verwendet werden. Es gilt

@(U) = EQDE(U) = IEI{G © GQO]F © IF/{IE(U)'

Nach Methode 4.7.6 werden die Koordinatentransformationen

g (0) = % (‘11 }) o ound k() =0+ <_52)

bestimmt. Daraus errechnet man

() = % (‘11 D v und k(o) = v - (_52> .

Damit gilt

p(v) = R ° ¢¥r ° Fl (v) = el (GSOJF © FHE(U)) ~c¥r° F/{E(U) * (_52)

6 D0 ) () ) ()

Nach 4.6.4 ist ¢ eine Bewegung (= Isometrie). Um zu bestimmen, ob ¢ eigentlich
oder uneigentlich ist, wird die Determinante des linearen Teils bestimmt:

()~ ((§ D)o

Also ist ¢ eine uneigentliche Isometrie, die Ellipse E in Ellipse E’ abbildet.
Um eine eigentliche Isometrie 1 zu erhalten, setzen wir n := ¢ o §, wobei o
eine Spiegelung ist (die weiter unten explizit angegeben wird), die die Ellipse
E fest lasst. Es gilt dann, dass n — als die Verkniipfung zweier uneigentlicher
Isometrien 9 und ¢ — eine eigentliche Isometrie ist. Dabei bildet n = ¢ 0§ die
Ellipse E zuerst unter § wieder auf die Ellipse £ ab und dann unter ¢ auf die
Ellipse E’. Die Spiegelung ¢ ist nun gegeben als die Spiegelung an der ersten
Winkelhalbierenden, also durch

(()=C)

Dass 0 die Ellipse E auf die Ellipse E selbst abbildet sieht man entweder am Bild
oder daran, dass die Gleichung der Ellipse E' in Standardkoordinaten symmetrisch
in z1 und x5 ist.

e Weiterhin ist eine uneigentliche Isometrie gesucht, die Ellipse £ auf Ellipse E ab-
bildet. Die Abbildung ¢~! ist genau solch eine Abbildung und kann nach Lemma
4.6.6 berechnet werden. Wir erhalten

050 )50 )50 Pa ()
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e Nun soll die Quadrik £ mit einer affinen Abbildung « auf den Einheitskreis abge-
bildet werden. Da die affine Normalform von E eine Ellipse ist, ist dies moglich.
Die Betrachtung ist nun in F-Koordinaten, wo E die Lésungsmenge der Gleichung
—1y? —y3 4+ 1 = 0 ist. Der Einheitskreis hat in F-Koordinaten die definierende
Gleichung y? + y2 = 1, da das F-Koordinatensystem den selben Ursprung wie
das Standardkoordinatensystem hat und orthonormale Koordinatenachsen. Die
Ellipse lasst sich auf den Einheitskreis abbilden, indem entlang der Halbachsen
gestreckt wird. Also ist . (y) = C'y +t, wobei

C:(r 0) und t=0.
0 s

Die Punkte P := F<(2)> und P 1= F(?) liegen auf E'. Es muss a(P;) = (r02)

und a(P) = (302> auf dem Einheitskreis liegen. Man erhalt

und damit

S-Sl
N——
/N

N =
[S—Y
N—
Y
S-S
S-Sl

—1
NG T
g0 (%) = ghy g0 phig(T) = ( ﬁ > (x;>
2
o 1 3 1 T
B 4 1 3 )
Dies ist die gesuchte affine Abbildung in Standardkoordinaten.
(b) Die Quadrik hat im Koordinatensystem E die Gleichung 2" Az + 24"z + ¢ mit

100 0
A=10 0 0),a=1[2], c¢=0.
000 1

Es gilt

ot
ot

] V5 0 0 1 ] V5 0

T= Kk = — 0 2 -1 und T = Kk = — 0 2
E "H HE

V5 01 2 V5 0 —1

Das Koordinatentupel y im Koordinatensystem H eines Vektors, der im Koordinaten-
system [E die Koordinaten z hat ldsst sich also durch y = T~'z bestimmen. Daraus
ergibt sich

N — O

0=z Az+2d'z+c=y T ATy + 24" Ty + ¢ = Y2+ 2v/5ys + 0.

Also ist y? + 2v/5y, = 0 die gesuchte Gleichung.
Die Gestalt der Quadrik Q ist der parabolische Zylinder.
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Aufgabe H 40. Verallgemeinerte Fibonacci-Folge
Die Folge (fn)neN sei rekursiv definiert durch

J1:=0, for=1, fop1:=fn+6f firn=2.

... (16
AuBerdem sei A = (1 O) )

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle n = 1 die Gleichungen

fn+1 _ fn+2 n 1 _ fn+2
A( fn ) B (fn—H) und 4 (0) B (fn-‘rl)

gelten.

(b) Bestimmen Sie eine Matrix T so, dass T~' AT Diagonalform besitzt. Bestimmen Sie
A" firn € Z.

(c) Verwenden Sie (a) und (b), um eine geschlossene Formel (ohne Rekursion) fiir f,
anzugeben.

(d) Untersuchen Sie die Folge (1/f,11)nen auf Monotonie und Beschranktheit.

Loésungshinweise hierzu: Die ersten Folgenglieder lauten

=0, fo=1 fa=f+6fi=1fi=f3+6f=7.

HORIONONEY

Die Behauptung ist somit fiir n = 1 gezeigt.

ol
Art <1> — oA (1) @ A(fw)

O 0 fn+1

—_ (1 6) (fn+2) — (fn+2 +6fn+1) _ (fn+3)
1 0) \ fos1 fns2 Jnt2

Somit ist die Behauptung per Induktion fiir alle n € N gezeigt.

(a) nzl:

(b) Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet

1-X 6

det(A — AE) = det ( 1

)_)\2—)\—6—(/\+2)(/\—3)

mit den Nullstellen A\; = —2 und A\y = 3.
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Dazugehorige Eigenvektoren sind

v = (_21) , und vy = (i’)

Die Matrix A lisst sich somit diagonalisieren: Es gilt D = T-'AT wobei

(-2 0 (2 3 Lo 1(1 =3
D_<0 3)’ T‘(—1 1> = 7 _5<1 2)'
(c) Mit A" = (TDTY)" = TDT-"LDT-'T... TDT-} = TD"T~! folgt
=F =F

() @ w (i) (5)
G0 - (G

fn-‘rl = %(3n - (_2)n) bzw. fn =

und somit

Eine Probe ergibt

fs =

ot —
—
o
(3]
|
S
|
)
N—
(Y]
SN—
I
\.H
=
|
|
—~
w
w
|
|
—~
|
S~—
w
SN—
I
\]

(d) Die Folge (f.)nen ist streng monoton steigend. Dazu iiberlegt man sich zuerst, dass
fn > 0 ist, was an der expliziten Form zu erkennen ist

@Bt =2z -3 =21 >0.

U] =
U] =

fn:

Mittels der rekursiven Form zeigt man nun

fn71>

fn+1:fn+6fn71 > Ofn

und somit ist (f,)nen Streng monoton steigend. Also ist die Folge <f1+1> eine
n neN

1

7 nach
nt+l /) neN

streng monoton fallende Folge positiver Zahlen. Insbseondere ist also

unten durch 0 und nach oben durch fllT = 1 beschrinkt.

Aufgabe H 41. Eigenschaften von Folgen
Entscheiden Sie jeweils, ob eine Folge (ay), .y mit den angegebenen Eigenschaften existiert.
(a) (an),cy ist streng monoton fallend und nicht beschrankt.
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(b) (an),cy ist monoton steigend und nicht streng monoton steigend.
(c) (@n),cy Streng monoton steigend und nicht nach unten beschrankt.
(d) (an),cy ist alternierend und nicht beschrankt.

Losungshinweise hierzu:

(a) Man kann die Folge (ay), .. die durch die Folgenglieder a, = —n gegeben ist, als
Beispiel verwenden.

(b) Etwa die Folge, bei der alle Folgeglieder konstant 0 sind erfiillt dies, da zwar 0 = 0
aber nicht 0 > 0 gilt.

(c) Bei einer streng monotonen steigenden Folge gilt stets a, = a; fiir alle moglichen
n € N. Also ist a; eine untere Schranke fiir eine solche Folge. Somit kann es keine
Folge geben, die sowohl nach unten unbeschrankt als auch streng monoton steigend
ist.

(d) Dazu wahlt man zum Beispiel die Folgenglieder als a,, = (—1)"n.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 42. Konvergenz von Folgen

(1) Sei (an)nen jeweils eine Folge. Untersuchen Sie (a,)nen auf Konvergenz. Bestimmen
Sie lim a,, falls dieser Grenzwert in R oder in {—o00, 400} existiert.

n—oo
3nt—1

(@) @ =T () ay=vi—Vn+3vn (o) an:,/nug—n

(@) a0 = (1 (V20 -208) () 0, - (2

Hinweis: Es darf lim,, o v/b, = v/lim,,_,, b, verwendet werden, sofern (b,),en €ine
konvergente Folge positiver reeller Zahlen ist.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
C3mi-1 n*Bn-) 3n—
MTT B T (L —3) L -
Weiter gilt

3<t 3<
_n3 = J

d.h. die Folge (# — 3)nen ist nach oben durch —2 und nach unten durch —3
beschrankt. Es folgt die Abschatzung

und damit

3In — % 1 1 1
n:—ng__ 3 e = — b
=TIy = 3(” n3) "3

Die Folge (—n + 505)nen ist bestimmt divergent und es gilt

I T
fim (=t g ) = e

Da fiur alle n € N

1
< _ I
ap = —N + 303’
ist auch (a,)nen bestimmt divergent mit
lim a, = —oc.

n—oo
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(b) Es gilt mit der dritten binomischen Formel
[ .~ n—(n+3yn)
aAn = \/_ - n—+ 3\/_ =
V4 /n+3yn
. 3n -3
VEERVIEE N EEN

Nach dem Hinweis gilt

. 3 ) 3
JLIEO\/IJFW_\/HJE&(%) =1

Es folgt mit Grenzwertsatz 1.5.3

. . -3 3
lim a,, = lim — —5
n—oo n—oo

1+ \/1 + Un

(Gn)nen ist konvergent.
(c) Es gilt mit der dritten binomischen Formel

i) (e

Analog zu Teil (b) folgt mit dem Hinweis und Grenzwertsatz 1.5.3
1 1

lim a, = lim =,
n—00 n—00 1 6
3 (1 1+ —+ 1)
3n

(an)nen ist konvergent.
(d) Nach 1.5.7 gilt
lim V2 =1

n—oo

und nach 1.5.3 und 1.5.10
lim ¥/2n = (lim ¥/2)(lim /n) = 1.

n—oo n—oo n—o0

Also ist (3/2n — 23/2),en konvergent und es gilt
lim (¥/2n — 2¥/2) = —1.

n—oo
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Die Folge ((—1)"),en ist divergent, sie besitzt die Haufungspunkte —1 und 1.
Es folgt aus 1.5.3, dass (a,)nen divergent ist, denn: Ware (a,),en konvergent,
dann miusste dies nach 1.5.3 auch fiir den Quotienten

(7 778) = (e
gelten.
(e) Schreibe

4 n
0o — (2—1—2; 1) ) _ (5) ,  fiir gerade n,

0, fiir ungerade n.

(an)nen besteht demnach aus einer Teilfolge, deren Folgenglieder alle konstant
gleich Null sind, und einer Teilfolge, die sich schreiben l3sst als

().,

Beide Teilfolgen sind jeweils konvergent mit Grenzwert 0. Also ist auch (a,)nen
konvergent und es gilt

lim a, = 0.
n—oo

2

(2) Sei die Folge (an)nen durch a, = n 5— gegeben. Bestimmen Sie den Grenzwert a

dieser Folge. Finden Sie zu jedem ¢ > 0 ein n. derart, dass fiir alle n > n. die
Ungleichung |a,, — a| < € gilt.
L6sungshinweise hierzu: Es gilt mit 1.5.3

1
.ont—1 . 1—=05

a = lim = lim
n—oo n2 n—oo 1

Betrachte nun ein beliebiges, aber festes ¢ > 0. Es soll gelten

1 1
|an—a|:|1—ﬁ—1|:ﬁ<8.

Dies ist fiir alle n > \% eriillt. Es folgt also: Wahle zu beliebigem ¢ > 0 eine natiirliche

Zahl n. so, dass .

7

ne >

Dann gilt |a, — a| < ¢ fiir alle n = n,.

Aufgabe H 43. Geometrische Reihen

Berechnen Sie jeweils den Wert der Reihe, falls sie konvergiert.
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()Z(?ﬁ) (b)§—2+é’“_l) CORNOD RS

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt nach 1.8.4

>0 (1)’“ 1 3
—_— f— 1 :—.
£~ \3 1-1 2

(b) Betrachte die n-ten Partialsummen

S EL R () S

k=0 k=0 k=0 k=0

Im Grenzfall n — oo handelt es sich dabei auf der rechten Seite um geometrische
Reihen und es folgt nach 1.8.4

n

(c) Die Folge (2%)icn ist keine Nullfolge, daher konvergiert die Reihe
> 2
k=0

nach 1.9.1 nicht.

(d) Ziel bei dieser Aufgabe ist es, die Reihe geschickt so umzuformen, dass eine geometri-
sche Reihe entsteht, deren Grenzwert mit 1.8.4 bestimmt werden kann. Dies geschieht
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wie folgt:
> 1 1
3k _ o2 1 0
22 =2+ + 2 St
k=1 ~ — v
_i(z)’“
N 2
k=0
Es ist i
> /1 1
Z 2 :1_122’
k=0 2
und damit

d ot k=44242=38
k=1

Aufgabe H 44. Hiufungspunkte

Sei (an)nen jeweils eine Folge. Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte von (a,)nen, sowie

lim a, und lim a, .lst (@n)nen konvergent? Ist (a,)nen bestimmt divergent? Falls (a,,)nen
n—00 n—o00
nach oben beschrankt ist, so bestimmen Sie sup a,, .

neN

(a) a, = sin(m) _ (b) a, = (_nﬁ (c) a, = ncos(’%) (d) a, = —n(=D"

3 n!

Lésungshinweise hierzu:

3 3
(a) Fiir n € N nimmt sin (%) die Werte g —g und 0 unendlich oft an. Desweiteren
NV s 3 3
ist % eine Nullfolge. Daher hat (a,),en die Haufungspunkte g —£ und 0 und
ist nicht konvergent. Da sie beschrankt ist, ist sie nicht bestimmt divergent. AuBerdem
gilt:
T . ni \/ﬁ . \/g . . ni \/ﬁ o \/g
Jim sin (%) —Yp =9, lim sin(t) — 5 = =%
. 3 : iy :

Das Supremum der Folge ist g da \/—'ﬁ immer positive Werte annimmt.

n!

(=1

und
n3

(b) Die Folge lasst sich in die beiden Teilfolgen (ag,—1),cy Mit aon—1 =

1
(a2n)peny Mit agy, = —; zerlegen. Beide Folgen sind Nullfolgen. Damit ist (@n)nen
n
— (=1)" —1)" —1)"
konvergent und es gilt lim (=1) = lim (=1) = lim ( 3)
n—oo N nosoo N n—oo N

=0.

1
Da die Teilfolge (ag,),, .y monoton fallend ist, ist das Supremum der Folge 3 und wird

fiir n = 2 angenommen.

nm

(c) Betrachte zunachst cos( 1 ) Diese Folge nimmt der Reihe nach die Werte

—\/%, -1, —\/%, 0, \/% und 1 an. AnschlieBend wiederholen sich diese Werte.

5
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(d)

Bei der Folge (a,)n,en werden nun diese Werte noch mit dem Faktor n multipliziert.
Daher divergiert die Folge und hat 0, +o00 und —oo als Haufungspunkte. Da die Folge
die konstante Folge (b,)nen mit b, = 0 als Teilfolge enthilt, ist sie nicht bestimmt
divergent. Damit erhalten wir lim a, = +o00, lim a, = —0c0.

n—oo n—o00

(=1

Die Folge lasst sich in die beiden Teilfolgen (agn—1),cy Mit agn—1 = und
(a2n),eny Mit az, = —n zerlegen. Die erste Folge ist eine Nullfolge, die zweite be-
stimmt divergent mit Grenzwert —oo. Daher ist lim a, =0, lim a, = —oc und die

n—00 n—o0
Folge selbst ist nicht konvergent.

Da beide Teilfolgen ausschlieBlich negative Folgenglieder haben, ist supa, = 0. Da
neN

die Folge den Haufungspunkt O hat, ist sie nicht bestimmt divergent. Ihr Supremum
ist 0, da alle Folgenglieder negativ sind.

Aufgabe H 45. Rekursive Definition von Folgen, Heron-Verfahren (ca. 1750 v. Chr.)

Zu ¢ € R* soll eine Folge (ay)neny mit lim,, .o a, = y/c konstruiert werden. Wir wihlen
einen beliebigen Startwert a; € R*. Wir setzen rekursiv a,, 1 := %(an + i) fir n € N.

(a)

(b)
(c)

(d)

Zeichnen Sie fiir ¢ = 2 und a; = 1 die Werte /¢, ay, a—cl as, é und as auf dem
Zahlenstrahl ein.

Zeigen Sie: Fiir jedes n € N liegen a,11, —

H C
— und V¢ zwischen a,, und .

Zeigen Sie die Ungleichung [a,1 — | = tlan, — +=| und leiten Sie daraus und
. - 1 .
aus (b) die Ungleichungen |a,11 —+/c| < |ant1 — — S gnlar — 25| ab. Folgern Sie,

dass die Folge (a,)nen gegen +/c konvergiert.

Wenden Sie (c) an, um fiir ¢ = 2 und a; = 1 ein n so zu bestimmen, dass a,, und
v/2 in den ersten 6 Nachkommastellen iibereinstimmen.

Losungshinweise hierzu:

(a)
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(b)

(c)

Laut den Voraussetzungen aus der Aufgabenstellung sind ¢ und a; positiv. Aus der
Rekursionsvorschrift lasst sich ablesen, dass alle Glieder der Folge (a,,)nen positiv sind.
Wir unterscheiden im folgenden zwei Falle:

Fall 1: a, < ~.

Dann gilt
1 n c - 1/ ¢ n c c
py1 = = | a, + — - —+— ] =—
+ 2 an, 2 \ ay, Qp, Qp
+9) s Lt an
py1 = ay, + — —(a, + a,) = a,
T an 2
Also liegt a,1 ZW|schen a, und = Da @t 1 > ay, . Weiter gilt
a, < —— < 5. Damit liegt auc " Aus der Bedmgung

An+1
a, < .= ergibt SICh a < ¢ und daraus an < Vc. Ebenfalls erhalten wir aus a, < ==

die Unglelchung a? < c und daraus ¢ < <. Daraus folgt \/c < <. Also liegt auch
V¢ zwischen a,, und =

Fall 2: a, =2 &
Dann gilt

1\

N = DN =

C
o= (o4 )
n

1

2

1 c
Unt1 = 5 an+a_

Also liegt a1 zwischen ai und a,,. Da anH < a,

a, = — 2
Z o =
ay, = - ergibt S|ch a? = c und daraus an > /c. Ebenfalls erhalten wir aus a,, = .

die Ungleichung a2 = ¢ und daraus ¢ = <. Daraus folgt \/c 2 . Also liegt auch

C

V¢ zwischen = und a,,.
an

A

(an + a,) = ay

2 <. Weiter gilt
" und an. Aus der Bedingung

Da - CH zwischen a,, und = liegt und a,; der Mittelpunkt dieses Intervalls ist, ist

der Abstand von CH zur Intervallmltte a,+1 hochstens die halbe Intervallbreite und

es gilt [an1 — +1‘ < la, — +=|. Damit erhalten wir dann
c 1 c 1
— <= N I — - —
a < —la S —lan— . a
’ n+1 Gt = | n Cln| = 4| n—1 an71| = 2n‘ 1 ’
Da fiir jeden Wert von n das Intervall zwischen a,, und % die Zahl /c enthilt, ist

Ve im Intervall zwischen a,,1 und —— enthalten. Daher ist der Abstand von /¢
zur Intervallgrenze a,,; hochstens so groB wie die Lange des Intervalls und es gilt

anst = Vel = lanet - 251,

Wir mochten noch sehen, dass die Folge (a,).en gegen /¢ konvergiert. Wir stellen
fest, dass falls a,, = \/c gilt, auch a,1 = /c gilt. Die Folge wird in diesem Fall also
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(d)

konstant und hat den Grenzwert /c. Im Weiteren betrachten wir deshalb nur noch
den Fall a, # \/c Sei € > 0 gegeben. Nach dem Archimedischen Prinzip gibt es eine

c
(Il—a’

natiirliche Zahl n, mit n, > . Fiir alle natiirlichen Zahlen k& > n. gilt

A “ g
2" >k >n, >
€
und daher
a; — i
oF <e€
Daher gilt
1 c
’an—\/E’ S —lag——|<e¢
2m ai

und die Folge konvergiert gegen /c.

Wir iiberlegen zunachst, wie viele Schritte wir durchfiihren miissen. Damit die Wert
von a, und +/c sich hochstens in der siebten Nachkommastelle unterscheiden, sollte
der Wert von |a,, — v/c| kleiner als 0.00000004 sein. Wir berechnen

c
ap — —
an

Wir suchen also nach einer Zahl n mit 2% < 0.00000004. Die Zahl 25 erfiillt diese
Bedingung.

a; = 1

1
ag ~ 1.416666667
ar ~ 1.414215686
as ~ 1.414213562
ag ~ 1.414213562
ar ~ 1.414213562

Die restlichen Werte bis as5 andern sich in den ersten sechs Dezimalstellen nicht mehr.
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