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1. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. Umgang mit Summen
Hinweis: Bereits behandelte Summenformeln aus dem Skript diirfen verwendet werden.
(a) Sei aj € R fiir k € N. Zeigen Sie >7_((a;j11 — a;) = an1 — ao fiir n € N.
Lésungshinweise hierzu: Der Term ist eine sogenannte Teleskopsumme. Mit ele-

mentaren Mitteln lassen sich folgende Umformungen durchfiihren, wobei vor allem die
Indexverschiebung im zweiten Schritt essentiell ist:

n n n n+1 n
d (a1 —a;) =D ajp— Y a;=> a;— > a
=0 =0 =0 j=1 =0

n n
:E aj+an+1_a0_g Qj = Gp41 — Ao-
=1 j=1

(b) Berechnen Sie Z;:ll(jQ —27).

L6sungshinweise hierzu: Nach Beispiel 1.2.2 aus dem Skript gilt Z?:lj = @

und nach Beispiel 1.2.4 aus dem Skript gilt >>"_, (j%) = tn(n+1)(2n +1). Damit
berechnet man

n—1 n—1 n—1
S - (S0)-2(5)
; =1 =1

Jj=1

- é(” ~D((n—1+1)2n—-1)+1) - 2(” — 1)((?’;— 1) +1)
= é(n — 1)n(2n — 1) — (n _ l)n
- é(n— )n(2n —7),

wobei man die Formeln aus dem Skript fiir n — 1 anstelle von n verwendet.
(c) Berechnen Sie > 4(j* — 2j).
Losungshinweise hierzu: Wieder verwenden wir die Beispiele 1.2.2 und 1.2.4, achten

aber auf den gednderten Indexbereich der Summen:
n n 2 n 2
> = (St -2 (3 2)
j=3 j=1 j=1 j=1 j=1
n(n+1)

_ (én(n T2+ 1) - 12+ 22)) —9 (T 1+ 2))

_ én(n+1)(2n—l—1)—5—n(n+1)+6

= én(n +1)(2n —5) + 1.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(d)

Sei a; = (—1)7 - j fur j € N.

Berechnen Sie Z?Zl as; und Z§:4 asj—g. Berechnen Sie Zzﬁrl a; fir k € N.
Lésungshinweise hierzu: Man verwendet, dass (—1)% = ((—1)?)/ = 1 fiir alle
7 € N gilt. Damit erhalt man

4 4

Zazj = Z (1% .25 = sz = 24(4;” = 20.

J=1 J=1

AuBerdem ist (—1)%7 = ((—1)3)/=3 = (—1)?~3, womit man die zweite Summe wie
folgt umformt:

8 8 8 5

Doagio = Y (~)VBj-9) = > (-1 -3) = 3) (-1))j = -9,

J=4 J=4 J=4 J=1

Hierbei hat eine Indexverschiebung die Summe im vorletzten Schritt vereinfacht.
Es gilt Z?kJ{I a; = —k — 1 fir k € N: Zur Berechnung sortiert man die Summanden
zunachst nach geraden und ungeraden Indizes:

2%h+1 2k+1 k
ag = (-1Yj = (Z(—1)2j1(2j —1)+ (—1)2j2j> + (=) (2k +1).
7j=1 7j=1 7=1

AnschlieBend vereinfacht man die Vorzeichen und formt die Summe zu dem Ausdruck

(Z—(2j—1)+2j) (2k+1) = <Z1> (k+1) = k—2k—1 = —k—1

J=1
um.

Aufgabe H 2. Binomischer Lehrsatz

Berechnen Sie alle reellen Losungen der folgenden Gleichungen.

(a)

(b)

(c)

23— 922 +2Tx — 27 =0

Lésungshinweise hierzu: 23 — 92?4272 —27 = (x —3)3 = 0 hat genau eine Losung,
namlich z = 3.

Tt + 2823 + 4222 + 28x + 15 =8

Lésungshinweise hierzu: Die Gleichung 7z* + 2823 + 4222 + 28z + 15 = 8 st
dquivalent zu der Gleichung 7(x + 1)* = 0, somit ist die einzige Lésung z = —1.

2+ 323 — 42?2+ 14 =323 + 422+ 7

Lésungshinweise hierzu: Die Gleichung 2* + 32% — 42% + 14 = 323 + 42 + 7 ist
dquivalent zu der Gleichung z* — 822 + 7 = 0. Man faktorisiert 2% — 822 + 7 =
(22 = T) (2% = 1) = (x — VT)(x + VT)(z — 1)(z + 1), wobei man den ersten Schritt
durch Substitution ¢ = 2z und anschlieBendes Lésen der quadratischen Gleichung

—8t+7 = 0 sehen kann. Also erhalt man als Lsungsmenge die vier reellen Losungen

{—V7.V7,-1,1} S R.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(d) (2?4 4z +4)(2* — 6z +9) =

Lésungshinweise hierzu: Die Gleichung (z%+4z+4)(2*—62+9) = —1 ist dquivalent
zu der Gleichung (z + 2)%(z — 3)%> = —1. Fiir alle reelle Zahlen z gilt jedoch (z +
2)%(z — 3)% Z 0, und somit gibt es keine reelle Lésung fiir diese Gleichung.

Aufgabe H 3. Volistindige Induktion
(a) Beweisen Sie mittels Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

;(2—gk) _ (3271)

Lésungshinweise hierzu: Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber n € N durch:
Wir zeigen die Aussage fiir n = 1. In der Tat gilt

21: (2+k:) B (2+0) N (2+1> s (4) B (3+1)
2 N 2 2 N 1) 1)

k=0
@Nun nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte
z”: (2+k> B (3+n)

2 N n )
k=0
@Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:
n+1 n
Z (2+k) B Z <2+k> N (2+(n+1))

2 N 2 2
k=0 k=0

1)
= (3 * n) (n + ) unter Verwendung von @

- (3 : ”) ( ’ + ! ) Symmetrie von Binomialkoeffizienten 1.3.4 (2)

+1
((3 * j—)l ) Addition von Binomialkoeffizienten 1.3.4 (3)
n

(3 +(n+1)
B n+1 ’
womit die Behauptung fiir alle n € N bewiesen ist.

(b) Zeigen Sie mit Induktion, dass fiir alle a,b € R und n € N gilt:

n—1
a"—b" = (a—Db) Z a1k,
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Losungshinweise hierzu: Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber n € N durch:
Wir zeigen die Aussage fiir n = 1. In der Tat gilt

1-1
k=0

@Nun nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte

n—1

a®—b" = (a—0) Z a1 kbR,

k=0

@Wir zeigen die Aussage fiir n+1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

(n+1)—1 n—1
(a—0) Z D —1-kpk (a —b) (Z gD —1=kgk a(n+1)1nbn)
k=0

k=0

= a ((a —b) ”Z_: a"lkbk) + (a — b)a"b"

= a(a” —b") + (a—0b)a’b" unter Verwendung von @
— (anJrl o abn) 4 (abn - bn+1)

— an-l—l _ bn—i—l‘

Damit ist die Aussage fiir alle n € N bewiesen.

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/

Bitte geben Sie dort zunachst lhre Matrikelnummer ein.

Die Losungen sind als ganze Zahlen oder als Dezimalzahlen mit einem Dezimalpunkt einzu-
geben. Sonstige Zeichen, wie zum Beispiel Klammern oder Operatoren wie % und /, diirfen
nicht benutzt werden.

AnschlieBend miissen Sie das per Email erhaltene Passwort fiir die Onlineiibungen eintragen.

Innerhalb des Bearbeitungszeitraums konnen Sie |hre Eingaben beliebig oft wiederholen, wo-
bei die letzten Eingaben gewertet werden. Der Bearbeitungszeitraum endet mittwochs, nach
der Abgabe der schriftlichen Ubungen in den Ubungsgruppen, um 24:00 Uhr. Sie erhalten
fiir die Bearbeitung der Online-Aufgabe 0 bis 2 Punkte.
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2. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

D. Seus, S. Thelin, . .
R Tielen. A Wiinsch Ho6éhere Mathematik 1 M. Stroppel

Wintersemester 2016/17

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 4. Abbildungen

(a)

(b)

(c)

(d)

Sei f: R —R?: ¢+ (2cos(t), —sin(t)).
Ist f injektiv? Ist f surjektiv? Ist f bijektiv?

Lésungshinweise hierzu: f ist nicht injektiv, weil (z.B.) f(0) = (2,0) = f(27).
Weil [2cos(t)| < 2 fiir alle t € R, gilt (z.B.), dass es keine reelle Zahl ¢ gibt mit
f(t) = (3,0), und deshalb ist f nicht surjektiv.

Eine Funktion ist genau dann bijektiv, wenn es injektiv sowohl als auch surjektiv ist.
Es folgt damit, dass f nicht bijektiv ist.

Konstruieren Sie eine Funktion g: R — {x € R| x = —3}, die surjektiv, aber nicht
injektiv ist.

Lésungshinweise hierzu: Eine solche Funktion (es gibt unendlich viele) ist g: R —
{x € R| & = —3} definiert durch g: z — 2? — 3. Dann gilt (z.B.) g(1) = g(-1),
so ¢ ist nicht injektiv. AuBerdem gilt g(v/y +3) =y firalle y € {z e R| z =2 -3},
und deshalb ist g surjektiv.

Sei h: C\{i} = C~\{0}: z— —=. Ist h injektiv? Ist h surjektiv? Ist % bijektiv?

+1

Lésungshinweise hierzu: Seien z,w € C \ {i} mit h(z) = h(w). Dann gilt

=w+1

+

T = - = Z

!
ISR
I
g €

und deshalb ist % injektiv. Sei weiter u € C ~ {0}. Dann gilt, fir z € C \ {i}, dass

1 1 _ .
U= —— <— —=2z+4+1
Z 41 U
1 _
— ——1=2z
U
1
= ——i=z
U

Es folgt, dass k(< — i) = u fiir alle w € C~\ {0}, und deshalb ist h surjektiv. Weil &
injektiv sowohl als auch surjektiv ist, ist es auch bijektiv.

Sei u: C — R: z+ Re(iz|) — [iRe(z)]. Ist w injektiv? Ist u surjektiv? Ist u bijektiv?

Lésungshinweise hierzu: Sei z = a + ib mit a,b € R. Dann gilt Re(|iz|) =
Re(y/(=b)? + a?) = Va? + b? und |iRe(z)| = |ia| = |al|. Es folgt, dass u(a + ib) =

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 5



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

va? + b? — |a|. Deshalb gilt es, dass i(a) = 0 fiir alle @ € R, und deswegen ist h
nicht injektiv. AuBerdem gilt

va?+ b —|al

Va2 — |al

= la| —lal

=0

u(a + ib)

1\

fur alle a,b € R. Deshalb gibt es (z.B.) keine komplexe Zahl z mit h(z) = —1, und
deswegen ist h nicht surjektiv. Weil eine Funktion genau dann bijektiv ist, wenn es
injektiv sowohl als auch surjektiv ist, folgt es, dass u nicht bijektiv ist.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H5. Mengen in C

Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.
(@) A={z€C| Im(z) 2 2}

L6ésungshinweise hierzu: Wir schreiben

A = {zeC| Im(2) 2 2}
{a+bi € C| Im(a + bi) = 2}
{a+bi € C| Im(a —bi) = 2}
= {a+bieC| -b=2}
= {a+bieC|bs -2}
Die Menge A (rot) besteht aus allen Punkten in der komplexen Ebene, die einen

Imaginarteil kleiner oder gleich —2 haben. Der Rand ist also Teil des Gebiets (durch-
gezogene rote Linie).

i e O o I Y 5 22
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b) B={z€C| 2Re(2?) — 2Im(2)* = 4Re(z)? — 3Im(2?)}
Lésungshinweise hierzu: Seit z = a + bi und 2% = a® — b? + 2abi schreiben wir

B = {ze€C| 2Re(2?) — 2Im(2)? = 4Re(2)* — 3Im(z?)}
{a +bi € C| 2(a* — b*) — 2b* = 4a® — 6ab}

= {a+bicC| 2a* —4b* = 4a* — 6ab}

{a+bi € C| 2a* — 6ab+ 4b* = 0}

{a +bi € C| a®— 3ab + 2b* = 0}

= {a+bieC| (a—2b)(a—0b)=0}

Diese quadratische Gleichung hat zwei Losungen:

Die Menge B (rot) besteht aus allen Punkten in der komplexen Ebene mit a = b oder

a = 2b.
f‘f‘(- &
-t |
\_:) 5
7
// -
7ER o =
‘ ' I S //
/,.
i i — v - = 7
s _/._/_.'i '/_ o, . | II%'(‘_J
// -1
// o
W
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

©) C—{ZE(C‘ Im(z) £ 0, 1§i§8<2}

L6ésungshinweise hierzu: Wir schreiben
Re(z)

C = {ZG(C‘ Im(z)7éo,1§m<2}

- {a+bi€@‘ Im(z) # 0, 1§E§8 <2}

_ {a+bi€©‘ Im(z) # 0, 1§%<2}

Fall 1: a,b > 0:
Die Menge besteht aus allen Punkten in der komplexen Ebene mit:

b< a <2b

Fall 2: a,b < 0:
Die Menge besteht aus allen Punkten in der komplexen Ebene mit:

b= a >2b

Die Menge C' ist in der Zeichnung rot dargestellt. Die Punkte mit @ = b sind Teil
der Menge C' (durchgezogene Linie), aber die Punkte mit a = 2b nicht (gestrichelte
Linie). Achtung, 0 ist kein Element dem Menge.

e -
™
s

o~
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(d) D=C~(AUB)

Losungshinweise hierzu: Die Menge D besteht aus den Punkten in C', die kein
Element von A oder B sind.

Die Punkte von C' mit Imaginarteil kleiner oder gleich —2 und die Punkte von C
mit a = b sind kein Element von D.

Die Punkte von C' mit Imaginarteil gleich —2 sind also kein Element von D.

._" .
K

{"E}

=

r~

e ; -
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H6. Komplexe Wurzeln

(a) Berechnen Sie die Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahl w = (1 —1i)/v/2.
Wie viele Elemente hat die Menge {w* +w| k € Z}? Skizzieren Sie diese Menge in
der komplexen Zahlenebene.

Lésungshinweise hierzu: Es gilt |w| = \/(\/%)2%—(—\/%)2 = 1. AuBerdem gilt
_1/\/5

arctan = arctan(—1) = 3= 4+ k7 mit k € Z, und weil w im Vierten Quadran-
1/V2 4

ten liegt, folgt, dass arg(w) = ZT. Die Polarkoordinatdarstellung von w ist deswegen

w = cos(%) + isin(%).
Weitherhin gilt, fiir k,l € Z, dass
Wt rw=uwtw = w=u
= wl=1
k—1 —1
= cos(7 ) ) + isin( ( >7T):1
4 4
T(k—1
= (4 )€{2n|n€Z}
<~ k—1le{8n| nel},

sodass {w* +w| k€ Z} = {w* +w| k € {0,1,2,3,4,5,6,7}} und die Menge acht
Elemente hat.
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(b) Bestimmen Sie die Menge {z € C| /225 — 64 = —64i} und skizzieren Sie diese in
der komplexen Zahlenebene.

L6sungshinweise hierzu: Es gilt

.64
V225 — 64 = —64i — z6—
VR
Sei w = \6/5 f Dann gilt |w| = \/(%)2 + (—%)2 = 64 und arctan(;ii/\/?) =
arctan(—1) = =F + km mit k£ € Z. Weil w im Vierten Quadranten Iiegt folgt, dass

arg(w) = I, sodass die Polarkoordinatdarstellung von w = 64(cos(T*) + isin(F))
ist. Weil 641/6 = 2, ist die Lésungsmenge von z% = w deshalb

2k 2k
{Q(COS( T /6 + %) +1sin( T /6 + i))| ke7)
sodass
7 k 7 k

[z €C| V2:5 — 64 = —64i} = {2(cos(£ + %) v 1sin(2z T T ke {0,1,2,3.4,5}}
4Ri
3
2
1

4 3 2 1 1 2 3 4R
1
2
3
4
(c) Bestimmen Sie alle komplexen Lésungen der Gleichung 2% — 42? + 4 = —4 in Polar-

koordinaten.
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L6sungshinweise hierzu: Es gilt

P4 td= 4 = (P27 =4
— 2-2=292iV22—2=-9i
— =242V =2-29i

Seien w; = 2+ 2i und wy = 2 — 2i. Dann gilt |w| = v224+22 = /8 und
arctan(2/2) = arctan(1) = 7 + km mit k € Z. Weil w; im Ersten Quadranten liegt,

folgt, dass arg(w;) = %, sodass die Polarkoordinatdarstellung von w; = v/8(cos(%) +

isin(%)) ist. Ahnlicherweise gilt |ws| = /22 + (—2)2 = /8 und arctan(—2/2) =
arctan(—1) = %-'-kﬂ' mit k € Z, und weil wy im Vierten Quadranten liegt, folgt, dass
arg(ws) = =, sodass die Polarkoordinatdarstellung von wy = v/8(cos(Z) +isin(F))
ist. Deswegen ist A = {8'/*(cos(% + km) +isin(% + km)) | k € {0,1}} die Lésungs-
menge von z% = w; und B = {8/4(cos(% + km) +isin(*F + km))| k € {0,1}} die
Lésungsmenge von 22 = w,, sodass AU B die Lésungsmenge von 2* — 422 4+4 = —4
Ist.

(d) Zerlegen Sie das Polynom x® — 2 € Pol C in ein Produkt von Linearfaktoren.

Lésungshinweise hierzu: Die Polarkoordinatdarstellung von 2 lautet 2 = 2(cos(0) +
isin(0)). Die Lésungsmenge von x* = 2 in C ist deswegen

ok ok
A= {w = 21/3((:08(%) + isin(%)) | ke {0,1,2}}.

Fiir jede w;, € A gilt, dass  — wy, ein Linearfaktor von x® — 2 ist, und weil der Grad
von 3 — 2 drei ist, und A drei Elemente hat, folgt, dass

3 — 2= (2 —w)(z —w)(x — ws)

gilt.

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://morw.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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R. Tielen, A WUnSCh Hﬁhere Mathematik 1 M Stroppel
Wintersemester 2016/17

Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 7. Lineare Unabhangigkeit und Untervektorrdume

Gegeben seien in R® die Vektoren

0 0 0 0 1 0
1 —1 —1 0 1 2
v=10,v=| 3 |,vs=|-3|,wu=|1|, p=1|1]|,q=13
2 2 —2 0 1 4
0 0 0 0 1 0

(a) Geben Sie zwei verschiedene Basen von L (v, ve,v3) an.
(b) Geben Sie zwei verschiedene Basen von L (v, v3,v4) an.

(c) Betrachten Sie die Ebene E = L (vy,vy) in R®.
Liegt p in E?Ist {p+ x| = € E} ein Untervektorraum von R5?

(d) Liegt g in E?Ist {g+ x| x € E} ein Untervektorraum von R®?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir untersuchen vy, vs,v3 zunidchst auf lineare Abhingigkeit: Dazu priifen wir, ob es
reelle Zahlen aq, as, a3 € R gibt, sodass av; + asvg + asvy = 0 und mindestens ein
a; ungleich 0 ist. Wir stellen also das lineare Gleichungssystem

0061 + 0@2 + 00(3 =
10(1 + (-1)0&2 + (—1)0[3

Oc; + 3as + (=3)az =
2000 + 200 + (—2)ay =
Oy + Oy + Oag =

o O o oo

auf und l6sen es. Dabei konnen wir die erste und die letzte Gleichung ignorieren,
erhalten nach zwei Umformungsschritten das dquivalente Gleichungssystem

10(1 + (-1)0&2 + (-1)0(3 =0
0061 + 1042 + (—1)0[3 =0
OOzl + 4052 + 00&3 =0

und damit as = 0 und weiterhin a3 = 0 und a3 = 0 als einzig mogliche Losung.
Somit sind vy, v, v3 linear unabhangig.

Der Untervektorraum L (v1, v2, v3) € R® ist nach Definition von vy, vy, v3 erzeugt und
wir haben soeben nachgerechnet, dass vy, v2, v3 linear unabhangig sind. Daher ist durch
B: vy, vy, v3 eine Basis von L (vy,v9,v3) gegeben. Eine andere Basis C': wq, we, w3
fir L (v1, va,v3) erhdlt man beispielsweise auf folgende Weise:

(i) Indem man mindestens einen der Basisvektoren um einen Skalarfaktor aus R~ {0}
andert, etwa wy := vy, wy := 3V, W3 := —v3.
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(b)

(c)

(ii) Indem man zu einem der Basisvektoren v; eine Linearkombination der anderen
Basisvektoren hinzuaddiert, etwa w; := v1 + 3vy — v3, Ws 1= Vg, W3 := V3.
(iii) Indem man einfach nur die alte Basis etwas umsortiert: wy := vq, we := vy, W3 1=
vy. Dies liegt daran, dass wir festgelegt haben, dass die Basisvektoren immer
eine feste Anordnung haben miissen, siehe Bemerkung 2.8.23. Vorsicht: Auch
wenn diese Festlegung sehr geldufig ist, wird in einigen Biichern kein Unterschied
zwischen verschiedenen Anordnung der Basisvektoren gemacht.
Bei den beschriebenen Methoden ist direkt klar, dass w;q, ws, w3 wieder eine Basis
von L (vy,vq,v3) ist. Natiirlich kénnte man auch eine aufwandigere andere Basis wie
wy = 201 + Uy — V3, Wy := vy +v3, w3 := 4v; + 2v9 betrachten, in dem Fall ware es
aber nicht mehr offensichtlich, dass die drei Vektoren weiterhin ein linear unabhangiges
Erzeugendensystem von L (vy, vo, v3) ergeben und man miisste dies erneut nachpriifen.

Wir stellen zuerst fest, dass vy, vs3,v4 linear abhangig sind, beispielsweise gilt v3 =
—v; — 3vy und damit vy + vz + 3vy = 0. Wir erhalten L (v, v3,v4) = L (v1,v4). Die
Vektoren vy, v4 sind nun linear unabhangig, wie man an dem linearen Gleichungssystem

0011 + OOZ4 =0

1011 + 0&4 =0

vyt =0 < Oy + 1lay = 0 < a;=0und ay =0
20&1 + 0044 =0
0061 + OOé4 =0

abliest. Daher ist B: v1,v, eine Basis von L (v, vs,v4). Eine zweite Basis erhalten
wir wie in (@) beispielsweise durch C': 11vy, 11vy.

In dem Fall, dass p in E liegt, miisste es eine Linearkombination p = Avy + pwvy fiir
A, 1t € R geben. Wir miissten also eine Losung des linearen Gleichungssystems

0N + Op =
IN + Op =
oA + 1p =
20+ Op =
oA + Op = 1

—_ = = =

finden, allerdings ist dieses Gleichungssystem nicht Idsbar, wie man an der ersten oder
letzten Zeile direkt sieht. Also gilt p ¢ E.

Die Menge {p+ x| = € E} ist kein Untervektorraum von R’. Dies zeigt man bei-
spielsweise, indem man nachweist, dass mindestens eins der Vektorraumaxiome verletzt
wird. Wir zeigen, dass 0 nicht in der Menge enthalten ist: Alle Elemente der Menge
{p+ x| x € E} haben die Form p+ Av; + pvy fiir Skalare A\, € R. Daher ist 0 genau
dann in der Menge enthalten, wenn es eine Losung A, € R fiir

+ 0N + O = 0
+ 1A + Op = 0
+ 0N + 1p = 0
+ 2X 4+ Op = 0
+ 0N + Op = 0

—_ = = =
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gibt. Wir sehen aber wieder an der ersten oder letzten Zeile, dass dies unmoglich ist.

(d) Wir priifen wieder, ob es eine Linearkombination ¢ = Av; + pvy fiir A\, u € R gibt,
was aquivalent dazu ist, dass das lineare Gleichungssystem

oA + Op = 0
IN + Op = 2
oA + 1p = 3
20 + Op = 4
oA + Op = 0

eine Losung hat. Tatschlich ist A =2, = —3 eine Losung, also ¢ € E. Daher ist
{¢g+z| v € E}=FE=L(v,v),

und letzteres ist ein Untervektorraum von R®.

Aufgabe H 8. Unterschied zwischen Teilmengen und Untervektorrdumen

Untersuchen Sie, ob diese Teilmengen von R? Untervektorriume bilden:

(3 o 1 N 2 ({0
aea) sewan) wen(l el u-{()
U5:{(x>€IR2 x2+y2:1}, U6:{<x>e]R2 x>0},

y y
U7:{(;>ER2 —3:p+9y:0}, ng{@)eRQ x2—|-4xy+4y2:()}.

Welche zwei dieser Teilmengen stimmen iiberein?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Uy ist ein UVR von R?: Man hat U; = L ((i’)) , und der Aufspann einer Menge ist

immer ein Untervektorraum.

(b) U, ist kein UVR von R?: Beispielsweise ist das Axiom verletzt, dass in einem Unter-

vektorraum immer der Nullvektor enthalten sein muss. Wir haben (8) eR ((1)) , also
(8) ¢ R2R ((1]) Alternativ kann man einen Widerspruch dazu herstellen, dass
fir u,v € Us auch u 4+ v € Us liegen muss: Mit v = G) ,U = (_01> gibt es zwei

Elemente von Us,, deren Summe u+v = ((1)) in R ((1)) liegt und damit nicht in U,.

1 0
Vektorraum ist immer ein Untervektorraum von sich selbst.
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(d) U, ist ein UVR von R%: Man priift die Axiome fiir einen Untervektorraum nach.

o U+ v = (8) + (8) = (8) € U, fiir alle u,v € Uy, wobei es in Uy nur

0 0 .
u = <O> V= (O) gibt.
0 0 .
e s (O) = (0) e U, fiur alle s € R.

e Der Nullvektor (8

(e) Us ist kein UVR von R?: Wir kénnen wie bei U; mit dem fehlenden Nullvektor argu-
mentieren, da 0% + 0% # 1 gilt.

) ist in Uy enthalten.

f) Us ist kein UVR von R?: Es gilt u = 23 € Us, jedoch ist (—1)u = -2 nicht
0 0
in Ug enthalten.

(g) U; ist ein UVR von R?: Lésungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme sind
stets Untervektorraume.

(h) Usg ist ein UVR von R?: Wir kénnen diese Menge als

Usg = {(;j) € R? a:2+4xy+4y2:0}

- {()ex| v
- {() x|

umschreiben. Letzteres ist die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssy-
stem und damit ein Untervektorraum von R2.
Die Untervektorraume U; und Us; sind identisch:

Uy = {(Zj} c R? —3x+9y:o}
- {()ex] =)
~{(7) ==}

5()

Aufgabe H9. Abstinde mittels Skalarprodukt )

Fiir f,g € C°([—2,1]) ist ein Skalarprodukt definiert durch (f|g) := [ f(t)g(¢)dt.

Der Abstand von f und g sei d(f,g):=(f—gl|f— 9)1/2. —2

Sei b: [-2,1] = R:a — |z]. Sei f;:[-2,1] = R: z + 27 fiir j € Np.
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(a) Bestimmen Sie d(fs, f1) und d(f1,b).

(b) Bestimmen Sie « € R derart, dass d(fy + «f1,b) minimal wird. Skizzieren Sie fiir

dieses « die Graphen von fy 4+ «f; und von b in ein Koordinatensystem.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

d(f2, f1) = d($27I)

und

d(f1.0) =

0

= / 42

—2

| |
[\;\H w\,_.
Nl

_ /(x ) de + /l(a: ) de

— /O(x — (—z))*dz + /1(:r —x)*dz

NI

(2 — 2)*dx

2t — 22 + 22 dx

N|=

N

2

dx +0

- (5) -4
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(b) Wir rechnen zunachst den Abstand d(fy + af1,b) fiir ein beliebiges o € R aus:

d(fo+ afi,b) = d(1+ az,|x|)

1 2

- Q/Gr+ax—Lﬂfdx

—2

D=

0

— /(1—|—ax—(—x))Qdyc—l—/l(l—l—oz:U—x)de

= /(1+2(1+a)x+(1+04)23:2) dx

N

—|—/11+204—1x+( 1)2x2)dx>
— ({x+(1+o¢)x2+é(l+a)2wg}:

+ [:H (a0 — 1)x2+%(a— 1)%3}1);

0

N|=

2 41+a+§ﬂ+®1+{rua_n+ém—nﬂ>

[
- (14 a+3a)2
((-

1
Damit wird der minimale Abstand (108)§ = 1 15V 249 angenommen, falls der quadrati-

sche Term verschwindet, d.h. falls o = —1%

(Alternativ hatte man auch den Tiefpunkt der Parabel p : a — 1 + %oz + 30?2 mit
Mitteln der Differentialrechnung bestimmen kdnnen.)
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Gr—apf'\ vou

[de F i
tak ¢-5 TSL
g

L=

o

Zur Funktion z +— 1 — l%x ist noch gestrichelt das Steigungsdreieck eingezeichnet (18
Kastchen nach rechts, 5 Kastchen nach unten).

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://morw.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 10. Komplexe Vektorraume

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren (i) (_11) (?th im C-Vektorraum C? linear

abhangig sind. Betrachten Sie den Untervektorraum U = L <(i) , (_1) , (g t gi)) :

i

Geben Sie eine Basis von U an und bestimmen Sie die Dimension von U.

1 1—1 Q
(b) Sei o € C. Wir betrachten die Vektoren | 2 +1i |, 2 1 2i+5] in C3. Be-
0 2 1

stimmen Sie, fiir welche Werte des Parameters a € C diese Vektoren linear unabhangig
sind. Bestimmen Sie fiir die Werte von «, bei denen lineare Abhangigkeit eintritt, die
Dimension des Aufspanns dieser Vektoren.

Losungshinweise hierzu:

(a) Es gilt (5 — 2i) (1> = (2+51). Damit sind bereits die beiden Vektoren (1

1 5 — 9i 1> |
(EJ—F;) im C-Vektorraum C? linear abhangig. Dann sind auch <i) (_11>
2451

5 21) linear abhangig.

Da auBerdem i G) = (_11) gilt, spannt der Vektor (i) bereits den ganzen Unter-
vektorraum U auf. Dieser Vektor ist ungleich Null und wir erhalten eine Basis B: (i)

von U. Die Dimension des C-Vektorraums U ist daher gleich 1.

1 1—1 o
(b) Nach Definition sind die Vektoren | 2 +1i |, 2 |, |2i4+5 ] indem C-Vektorraum
0 2 1
C3 linear unabhingig genau dann, wenn die einzige Losung A1, Ao, A3 € C fiir die Glei-
chung
1 1—1 «a 0
0 2 1 0

durch A\ = Ay = A3 = 0 gegeben ist. Wir bestimmen also zunachst in Abhangigkeit
von « eine Losung Aq, As, A3 € C.
Diese Gleichung von Vektoren ist dquivalent zu dem homogenen linearen Gleichungs-

system
/\1 + (1—1>/\2 —f- O[)\3 = 0
2+)M + 2% + (2i+5)A = 0
0\ + 20y + 13 = 0,
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welches folgendermaBen gelost werden kann: Die dritte Gleichung dieses linearen Glei-
chungssystems besagt, dass A3 = —2)y gelten muss. Damit erhalten wir

M+ (I=i—-2a)A = 0
2+1)N + (2—2(2i+5)A = 0.

Die zweite Gleichung bedeutet, dass stets A\; = 4\, ist. Nach Einsetzen in die erste
Gleichung bekommen wir
(5—1—2a) s = 0.

Zur Losung dieser letzten Gleichung unterscheiden wir zwei Falle:

e Gilt 5 —1i—2a # 0 beziehungsweise o # g — %i, so folgt, dass zwingend A\ = 0

ist. In diesem Fall sind auch \; =4y = 0 und A3 = —2)\; = 0. Andere Lésungen
gibt es nicht. Unsere Vektoren sind also linear unabhangig. (die Antwort o # %

ist auch richtig, weil der Nenner 2 in diesem Fall Imaginarteil 0 hat.)

e Gilt 5 —1— 2a = 0 beziehungsweise o = g — %i, so erfiillen alle A\, € C die

Gleichung. Alle Ay = 4)X5, Ay, A3 = —2)5 sind Losungen, und unsere Vektoren
sind linear abhangig. Zum Beispiel: Ay = 1. Wir bekommen: A\; = 4X\; =4, )y =
1, )\3 = —2)\2 = —2 und

1 1—i 24 0
412+1| +1 2 —2(2+5 | =10
0 2 1 0
1 1—1i o)
Wir schlieBen: [ 241 ], 2 , | 21+ 5| sind linear unabhadngig genau dann,
0 2 1

wenn o € C~ {2 — i} ist.

Zuletzt mochten wir im Fall a = g — %i die Dimension des komplexen Untervektor-
1 1—1i

raums L 2411, 2 , |21 5) bestimmen. Nach unserer ganzen Vorar-
0 2

1+ 5 | schreiben l3sst als Linearkombination
1

g—%i 1 1—i
2045 | =2 2+1 ] + = 2
1 0 2
Damit gilt
1 1—1 Q@ 1 1—1i
L 241, 2 , | 21+5 =L 241, 2
0 2 1 0 2
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1 1—1
Die Vektoren | 2+1 |, 2 sind linear unabhangig, da zur Losung der Gleichung
0 2
1 1—1 0
pr|2+1 ) +pe | 2 | =1{0
0 2 0

mit w1, e € C insbesondere fiir die dritte Koordinate 14 + Ous = 0, also py = 0
gelten muss. Es folgt aus (2 + 1)y + 210 = 0 daraufhin auch s = 0.

1 1—i 1 1—i 24
Daherist B: | 2+1], 2 eine Basisvon L 241, 2 | 21+
0 2 0 2 1

Die Dimension dieses Untervektorraums ist 2.

Aufgabe H 11. Geraden, Winkel, Satz des Thales
Gegeben sind die Punkte A = (—1,0), B = (1,0) in R
(a) Skizzieren Sie die Menge K = {(h,/1 —h?) € R?| h € [-1,1]} in die Ebene R?.

Zeichnen Sie auBerdem die Punkte A und B ein. Sei C' = V3 € K gegeben.

V3
2
Zeichnen Sie die Gerade gac¢ ein, die durch die Punkte A und C' verlauft.
Zeichnen Sie die Gerade gpc ein, die durch die Punkte B und C' verlauft.

1
27

L6ésungshinweise hierzu:

R
\\
\ 1
=N e
K />( C=(L V3 )
) sl \\ yEou
i A\
- o \
AsCid) |~ N\ B=(1o)
L= o} l“\ ﬂ?\_
N
X
\
Ly ESK

(b) Bestimmen Sie Parameterdarstellungen fiir die Geraden g4c und gpc. Untersuchen
Sie, ob diese beiden Geraden orthogonal zueinander sind.

3 V3

Losungshinweise hierzu: Der Verbindungsvektor von A und C' ist (5, 7) Also ist
3
() _ (L 2 | .
gAc.(:m)—(O)—i-t ﬁ teR
2
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(c)

eine Parameterdarstellung der Geraden gac.

1 —v3
Der Verbindungsvektor von B und C' ist (5, T\/_) Also ist

e (1) = (5) +¢

eine Parameterdarstellung der Geraden gpc.

3 ;teR

\) §|l\.'>|b—k

3 1
()] ()
||l -va

2 2

sind die Richtungsvektoren von g4c und gpc orthogonal. Die Geraden gac und ggce

sind also orthogonal.

Seien P und Q Punktein R?. Sei M der Mittelpunkt der Strecke PQ. Sei R ein Punkt
in R? mit |]\ﬁ] = |]\ﬁ\ Wir setzen u := MP und v := ME. Schreiben Sie RP
und R?) als Linearkombinationen in v und v. Verwenden Sie dies, um <R7>’ ’ RZ)2>

zu berechnen. Wie kann man dieses Resultat in (b) verwenden?

Losungshinweise hierzu: Um <R? ’ R6> zu berechnen schreiben wir

R?’:M_}%—M?:u—v
und

6 —M? :—u—v.

Wir berechnen <R7>’ ‘ RZ)2> mit den Eigenschaften des Skalarprodukts:

<R?(R§> — (u—v|—u—v)

= <u‘—u—v>—|—<—v‘_u_v>
= (u|—u)+ (u]—v) + (—v|—u) + (—v | —v)
= —(ul|u) = (ulv) + (v|u) + (v]v)

Weil (v|u) = (u|v) schreiben wir
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<R?(R§> = (u]u) + (v]v)
— _|MP]? + |ME?

0
Die Vektoren R? und R@ sind also orthogonal.

Weil die Menge aller Punkte R mit |]\ﬁ| = |]\ﬁl| ein Kreis mit Mittelpunkt M

und Radius |]\ﬁ2| ist, gilt dieses Resultat fiir alle Punkte auf dem Kreis. Dieses Re-
sultat ist bekannt als Satz des Thales:

Alle Winkel am Halbkreisbogen sind rechte Winkel.

Aufgabe (b) ist ein spezifisches Beispiel fiir einen Kreis mit Mittelpunkt M = (0,0)
und Radius 1. Der Punkt C' ist ein Punkt auf dem Kreis.

Aufgabe H 12. Vektorraum der Polynome

Sei k € N. Wir betrachten den Vektorraum Pol; R := {Z?:o o ) aj € R} der reellen
Polynome vom Grad hochstens k.
(a) Seien p(x) := 23+ 22% — 3 und ¢(x) := 4z — 2 in Pol3R. Gegeben sei die Basis
A: 1,2,2% 2° + 2% von PolyR. Bestimmen Sie ,p, ,0 und ,(2p—q).

L6ésungshinweise hierzu:
Weil

??+22° -3 = =3-14+0-2+1-2°+1- (2> +27)

-3

hreib . 10

schreiben wir ,p = |

1
Weil

0 = 0:140-240-2°+0-(2° + 2%

o O O

schreiben wir 0 =
0
Weil 2p — ¢ = 223 + 42® — 42 — 4 und
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20° +42” —dr —4 = —4-1—-4-2+2-2°+2- (2% +2?)
—4
. . —4
schreiben wir (2p —¢q) = 5
2

(b) Ist B: 1,z,2% 23, 2% + 3z + 6 eine Basis von Pol3 R?

Losungshinweise hierzu:
Weil

?+32+6 = 6-1+3-2+1-2°

ist B linear abhangig. B ist also keine Basis von Pols R.
() Ist C: ¥+ +x+1, 23+ 2%+, 22 + v+ 1, 22 + = eine Basis von Pol3 R?

L6ésungshinweise hierzu:
Weil

P+t r+1l = 1P+ +a)+1-(@P+r+1) -1 (2* +2)

ist C' linear abhangig. C' ist also keine Basis von Pol; R.
(d) Ist Poly R ein Untervektorraum von Pol3R?

Loésungshinweise hierzu:
Sei p € PolyR mit p(z) =a-14+b-z+c-2? (a,b,c € R).
Weil

a-1+b-z+c-22=a-14+b-z+c-22+0-23

und 0 € R ist p ein Element von Pol3R. Pol; R ist also eine Teilmenge von Pols R.

Die Teilmenge Poly R ist ein Untervektorraum von Pols R, wenn die drei Eigenschaften
aus Definition 2.4.4 gelten.

(i) Sei p,q € Pola R mit p(z) = ag- 1+ ay - x + ay - 2% (g, a1, 0 € R) und
q(x) = Bo- 1+ pr-x+ Py -2* (Bo, b, B2 € R).
Weil
p+q = a-ldo-z+ay-2°+ 61+ -x+fy -2
= (ao+fo) -1+ (an + B1) -z + (a + fo) - 2

und ag + B, a1 + f1, a9 + P2 € R ist p+ g ein Element von Pol, R.
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(ii) Sei p € Polb, R mit p(z) =ap-1+a; -z +as- 22 (g, 1,02 € R) und s € R.

Weil

s-p = s-(ag-14+a-z+ay %)

= (s ap)-14(s-a1) -2+ (s ay) -2

und s-ap,s-ag,S-as € R ist s-p ein Element von Poly R.

n Ist ein Element von Poly R wel =0-14+40-24+0-27 un € IN.
(iii) 0 ist ein El Pol, R weil 0 =0-1+0 0-22und 0 €R

Pol; R ist also ein Untervektorraum von Pols R.

Online-Aufgabe.
Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/ (Achtung! Neuer Link!)
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 13. Ebene, Hessesche Normalform

0 2 «
Sei o € R ein Parameter. Seien P, =| 1 |, = 0 |und P; = | 1 | Punkte in R3.
1 1 2
T
Sei E,, die Ebene, die P, P, und P; enthilt. Sei ' = o | ER3| 21+ 294+ 25=5
T3
(a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung von £, .
L6ésungshinweise hierzu:
2
Der Verbindungsvektor von P, und P, ist | —1 | . Der Verbindungsvektor von P;
0
Q
und Ps ist | O | . Eine Parameterdarstellung von E,, lautet
1
T 0 2 «
Ey: (x| =11]+A[-1]+pu|0] ; \ueR.
T3 1 0 1

(b) Geben Sie die Ebene E,, in Hessescher Normalform an. Bestimmen Sie den Abstand
von F, zum Ursprung. Fiir welche Werte von « ist dieser Abstand minimal?

L6ésungshinweise hierzu:
Ein orthogonaler Vektor zu beiden Richtungsvektoren der Ebene F,, ist:

2 a —1
-1l x10]=1]-2
0 1 o

Weil der Normalenvektor bis auf einen Faktor —1 eindeutig bestimmt ist, gibt es eine
weitere Moglichkeit:

1
Vi+ar \ _,
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Wir verwenden den Normalenvektor der zu einem positiven d fiihrt. Der Wert des
Parameters o bestimmt also welchen Normalenvektor wir nutzen.

Weil der Punkt P, auf der Ebene liegt, ist d fiir o = 2
1 2 a—2

o
—— ) e 1= 2
V5 +a? V5 +a? V5 4 a? V5 4 a?

wobei wir den ersten Normalenvektor nutzen. Fir o < 2 nutzen wir den zweiten
Normalenvektor und

d:

1 2 o 2—«
= 0+ -0 =2
V5 + a2 V5 + a? V5 + a? V5 + a?

Die Hessesche Normalform der Ebene E, ist fiir a = 2 also

d

Bo=d || ert| L0 o2 @ o072
“ xi V5 4+ a2 ! Vb4 a2 2 V5 + a2 ’ V5 + a2

Fir o < 2 ist die Hessesche Normalform der Ebene E,,

T
2 9_
E,={ |z | er? a

1 «
e + —_— Ly — ————— g = ————
s V5 + a? ' V5 + a? ? Vb + a? ’ V5 +a?
Der Abstand zum Ursprung ist

o — 2]
V5 +a?
Der Abstand zum Ursprung ist 0 fiir & = 2 und somit minimal.

(c) Fiir welche Werte von « sind die Ebenen E, und F' zueinander orthogonal?

Lésungshinweise hierzu:

Zwei Ebenen sind orthogonal zueinander wenn deren Normalenvektoren orthogonal
sind. Der Normalenvektor von Ebene F' ist

Die Normalenvektoren von Ebenen E, und F' sind orthogonal, wenn

1 1
! 2 L 1 =0
\/5“‘052 a \/g 1 -
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Also

1
V15 + 3o

Fir o = 3 sind die Normalenvektoren von Ebenen E, und F' orthogonal. Die Ebenen
E, und F sind zueinander orthogonal fiir o = 3. NB: Fiir den Normalenvektor

(-1=24+a)=0.

1
L
vh+a? |\ _,
bekommen wir den gleichen Wert fiir «.

(d) Bestimmen Sie fiir jedes o eine Orthonormalbasis von R?, die einen Normalenvektor
von FE, enthalt.

L6sungshinweise hierzu: Ein Normalenvektor von FE,, ist
1 -1
2
Vo +a o
Der Normalenvektor von FE,, ist orthogonal zu beiden Richtungsvektoren von der Pa-

rameterdarstellung von E,. Wir wahlen einen Richtungsvektor aus und normalisieren
diesen Vektor. Wir erhalten

1
— | -1

Vi o

Fiir den letzten Vektor der ONB nutzen wir das Vektorprodukt

-1 2 a
2l x| -1] =12«
«Q 0 5
und normalisieren diesen Vektor
«a
1
2a

V25 + o2

Eine Orthonormalbasis fiir R? ist also:
| AN 1 a

B={d— 2| — -1, —/—— [ 2a
\/5‘|‘042 a \/5 O \/25+Oé2 5
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Aufgabe H 14. Rechnen mit Matrizen, lineare Gleichungssysteme
Gegeben seien die folgenden Matrizen und Vektoren:

111 _ 0 —1 1
A=[12 0 ,B:(1 _1>,b0: 0|, bo=(-3],0=[1
2 3 1 0 —4 3

(a) Sei S;: Ax = b; das zu A und b; gehdrende lineare Gleichungssystem. Bestimmen
Sie fiir jedes j € {0,1,2} die zugehorige Losungsmenge L£(S;). Wenn L(S;) nicht
leer ist, bestimmen Sie auch ihre Dimension.

Lésungshinweise hierzu: Sy: Az = by ist das LGS

1+ zo+ax3=0
I1+2$2 =0
21‘1+31’2+$3:0.

Dieses LGS hat dieselbe Lésungsmenge wie das LGS, das man durch Subtraktion der
ersten Gleichung von der zweiten Gleichung und Subtraktion der mit 2 multiplizierten
ersten Gleichung von der dritten Gleichung erhalt.

1 +xo+x3=0
LL’Q—.CL’:;:O
To — T3 = U.

Weil die zweite und die dritte Gleichung gleich sind, hat dieses LGS dieselbe Losungs-
menge wie das LGS

1+ X9+ X3 = 0

1'2—{['320.

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten Gleichung erhalten wir das
LGS

Ty +2x3= 0

+~T2_ .ZU3:07

das dieselbe Losungsmenge wie das ursprungliche LGS hat. Von diesem letzten LGS
kann man einfach die Losungsmenge ablesen:

—2t —2
L(So) = t teRy=L(| 1]).
t 1
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Weil die Lésungsmenge von einem Vektor, dem nicht null ist, erzeugt wird, haben wir
dim(L(Sp)) = 1.
Si: Az = by ist das LGS

T + T + T3 = —1
x|+ 2{E2 = -3
2ZE1 + 3ZL‘2 + T3 = —4.

Dieses LGS hat dieselbe Lésungsmenge wie das LGS, das man durch Subtraktion der
ersten Gleichung von der zweiten Gleichung und Subtraktion der mit 2 multiplizierten
ersten Gleichung von der dritten Gleichung erhalt.

131+I2+I3: -1
To — X3 — -2

T9 — T3 = —2.

Weil die zweite und die dritte Gleichung gleich sind, hat dieses LGS dieselbe Losungs-
menge als das LGS

:c1+:1:2+x3: -1

To9g — X3 = —2.

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten Gleichung erhalten wir das
LGS

T + 2(133 = 1

+x2— x3= -2,

das dieselbe Losungsmenge als das ursprungliche LGS hat. Von diesem letzten LGS ist
es einfach zu sehen, dass zum Beispiel vy, = (1, -2, O)T eine spezielle Lésung ist. Weil
So das zu S; gehorende homogene LGS ist, folgt, dass

1 -2
E(Sl) = Usp + 5(50) = 2|+ L( 1 )
0 1

Per Definition gilt dann dim(L£(S1)) = dim(L£(Sy)) = 1.
So: Ax = by ist das LGS

1+ rotr3=1
JZ1+2.T2 =1
21‘1+3l‘2+l’3:3.
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Dieses LGS hat dieselbe Lésungsmenge wie das LGS, das man durch Subtraktion der
ersten Gleichung von der zweiten Gleichung und Subtraktion der mit 2 multiplizierten
ersten Gleichung von der dritten Gleichung erhalt.

T1+retr3=1
L9 — T3 = 0

1'2—1'3:1.

Hier konnen die zweite und die dritte Gleichung nicht beide erfiillt sein, deswegen hat
dieses LGS keine Losung.
(Wir haben in dieser Aufgabe tatsichlich den GauB-Algorithmus benutzt, aber haben
es zu LGSe eher als Matrizen appliziert, weil Abschnitt 3.7 noch nicht in der Vorlesung
diskutiert geworden war).

(b) Zeigen Sie, dass

n_ (1+2n —4n
B < n 1—2n)

Losungshinweise hierzu: Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber n € N durch:
Wir zeigen die Aussage fiir n = 1. In der Tat gilt

3 —4 1+2-1 —4-1
1_ _
BB(l —1)( 1 1—2-1)'
@ Nun nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte
n_ (1+2n —4n
B = ( n 1— 2n> '

@Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

ist fir n € N.

Bn+1 — BBn

(3 =4\ (1420 —4n cer Verwend @
= 1 —1 n 1—92n unter verwenaung von

_ (3-(1+2n)+(—4)-n 3+ (=4n) + (—4) - (1 —2n)
S \L-(1+2n)+(=1)-n 1-(—=4n)+ (1) (1 —2n)

_ (2n+3 —4n—4
“\n+l1 —-1-2n
(1+2(n—|—1) —4(n+1) )

n+1 1-2(n+1)

Z ) Matrixmultiplikation 3.3.2

womit die Behauptung fiir alle n € N bewiesen ist.
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Aufgabe H 15. Vektorprodukt und Geometrie
Gegeben sei die Pyramide A mit den Eckpunkten

2 3 4 2
A=|1],B=(1],c=(2], D=2
1 —1 0 -3

(a) Bestimmen Sie AB x Aﬁ und die Flache des Dreiecks mit den Ecken A, B und C.

Lésungshinweise hierzu: Es gilt

3 9 1
AB=|1]=[1]=10
1 1 9
und
4 2 2
A =2l = (1= 1
0 1 1
Laut Definition 2.10.1 folgt, dass
1 2 0-(=1)—(-2)-1 2
ABxAC=[o|x[1]=((22-1-Cn]=]|-3
9 1 1-1-0-2 1

ist. Laut 2.10.3(4) gilt, dass die Flache des von AB und AB aufgespannten Paralle-
lograms gleich

IAB x AC| = |(2,-3,1)T| = V2 + (32 1+ 12 = V14

ist. Die Flache des Dreiecks mit den Ecken A, B und C ist die Halfte davon, also
V14
RE

(b) Sei E die Ebene, die A, B und C enthilt. Bestimmen Sie den Punkt X € FE, fiir

welchen DX orthogonal zu E ist. Bestimmen Sie \D*)(zl

L6sungshinweise hierzu: Die Parameterdarstellung von E' lautet

F— A+RAD +RAC

also,
2 1 2
E=11]1+R| 0 | +R| 1
1 —2 -1
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Angenommen X € E. Dann existieren s,t € R mit

2 1 2 2+ 542t
X=11)+s| 0|+t 1 ]= 14+t
1 —2 -1 1—2s—1¢
Deswegen haben wir
24+ s+ 2t 2 s+ 2t
DX = 1+t |=[2]= ¢=1
1—2s—1¢ -3 —2s—t+4

Es gilt, dass D*)(2 genau dann orthogonal zu E' ist, wenn D‘)(2 orthogonal sowohl

Zu Aﬁ als auch zu A? ist. Das heiBt, genau dann, wenn <l)7 A§> = 0 und
<l)7 ‘ Aﬁ> = 0 gilt. Wir berechnen:
<D7(>‘A§> - <(s+2t,t—1,—2s—t+4)T (1,0,—2)T>

= (s4+2t)-1+(t—1)-0+(—2s—t+4)-(—2)
= ds+4t -8

und

<D7‘A3> = (+amt—1,-2s—t+ 07| (2,1,-1)7)

= (s4+2t)-24+(t—1)-14+(=2s—t+4)-(—1)
= 4s+ 6t — 5.

Deswegen ist D—Xk genau dann orthogonal zu E, wenn (s,t)" das LGS

5s + 4t = 8
4s +6t =5

erfiillt. Diese LGS hat dieselbe Losungmenge wie das LGS das durch Subtraktion der

zweiten Gleichung von der ersten Gleichung ensteht:

s—2t=3
4s + 6t = 5.
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Weiterhin hat dieses LGS dieselbe Losungsmenge wie das LGS das durch Subtraktion
der mit 4 multiplizierten ersten Gleichung von der zweiten Gleichung entsteht.

s— 2t=3
14t = — 7.

SlieBlich multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 1/14 und addieren sie dann mit 2
multipliziert zu der ersten Gleichung um zu erhalten

s =2
t=—1/2.

Also ist ng genau dann orthogonal zu £, wenn

2 1 1 2 3
X=|1]+210 |- 3 1 |1=11/2
1 -2 —1 —5/2
ist. Dann gilt auBerdem
3 2 1
DX =172 || 2]=]-32],
—5/2 -3 1/2
und deswegen
V14

IDX| = /121 (—3/22 1 (1/2)2 = \/14/4 = =
(Beachten Sie, das es ein Zufall ist, dass die Flache der Dreiecks mit den Ecken A, B
und C die gleiche GroBordnung als \D*Xk] hat.)

(c) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide A.

Losungshinweise hierzu: Das Volumen einer Pyramide ist gleich % -G - h, wobei
G die Grundflache Pyramide und h die zugehorige Hohe ist. Da in unserem Fall alle
Oberflachen der Pyramide Dreiecke sind, ist es gleichgiiltig, welche Flache wir als
Grundflache wahlen. Geschickt ist es, diejenige Flache zu wahlen, die in der Ebene
E liegt. Weil lﬁz orthogonal zu F ist, ist |lf(>| die zu Oberfliche ABC' gehdrige
Hohe. Deswegen gilt, dass das Volumen der Pyramide A gleich

1 1 V14 V14 14 7
S Fliche(ABC) - |DX| = - . Y2 V2 _ 21
g Flache(ABC)-|DX] =5 5= 5~ =5 =5
ist.
Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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T. Conde, J. Meinel' 6. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
D. Seus, S. Thelin,

R. Tielen, A. Wiinsch Hohere Mathematik 1 M. Stroppel
Wintersemester 2016/17

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 16. Lineares Gleichungssystem, GauB-Algorithmus
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

1 —2x9+ 3x3— 4dxs+3x5= —7
T+ 2x9 — T3 — x5= 17
4r; — 629 + 1023 — 1324 + 925 = — 7
To— X3+ 2x4—2x5= 15

25[’1 + 31‘2 — 2[E3 —|— Ty —f- 4IL‘5 = 24

(a) Stellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix [A||b] auf. Formen Sie die Koeffizienten-
matrix in die in Satz 3.7.2 angegebene Form um.

L6sungshinweise hierzu: Wir starten mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

1
1

[Alp] =| 4 -6 10 —13 9 || -7
0
2

[1 -2 3 —4 3 || -7
To—7Z1: |0 4 —4 4 —4]| 24
Zs—4Z,: 10 2 —2 3 =321
0 1 -1 2 =2|15
Zs—2Zy: |0 7T =8 9 —2| 38
[1 -2 3 —4 3 || -7
1Z,: 10 1 -1 1 -1 6
0 2 -2 3 -=3]| 21
0 1 -1 2 =2|15
0 7 -8 9 —2 38
[1 -2 3 —4 3 || -7
0 1 -1 1 -1 6
Zg - 2Z23 0 0 0 1 -1 9
Z4 - ZQZ 0 0 0 1 -1 9
Z5—7Z22 _0 0 -1 2 5) —4_
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1 -2 3 —4 3| -7
0 1 —-1 1 =116
s Zs: |0 0 —1 2 5 | —4
0o 0 0 1 -1 9
00 0 1 =1\ 9 |
(1 —2 3 —4 3 ||-71
0 1 —-1 1 =116
—Zs: 10 0 1 —2 —5| 4
0o 0 0 1 -1 9
Zs—Zy: |0 0 0 0 0| 0 |
Zi+4Z: 1 =2 3 0 =1 29
Zo—Z4: 10 1 =10 0 | -3
Zs+2Z,: 10 0 1 0 =71 22
0 0 0 1 -1/ 9
(00 0 0 00
Zy—3Zs: [ 1 =2 0 0 20 | —37
Zo+Z:: 10 1 00 =71 19
0 0 1 0 —7/| 22
0 0 01 —1| 9
(00 00 O 0
Zi+2Z,: [1 0 00 6|1
0100 —7|19
0010 —7|22
0001 —1/9
(0000 00

Diese Koeffizientenmatrix ist in der in Satz 3.7.2 angegebenen Form.

(b) Geben Sie eine Basis des Losungsraums des zugehérigen homogenen linearen Glei-
chungssystems an. Verwenden Sie diese und (@) zur Ermittlung der Lésungsmenge des
gegebenen linearen Gleichungssystems.

L6sungshinweise hierzu: Satz 3.7.6 liefert folgende Basis fiir den Losungsraum des

homogenen Systems:
—6

— = =3 =
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Der Loésungsraum von S: Ax = b ist

1 —6
19 7
L(S)=|22]|+L 7
9 1
0 1

(c) Verfahren Sie genauso, um das lineare Gleichungssystem zu I6sen, das nur aus den
ersten drei der obigen Gleichungen besteht.

Lésungshinweise hierzu: Wir starten mit der Koeffizientenmatrix

1 -2 3 -4 3 |-71
Cld =1 2 -1 0 -—1]17
4 -6 10 —13 9 | -7

Unter Verwendung der ersten Schritte von Teilaufgabe (@) erhalten wir das folgende
aquivalente lineare Gleichungssystem und fahren mit dem GauB-Algorithmus fort.

1 -2 3 -4 3 ||-7
0o 1 -1 1 -1} 6
0o 0 0 1 -1} 9

Zi+4Z5: [1 =2 3 0 —11] 29
Zy—Z3: |0 1 -1 0 0| =3
0O 0 0 I -1y 9

Ziv+27Z,: 10 1 0 —1] 23
1 -1 0 0 | -3
00 0 1 =11 9

Durch Spaltentausch der Spalten 3 and 4 bekommen wir eine Koeffizientenmatrix in
der in Satz 3.7.2 angegebenen Form:

100 1 —1] 23
010 -1 0| —-3.
001 0 =19
Der Losungsraum von S’: Cx = d ist
23 —1 1
-3 1 0
cshy=1o [+r|]1].]o
9 0 1
0 0 1
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Aufgabe H 17. Vektorraum der Polynome

Wir betrachten den Vektorraum Pol3 R der reellen Polynome vom Grad hoéchstens 3 und die
Basis B: 1,z,2% 23 davon. Sei dazuhin £ die Standardbasis von R?.

(a) Zeigen Sie, dass auch C: 1+ 222 2% —3 + x,2? + 223 eine Basis von Pol3 R ist.
Lésungshinweise hierzu: Wir zeigen zunichst, dass C': 1+222, 22, -3 +x, 22 + 223
linear unabhangig ist. Angenommen \; € R fir 1 <4 < 4 mit

M1+ 22%) + Xo(2?) + A3(=3 + 2) + My (2? + 22°) = 0.

Dann gilt

()\1 — 3)\3)1 + )\333 -+ (2)\1 + )\2 -+ )\4).T2 + 2)\4%3 =0.

Weil B: 1,x, 22, 2 eine Basis von Pol; R? ist, folgt, dass

A1 — 3A3 =
A3 =

201+ A + N =
2\ =

o O O O

ist. Deswegen gilt A3 = Ay = 0, und es folgt, dass A\; = 3\3 = 0 und \y =
—2A1 — Ay = 0. Daher gilt Ay = Ay = A3 = \y = 0, und somit haben wir gezeigt, dass
C:1+222 2% -3+ x,2% + 223 linear unabhingig ist. Weil dim Pol3 R? = 4 ist, und
C vier linear unabhingige Vektoren enthilt, folgt, dass C': 14222 22, -3+, 2?4223
eine Basis von Pol3 R ist.

(b) Sei d: PolyR — PolyR: p(x) = zp'(z) — p(x). Geben Sie die Matrix ,d, an.

Losungshinweise hierzu: Es gilt

BdC’ = [Bd(l + 2LE2) Bd(iL‘2) Bd(—3 -+ l’) Bd($2 + 2.%3)} .

Deswegen berechnen wir:

d(1+22%) = x(dx) — (1 + 22%) = —1 + 22,

und

d(x® + 22°) = 2(2x + 627) — (2 + 22°) = 2° + 4a°.

Damit gilt
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=~ —_ O O

-1 0 3
2 0 2 0 0 2 3
pd(1+227) = 5 , pd(z%) = 1 , pd(=3+ 1) = 0 , pd(z” +2x°) =
0 0 0
und deswegen ist
-1 0 30
Qe — 0 000
BRC= 12 10 1
0 0 0 4

Es sei e: PolsR — R*: p(z) — (p(—1),p/(1))". Geben Sie die Matrix e, an.
Bestimmen Sie die Menge aller Polynome ¢(z) € Pol3 R mit ¢(—1) =2 und ¢'(1) = 0.

L6sungshinweise hierzu: Es gilt

pep = [pe(l) pe(z) pe(z?) pe(z®)].

Wir berechnen:

Angenommen ¢(x) = ag+ a7+ azx? +azz® € Polz3 R. Dann gilt genau dann ¢(—1) =
2 und ¢'(1) =0, wenn e(q(z)) = (g) und das gilt genau dann, wenn gep pq(z) =

(3) , dass heiit, wenn

1 -1 1 =1\ [a| (2
0 1 2 3)]as]| \0)°

Deswegen wollen wie das folgende LGS l6sen:
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1 -1 1 —-1]2
0 1 2 3]0

Durch Addition der zweiten Zeile zu der ersten Zeile erhalten wir:

o)

Deswegen gilt, dass die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

1 0 3 2
012 3

2 -3 —2
0 —2 -3
L= 0 + L Ll o
0 0 1
ist. Die Menge aller Polynome ¢(z) € Pol3R mit ¢(—1) = 2 und ¢/(1) = 0 ist

deswegen

L=2+L(-3-2x+2" -2—3z+2%).
(d) Bestimmen Sie die Matrix g(e o d)c und geben Sie (e o d)(—3 + x + 2% + 223) an.

L6sungshinweise hierzu: Laut Satz 3.8.12 gilt

1 -1 1 -1 113 -3
E(e"d)C_EeBBdC_(o 12 3) —(4 2 0 14)‘

O = O O
o OO W
~ = O O

Weil E die Standardbasis ist, gilt auBerdem, dass

(cod)(=3+z+2*>+22%) = g((eod)(—3+x+ 2%+ 22%))
= pleod)po(—3+z+ 2%+ 22°)

[l
7 N N\
Q-
NGRS
o w
=
= o
~_
=)

Aufgabe H 18. Rang, Dimensionsformel
Sei a € R ein Parameter. Seien

1 1 a a+2 3+ 2«
A,=1 2 2 3a a+2 |, b,=|5+4
-1 -1 0 —a-2 —3—«
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(a) Bestimmen Sie den Rang von A, in Abhingigkeit von «.

Losungshinweise hierzu: Um den Rang von A, zu bestimmen, benutzen wir den
GauB-Algorithmus:

1 1 a a+2
A, =] 2 2 3a a+2
-1 -1 0 —a-2
11 a a+2 ]
22—2Z12 0 0 a —a—2
Zs+7Z1: 10 0 « 0

11 a a+2 |

Zg—ZQZ 0 0 0 a—+2

Zl—Z3I 1 1 « 0
ZQ+Z3Z 0 0 « 0

Zl—ZQI 1 10 0

0 0 « 0
|00 0 a+2 |
SQ<—>S;32 [ 1 0 0 1]
S3¢+ 54 | 0 « 0 0
0 0 a+2 0

Jetzt gibt es drei verschiedene Fille zu betrachten.
Wenn o & {—2,0} ist, gilt & # 0 und o + 2 # 0 und deswegen haben wir:

1 001
1Z,: |0 100
Oé+r223: 0010
Daher gilt, dass Rg A, = 3 wenn a ¢ {—2,0} ist.
Wenn a = —2 ist, haben wir:
1 001
—%ZQ: 0100
0 00O
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(b)

(c)

Daher gilt, dass Rg A, = 2 wenn o = —2 ist.
Wenn a = 0 ist, haben wir:

]
]

17,100 10

2 L .

SQHS;J,I 1 001
RQHRgi

—_
]
]

Daher gilt, dass Rg A, = 2 wenn a = 0 ist.
Zusammengefasst ist

Rg A, — 2 wenn o € {—2,0},
3 wenna¢{-2,0}.

Sei fo: R* - R®: z — A,z. Bestimmen Sie die Dimension von Bild(f,) und die
Dimension von Kern(f,) in Abhangigkeit von «. Fiir welche o € R ist f,, injektiv?
Fiir welche a € R ist f,, surjektiv?

Lésungshinweise hierzu: Beziiglich der Standardbasen von R* und R3 ist die Matrix
von f, per Definition A, . Laut 3.9.2 gilt deswegen, dass

2 wenn a € {—2,0},

dim Bild (f,) = Rg A, =
1m bl (f) g {3 wennoz%{—QaO}

ist. Weiter gilt laut 3.8.17 (Dimensionsformel), dass

2 wenn a € {—2,0},

dim K ) = dimR* — dim Bild (f,) =
im Kern (f,) 1m im Bild (fa) {1 wenn a & {—2,0}

ist. Laut 3.8.16 ist f, genau dann injektiv, wenn Kern (f,) = {0} ist, also genau
dann, wenn dim Kern (f,) = 0 ist. Das heiBt, f, ist nie injektiv. Weiter ist f, genau
dann surjektiv, wenn Bild (f,) = R? ist, also genau dann, wenn dim Bild (f,) = 3
ist. Das heiBt, f, ist genau dann surjektiv, wenn a € {—2,0}.

Bestimmen Sie alle & € R mit b, € Bild(f,).

L6sungshinweise hierzu: Wir betrachten drei verschiedene Fille:

Zunichst, wenn o &€ {—2,0} gilt, ist f, surjektiv, das heiBt Bild (f,) = R3, und
damit gilt b, € Bild (fa).

Wir nehmen jetzt o € {—2,0} an. Dann betrachten wir die erweiterte Koeffizienten-
matrix [A4||bs] und benutzen den GauB-Algorithmus:
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22—2212 0 0 a —a—2 —1
Zs+Z1: 1 0 0 « 0 «

11 a a+2 | 34+2a]

J3s—Zy: |00 0 a+2 a+1

Zl—Zgl 1 1 « 0 2+Oé_
ZQ—‘I_ZS: 0 0 « 0 (07

Zl—ZQI 110 0 2
0 0 « 0 Q
_0 0 0 a+2||a+1
SeeS:[1 0 0 1 2 ]
53<—>S4I 0 « 0 0 (0}
_0 0 a+2 0||la+1
Wenn o = —2 erhalten wir:
1 0 0 1| 2
0 -2 0 0} =2
0O 0 0 0} -1

Dieses LGS hat offensichtlich keine Lésungen, weshalb b_o ¢ Bild (f_2).
Wenn a = 0 erhalten wir:

o O
o O
N O
o O
— O

o

o

o
pim O N

17100 10
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Dieses LGS ist I&sbar (eine Lésung ist z.B. (2,0, 3,0)"), und damit gilt f,((2,0,0,3)") =

)92
bo (weil wir Vertauschen von Spalten durchgefiihrt haben) so, dass by € Bild (fy). Zu-
sammengefasst gilt also, dass b, € Bild (f,) genau dann ist, wenn « # —2 ist.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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T. Conde, J. Meinel,
D. Seus, S. Thelin,
R. Tielen, A. Wiinsch

7. Gruppeniibung zur Vorlesung
Hoéhere Mathematik 1

M. Kiinzer
M. Stroppel

Wintersemester 2016/17

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 19. /nverse

1 -2 3 4
. I =23 0 1 -1 1 111
Seien A=(1 -1 1], B= und C' =
4 0 0 2 2
o0 o0 1%

(a) Bestimmen Sie A~! und B7!, falls dies jeweils moglich ist.

21 2

Losungshinweise hierzu: Die Matrizen A und B sind invertierbar, weil det(A) =

—2# 0 und det(B) =1 #0.
Wir starten mit [A|| E3]

1 -2 3[[1 00
1 -1 10 10
2 —4 410 0 1
1 -2 3|1 0 0]
0 1 —2||-110
[0 0 —2| -2 0 1|
(1 -2 0||-2 0 3 ]
0 1 01 1 —1
0 0 1|1 0 —%
100[]o02 -1
01011 -1
00110 -1
Wir erhalten also
02 —3
Alt=(11 -1
10 —5
Wir bestimmen B~!. Wir starten mit [B|| E,]
1 -2 3 4100 0
01 -1 10100
00 2 210010
00 0 10001
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(b)

1 -2 3 0f[1 00 -8
0 1 —-10[0 10 —2
00 2 0/001 —4
|0 0 0 1000 2
(1 =2 0 0|1 0 =3 —2]
0 1 0001 % -4
00 10§00 & =2
(0 0 0 100 0 2 |
1000|112 —5 —10
010001 3 —4
001000 5 =2
000100 0 2
Wir erhalten also
12 -3 —10
4|01 5 4
B‘oo%-z
00 0 2

Bestimmen Sie die Mengen {X € R3*?| CX = E,} und {X € R®?| XC = E3}.
Ist C' invertierbar?

Lésungshinweise hierzu: Wir starten mit [C|| Es]
11 1410
21 2]0 1

11 1)1 0
0 -1 0} -2 1

Wir erhalten also

(X eR¥>?| CX =Ey} = 2 -1 || o,B€eR

Wir haben
XC=Es& (XC)' =E] & C"X" = E.

Die Gleichungssystem C2 = (0,0,1)" ist unldsbar. Wir erhalten also
(X eR¥?| XC=E3} =10

und C' ist nicht invertierbar.
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Aufgabe H 20. Determinanten
Sei t € R ein Parameter. Gegeben seien die Matrix und die Vektoren

At: ) Ty = ]- 7yt: t y Rt — 2
1 0 0 1 ot 9 ;
t 11 ¢

(a) Berechnen Sie det(A;). Fiir welche Werte des Parameters ¢ ist A; invertierbar?

L6ésungshinweise hierzu:

Wir bringen A; auf Dreiecksgestalt. Hier muss dabei insbesondere auf das wechselnde
Vorzeichen geachtet werden. Als erstes vertauschen wir die erste und dritte Zeile:

10 ¢ 1 100 1
011 0 0110
det(A) =11 o o 1|= 1 0 ¢ 1
t 1 1 ¢t2 t 1 1 ¢t2

Danach addieren wir —1 mal die zweite Zeile zur vierten Zeile (Z; — Z5) und —1 mal
die erste Zeile zur dritten (Z3 — Z;):

100 1 100 1
0110 011 0
det(A)=—11 g 4y 1|= |0 0 ¢ 0
t 1 1 ¢2 t 00 ¢

Als letztes addieren wir —t mal die erste Zeile zur vierten (Z, — tZ;):

det(A;) = —

Die Determinante von A, ist also

det(A,) = —(t- (1* —t)) =t* — t°.
A, ist invertierbar wenn det(A;) # 0. Fiir t £ 0 und ¢ # 1 ist A; also invertierbar.
(b) Bestimmen Sie Rg(A;) in Abhangigkeit von t.

L6ésungshinweise hierzu:

Bei elementaren Zeilenumformungen andert sich der Rang einer Matrix nicht. Der Rang
von A; is also gleich dem Rang von
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(c)

(d)

100 1
011 0
0 0 ¢ 0
000 t*—t
Fir ¢ = 0 erhalten wir
1 001
0110
0000
0000
und Rg(Ap) = 2. Fiir £ = 1 bekommen wir
1 001
0110
0010
0000

und Rg(A;) = 3. Fiir andere Werten des Parameters ¢ sind ¢ und t*> —t ungleich Null
und Rg(A;) =4.

Seien die Spalten von A; bezeichnet mit vy, v9, v3 und vy. Sei B; die Matrix mit
den Spalten 2v,, 3vs, 4vs und vy, in dieser Reihenfolge. Bestimmen Sie det(B;).

Lésungshinweise hierzu: Die Reihenfolge vs, v3, v4 und v; bekommen wir durch
das dreifache Vertauschen von zwei Spalten:

V1 — Vg — V3 — Vg = Vg — V] — VU3 — Vg = Vg — VU3 — V] — Vg = Vg — V3 — Uy — V1.

Deswegen andert sich das Vorzeichen dreimal. Multipliziert man eine Spalte von A,
mit p, multipliziert sich auch die Determinante mit diesem Faktor. Fiir det(B;) gilt

det(B;) = (—1)*-2-3-4-det(A;) = —24 - (> — t3) = 24(+* — 7).

Fiir welche Werte des Parameters t ist das Volumen des von z;, y; und z; aufge-
spannten Spats gleich 127

L6ésungshinweise hierzu:
Das Volumen des aufgespannten Spats ist gleich |det(C})|, wobei

4 1 2t
c,=12 t 2
02 ¢t
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Fiir die Determinante gilt nach der Regel von Sarrus

det(Cy) = 4> + 0+ 8t — 0 — 16 — 2t = 4t> + 6t — 16.
Das Volumen des aufgespannten Spats ist gleich 12, wenn
|4t* + 6t — 16| = 12.
Das heiBt, wenn

42 + 6t — 16 = 12

oder
42 + 6t — 16 = —12.

Die erste Gleichung hat zwei Losungen:

42 +6t—16 = 12
42 +6t—28 = 0

3
t4+t—7 =0
+ 2
7
(4 )t -2) = 0
t=—1 und t = 2. Die zweite Gleichung hat auch zwei Lésungen:
42 4+6t—16 = —12

A2 +6t—4 = 0
3
t*+>t—1 =0

2
1
t=—-2und t = % Das Volumen des aufgespannten Spats ist also gleich 12 fiir
7 1
t=——, t=2 t=—-2 t=—.
2 2
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Aufgabe H 21. Basiswechsel, Kern, Bild
Wir betrachten die lineare Abbildung

0: R® 5 R?: (z,y,2) — (22, -2z + 3y + 32)"

N /o AR 0
und die Basen B : ) von RZund B: | 1], (1], [ —=1] von R3.
1 3 0 0 1

Sei E die Standardbasis von R2. Sei £ die Standardbasis von R3.

(a) Bestimmen Sie .
L6ésungshinweise hierzu:

Weil

ist

(b) Bestimmen Sie _id

El

B BldE, Eldé und BldE.

L6ésungshinweise hierzu:
pld, und -id; sind gegeben durch

10
. 2 0 .
1 3 0 0
Weil ,id, = (,id,)~" berechnen wir die Inverse von _id :

2 0110
1 3]0 1

Wir addieren —3 mal die erste Zeile zur zweiten Zeile (Z, — 57, ):

2
2 0] 10
03/~ 1)"

Danach multiplizieren wir die erste Zeile mit % und die zweite Zeile mit %:

(10%0)
1 1 -
0 1]-% 3
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p1d. ist also gegeben durch:

. 190
BldE: (_21 1]
6 3

Weil ~id, = (id;)~" berechenen wir die Inverse von - id:
10 0|1 0O
11 -1{0 1 0
00 1/0 01
Wir addieren —1 die erste Zeile zur zweiten Zeile (Zy — Zy):
10 0 100
01 -1}]-1120
00 1] 001

Danach addieren wir einmal die dritte Zeile zur zweiten Zeile (Zy + Z3):

_ o O

1
0
0

o = O

1
-1
0

o~ o
_— o

5 1d ist also gegeben durch:

—_

o
el

|

|

—_
O = O
— —_ O

(c) Bestimmen Sie ¢ ~.

L6ésungshinweise hierzu:
Wir nutzen Satz 3.10.11 und verwenden (a) und (b):

8¥Ys = BYE %5 595

(d) Bestimmen Sie Basen von Kern () und von Bild (¢).

L6ésungshinweise hierzu:
Der Kern von ¢ ist gegeben durch:
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L1 1 0
Kern (p) = | ER}| |2 | = (0)
3 3

Der Kern von ¢ ist also gegeben durch die Losungen des LGS

2 0010
-2 3 3|0 )°

Wir addieren einmal die erste Zeile zur zweiten Zeile (Zy + Z1):

Danach multiplizieren wir die erste Zeile mit % und die zweite Zeile mit %:

1 000
01 1(0)°

Die Losungsmenge des LGS ist

0
L -1
1
Der Kern von ¢ ist also gegeben durch:
0
Kern (p) = L -1
1
Eine Basis B fiir Kern (p) ist
0
B:| -1
1
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Das Bild von ¢ ist gegeben durch:

X1 I
Bild (¢) = ¢ ¢ | 22 Ty | €R?

z3 L3

ul
Sei u = € R*. Dann gilt fir v = | & | € R?:
U s
3
p(v) = u.

Das Bild von ¢ ist also gleich R2. Eine Basis B ist

5(0)- (1)

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Wintersemester 2016/17

8. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 22. Determinanten

1 2 141
Wir betrachten die Matrix A= | —1—1 i —1—i| € C3*3,
1 1 1

(a) Berechnen Sie det(Ay;), det(Ay,), det(A3) sowie det(A).

L6sungshinweise hierzu: Es gilt

~ 1 —1—1

det(Ay;) =i2 —1(=1 —1) =1

B 11—
Au:( i i i 1)

und damit gilt weiter

Ahnlicherweise haben wir

und .
det(Alg) =(-1-1)i—-(-1-1)i=0
sowie
~ —-1—-1 1
und

det(Ay3) = 1(—1 —1) —i® = —i.
Laut 3.13.4 (Entwicklungssatz) gilt dann

det(A) = i(=1)""det(Ay) + 2(=1)"*2det(Ay) + (1 +1)(—1)13 det(Ays)
i-1-i42-(=1)-0+(14+1)-1-(=i)

—1— (1+i)i

—1—i—(=1)

= —1

(b) Bestimmen Sie Rg A. Ist die lineare Abbildung v: C3 — C3: x — Ax surjektiv?

Lésungshinweise hierzu: In der Teilaufgabe (a) haben wir gesehen, dass det(A) # 0
ist. Deswegen gilt, laut 3.12.3, dass A invertierbar ist. Dann gilt weiter, laut 3.10.6,
dass Rang(A) = 3 ist, weil A € C3*3. Dann folgt laut 3.10.6 (sowie laut 3.8.18),
dass v: C3 — C3: o+ Ax surjektiv ist.
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(c)

(d)

Finden Sie alle © € C mit det(uA) = 1.

Losungshinweise hierzu: Laut 3.12.8 gilt det(uA) = p3det(A). Die Gleichung
det(uA) =1 ist deshalb dquivalent zu
pi(=i) =1,
das heiBt
—i
Weil |i| = 1 und arg(i) = § folgt es, dass die Gleichung genau drei Losungen hat,
namlich

(7r n 2]<:7r) L (7r n 2k7r)
=cos(= + — sin(— + —
Hi 6 3/ MG T3
fur k € {0,1,2}. Das heiBt
3 1
o = COS(%) + isin(%) = g + Ei’
D 5 3 1
py = cos(%) + isin(g) = —g + 51,
und 3 3
fo = cos(g) + isin(g) = —i.
Finden Sie ein Beispiel fiir eine Matrix B mit det(A+ B) = 0 und det(B) = det(A).
-1 =2 —1-1
L6ésungshinweise hierzu: Sei B= [ 1+1 —i 1+1i |, dasheiBt B ist die Matrix
i 1 i

die man aus A erhilt, wenn mann die erste und zweite Zeile mit —1 multipliziert. Dann
gilt laut 3.12.1, dass
det(B) = (—1)2 det(A) = det(A)

ist. AuBerdem sehen wir, dass

0
0
21

0 0
A+ B= 0 0
2

B

i
ist. Deswegen gilt (z.B. laut 3.12.1) wie erwiinscht, dass

0 0 0
det(A+B) = det {0 0 0O
20 2 2i
0-0 0-0 0-0
= det| O 0 0
20 2 21
0 0
0 0
2i

0
= 0-det 0
2

o

i
= 0.
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Aufgabe H 23. Schmidtsches Orthonormierungsverfahren
Gegeben seien die Matrizen

100 -1 -3 1 1 2 =30
220 -4 -10 4 1 0 -1 0
A= 311 -5 —10 5|~ B = -3 3 0 0
011 -2 -1 2 0 0 0 O

(a) Bestimmen Sie den Lésungsraum L (S) € R® des homogenen linearen Gleichungssy-
stems S : Ax = 0. Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis fiir £(5).

Loésungshinweise hierzu: Um die Losungsraum L(S) zu finden benutzen wir den
GauB-Algorithmus:

100 —1 =3 1]0
2 2 0 —4 —10 41/l0
[All0] = 311 =5 —10 50
001 1 -2 -1 20
10 0 -1 =3 1|07
Zo—271: 10 2 0 =2 —4 210
Z3—3Zy: 101 1 =2 =1 2/l0
|01 1 -2 —1 20 |
1 0 0 -1 =3 1]0]7
o> Z:: 10 11 =2 =1 210
020 —2 —4 2/0
|01 1 =2 =1 2//0 |
10 0 -1 =3 10
01 1 -2 —1 2 1|lo
Z3—27,: 10 0 =2 2 -2 =210
Zy—Zy: |00 0 0 0 00
1 0 0 -1 =3 1|0
011 -2 —1 2]0
—5-Z3: |0 01 -1 1 1}0
(000 0 0 0[0
1 0 0 -1 =3 1]07
Zo—Zs: |01 0 =1 =2 110
001 -1 1 1/0
(000 0 0 0[0
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Damit folgt aus 3.7.6, dass

(/1 3 —1\ )
1 2 ~1
1| |-1| [
1]'lo | ]o
0 1 0

L \0 0 1)

eine Basis fiir £(5) ist. Um eine Orthonormalbasis fiir £(.S) zu konstruieren benutzen
wir das Schmidtsche Orthonormierungsverfahren. Seien

1 3 -1
1 2 -1
1 -1 —1
bl - 1 7b2 - 0 7b3 - 0
0 1 0
0 0 1

Durchfiihrung des Schmidtschen Orthonormierungsverfahrens:

1
1
by 111
f1—|b1|—2 1
0
0
f2* = b2_<62‘f1>f1
3 3 1 1
2 2 1 1
! 111\, |1
- 0| 2011/2]1
1 0 0
0 0 0
3
2
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f5l = /22 + 124 (=22 + (—1)2+ 12 = V11

2
1
fo= I3 _ L -
PEARERVAVE Iy
1
0
f5 = by —(bslf1) f1 — (bs|f2) f2
—1 —1 1 1 —1 2 2
—1 —1 1 1 —1 1 1
oo N o [P/ N o [|vVEf-1]/ Vi1
0 0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0 0
—1 1 2
—1 1 1
-1 1 -2
= o [Tt -
0 0 1
1 0 0
—1 1 2
-1 1 1
—1 . 1 —2
=l | Tw ||
0 0 1
1 0 0
-3
-7
|
oM 29
4
44
] = VB2 (T2 + (—19)2 4292 + 42 + 442 /3212 /1-803 /803
o 44 44 44 22
-3 -3
7 —7
f—§—22-i -19] 1 —19
ST T V803 44| 29 | T ovmos | 29
4 4
44 44
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(b)

Also ist
(/1 2 -3\ )
1 1 -7
1 1 1 -2 1 —19
1|7V | -1 2808 | 29
0 1 4
L 0 0 44 /)

eine Orthonormalbasis fiir £(S).
Sei nun die Basis G : g1, g2, g3, g4 von R* gegeben mit
g1 =1(0,0,0,2)", g2 = (3,0,0,0)", g3 = (1,1,1,1)", gu = (1,1,-1,-1)".

Weisen Sie nach, dass ¢i, g3 eine Basis des Losungsraums L (7") des homogenen li-
nearen Gleichungssystems 1" : Bx = 0 ist. Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis
H : hy, ho, hs, hy fiir R* so, dass L (hy, hy) = L (T) ist.

L6ésungshinweise hierzu: Es gilt

1 2 -3 0 0 0
1 0o -10|fo] [o
-3 3 0 O 0] |o
0 0 0 0 2 0
und
1 2 =30 1 0
1 0 -1 0 Il 10
-3 3 0 O 1 (o
0 0 0 O 1 0
1 2
Also gilt L(g1,93) € L(T). Weil die Spaltenvektoren _13 und g linear un-
0 0
abhangig sind, und
-3 1 2
-1 _ (1| [0
0 -3 3
0 0 0

ist, gilt, dass der Spaltenrang von B 2 ist. Damit gilt laut 3.8.17 (Dimensionsformel),
dass dim £(7T") =4 — 2 = 2 ist. Deswegen muss

L(g1,93) = L(T)

sein, denn diese Vektorraume derselbe Dimension haben. Deswegen ist ¢, g3 eine Basis
fiur £(T). Wir wollen jetzt das Schmidtsche Orthonormierungsverfahren benutzen,
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um eine Otrhonormalbasis H: hi, hy, hs, hy fiir R* zu erhalten. Damit L(hy, ho) =
L(T) = L(g1,g3) gilt, umbenennen wir zuerst die Basisvektoren g1, g2, g3, ga:

U1 = g1,V2 = G3,V3 = g2,V4 = g4.

Jetzt fiihren wir das Schmidtsche Orthonormierungsverfahren beziiglich der Basis v, v, v3, v4
durch:

h; = ?}2—<U2|h1> 1

h
1 1 0 0
AR 0 0
I 1 0 0
1 1 1 1
1
|1
I
0
hy=V12+12+12 =13
1
o1 |1
2 " —F=
|h3) x/§é

3 3 0 0 3 1 1
~_|o] /1o 0 of /o]l 1]\ ]2
I 0 0 0 ol [v3l1] /3|1

0 0 1 1 0 0 0

3 0 1
1o 0 .1
= 1ol =% o] 5|1

0 1 0

2
[

-1
0
R3] =22+ (—1)2 + (-1)2 = V6
)
) h 1 [ -1
3: *:—
|h3| \/6 _01
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hz = ’U4—<U4|h1>h1

1 1 0 0 1 1 1
_ 1 1 0 0 1 e L1
1|\ [ -1 0 ol " \|=1||¥B|l1]/¥B]|1
-1 -1 1 1 -1 0 0

1 0 > 0
1 0 1 2
1 ol (1] ,[-1
ol R N A e
1 1 0 0
0
|1
i
0

) = /T IF = VB

0

3 h} 1 1
4 = * = —

|h4| \/5 -1

0

Laut 4.5.10 gilt dann, dass H: hq, ha, hs, hy eine Orthonormalbasis fiir R* ist, mit
L(hy, hy) = L(vy,v2) = L(g1,93) = L(T), wie erwiinscht.

Aufgabe H 24. Affine Abbildungen und Isometrien
Betrachten Sie die Abbildungen

1 01 1 1 2 2 -3
o RR=R:2—= 10 2 0o+ (1], e RR=R3: 2~ (2 12 2 o+ | 1
0 0 2 1 0 4 -1 -1
e V3 0 0 10 0
ag: RR =R 20—~ [v3 =1 0 |2+ |0], axx R*—=R3: 2~ [0 0 0 |z
2 0 0 -2 1 0 0 —1

(a) Welche dieser Abbildungen ist linear? Welche ist eine Isometrie? Welche ist eine Affi-
nitat, aber keine Isometrie? Welche ist ihre eigene Umkehrabbildung?

L6sungshinweise hierzu: H24

Wir schreiben «y,: x — Az + ¢, fir 1 £ k < 4, das heiBt die lineare Anteile der
affinen Abbildungen sind
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1 01 1 2 2 e V3 0 10 0
A=10 2 0],4,=1[2 12 2 ,,43:5 V3 =1 0 |,A:=10 0 0
00 2 0 4 -1 0 0 -2 00 -1
und die Translationsanteile sind
1 -3 0 0
th=1|1],ta = 1 |,t3=10],t4=10
1 —1 1 0

Fiir 1 <k < 3 haben wir dann, dass a;((0,0,0)") = t, # (0,0,0)", und deshalb sind
a1, oy und ag nicht linear. Dahingegen ist t, = (O,O,O)T, und a4 ist deswegen laut
3.8.4 linear.

Eine affine Abbildung ist genau dann eine Isometrie, wenn ihr linearer Anteil orthogonal
ist. Die Matrizen A;, Ay und Ay sind nicht orthogonal, z.B. weil die Spaltenvektoren

0 1 0
21, | 2] bzw. | 0| nicht normiert sind. Dahingegen gilt, dass
0 0 0
L1 V3 0N /1 VB0 L (200
A3A;:§ V3 -1 0 5 V3 -1 0 =70 4 0)=E;
0 0 =2 0O 0 =2 00 4

ist, und deswegen ist nur a3 eine Isometrie.

Eine affine Abbildung ist genau dann eine Affinitat, wenn ihr linearer Anteil regular ist.
Es gilt:
1 01
det(A;)=det |0 2 0] =1-2-2=4#0 (Lemma 3.12.4).
00 2

Laut 3.12.3 ist A; dann invertierbar, und deshalb regular laut 3.10.7, und daher ist oy
eine Affinitat. Weiter gilt:

1 2 2
det(A;) = det |2 12 2
0 4 -1
= 1-det (142 _21) — 2det (Z _21) (Entwicklung nach der ersten Spalte)
= (—12-8)—2(-2-78)

= 0.

Deswegen ist A, nicht invertierbar, und daher auch nicht regular, und damit ist as
keine Affinitat. Es gilt auch:

1 0 O
det(A4) =det |0 0 0 | =1-0-(—1)=0 (Lemma 3.12.4).
00 -1
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(b)

Damit ist «y auch keine Affinitat. Also ist nur oy eine Affinitat die keine Isometrie ist.
Weil nur a; und a3 Affinitaten sind, besitzen nur sie Umkehrabbildungen. Weil

0 1 10 1\ /1 1 3 0
(oa)([o)=as([1])=(0 2 o) [1|+[1]=(3]#][0
0 1 00 2/ \1 1 3 0

ist, ist a? # idgs, und daher ist a; nicht ihre eigene Umkehrabbildung. Laut 4.6.6 ist
die Umkehrabbildung zu a3 gegeben durch

-1, -1 -1

Weil A3 sowohl orthogonal als auch symmetrisch ist, gilt laut 4.5.6, dass A3' = A}
As ist. Weiter haben wir, dass

L[ L V30 0 0
At = 3 V3 -1 0 0l=1| 0 | =—t3
0o 0 -2/ \1 -1

ist, und deswegen gilt, dass
ozgl: T+ Asx + t3

ist. Also ist agl = a3, das heiBt, ag ist ihre eigene Umkehrabbildung.

Bestimmen Sie a; 0 as, a9 0, ozl_l sowie vy 0 (r3 0 iy O (v .

Losungshinweise hierzu: Laut 4.6.6 gilt

100 T +— AlAQ.CL' -+ (Altg + tl),

und weil
1 01 1 2 2 1 6 1
0 20 2 12 2 | =14 24 4
0 0 2 0 4 -1 0 8 2
ist, und
1 01 -3 -3
2 1L 1+(1)=1] 3
00 2 -1 -1
ist, gilt deswegen, dass
1 6 1 -3
aroag:xr— (4 24 4 Jz+ | 3
0 8 =2 -1

ist. Ahnlicherweise gilt, dass

Qg O(¥1: T +—> AQAlfL' + (Agtl + tg)
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ist, und weil
1 2 2 1 01 1 4 5
2 12 2 020]=1(2 24 6
0 4 -1 00 2 0 8 =2
ist, und
1 2 2 1 -3 2
2 12 2 1|+ 1 |=1[17
0 4 -1 1 -1 2
ist, gilt, dass
1 4 5 2
asoar:r— |2 24 6 |x+ |17
0 8 =2 2
ist.
Laut 4.6.6 ist die Umkehrabbildung zu «; gegeben durch
arli o Al — AT
Wir berechnen A;':
1 0 1][1 00
[A1]|[E5]=]10 2 0||0 1 0
|00 20 01
(10 1|1 0 0
$Zy: |0 1 0]|0 1/2 0
5:Z3: L0 0 1|0 0 1/2
Zyv—Z3: |10 0|1 0 —1/2
01 0|0 1/2 0
| 00 1[0 0 1/2
Deswegen ist
1 0 -1/2
At=10 1/2 0
0O 0 1/2
und weil
1 0 -=1/2 1 1/2
0 1/2 0 1l=11/2
0o 0 1/2 1 1/2
ist gilt, dass
1 0 -1/2 1/2
attrz— [0 12 0 J2z—[1/2
0o 0 1/2 1/2
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ist.

Um oy o a3 0 arg © v zu berechnen, benutzen wir 4.6.6 mehrmals. Wir haben schon
iy 0 ;7 bestimmt. Weil

e V3 0 1 4 5 14+2v3 44243 5+6V3
3 V3 =1 0 2 24 6 =3 —2+4++3 —24+4V3 —6+5V3
0 0 -2/ \0 8 =2 0 ~16 4

ist, und
e V3 0 2 0 24+ 173
3 V3 =1 0 17+ 10 =5 —17+2V3
0 0 -2 2 1 2
ist gilt, dass
1423 44243 5+6V3 . 2+ 17V3
azsomoa: x> =~ | =243 —244+4v3 —6+5V3|x+= | —-17+2V3
2 0 —16 4 2 )

ist. SchlieBlich sehen wir, dass weil

10 0 1+2v3 4+24V3  5+6V3 1 1+2v3 4+24v/3 5+6V3
00 0 3 —24++3 —24+4V3 —64+5V3 =3 0 0 0
00 —1 0 —16 4 0 16 —4
ist und

10 0 24173 0 2+ 17V3

00 0 3 —174+2v3 |+ |0 =5 0

00 —1 -2 0 2
ist gilt, dass

1423 44243 5463 L [(2+17V3
04400530(12004121'?—)5 0 0 0 T+ = 0
0 16 —4 2

ist.

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 25. Spiegelung und Koordinatentransformation

-1 0 0
Seien P = ( O), Q = (—1) und R = ( 0) Punkte in R3. Sei E die Ebene, die
0 0 -1

P, Q und R enthilt. Sei o : R® — R? die Spiegelung an der Ebene E.
(a) Zeigen Sie, dass F := (P; Pa, Pﬁ, Pa X Pﬁ) ein affines Koordinatensystem ist.

Losungshinweise hierzu: Es gilt

ereaer-(4)-(
perieecr-(§-(3)-()
()31

Sei F:= (f1 f2 fg) die Matrix mit Spalten fl, fg und f3. Die Vektoren f17f2,f3
sind eine basis von R? weil F invertierbar ist:

1 1 1
det F=det[ -1 0 1]=14+14+1=3#0.
0 -1 1

Es folgt also, dass F := (P; f1, f2, f3) ein affines Koordinatensystem des R? ist.

(b) Geben Sie eine Matrix B und einen Vektor s an mit .a(z) = B v + s fiir 2 € R®.
Lésungshinweise hierzu: Wir haben, dass a(P) = P, a(Q) = Q, «(R) = R und
a(P+ f3) = P — f5. Sei F die basis fi, fa, f3. Es folgt also, dass

0
a(P)= P = PP = (0)

F

0
1
F“(Q):FQ:ﬁ@:ﬁﬁ: (8);
0
]FOé(R):[FR:ﬁﬁZﬁfQZ <1>7

p(P+ f3) = 5 (P = f3) = (P = fs) = P)

0
ﬁ<_f3) = (_1)
0
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Wir suchen eine Matrix B und einen Vektor s an mit .a(x) = B 2 + s fir z € R®.

Wir haben also

]Fa(P) =B,P+s
0 0
:(0) :B(o)+s
0 0
0
=5 = (O)
0

Ahnlicherweise haben wir

Q) = BQ +s

RN
Ot

=-Die erste Spalte der Matrix B ist <

(R) =B R+s

()-+)-)
()0

=-Die zweite Spalte der Matrix B ist (
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FQ(P + f3) = BIF(P + f3) + s

0 0
:( O>:Bﬁ((P+f3)—P)+<O)
-1 0

0

—1

0 0
:( O):B(O)

—1 1

0
=-Die dritte Spalte der Matrix B ist ( 0).
-1

1 0 0 0
B=|(01 0 unds-(O).
00 —1 0

(c) Bestimmen Sie . und k.

Losungshinweise hierzu: Sei F'= (f; fs f3) die Matrix mit Spalten f;, fo und
fs. Wir haben _r (2) = Fx + P und k. (v) = F'la — F7'P, 2 € R®. Also

1 1 1 —1
EH]F(x):quLP: -1 0 1 :E—I—( O).
0 -1 1 0

Wir starten mit [F'||Es], um F~!' zu bestimmen.

1 1{1 0 0
-1 0 1}0 1 0
10 0 1

1 1T 111 00
01 2)1 10
00 3|1 11
B 2 _1 _ 17
o 10|l O3
O I
L0 01l 5 3
B 1 2 1
I

Pl
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Wir erhalten also

1 _2 1
-1 P 3
i1
3 3 3
und
12 1 _q _%
-1 TP 3
11 1 0 _1
3 3 3 3
Es gilt
L _2 1 1
3 3
k(z)=F o —F 1P = R T+ 1
. bt
3 3 3 3

(d) Berechnen Sie unter Verwendung von (b) und (c) eine Matrix A und einen Vektor ¢
mit a(z) = Az +t fir z € R3.

Losungshinweise hierzu: Wir haben
a(r) = pa(z) = pkp(po(r)) = ki (Bpr +s) = F(Byr +s) + P
= FByx+ Fs+ P = FBpr,(,z) + Fs+ P
=FB(F ' x—F'P)+Fs+P=FBF ' x—FBF 'P+Fs+P
= FBF 'z +(~FBF 'P+ Fs+ P).

Wir erhalten also a(z) = Az +t, mit

1 1 1\ /10 0 s -3 3
A=FBF'=|-1 0 1](0 1 0 3 3 —3
0 -11/\00 -1/ \3 3 3
12 2
3 3 3
_ |2 17 2
I R
3 3 3
und
t=—-FBF 'P+Fs+P=—FBF'P+P
1 2 2 2
A AN A A T A o
I BT 0 0 _3
3 3 3 3

Aufgabe H 26. Drehung
Sei v € RT ein Parameter. Seien

1 3—1—» 1
C,oi=--1 3—), t=[1].
Ny v 2 -1

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 71




9. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(a) Sei a: R® — R3: x — Cjz+t. Bestimmen Sie die Fixpunktmenge {x € R?| a(z) = x}.
Losungshinweise hierzu:
Die Fixpunktmenge ist gleich die Lésungsmenge des LGS

(Cl — Eg)l’ = —t.
Das LGS ist gegeben durch

|
W [ s s [ =
|
A s =
|
DO [ [ [ =
I
—_ = =

Wir [6sen das LGS unter Verwendung des GauB-Algorithmus. Wir addieren —1 mal
die erste Zeile zur zweiten Zeile (Zy — Z;) und 1 mal die erste Zeile zur dritten Zeile

(Zg —I— Zl)i
b
0O 0 0] O
0 0 =3, 0
Die Fixpunktmenge ist also gleich
4 -1
0] +L 1
0 0

(b) Bestimmen Sie vy € RT so, dass C,, eigentlich orthogonal ist.

L6ésungshinweise hierzu:
C,, ist eigentlich orthogonal wenn

detC,, =1
und C,, orthogonal ist. Fiir die Determinante gilt nach der Regel von Sarrus:

1
det C,, = a(18+7§+7§+37§+37§ —2) =

Wir l6ssen die quadratische Gleichung:

+

|3,
H}I =

% 1

<tg =1
% 3
F
% = 6

Yo = +/6.
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Ein mdgliche Werte von 7, ist v/6. C /g ist eine Orthogonalmatrix weil:

(- EIED- (I

4 4
Fiir v = /6 ist C,, also eigentlich orthogonal.
(c) Bestimmen Sie die Drehwinkel und die Drehachse von 6: R? — R?*: 2 — C. .

|
%l% | [IN[oV]
|
%l%»&lw |

aies |

|§ e L

N |
~[SelS

MIH»& -
S-S

Loésungshinweise hierzu:
Unter Verwundung von Anwendung 4.6.20 berechnen wir den Drehwinkel von §:

SpC,, =2 cos(a) + 1.

Weil Sp C,, = 2 lossen wir die Gleichung
2 =2 cos(a) +1
und bestimmen den Drehwinkel o:
cos(a) =

o =

T I

Der Drehwinkel « ist also gleich Z.

Die Drehachse von ¢ bestimmen wir durch Lésen der Fixpunktgleichung C z = .
Dies fiihrt auf das homogene LGS

(Cfm - Eg)l' =0.
Das LGS ist gegeben durch
il
_1 1 Ve
1 1 4
V6 V6 1
i 1 2

Wir 16sen das LGS unter Verwendung des GauB-Algorithmus. Wir addieren —1 mal die
erste Zeile zur zweiten Zeile (Zy — Z;) und v/6 mal die erste Zeile zur dritten Zeile

(Z3+\/EZ1)Z
-3 -1 -0
0 0 00
0 0 -210
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Die Drehachse ist also gleich

—1
L 1
Aufgabe H 27. Koordinatentransformation
1 1
1 1 75 +1 75 +1
SeiP=| 0|, Gi=|11],Gy= 0 und G5 = 0 Punkte in R3.
1 1 -1 —55 1

s
(a) Ist G = (P; PG4, PGy, PG3) ein kartesisches Koordinatensystem?

L6ésungshinweise hierzu:

G ist gegeben durch:

D (0 () ([
G=|((o]|:(1], [0]). [ O
1 1
-1\ \B/ \~%
Weil
— | —> — | —> — | —
<PG1‘PG2>—O, <PG1‘PG3>—0, <PG2‘PG3>:O
und

|PGy| = |PGy| = | PGy| = 1

ist B: Pa, P@, Pﬁz eine ONB. G ist also ein karthesisches Koordinatensystem.

(b) Sei E das Standardkoordinatensystem fiir R®. Bestimmen Sie gl und K.

L6ésungshinweise hierzu:

Wir bilden die Matrix G, deren Spalten die (Standardkoordinaten der) Elemente der
neuen Basis sind. Dann gilt:

ke(v) = Gu+ P

E
chpv) = G '(v—P).
Die Matrix G ist gleich
1 1
V5
1 0 O
1
07—
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gl Ist also gleich

Fir k. berechnen wir G~ unter Verwendung des GauB-Algorithmus:

G
1 1
0 7 7 1 00
1 0 0/0 1 0
1 1
vz w00l
Wir tauschen die erste und zweite Zeilen:
1 0 0/0 1 0
1 1
0 ?5 ?5 10
0 5 5 0 01

Wir addieren —1 mal die zweite Zeile zur dritten Zeile (Z3 — Z5):

1 0 0] 010
1 1

0% @ 100

0 0 —/2|-1 0 1

Wir multiplizieren die zweite Zeile mit V2 und die dritte Zeile mit _\/Li:

100 01 0
01 1[v2 0 0

1 1
0014 0 -%

Wir addieren —1 die dritte Zeile zur zweiten Zeile (Zy — Z3):

10 0] 01 0
1 1
010 ?5 0 ?5
0 01 % 0 ~7%
G~ ist also gleich
0 1 O
1 0 L
V2 V2
L 0 L
V2 V2
cFg Ist gleich
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0 1 O 1
1 1
chip(v) = e 0 v v—10
w07 -
-1 3
(c) Seien @ und R Punkte mit .Q=| 2 | und . R= | -2
Bestimmen Sie @ und _R. -1
L6ésungshinweise hierzu:
Wir berechnen GQ unter Verwendung von _kp:
0 1 O 1
1 1
GKIE(]EQ> = ?ﬁ 0 721 ]EQ_ 0
w07 -
0 1 O -1 1
1 1
= 7z 0 7z 2 — 0
0 -+ 1 -1
V2 V2
0 1 O -9
1 1
2
= 0
_2\/5

Wir berechnen R unter Verwendung von .k :

Vi V2
(R = af_i?GR+<BJ
ViV
1 1
0% ) (3 L
= (10 o)f-2]+(o0
1 1 _ _
0L -1 1 1
3
2 1
= [ 3 ]+{o0
1
o -1
—5 +1
= 3
1
_75_1
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2 11 1
(d) Sei a: R® = R*: w+— [0 1 2| x4 |2]. Bestimmen Sie ja = K oao0 K.
013 1
L6ésungshinweise hierzu:
Sei
2 11
A=1(01 2], t:=
013
Wir schreiben
a:R¥ 5 R3: 2 — Az +t.
Die Abbildung « wird beziiglich G beschrieben durch
GaG:R3—>R3:$r—>A':U+t',
wobei
A = GT'AG
t = G (AP - P +1).
Wir erhalten fiir A’:
A = G'AG
1 1
(1) é (1) 2 11 075
= 7z 7z 01 2 1 0 0
Lo -L/)\o13/\0% -5
V2 V2 V2 V2
1 V2 —V2
= |v2 3 -1
0 O 2
Wir erhalten fiir ¢:
t = G AP —-P+1t)
0 1 0 2 11 1 1 1
= |5 0 5 01 2 0]—-(0]+1]2
1 1
% 0 -7 013 -1 -1 1
0 1 0 1
1 1
1 0 -1 -1
V2 V2
0
= 0
V2
Online-Aufgabe.
Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 28. Koordinatentransformation
Wir betrachten das Standardkoordinatensystem E von R* sowie die Koordinatensysteme

1 4 0 1 0 1 0 0 4 1
2 0 -1 0 0 2 -1 0 0 0
F= O’ 1o’ o]’ t-1110 G = O1’1to 171017101 —-1
1 0 0 0 i -1 0 % 0 0

(a) Stellen Sie die Koordinatentransformationen P -

L6ésungshinweise hierzu: Wir bilden zuerst die Matrizen

und oFE auf.

4 0 1 0 0 04 1
0 —1 0 100 0
F=1g o -1 0] W G=1¢y o0 _1
00 0 1% 0 o0 0
und setzen
1 1
9 9
P—O undQ—O
1 ~1

Dann gilt laut 4.7.6, dass
_ o1
gfg(v) =Fv+P und Lk (v)=F (v—P)

ist, und, dass
she(v)=Guv+Q und Kk (v)= G tv-Q)
ist. Wir berechnen deswegen F'~! und G~!:

4 0 1 0f1000
0 -1 00 10 0
FIES=10 o —1 0o 01 0
(00 0 1[0 00 1]
Ziv+Zs:[4 0 0 0101 0]
0 -1 0 0]|0 100
00 -1 0]00 10
00 0 3/0 00 1]
++Z:[1 0007 0 3 0]
(-1):Z,: {01000 -1 0 0
(-1):Z3: {00 1 00 0 —-10
4-Zy: [0 00 1[0 0 0 4
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co o - co —H O o— oo o— oo o< oo
oo —H O oo o - co o - oo~ - —
001_4_
o— oo — o oo — o oo — o oo
—
— o000 oOoO—HOoOOo OO —HO oo —HOo | @ <@ ©
i i — i
—o o o—of oo = oo o e oFe
co o -
o oo o<t oo oo < o oo <o
oo —H O
C o oY O O YO oo O oo O
o—H oo
o T oo T oo o T oo o T oo o
_ _ _ | — o o O
L | L L L 1
Il .. .. .. Z4
N N = el N m
< N N N NN NN
=2 1 g 0 P
o N — —
™~ — ae) N _ _
NN N L L

Damit haben wir:

oS O O A

i \J
10_0
~
— AN O
1 (
[a] _00
_
<t O O O S
-~
H SO O <
IS
.. —
[ 1_40_0
Ny
=
—
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0 0 4 1 1
-1 0 0 0 2
gV 0 00 —1 v+ 0
0 20 0 ~1
0 -1 0 0 1 0 -1 0 0 2
KU'_)OOO4U_2:OOO4U+4
G"E 0 10 0 0 10 -2
0 0 —-10 -1 0 0 —-10 0
(b) Bestimmen Sie _r . Ist .r eine Isometrie?
:j.ﬁsungshinweise hierzu: Laut 4.7.9 gilt |k, = K, o K, und deswegen haben wir,
ass
He(v) = Ry (Gu+Q)
= FY{Gv+Q-P)
= F'Gv+F Q- P)
10 100 0 04 1 10 100 0
10 =1 0 O -1 0 0 0 0O -1 0 0 0
“lo o —10of|lo 00 -1|"T{o 0o —10]|o0
0 0 0 4 0 10 0 0 0 0 4/ \-2
0010 0
11000 0
“looo 1" o
01 00 -8
Weil .
0010 0010
1 000 1 000 _ 5
0o0o01[/{o0o0 1] ™
0100 01 00
0010
T . 1 00 0 : :
ist, ist die Matrix 000 1 orthogonal, und deswegen ist .. laut 4.6.4 eine
01 00

Isometrie.

(c) Bestimmen Sie ki o (gy) " 0 phiy -

L6ésungshinweise hierzu: Laut 4.7.9 haben wir, dass
-1 _ _ _
6 © (ghg) " O phg = ghg © gy © gl = gp O phig = ghg:
ist. Die Koordinatentransformation zwischen eine Basis und sich selbst ist offensichtlich
die Identitatstransformation, und deswegen gilt, dass

_1 o .
ohg © (F/{E) 0 pKg = ghgi Vv

ist.
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Aufgabe H 29. Geometrische und algebraische Vielfachheit

Gegeben seien die komplexen Matrizen

A

3 2 1 8 4 0 -1 1 3 000
o320 -l 3 11 a_| 0o 300
1003 0] P 4—-10 =141 1] P [3-=101i 0

000 i o 0 0 3 0 0 0 3

(a) Sei v:=(1,1,4—1i,0)". Fiir welche j € {1,2,3} ist v ein Eigenvektor von A;?

Losungshinweise hierzu: Wir berechnen A; fiir j € {1,2,3}:

3 2 1 8 1 6+ 4i
Ay = 03 20 1 _ 11 — 21
00 30 4—1 12 — 31
00 0 1 0 0
4 0 -1 1 1 1
Agv = 1 3 -1 1 1 _ 1
4—1 0 —-1+4+1 1 4 —1 14 4i
0 O 0 3 0 0
3 000 1 3
o [0 B0l ) s
3—1 0 1 0 4—1 4+ 31
0O 0 0 3 0 0

Wenn v ein Eigenvektor von A; mit Eigenwert A; ist, muss es gelten, dass
Aj’U = >\j1) =

Es folgt daher, dass weil weder

(1. und 2. Koordinaten)

A =6+4
A =11-2i

noch

pr—
3 =3 . _ (1. und 3. Koordinaten)
A3(4—1) =4+ 3i

eine Losung hat, ist v kein Eigenvektor von A; oder Ajz.
Dahingegen gilt, dass Asv = iv, und deshalb ist v ein Eigenvektor von A,.

WWW.
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(b) Stellen Sie die charakteristischen Polynome x4;()\) auf, und bestimmen Sie die alge-
braische und die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte von A; fiir j € {1,2,3}.
Hat C* eine Basis aus Eigenvektoren fiir A;? Wenn ja, geben Sie eine solche Basis
an.

L6ésungshinweise hierzu: Wir berechnen

X Aq ()\) = det(Al — )\E4)

3-) 2 i 8
0 3—X 2 0
= det] 0 3—-XA 0
0 0 0 i—2A\

= (3—X)3(G1—A) (3.12.4 Dreiecksmatrizen)

XA2<>\) = det(AQ—)\E4)

4—X 0 -1 1
1 3—=2) -1 1
= detl 0 C1giea 1
0 0 0 3—\
4—\ -1 1
= (=1)*2@B-Ndet [ 4—i —1+i-X 1 (Entw. 2. Spalte)
0 0 3—\
= (=1)*3(3 = X)?det i_? —14:11—)\ (Entw. 3. Zeile)
= B=A[E=N(=1+i=A) = (=14 —N)]
= (3=N2\2 = (3+1)A+3i
= (B3=AB=N(I-X)
= (B-A°31-N)

R I T T R T W

0 0 0 3—A
= (B3=X2*1—=XN)(B—X) (3.12.4 Dreiecksmatrizen)
= B3=A’(1-2X)

Also sehen wir, dass

Xar(A) = X2 (A) = xa,(A) = (3= A)*(i— )

ist. Deswegen sind 3 und i die Eigenwerte von A; fiir alle j € {1,2,3}, und weiterhin
gilt, dass
e3s=3 und e =1 (algebraische Vielfachheit)

fir alle j € {1,2,3}. Um die geometrische Vielfachheit der Eigenwerten von A; zu
bestimmen, fiihren wir Rangberechnungen durch:
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3—1 2 1 8
. 0O 3-1 2 0
Rg(A1—1E4) :Rg 0 0 3.3 0 =3
0 0 0 0
0 2 1 8
00 2 0
000 i-3
0 2 i 8
00 2 0
- Re 1o o0 i-3|"?
Zg<—>Z4Z 00 0 0

Laut 3.8.17 (Dimensionsformel) gilt damit fiir A;, dass

di:

und, dass

dim V(i)
dim Kern(A; — iE}y)

4-3
1
dim V' (3)

dim Kern(A; — 3E})
4-3
1.

Das Verfahren fiir Ay und Az ist derselbe:
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4—1 0 -1 1

. 1 3—1 —1 1

0 0 0 3-1

1 3—i -1 1
Dy Zot [y 01 11
= Re 1,y o -1 1
0 0 0 3—i
. 1 3-i -1 1
B ZQ_(4_1)Zng' 0 1147 3—i i—3
- . 0 —1147 3—i i—3
Zg—(4—1)Zli 0 0 O 3_1
1 3-i -1 1
B e |0 —11+7 3—i i-3
I 0 0
37720 \0 0 0 3-—i
1 3—-i -1 1
B 0 —1147 3—i i—-3]|
- Re | 0 0 3-i| =3
Zg<—>Z4Z 0 0 0 0
1 0 -1 1
1 0 -1 1
Reg(A2 —3E) =Rg |, o 4. 1
0O 0 0 0
10 -1 1
N 0
. 00 0 —3+i
Zg—(4—l>Z13 0 0 0 O
10 -1 1
_ o L i
00 0 0
ZQHZgZ 00 0 0
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Laut 3.8.17 (Dimensionsformel) gilt damit fiir A, dass

und, dass

SchlieBlich zum Fall j = 3:

dim V(i)

dim Kern(Ay —iEy)
4—-3

1

dim V' (3)

dim Kern(Ay — 3E})

4 —2
2.

3—1 0 0

0 3-10

0 0

0 0 0
3—1 0 0
0 3-10
0 0 O
0 0 O
3—1 0 0
0 3-10
0 0 O
0 0 O
0 0 0
0 0 0

0 —3+1
0 0 0

Laut 3.8.17 (Dimensionsformel) gilt damit fiir A3, dass

dim V(i)

dim Kern(A3 — iE}y)
4-3

1

of =1

0
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und, dass
d3 = dimV(3)
dim Kern(A3 — 3Ey)
4—1
= 3.

Fiir A, gilt, dass

di+d3=1+1=2<4=dimC*
ist, und deswegen hat C* keine Basis aus Eigenvektoren fiir A;.
Fiir Ay gilt, dass

di+d;=14+2=3<4=dimC*
ist, und deswegen hat C* keine Basis aus Eigenvektoren fiir A,.
Fiir Az gilt, dass

di+d3=1+3=4=dimC*

ist, und deswegen kann es sein, dass C* eine Basis aus Eigenvektoren fiir A3 hat (laut
5.3.5 muss C* eine solche Basis haben, aber das war bei der Zeit des Ubungsblatts
noch nicht in der Vorlesung erwahnt geworden). Um eine solche Basis zu bestimmen,
berechnen wir die zu den Eigenwerten 3 und i entsprechende Eigenrdaume:

3—1 0 0 O 0
) 0 3—-10 O 0
[A3_1E4||0] - 0 0 0 0 0
|0 0 0 3—-1)0 |
[3—1 0 0 0 [[0]
0 3—-1 0 O 0
s — L1 0 0 0 3—-ill0
| 0 0O 0 o0 0
Deswegen gilt, dass
0
0
1
0

eine Basis fiir V (i) ist.
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0 0 0 010
0 0 0 010
As =3EOI=1 35 o _341 oflo
. 0 0 0 010 |
Zy <y Zs: [3—i 0 =341 00
0 0 0 010
0 0 0 010
. 0 0 0 010 |
=—-Z:[10 =10]0
00 0 00
00 0 00
|00 0 00
Deswegen gilt, dass
0 1 0
1 0 0
Of’11]10
0 0 1
eine Basis fiir V/(3) ist. Weil
0 0 1 0
0 1 0 0
L1’{ol’ 11’10
0 0 0 1
linear unabhingig ist, ist es eine Basis fiir C*, und deswegen hat C* eine Basis aus

Eigenvektoren fiir As.
(c) Gilt det(Ay) = det(A3)? Ist Ay zu Aj konjugiert?

L6sungshinweise hierzu: Laut 5.2.3.1 ist die Determinante einer Matrix das Produkt
aller Eigenwerte (dabei sind die Eigenwerte jeweils mit den entsprechenden Vielfach-
heiten zu nehmen). Weil y4,(\) = xa5(\) folgt deswegen, dass det Ay = det A3 ist.
Laut 5.2.2.6 gilt allerdings, dass wenn zwei Matrizen A und B konjugiert sind, dann
gibt es genau dann eine Basis aus Eigenvektoren von A, wenn es eine Basis aus Ei-
genvektoren von B gibt. Im Teilaufgabe (b) haben wir gesehen, dass es eine Basis aus
Eigenvektoren von Az gibt, wahrend es keine Basis aus Eigenvektoren von A, gibt.
Deswegen sind A; und Ajz nicht konjugiert.

Aufgabe H 30. Parameterabhingiges charakteristisches Polynom
t—1 1 t
Sei t € R ein Parameter. Wir betrachten die Matrix B, = 0 t -1
0 —t*+1 t
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(a)

(b)

(c)

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von B;.

L6ésungshinweise hierzu: Es gilt

xB,(\) = det(B; — \E3)

t—1— M\ 1 t
= det 0 t— A —1
0 —t24+1 t—\

o= nde (a0 T
(= 1= N[t = NP = (~1)(— + 1)
= (t—1=N[ =2+ N —>+1]

(= 1— N2 —2M 1],

(Entw. 1. Spalte)

Geben Sie ein solches ¢t € R an, dass B; drei verschiedene reelle Eigenwerte hat.
Losungshinweise hierzu: Wir sehen, dass
NN+ 1=0 <= A=t+ V2 1.
Deswegen gilt, dass die Nullstellen von xp,()\), das heiBt die Eigenwerte von B,
M=t—1, d=t+VE2—1 und Ng=t—V2-1
sind. Fiir t = 2 sind die Eigenwerte
M=1, M=24+V3 und N=2-V3

von Bs deswegen alle verschiedene.

Geben Sie ein solches t € R an, dass B; genau zwei verschiedene Eigenwerte hat, und
berechnen Sie die jeweiligen Eigenraume in C3.

Losungshinweise hierzu: Fiir £ = 1 sind die Eigenwerte von B,
)\1 = 0 und )\2 )\3 = 1

das heiBt B; hat genau zwei verschiedene Eigenwerte. Wir berechnen die jeweiligen
Eigenriume in C3:

01 110
[Bi —0-Esll0]=| 0 1 =10
|0 10 |
[0 1 1 0]
ZQ—le 0 0 =210
|00 110
Zl—Zgl _0 1 00
Zy+2Z5: 10 0 010
|00 10
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Deswegen gilt, dass
1

0
0

eine Basis fiir den Eigenraum V(0) ist. Weiter gilt:

-1 1 1160
[By —1-Es|l0]=| 0 0 —1/0
| 0 0 0 |0 ]
Z1 —+ ZQI [ -1 1 0 0 i
0 0 —1/0
| 0 0 0 |0 ]
(-1)-Zy: [1 =1 00
(1) Zy 0 0 10
100 00
Deswegen gilt, dass
1
1
0

eine Basis fiir den Eigenraum V(1) ist.

(d) Fiir welche t € R hat B; mindestens einen nicht-reellen Eigenwert?

L6sungshinweise hierzu: Weil ¢t € R, und die Eigenwerte von B,
)\lzt—]., )\2:t+vt2—1 und Agzt—\/t2—1

sind, hat B; genau dann mindestens einen nicht-reellen Eigenwert, wenn t> — 1 < 0
ist. Das heiBt, dass B; genau dann mindestens einen nicht-reellen Eigenwert, wenn
—1<t<1ist.

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31. Orthogonales Diagonalisieren

Sei
1 -3 2 -1
-3 9 —6 3
A= 2 —6 4 -2
—1 3 =2 1

(a) Bestimmen Sie den Rang von A.

L6ésungshinweise hierzu:

Wir bestimmen die Spalten von Matrix A mit vy, vy, v und v,. Weil

vy = —3-vy,
vy = 2-vy,
vy = —1-vy,

ist der Spaltenrang von A (Maximalzahl linear unabhangiger Spalten) gleich 1. Der
Rang von A ist also 1.

(b) Bestimmen Sie die Determinante und die Spur von A.

Loésungshinweise hierzu:

Der Rang von A ist kleiner als 4. Nach Lemma 3.12.2 ist det A = 0. Die Spur von A
ist die Summe der Hauptdiagonalelemente. Die Spur von Matrix A ist also gleich 15.

(c) Berechnen Sie die Eigenwerte von A.
Berechnen Sie ihre geometrische und algebraische Vielfachheiten.

L6ésungshinweise hierzu:

A ist eine symmetrische reelle Matrix. Die geometrische und algebraische Vielfachhei-
ten stimmen also iiberein. Weil Rg A = 1, ist 0 ein Eigenwert von A mit geometrischer
(und algebraischer) Vielfachheit 3. Matrix A ist eine 4 x 4 Matrix: Es gibt also noch
einen Eigenwert mit geometrischer (und algebraischer) Vielfachheit 1. Die Spur von
Matrix A ist gleich der Summe der Eigenwerte. 15 ist also ein Eigenwert mit geome-
trischer (und algebraischer) Vielfachheit 1.

/\1:0, 60:3, d0:3 )\2:15, 615:1,d15:1.
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(d) Bestimmen Sie eine Orthogonalmatrix 7" und eine Diagonalmatrix D mit T-'DT = A.

L6ésungshinweise hierzu:

Die Matrix A ist symmetrisch und also orthogonal diagonalisierbar. Der Eigenraum
zum EW 15 ist gleich dem Lésungsraum des homogenen LGS.

—-14 -3 2 -1
-3 -6 -6 3
2 -6 —-11 =2
-1 3 -2 -14

Wir tauschen die erste und vierte Zeile.

-1 3 -2 -14
-3 -6 -6 3
2 -6 —-11 =2
—-14 -3 2 -1

Wir addieren —3 mal die erste Zeile zur zweiten Zeile (Z2—3Z;), 2 mal die erste Zeile
zur dritten Zeile (Z3+2Z;) und —14 mal die erste Zeile zur vierten Zeile (Z,—147;).

-1 3 -2 -4
0 —-15 0 45
0 0 —-15 =30
0 —45 30 195

Wir multiplizieren die erste Zeile mit —1, die zweite Zeile mit —%, die dritte Zeile
mit —-- und die vierte Zeile mit — -t

15 15"
1 -3 2 14
0o 1 0 =3
0 0 1 2
0 3 -2 —-13

Wir addieren —3 mal die zweite Zeile zur vierten Zeile (Z, — 3Z5).

1 -3 2 14
0O 1 0 =3
o 0 1 2
0o 0 -2 —4

Wir addieren 2 mal die dritte Zeile zur vierten Zeile.

1 -3 2 14
0 10 -3
0 01 2
0 00 O
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Der Eigenraum zum EW 15 ist also

Der Eigenraum zum EW 0 ist gleich dem Lésungsraum des homogenen LGS

1 -3 2 -1
-3 9 -6 3
2 -6 4 -2
-1 3 =2 1

Wir addieren 3 mal die erste Zeile zur zweiten Zeile (Z2+37;), —2 mal die erste Zeile
zur dritten Zeile (Z3 — 2Z;) und 1 mal die erste Zeile zur vierten Zeile (Z, + Z1).

1 -3 2 -1
0 0 0 0
0 00 0
0 00 0
Der Eigenraum zum EW 0 ist also
3 -2 1
1 0 0
L o1’ 11’160
0 0 1
Ein Orthonormalsystem gewinnen wir mit dem Schmidtschen Orthonormierungsverfah-
ren:
1
N 0
fl = O
1
-2 1 -1
« |10 2(01 O
E=11]%3lo| |1
0 1 1
3 1 -1 :
o 1 _ § 0 B —_3 01 1
3710 210 3 1| 1
0 1 1 -3
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Nach Normierung erhalten wir:

1 —1 1
1 0 1 0 1 2
fl_\/§ O 7f2_\/§ 1 7f3_\/m 2
1 1 —1
Wir schreiben D = S~'AS, wobei
4 1 1 =1
V2 V3 \/21*0 \/31*5 000 O
s=| o L@ E | p=|000
R 000 15
V2 V3 Vio Vi
Dann gilt
A=SDS™!.

Die Orthogonalmatrix T ist also gleich S~'(= S7):

1 1

z Y 0 5
Ty LT
T = \1/§2§/§3/1§
VD VIO VI VP

V5 Vi Vis VB

Aufgabe H 32. Eigenwerte, Definitheit
Sei a € R ein Parameter. Sei A, = (2 3> )
a 0
(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A in Abhingigkeit von «.

Loésungshinweise hierzu:
Die Eigenwerte von Matrix A sind die Nullpunkte des charakteristischen Polynoms

XA) = =A2-)) —3a.
A2 —2)\ — 3a
Wir bekommen:

)\1:1+\/1+30é, )\2:1—\/1+3(X.
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(b) Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte in
Abhangigkeit von «.

Loésungshinweise hierzu:

Fir o # —% ist A7 # A9 und die algebraische und geometrische Vielfachheit beider
Eigenwerte gleich 1.

Fir a = —% gillt Ay = Ay = 1. Die algebraische Vielfachheit ist also 2. In diesem Fall
ist der Eigenraum gleich dem Losungsraum des homogenen LGS

(1)

Wir addieren % mal die erste Zeile zur zweiten Zeile (Z, + %Zl)
1 3
0 0/
-3
(7))

Die geometrische Vielfachheit ist in diesem Fall also 1.

Der Eigenraum ist also gleich

(c) Fiir welche Werte des Parameters « ist v = (i’) ein Eigenvektor von A?

Lésungshinweise hierzu:
v ist ein Eigenvektor von der Matrix A, wenn gilt:

Av = .

= (00 ()= (i)

ist A = 3 der einzige mogliche Eigenwert. 3« ist also gleich 3. v ist ein Eigenvektor
von der Matrix A fir a = 1.

Weil

(d) Ist die quadratische Form g4,: R? — R: z — z'Asz positiv definit, negativ definit
oder indefinit? Geben Sie einen Vektor y € R? an mit g4,(y) < 0.

L6ésungshinweise hierzu:
Die Eigenwerte von Ajz sind gleich 1 4 4/10 > 0 und 1 — /10 < 0. Die Quadrik ist

also indefinit. Fiir y = (_11) gilt

o= () G () -
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Aufgabe H 33. Quadriken, Typ einer Quadrik

(a) Sei a € R ein Parameter. Bestimmen Sie fiir die Quadrik
Qo : 22 — 202 + ax? + da129 + 2v521 + VB +a =0

die Matrixbeschreibung, die erweiterte Matrix und den Typ in Abhangigkeit von «.
(b) Sei Q = {r €R3| 22 — 222+ 22+ 1=0}. Zeichnen Sie die Schnitte von @ mit
den Koordinatenebenen FEy3 @ 2y = 0, Eij3 : 22 = 0 und E15 @ 23 = 0 in ein
dreidimensionales Koordinatensystem ein.
(c) Sei Q' = {x € R¥| 27 — 222 = 0}. Zeichnen Sie die Schnitte von @’ mit den Koor-
dinatenebenen Ey3:x; =0, Ey13:29 =0 und Ey5: 23 =0 in ein dreidimensionales
Koordinatensystem ein.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Man liest ab

0 « 0
sowie
a V5 2V5 0
4o — Vi 1 2 0
ew 25 2 —2 0
0 0 0 «
Es ist
1 2 0 1 2 0
3 f 0
ReA®=Rg |2 -2 0| =Rg [0 —6 0 :{ ora#
0 0 « 0 0 « 2 fora=0
und weiter
a V5 25 0 S o5 1 2 0
NG| 2 0 Vi 1 2 0 V5 1 2 0
&lavs 2 -2 o0 1avs 2 —2 0 51 0 0 =6 0
0 0 0 « 0 0 0 « 0 0 0 «
Also haben wir
3 fora=0
RgAS =43 fora=5
4 for sonst

und es ergeben sich damit die Falle:
a=0: RgA2 =3=RgA®+ 1. Also liegt eine Mittelpunktsquadrik vor.
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a#0:
a=>5: RgA2 =3 =RgA®. Also liegt eine kegelige Quadrik vor.
a#5: RgA? =4=RgA®+ 1. Also liegt eine Mittelpunktsquadrik vor.

(b) Um sich ein Bild der Quadrik zu machen, werden die Schnittpunkte mit den Koordina-
tenebenen betrachtet.

@1 = 0 : Einsetzen der Ebenengleichung z; = 0 in die Quadrik ergibt Q : —22% + 22 +
1 = 0, welches die Schnittquadrik ist, die sich beim Schneiden der Quadrik mit der x5, x3-
Ebene ergibt. Um diese Quadrik zu verstehen betrachten wir wiederum die Schnitte mit den
Koordinatenachsen x5 und x3. 29 = 0 liefert in R die leere Menge, also gibt es keinen
Schnittpunkt mit der z5-Achse. x3 = 0 liefert die Schnittpunkte x4 = i\/g. Um den Rest
der Quadrik Q zu verstehen, 16st nach einer Variablen auf und betrachtet die Asymptoten.
Wir haben z3 = +4/223 — 1 und wegen

’i\/ng—liF\/Zr%

sind die Asymptoten durch z3 = +v/2x, gegen. Die ist eine Hyperbel

x, = 0 : Einsetzen der Ebenengleichung z, = 0 in die Quadrik ergibt Q : 22 + 2241 = 0.
Dies ist in R die leere Menge.

x3 = 0 : Einsetzen der Ebenengleichung x3 = 0 in die Quadrik ergibt Q : r?—2x5+1=0.
Ebenso wie im Fall 1 = 0, ist dies eine Hyperbel mit Achsenschnittpunkten zo = i\/g. Die

Asymptoten sind x5 = i‘/Tixl

(c) Die Quadrik enthdlt nicht die z3-Koordinate in ihrer Beschreibung, d.h. z3 ist frei
wahlbar. Dementsprechend handelt es sich um einen Zylinder, dessen Grundflache die Quadrik
Q' aufgefasst als Quadrik in der x1, z2-Ebene hat. Wir miissen also nur noch diese verstehen.

Es ist

— 0 fir |zo] = o0

0 =27 — 222 = (21 + V21) (21 — V212)

Diese Quadrik ist also fiir alle 3 € R das sich schneidende Geradenpaar bestehend aus

V2

To = —7I1
V2
Ty = —X1.
2 5 T
Insgesamt ergibt sich ein sich schneidendes Ebenenpaar in R3.

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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e
a
+ + ' !
R e e T

Abbildung 1: Tllustration Aufgabenteil b). Die blau gestrichelten Linien sind die Asym-
ptoten in der xs, x3-Ebene. In blau sind die Schnitthyperbeln eingezeich-
net. Die griin gestrichelten Linien sind Asymptoten in der xi,xs-Ebene
und die griinen durchgezogenen Linien wiederum die Schnitthyperbeln der

1, ro-Ebene.

Abbildung 2: Tllustration Aufgabenteil ¢). Abgebildet in blau ist das sich schneidende
Geradenpaar aus ¢) in der z7, xo-Ebene.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 34. Quadrikgleichung transformieren
Wir betrachten die Quadrik @ : 22% + 322 — 25 = 0 und das kartesische Koordinatensystem

Foe ((0):(9) () (1)

(a) Ist die Quadrik @ in euklidischer Normalform dargestellt? Welchen Typ hat Q)7 Welche

(b)

Gestalt hat Q7

Losungshinweise hierzu: Ja, die Quadrik ist auf der euklidischen Normalform

/Llﬂﬁ + /LQZE% + /igﬂ?% =0

dargetstellt, und es handelt sich deswegen nach 6.3.5. um eine kegelige Quadrik. Die

zu Q entsprechende affine Normalform ist

2., .2 _ 2 _
r] +x5 —x5=0,

und ihre Gestalt ist deswegen laut 6.3.8. ein Doppelkegel.

Betrachten Sie die Schnitte von (Q mit den Ebenen F : 23 = 0, £’ : 3 = 1 und

E" : x5 = 1. Bestimmen Sie die Gestalten dieser Schnitte.

Losungshinweise hierzu: Der Schnitt F; N Q ist durch die Gleichung
227 + 33 =0

beschrieben. Die entsprechende affine Normalform ist
x% + x% =0,

und laut 6.3.9 ist die Gestalt von E; N deswegen ein Punkt.
Der Schnitt F, N Q) ist durch die Gleichung

223 + 325 —1=0
beschrieben. Die entsprechende euklidiche Normalform ist

—212 — 325+ 1=0
und die affine Normalform ist

—xf—a5+1=0.

Laut 6.3.9 ist die Gestalt von E, N (Q deswegen eine Ellipse.
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Der Schnitt F3 N Q ist durch die Gleichung
207 +3—a5=0

beschrieben. Die entsprechende euklidiche Normalform ist

2 1

und die affine Normalform ist
i —25+1=0.
Laut 6.3.9 ist die Gestalt von F3 N deswegen eine Hyperbel.
(c) Geben Sie eine Gleichung an, die () beziiglich F beschreibt.
Losungshinweise hierzu: Beziiglich des Standardkoordinatensystems E ist () durch

die Gleichung
275 + 3w3 — a3 = 0,

beschrieben, das heilt
Q: (s2) B(sz) =0

mit
2 0 0
B=10 3 0
00 -1
Seien
-1 0 0
F=1[0 1/vV2 1/V2
0 —1/vV2 1/V2
und
1
P=10
-1
Dann gilt laut 4.7.6, dass
E.Z‘:P—i‘FFJ]

ist, und deswegen ist () beziiglich F durch
(P + Fyz)' B(P 4 Frz) =0

beschrieben. Mit gz =y = (y1, 42, y3)" gilt, dass

1 -1 0 0 U1 -y +1
P+Faz=|0|+[0 1/vV2 1/V2||w] = 1\%1}2‘1‘1\%%
-1 0 —1/vV2 1/vV2) \ws — Y2+ pys — 1
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ist. Es folgt, dass

(P + FFl‘)TB(P + Fpr) = 2(—y + 1)+ 3(\%3/2 + \%yg)Q — (—\/Liyz + \%yg —1)?
= 207 +y2 +y2 + dyays — dy1 — 2y +V2u3 + 1,

ist, und deswegen ist () beziiglich ' durch die Gleichung
207 + 3 + 5 + 4yoys — Ay — V20 + V293 +1=0

beschrieben.

(d) Geben Sie ein kartesisches Koordinatensystem G so an, dass darin () die Matrixbe-

schreibung @ : 2"Az = 0 mit einer Matrix A = (aji);k besitzt, worin aj; = 0 ist.

0
L6sungshinweise hierzu: Sei G := <<0>; (g;>, (Zﬁ)’ (Zég)) und sei
0 931 932 933
gi11 G912 913
G=1|921 922 923
g31 g32 g33

Dann ist G genau dann ein kartesisches Koordinatsystem, wenn G orthogonal ist.
Weiterhin gilt laut 4.7.6, dass gz = Gzg. Mit xg = 2 = (21, 22, 23)" ist deswegen Q
beziiglich G durch die Gleichung

(Gag)'B(Grg) = 0
beschrieben, oder dquivalent durch
2'G'BGz = 0.
Setzen wir A = G'BG mit A = (a;k)jk, gilt dann, dass
ap = 29%1 + 3951 - 9:?1
ist. Wir wollen GG so wahlen, dass sie orthogonal ist und a;; = 0 ist. Die Gleichung
ann = 29%1 + 3951 - 9:?1 =0

entspricht die erste Spalte von GG, die normiert sein muss. Eine Losung davon (es gibt

. . . . g g
unendlich viele) ist g;; = \/ig,gzl =0,93 = % Jetzt wollen wir <g§§> und <g§§) S0

g32 933
g11 g12 913
g21 ), | 922 ), | 923
g31 g32 g33

ein Orthonormalbasis ist. Das wird systematisch erreicht, bei Benutzung des Schmidt-
schen Orthonormierungsverfahrens zum Basis (z.B.)

{(3)- 00}

wahlen, dass
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aber in diesem Fall ist es einfach direkt zu sehen, dass z.B.
1 V3
o N[ ¢ 0 V3
V3 /3

Aufgabe H 35. Modell: Einschaliges Hyperboloid
Die Quadrik @ in R? sei gegeben durch

Q : x%+4x§+x§—2x1x2+8x1x3—2x2x3+(3\/§—\/6)x1—2\/6x2—(3\/§+\/6)x3—6 =0.

Ein Modell von @ hatten Sie in den Ubungen in den Handen. Sie finden das Modell
auch unter www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-
Modelle/03/

. L 1+v3 o 1 L 1 ) 1
(a) Sei G = <\/6 (1_2\/§> ) %(%)) W(]l)a \/§<01>>
Geben Sie eine Gleichung von () in Koordinaten z1, 25, 23 beziiglich G an.

eine Losung ist.

Losungshinweise hierzu: Die Gleichung der Quadrik @ lautet 2'Az +2a"z4¢ =0

mit
1 -1 4 8/2-v/6
A=[-1 4 -1]1, a:= —6 , c:= —0.
4 -1 1 _3v2+V6
2
Seien
L (13
p=—F 2 )
6 1-3
L, L Ly
g1 = —= ) g2 '= —= - ; g3 ‘= —= P
6 \1 3\ 1 V2
und sei
11 1
G = (91792793) = 76 _75 0
1 1
V6 V3 V2

Das Koordinatensystem G ist ein kartesisches Koordinatensystem weil G'G = Fj ist.
Setzen wir = Gz + p in ' Az + 2a"x + ¢, erhalten wir

(Gz+p) A(Gz +p) +2a" (Gz +p) + ¢

= (z"GT +p)AGz +p) +2a" (Gz+p) + ¢

=2 GTAGz+ 2 GTAp+p  AGz + 24" Gz +p Ap+2a'p + ¢
=2 GTAGz +2(p" A+ a" )Gz + (p' Ap +2a"p + ¢)

=2 GTAGz +2(Ap+a) Gz + (p' Ap+2a"p + ¢).
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Es gilt
12 1 11 1
T I I R N
GAG=|7 —& 7 -1 4 -1|| % -5 O
T 9 L 4 —1 1 S U VS
V2 V2 5 3 V2
12 1 3 6 _ 3
VAV o V3 V2 300
N S TR s 5 g l=(oe6 o
i V3 3 NIV
IS U I U S A 00 —3
V2 vz) \V6 V3

3

[
—_
o

—_

S

—_
—_
1\3;

1
VN4 1 1—+3

V6—3v2
2
\/_ = —a,

V6+3v2
2

ist. Deswegen gilt, dass 2(Ap + a)'G = 0 ist, und damit ist der lineare Teil von Q
beziiglich G null.

Um den konstanten Teil zu berechnen, beachten wir, dass
p'Ap=p'(—a)=—d'p
ist. Deswegen ist der konstante Teil von ) beziiglich G gleich a'p + ¢, wobei

. 1++3
)

ap:%(w /6 _w) 2 | =0
1-V3
ist. Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems G hat unsere Quadrik ) damit

die Gleichung
327 + 625 — 323 — 6 =0.

Die entsprechende euklidische Normalform davon ist

1 1
—§zf—z§+§z§+1:0.

(b) Sei a € R ein Parameter. Wir betrachten die Ebene E, : 25 = «. Bestimmen Sie die
Gestalt von @) N E, in Abhangigkeit von «.
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Losungshinweise hierzu: Der Schnitt von FE, mit () besteht aus all die Punkte
(21,0, 23)" € R® mit

1 1
—§zf + §z§ +(1—a*) =0.

Wenn 1 —a? = 0 ist, das heiBt fiir « = 1 oder & = —1, erhalten wir ein schneidendes
Geradenpaar.

Wenn 1 —a? > 0 oder 1 —a? < 0 ist erhalten wir eine Hyperbel. Das heiBt, fiir o # 1
und o # —1 ist der Schnitt eine Hyperbel.

(c) Berechnen Sie die Koordinatentransformationen .r. und .x

E G E’

Lésungshinweise hierzu: Es gilt

1 1 1
v Vi v WARRZ
) =Gu+p=|7F —7 0 [v+—= 2
U U Vo, 3
VYA V2
Weiterhin gilt, dass
cfg(v) =G v —p) = G'v—G'p
ist (da G orthogonal ist), wobei
12 1
V6 Ve V6
=14 L L
V3 NEEERVE]
|
V2 V2
ist, und
1 2 1
[ v 1++/3 ~1
a5 (2 )= (0
3
AT AU
ist.

Aufgabe H 36. Riumliche Quadrik
Die Quadrik @ in R3 sei in Standardkoordinaten gegeben durch

Q: — T3 4 222 — 422 + 4w 139 + 200,73 — 162923 + 482; — 2415 + 623 + 18 = 0.

(a) Bestimmen Sie die Matrixbeschreibung @ : 2'Ax + 24"z + ¢ = 0.

Losungshinweise hierzu: Die Gleichung der Quadrik @ lautet z'Az+2a"z+¢ =0

mit
-7 2 10 24
A=12 2 -8}, a:=|-12], c:=18.
10 -8 —4 3
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(b) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt von Q.
Bestimmen Sie ein kartesisches Koordinatensystem, beziiglich dessen ) diese euklidi-
sche Normalform annimmt.

L6ésungshinweise hierzu:
Erster Schritt: Diagonalisierung (gegen gemischte Terme).

A ist diagonalisierbar, weil A eine symmetrische reelle Matrix ist. Das charakteristische
Polynom der Matrix A lautet

det(A — NE3) =(=7—=A)(2—= N4 —X) —4 x8x 10
—10%(2 = \) = 8*(=7—\) —2*(—4 — )
=— AA\*+ 9\ — 162)

Die Eigenwerte sind damit \; = 9, Ay = —18 und A3 = 0. Um zugehorige Eigen-
vektoren zu bestimmen, muss man die folgenden lineare Gleichungssystem bilden und

[6sen:
—-16 2 10 0
(A — )\1E3)Qf =0& 2 -7 =8 |lx=10],
10 -8 -—-13 0
11 2 10 0
(A= XE3)z =012 20 —8|x=1(0],
10 -8 14 0
-7 2 10 0
(A - AgEg)[L’ =0& 2 2 —8]lxz=10 s
10 -8 —4 0
Wir haben

VM) =V(©9) =L(v), V(&) =V(-18) =L(vz),  V(X3) =V(0) =L(vs),

mit
% —1 2
vi:=|—-1], Vg 1= % , vy = | 2
1 1 1
Wir mussen die v; normieren:
1 _2 2
1 3 1 13 1 3
=—uv=\|-%1, =y = = 1, = v £
T ) R A o= q= 1
3 3 3
Dies liefert die Transformationmatrix
1 1 -2 2
F = (f17f27f3>:§ —2 1 2
2 2 1
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Probe:
9 0 0
FTAF =10 —-18 0
0 0 0
Es gilt
18
Fla=|-18
9

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystem [F := (ﬁ, f1, f2, f3) hat unsere Quadrik
Q@ die Gleichung

0=y (FTAF)y +2(F'a)y + ¢
= 9y? — 18y3 + 2(18y; — 18y, + 9ys) + 18.

Zweiter Schritt: Verschiebung (gegen lineare Terme).
Wir haben

9y — 18y3 + 2(18y; — 18y, + Yys) + 18
=9(yy +2)2 —18(yo +1)> +2 x 9ys —9 x 4 + 18 + 18
=9(y; +2)* — 18(ya +1)* +2 x 9y3

Sei P der Punkt mit Koordinaten (beziiglich F)
-2
P=|-1

Also

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystem G := (P, fi, f2, f3) hat unsere Quadrik
() die Gleichung
927 — 1825 + 2 x 923 = 0.

Die euklidische Normalform lautet
27 — 225 + 223 = 0.

Die Quadrik @ ist ein hyperbolisches Paraboloid.

(c) Bestimmen Sie eine Ebene E derart, dass £ N @ ein Paar schneidender Geraden ist.
Bestimmen Sie eine Gleichung fiir F in Standardkoordinaten z1, x5, 3.
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L6sungshinweise hierzu: Beziiglich des kartesischen Koordinatensystem G hat un-
sere Quadrik @) die Gleichung

27 — 225 + 223 = 0.
Der Schnitt mit der Ebene E: 23 = 0 ist
{(21, ZQ,O) € Rgi Z% = 22%}

Also ist E'N () ein Paar schneidender Geraden.
Wir haben

ohg(r)=F '(x—P)=F'a—F'P
I —2$2+2$3 —2
= — —2$1 —}—.’L‘g—{—?l‘g — —1
2x1 + 219 + x3 0

T1— 2T9 + 223+ 6
= — —2$1+l‘2—|—21‘3+3
21’1+2$2+$3

Also
23=0& 2114+ 2254+ 23=0

Die Gleichung fiir £ in Standardkoordinaten z, zo, 3 ist 2xy 4+ 225 + 23 = 0.

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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R. Tielen, A WUnSCh Hﬁhere Mathematik 1 M Stroppel
Wintersemester 2016/17

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 37. Modell: Der Doppelkegel

Wir betrachten das Modell aus den Ubungen, und davon insbesondere den Doppelkegel Q
und die blaue Ebene E'. Sie finden das Modell auch unter:
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat /HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /02 /.

1 1 1+v2 1
Seien P=|0),Q=[(1], R= 0 und S = 0
0 0 0 V2

(a) Bestimmen Sie das Koordinatensystem F mit

0 0 1 —1
o) e (o) e 3) wos- (1)

Ist ' ein kartesisches Koordinatensystem? Ist [F ein Rechtssystem?

L6ésungshinweise hierzu:
0
Weil P = (O) ist der Ursprung von F gleich dem Punkt P:

(2)

0
Wegen Q) = (0) ist der dritte Basisvektor gleich
1

B-6)-0)

0
AuBerdem gillt R + .S = (2) . Deswegen ist die zweite Basisvektor gleich
0
v\ (0 ([
- o+ O =1 0
1
0 V2 %
2
Wegen R — .5 = (O) ist die erste Basisvektor gleich
0
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1

1 V2 0 V2
5 0] - 0 = 0
1

0 V2 ~75

Das Koordinatensystem [ ist also gleich

1 1 1 1 1 0
F = P — 0, —(0],[1
8 ﬂ(—l) ﬁ(l) (0>

Die Basisvektoren by, by, by bilden eine ONB von R3. F ist also ein kartesisches Koor-
dinatensystem. [F ist ein Rechtssystem, genau dann wenn

det ([bl bz b3]> =1.
Nach der Regel von Sarrus gilt:

1 1

[F ist also kein Rechtssystem.
(b) Der Doppelkegel wird in Standardkoordinaten durch @ : 2% 4+ 3 — 22 = 0 beschrieben.
Geben Sie eine Gleichung an, die () beziiglich F beschreibt.

L6ésungshinweise hierzu:
Die Koordinaten 1, x5 und x3 kénnen wir beschreiben beziiglich F:

1 1
r; = 1+ Eyl + Eyz
Ty = Y3
1 n 1
T3 = —— — 5.
3 \/§y1 \/592

Wir schreiben:

s o s 1 1N\, 1 1
Tyt Ty —r3 = 1+ﬁyl+ﬁy2 + Y3 — —Eyﬁrﬁyz
1 1 1 1
= 1+§yf+§y§+\/§y1+\/§y2+y1y2+y32,—§yf—§y§+y1y2
= 1+ V2 +V2ys + 25192 + 13-

Die Gleichung von @ beziiglich T ist:

Y3+ 2y1ys + V2y1 + V2y, + 1 = 0.
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(c) Die blaue Ebene wird in Standardkoordinaten durch E : x; — z3 = 1 beschrieben.
Geben Sie eine Gleichung an, die E beziiglich F beschreibt.

L6ésungshinweise hierzu:
Sowie in Aufgabe (b) schreiben wir:

1 1 1 1
T—my = 14—y + —=pp + —=y1 — —=
1 3 \/§y1 \/§y2 \/591 \/§y2
= 1+\/§y1

Also ist die Ebene E beziiglich F gegeben durch

142y = 1.
Oder, einfach

y1 = 0.
(d) Bestimmen Sie die euklidische Normalform von E N (). Verwenden Sie hierzu das
Ergebnis aus (b) und (c). Bestimmen Sie die Gestalt von ENQ.

L6ésungshinweise hierzu:
Wit bekommen die euklidische Normalform von E N @, indem wir y; = 0 in die
Gleichung von @

Y2+ 2110 + V2 + V200 +1 =0

einsetzen. Wir enthalten

Y24+ V2y, +1=0.
ENQ ist also ein Parabel.

Aufgabe H 38. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die Folgen auf Monotonie und Beschranktheit. Geben Sie, falls moglich, eine
obere Schranke an. Geben Sie, falls moglich, eine untere Schranke an.

(a) (n sin(%W(Zn — 1))n)neN
Losungshinweise hierzu: Wir nutzen die 27-Periodizitat sin(x + k27) = sin(z) fir
k € Z, um die Folge besser zu verstehen. Es ist

sin(27(2n — 1)) = sin(37n — 2F 4 27)) = sin(37n + %)
{sin(27r3k: + 1) fir n = 2k

sin(27r3/<:+27r+7r+ g) firn=2k+1

B sin(%) =1 fir n = 2k
B sin(%”) =—1 firn=2k+1
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(b)

(c)

(d)

Insgesamt ist

1 fir n = 2k
1 firn=2k+1"

sin(37(2n —1))" = {

Also ist (ap)n = (n(—=1)"),.

Die Folge ist nicht monoton, da sie zwischen positiven und negativen Zahlen hin und
her springt. Sauberer notiert: agr, = 2k > —(2k+1) = aggr1 und ag1 = —(2k+1) <
2k + 2= a2k+2 -

Die Folge ist nach unten und oben unbeschrankt, denn ag 1 = —2k — 1 — —oo fiir
k — oo, wahrend a9, = 2k — 400 fir k — .

(V17(n+3) = V1) _q

Losungshinweise hierzu: Hier nutzen wir eine Standardumformung, wie sie auch im
Skript zu finden ist, bei der wir geschickt erweitern um die dritte binomische Formel
verwenden zu kdnnen.

(V17(n+3) — V1Tn) (\/17(n + 3) + V/17n)
V17(n+3) +V17n
B 17-3
V17(n+3) +V17n
17-3
>
V17(n+1) +3) +/17(n + 1)
wobei wir verwendet haben, dass ein Bruch kleiner wird, wenn wir bei gleichem Zahler
den Nenner vergroBern. Unsere Folge ist also monoton fallend. Somit erhalten wir

sofort die obere Schranke a; = /17. AuBerdem ist a,, > 0 und somit O eine untere
Schranke.

(n - \/ﬁ)neN

Lésungshinweise hierzu: Esist a, =n—/n=/n(yn—1) <+vn+1(vn+1-
1) = @41, wobei wir die Monotonie der Wurzelfunktion nutzen. Die Folge wachst
also monoton. Somit ist eine untere Schranke a; = 0. Wegen a, = n — y/n =
vn(y/n—1) 2 y/n fir n = 4 und wegen /n — oo gilt a,, — co. Es existiert also
keine obere Schranke.

(sin (%(27171)) " )
n2
neN

Lésungshinweise hierzu: Wir gehen vor wie in (a).

a, =/17(n +3) — V17n =

- an—f—l;

sin(?wk + 37”) fir n = 2k

sin(5(2n = 1)) = sin(mn — 3) = {sin(Q?T/{ +m—3) firn=2k+1
2

{sin(?’—”) = -1 firn=2k

2
sin(%) =1 firm=2k+1
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Also ist (ay)n = (3z), . welche wegen a, = &5 > # = an41 ebenfalls monoton

fallend und dariiberhinaus positiv ist. Wir erhalten die obere Schranke a; = 1 und die
untere Schranke 0.

Aufgabe H 39. Haufungspunkte

Untersuchen Sie die Folgen auf Haufungspunkte. Geben Sie zu jedem Haufungspunkt eine
gegen diesen konvergierende oder bestimmt divergierende Teilfolge an.

(@) (V49(n+3) —vn),

Losungshinweise hierzu: Hier nutzen wir eine Standardumformung, wie sie auch im
Skript zu finden ist, bei der wir geschickt erweitern um die dritte binomische Formel
verwenden zu kdnnen.

~ (V49(n +3) — v/n) (\/49(n + 3) + v/n)

a, = \V49(n+3) —v/n =
( )= Vn V49(n+3) +vn
48n — 49 -3

V49(n +3) +/n

Fiir n gentigend groB (n > 49 - 3) ist

48n — 49 - 3 B 4T +n—49-3 47n
VIO 43+ v /B8 +vi /T3 + v
- 47n _ 47n
V49(n+3)+vn+3 8vn+3
A7/n

= = — +00 (n — o0)
8\/1+ 7%

Damit ist die Folge divergent gegen +o0, es liegt ein Haufungspunkt +oo vor.
(b) (8cos(5n)(2n+1)),,cx

L6sungshinweise hierzu: Wir erhalten die Teilfolgen

(i) (a)ien =(8(81+ 1))ZGN’ divergent mit uneigentlichem Grenzwert +o0.

(i1) (ay—2)en :( — 8(81 — 3))ZGN' divergent mit uneigentlichem Grenzwert —oco.

(iii) (a2—1)ken :(O)kEN konvergent mit Grenzwert 0.

Somit sind die Haufungspunkte gegeben durch —oo, 0 und +o00.
(c) (Re((1+i))2/2)

Lésungshinweise hierzu: Es ist (1 +1)" = (v2)"(cos(Zn) + isin(%n)). Also ist

(c

4
Re(1 +1)" = 22 cos(Zn). Somit ist (a,), = os(%n))n. Wir erhalten folgende
Teilfolgen.

neN

(1) (asks1)ken, = (‘/75);C konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert ‘/75
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A8k+2 ) keNy =

A8k+6 ) keNy =

)
)
)
)
)
gk 47)keNy = :
Ask+8)keNy =

Somit sind die Haufungspunkte gegeben durch —1,
(d) (an)neny mit a; :=3 und a, :=1/(1 —a,_1/2) fir n = 2.

L6ésungshinweise hierzu:

1 4
02:—2, as = — =

a1:37 27

( (

( (=

( (

(ask+5)ken, = (— i)k konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert —
( (

( (

(

ﬁ .

w_l&

0)x, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 0.

¥2)k, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert ‘/75

(1), konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 1.
V2 V2

_71 Oy 71 1

Wir betrachten die ersten Folgenglieder :

CL5:3.

Da a5 = a; ist, gilt ag. 4 = a; fiir £ € N. Also haben wir die konstanten Teilfolgen

(i) (@144r)ken, mit Grenzwert 3,

(ii)

(
(iii) (asi4r)ren, mit Grenzwert %
(iv) (

Somit sind die Haufungspunkte gegeben durch —2

)
a244k ) ken, Mit Grenzwert —2,
)

A4y4k)ken, MitGrenzwert ‘—l

v2131
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