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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. Polynome
(a) Berechnen Sie (3X+2)3, (X—2)* und (X —1)5 mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes.

Lésungshinweise hierzu: Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt:

(3X +2)* = (3X)* + G’) (3X)*2 + (‘;’) (3X)2% + 2°

= 27X% +54X? + 36X + 8.
4 4
(X —2)= X"+ <1> X3(=2) + <2> X?(=2)2 + <3)X(—2)3 + (—2)*
= X* - 8X>%+24X? - 32X + 16.

(X -1°=X°+ G) XA4(—1) + (;) X3(—1)% + (2))(2(—1)3 - (i)X(—l)‘l + (=1)°

= X% —5X"+10X* - 10X*+5X — 1.
(b) Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen von (X* + 8X3 +24X?% + 32X + 16)(X2 +1).

L6ésungshinweise hierzu: Nach dem Satz vom Nullprodukt geniigt es, die beiden
Faktoren getrennt zu untersuchen.

Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes lasst sich der erste Faktor schreiben als
X'+ 8X3 +24X% + 32X + 16 = (X +2)*.

Wir erhalten also —2 als einzige Nullstelle des ersten Faktors.

Der verbleibende Faktor X2 + 1 besitzt hingegen keine reelle Nullstelle:
In der Tat gilt fiir + € R stets 22 > 0 und somit 22 +12>1 > 0.

Somit ist —2 die einzige reele Nullstelle von (X*+8X?3+24X?+32X +16)(X*+1).
(c) Zeigen Sie, dass alle reellen Nullstellen von X7 + 12X5 + 31X® + 2 negativ sind.

Losungshinweise hierzu: Fiir alle z € R mit = = 0 gilt die Ungleichung

T +122° 43122 +22>2>0.
N = =

>0 >0 >0

Somit muss jede reelle Nullstelle des Polynoms negativ sein.

(d) Zeigen Sie, dass 3X%018 + 4X?% — 8X + 5 keine reellen Nullstellen besitzt.

L6sungshinweise hierzu: Fiir x € R liefert quadratisches Erganzen die Ungleichung

302018 4 422 — 83 +5 =322 4 4(z — 1)2+12>1> 0.
M Y=
0 0

v
v

Somit besitzt 3X?01® 4 4X?2 — 8X + 5 keine reellen Nullstellen.
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 1




1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 2. Teleskopsummen
Seien z € R und n € N. Berechnen Sie die folgenden Summen:

2 . k 1
(a) (w—l);x (b)z<——k—+1—k—+2>

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir bezeichnen die zu berechnende Summe mit A,. Durch Ausmultiplizieren und
Aufteilen der Summe erhalten wir zunéchst

n

(2* — 1) Zx —kzox—l)a:kzz ot Zxk” Zx

k=0
Eine Indexverschiebung (mit [ := k + 2) in der ersten Summe liefert

n-+ n+2

S Zx_zx ;xk

=2

Ergdnzen der beiden Summen und anschlieBendes Kiirzen ergibt schlieBlich

k=n-+1

n+2 n+2 n+2
—(zxk—z ) (zx 3. )

k=0 k=0 k=0 k=n-+1

J/

-

=0
— —l’—l—l‘n—H +l,n+2

(b) Wir bezeichnen die zu berechnende Summe mit B, . Aufteilen der Summe und an-
schlieBende Indexverschiebung liefert

" /3 2 1 "3 < 2 "1
B, = S 2 - )= _N"_~ N _ -
_TL§_7LJr12_TL+2l
N k k k
k=1 k=2 k=3

Wie in Teil (a) konnen wir nun die drei Summen ergénzen und erhalten

(B ED-Erni - (55

Durch Umsortieren und Kiirzen ergibt sich schlieBlich

n+2 n+2 n-+2 n+2 1 2
1 1 1 3 2 2 1
B,=(3) ——2) — - —)— S 2N 2
i) (1Y%
k=1 k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=n-+2 k=1
=0 =(Za+735)-(3)-(Z5)-(1+3)
73 1 T+ 13n
2 n4+l n4+?2 Mm2i6n+4
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 3. \Volistindige Induktion mit Ungleichung

Zeigen Sie durch vollstandiger Induktion die folgenden Aussagen:
(@) Esgilt 2" +n?*> (n+1)(n+2) firalle n € N mit n = 4.
(b) Esgilt > k-2t > (n+1)n? firalle n € N mit n = 6.

Hinweis: Verwenden Sie fiir Teil (b) die Aussage aus (a).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Firalle n € N mit n =4 gilt 2" +n? > (n+1)(n+ 2) = 2+ 3n + n* genau dann,
wenn 2™ > 2+ 3n. Wir zeigen daher mit vollstandiger Induktion die folgende Aussage:

Esgilt 2" >2+3n firalle n e N mit n = 4.

@ Wir zeigen die Aussage fiir n =4: 2*=16>14=2+3-4.
@ Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 4 wahr ist, d.h. es gelte
2" > 2+ 3n.

@Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

2”“:2-2"@2(2+3n):4—{—3n+3n>4+1+3n:2+3(n+1).

Bei Anwendung der Induktionshypothese wurde benutzt, dass sich das Ungleichungs-
zeichen bei Multiplikation mit dem positiven Faktor 2 nicht andert. Fiir die letzte
Ungleichung haben wir verwendet, dass 3n > 1 fiir alle n € N mit n = 4 erfiillt ist.

(b) Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber n = 6:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 6:

6
ket =12 42,227 43025 g2t 527 46 20!
k=1

=1+4+12+32+80+ 192 = 321 > 252 = (6 + 1)6°.

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 6 wahr ist, d.h. es gelte
D k2> (n4 )nt
k=1

@Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

n+1

k2 =(m41)2n 4> ke2H!
k=1 k=1

>(n+1)2"+ (n+ 1)n2 unter Verwendung von @

= (n+1)(2" +n?)

>n+Dn+1)n+2)=((n+1)+1)(n+1)>2%
Fiir die letzte Ungleichung haben wir verwendet, dass H3(a) insbesondere fiir alle
n € N mit n = 6 > 4 gilt. Somit folgt fiir n = 6, nach Multiplikation der Ungleichung
aus H3(a) mit (n+1) > 0, schlieBlich (n+1)(2" +n?) > (n+ 1)(n+ 1)(n + 2).
Damit ist die Behauptung H3(b) fiir alle n € N mit n = 6 bewiesen.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 4. \Vollstindige Induktion mit Produkt

Analog zur Summenschreibweise, fiihren wir das Produktsymbol ein: H;n:1 A, bedeutet,
dass man den Term A; fiir alle j von 1 bis m auswertet und die entstandenen Zahlen
zusammenmultipliziert. Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion:

(a) Esgilt [T;_, (1 — %) =%t firalle n € N mit n = 2.

(b) Esgilt [[,_, (2k—1) = '2n fur alle n € N.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber n = 2:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 2:
2

H1 1 . 1 3 2+1
k2 ) 22 4 2.2

k=2
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 2 wahr ist, d.h. es gelte

ﬁ 1_i _n+1
k2) on

k=2

@Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

(&)= (- ) ()
= (1 - (n+11)2) (”221> unter Verwendung von @

o n(n+2) n+l
C (n+1)2  2n
(n+1)+1

- 2(n+1)

womit die Behauptung fiir alle n € N mit n = 2 bewiesen ist.

(b) Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber n € N:
Wir zeigen die Aussage fiir n = 1:

1
2 (2-1)!
U%—l 1—1:5: T

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte

- (2n)!
(2k — 1) .
H nl on

k=1
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

@Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

n+1

[[er-1)=en+1) ﬁzk—l
k=1

k=1

=2n+1)- 512'2)! unter Verwendung von @
(2n+ 1) 2n+2
T al2n 2t 2
(2n + 2)! 1
T al2n 2+ 1)
(2(n+1))!
T (n+1)l2nt

womit die Behauptung fiir alle n € N bewiesen ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 5. Ungleichungen, Betrage
Bestimmen Sie jeweils die Menge aller = € R, die die Ungleichung erfiillen:

(@) (z+5)(x — 10)22 < (z + 5)(x — 10)(2z)* (b) 22 -9

|z 43|+ |z -3 =

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

1. Fall: x = -5 VvV z =10.
Es folgt jeweils durch Einsetzen der Widerspruch 0 < 0.

2. Fall: <=5V 10 < z.
Wir teilen durch den positiven Faktor (z+5)(z—10), wodurch das Ungleichungszeichen
erhalten bleibt:

(z+5)(x —10)2* < (x + 5)(x — 10)(2z)* & r? < 162"
Da in diesem Fall 2 # 0, kdnnen wir durch den positiven Faktor 22 teilen und erhalten

2? < 162" & 1 < 162° & 3 <zl
Fir x < —5 ergibt sich nach Auflésen des Betrages die Bedingung = < —i, womit
L, = {x € ]R‘ r < —5} Teilmenge der Losungsmenge ist.
Fir 10 < z erhalten wir nach Auflésen des Betrages die Bedingung
L, = {# € R| 10 < 2} Teilmenge der Lésungsmenge ist.

3. Fall: =5 < x < 10.
Wir teilen durch den negativen Faktor (z+5)(x—10), wodurch sich das Ungleichungs-
zeichen umdreht:

1

1 <, womit

(z +5)(x —10)2* < (x + 5)(x — 10)(2z)* & 2? > 162"

Fir x = 0 folgt daraus der Widerspruch 0 > 0. Ist x # 0, so konnen wir durch den
positiven Faktor z? teilen und erhalten

2? > 162" & 1> 162° & T >zl

Fir z < 0 folgt daraus —i < x. Falls z > 0, so erhalten wir die Bedingung x < %.
Da wir in diesem Fall nur x € R mit —5 < 2 < 10 und x # 0 betrachtet haben, ist
somit Ly = {z € R\ {0} | —1 <z < 1} Teilmenge der Lésungsmenge.

Die Losungsmenge ist daher insgesamt gegeben durch

L:L1UL2UL3:{IL‘ER\{O}

1 1
r< -5V _Z<x<1 V 10<a:}.

Wegen (2% —9) = (z + 3)(x — 3) kdnnen wir mit den Rechenregeln fiir Betrige 1.5.9
die Ungleichung schreiben als
|z + 3||z — 3| <
x4+ 3|+ |z —3] ~
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Nach Definition des Betrages 1.5.8 gilt stets |z + 3| 2 0, | — 3| 2 0 und somit
|z + 3| + |x — 3] = 0 fiir alle x € R. Ware |z + 3| + |z — 3| = 0 fiir ein 2 € R, so
wiirde |z + 3| = —|x — 3| folgen. Dies kann jedoch nur erfiillt sein, wenn

(lz+3l=0) A (Jz=3[=0)
& (x=-3) A (z=3),

was einen Widerspruch ergibt. Damit ist |z + 3| + |z — 3| > 0 fiir alle x € R und wir
konnen die Ungleichung aquivalent umschreiben zu

|z + 3||z — 3| = 5(|z + 3| + |z — 3|).

1. Fall: x < —3.
Auflosen der Betrage ergibt

(+3)(r—-3)<5-(-22) < 2°+100—-9=Z0.

Die Gleichung 22 + 10z — 9 = 0 hat die Lésungen Tig = —O * v/34. Damit ist
(x — (=5 —V34))(z — (=5 + V34)) = 22 + 10z — 9 < 0, was nur gelten kann fiir
re€R mit =5 —v34 <2< -5+ 34,

Da wir in diesem Fall nur z € R mit < —3 betrachten und —5 — /34 < =3 <
5434, ist Ly = {z € R| =5 — /34 < 2 < —3} Teilmenge der Lésungsmenge.

2. Fall: =3 <z < 3.
Auflosen der Betrage ergibt

—(r+3)(x—3)<5-6 & —21<2%

Die letzte Ungleichung ist fiir alle z € R mit —3 < 2 < 3 erfiillt, da 22 = 0 fiir alle
x € R. Somit ist Ly = {:z; € ]R‘ —3Z < 3} Teilmenge der Losungsmenge ist.

3 Fall: 35 x.
Auflosen der Betrage ergibt

(z+3)(r—3)<5-(22) & 2°—102—-9=Z0.

Wir gehen dhnlich wie im 1. Fall vor. Die Gleichung 22 — 10z —9 = 0 hat die Lésungen
T1o =5+ /34, womit (z — (5 —/34))(x — (5+/34)) = 22 — 100 — 9 £ 0. Dies
ist nur fir z € R mit 5 — /34 < 2 <54 /34 erfiillt.

Da wir in diesem Fall nur z € R mit 3 < z betrachten und 5 — V34 <3< 5++/34,
ist Ly = {z € R’ 3Sx <5+ \/3_4} Teilmenge der Lésungsmenge.

Unsere gesamte Losungsmenge ist somit

]L:ILqU]LQUILg:{a:ER‘ —5—\/34§x§5+\/34}.

Aufgabe H 6. Ungleichungen
Tty

5 < #émax{x,y}.

(a) Seien x,y € RT. Zeigen Sie die Ungleichungskette

(b) Ist /=3 < /]yl fiir alle 2,y € R erfiillt?
(c) Fiir welche (z,y,2) € R? gilt (z 4 2y* + 323)* < 14(2? + y* + 2%)7?
Hinweis: Schwarzsche Ungleichung.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

L6sungshinweise hierzu:

(a) Wir zeigen zunichst “1¥ < (/4% Da z,y € R, ist 2% > 0 und (/252 > 0,
Damit lasst sich die Ungleichung mit der Monotonie des Quadrierens 1.5.7 dquivalent
umschreiben zu

z+y\> _ 22 +?
2 2

Da 0 < (z — y)? eine wahre Aussage darstellt, haben wir die Ungleichung bewiesen.

A

— 22+ 2y <20P+yY) = 0= (z—y)k

. . 2 2 . . .
Beweisen wir nun \/*5% < max{xz, y} mittels einer Fallunterscheidung.

1. Fall: x = max{z,y}.

Dann ist ¥y < 2 und somit nach der Monotonie des Quadrierens 1.5.7 auch y? < 2.

Daraus folgt schlieBlich 22 4+ y? < 22?2 +——= # < 22. Nach der Monotonie des

I2+y2
2

Quadrierens 1.5.7 ist dies dquivalent zu < = max{z,y}.

2. Fall: y = max{z,y}.

Dann ist z < y. Wir argumentieren analog zum 1. Fall und erhalten 22 < 42, woraus

# < 42 folgt. Nach der Monotonie des Quadrierens 1.5.7 ist dies dquivalent zu
x2+y2

< y = max{x,y}, womit die Aussage bewiesen ist.

(b) Die Aussage ist nicht fiir alle =,y € R~ erfiillt. Dies zeigt das Gegenbeispiel mit
Z:= —1 und y := —2. Fiir diese Werte gilt z, y € R~ und

Vs v v

Alternativ kann man mit der Ungleichung fiir arithmetisches und geometrisches Mit-
tel 1.5.12 und Teil (@) argumentieren. Angenommen, die Aussage wire wahr; also

# < /|zy| fir alle z,y € R~ erfiillt. Fir x,y € R~ gilt dann |z|, |y| € R
und wir erhalten den Widerspruch

s et eyl @ R [P
1.5.9
lzyl ="V zlly] = 5 = 5 = 5 < |zy|.

(c) Die Schwarzsche Ungleichung 1.5.11 lautet

(£) =(5) (&)

fir beliebige Zahlen a;,b; € R. Einsetzen von n = 3 und a; = 1,a; = 2,a3 = 3
sowie by = x, by = 1%, by = 23 liefert, dass fiir beliebige x,y, 2 € R die Ungleichung

(z+20% +32°)7 < (14224 3%) (22 + (1) + (%)) = 14 (2 + y* + 29)

erfiillt ist. Also gilt die Ungleichung fiir alle (z,v,z) € R3.

Aufgabe H7. Mengen
(a) Skizzieren Sie die Menge M; ~ M, falls
M= {(z,y) ER*| (2= 1)+ (y — 1)* S 4},
My = {(z,y) €R2| ? =2z +y* -2y <0}.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 8
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L6ésungshinweise hierzu:

Die Menge M, beschreibt eine Kreisscheibe mit Radius V4 = 2 und Mittelpunkt
(1,1), wobei der Kreisrand K; := {(z,y) € R?| (z —1)>+ (y — 1)> =4} wegen
dem nicht striktem Ungleichungszeichen , <" in M, enthalten ist.

Bei M, handelt es sich ebenfalls um eine Kreisscheibe. Um dies sehen zu konnen,
formen wir die zugehdrige Gleichung mittels quadratischer Erganzung wie folgt um:

=2 +1y* -2 <0
Srr-2r+1+y -2y+1-2<0
@ —-20+1)+ W —2y+1)<2
-1+ @y-1)>%<2

Somitist My = {(z,y) € R?| (z —1)*+ (y — 1)* < 2} eine Kreisscheibe mit Radius
v/2 und Mittelpunkt (1,1). Wegen dem strikten Ungleichungszeichen ,, < * gehdhrt der
Kreisrand K := {(z,y) € R?| (z — 1)>+ (y — 1)> = 2} nicht zu M,.

Somit erhalten wir

My~ My={(z,y) e R*| 2= (z — 1)+ (y — 1)* £ 4}.

Die Menge M, ~\. M, beschreibt einen Kreisring (blau schraffierte Flache in der Skiz-
ze), wobei sowohl der duBere Rand K, als auch der innere Rand K, zur Menge
dazugehoren.

Zur besseren Veranschaulichung ist bei der folgenden Skizze auch M, (griin schraffierte
Flache) eingezeichnet und es wurde eine Langeneinheit von 1,5 verwendet.

7-/\

(b) Skizzieren Sie die Menge M; N M, falls

M; = {(x,y)GRZ‘ $+2y2—(y+1)2+8y<—10}7
My :={(z,y) eR*| 2> -9 A y>-3}.
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L6ésungshinweise hierzu:
Wir formen zunachst die zu M3 gehorende Gleichung um: Ausmultiplizieren und an-
schlieBendes Zusammenfassen (binomische Formel) ergeben

x4+ 2y — (y+1)* + 8y < —10
sr+2 -y —2y—1+8y < —10
Sr+y*+6y+9<0
S+ (y+3)P°<0
s r < —(y+3)>%

Somit erhalten wir

M; = {(x,y) € R? ‘ T < —(y+3)2}.
Der Graph der Funktion p: R — R: y — —(y + 3)? beschreibt in der x-y-Ebene eine
nach links gedffnete (Normal-) Parabel mit Scheitelpunkt in (0, —3) (schwarz gestri-
chelte Linie in der Skizze). Somit ist M5 die durch den Parabelbogen eingeschlossene
graue Flache (der Rand gehort wegen der strikten Ungleichung nicht dazu).
Fiir den Schnitt M3;N M, muss zudem z > —9 und y > —3 gelten. Nach Einzeichnung
der griin gestrichelten Begrenzungslinien ergibt sich die gesuchte Menge M3;N M, (blau
schraffierte Flache; der Rand gehort wegen den strikten Ungleichungen nicht dazu).

Y
+4
ey 1

7/ 7 "
// / /5%///// ///////////q__%

Anmerkung: Alternativ kann man die Schnittmenge M3 N M, konkreter ausdriicken

(war nicht gefragt):

Ist (z,y) € Mg, so folgt * < —(y + 3)? < 0. Damit ergibt sich insbesondere
My={(z,y) eR*| 2 <0 A < —(y+3)°}.

Mit den Regeln fiir Betrage und den Eigenschaften der Ordnungsrelation (1.5.4, 1.5.7)

folgt weiter
My ={(z,y) e R*| 2 <0 A —z> (y+3)°}

={(z,y) eR*| <0 A —z > |y+3]*}
={(z,y) eR*| 2 <0 A V=z>|y+3|}.
Damit erhalten wir schlieBlich fiir die Schnittmenge
My My={(z,y) eR*| -9<z<0 A =3<y A |y+3]<V-z}

={(z,y) eR*| -9<az <0 A —3<y<+—z—3},
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 10
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wobei im letzten Schritt der Betrag aufgeldst wurde. Eingezeichnet ergibt dies fiir
Ms N My genau die blau schraffierte Flache ohne Rand; der obere Rand der Menge
wird dabei durch den Graphen der Funktion w: R™ — R: z — /—x — 3 festgelegt.

Aufgabe H 8. Abbildungen, Betrige

Geben Sie fiir die folgenden Abbildungen jeweils an, welche Werte gar nicht / wenigstens
einmal / mehrfach angenommen werden.

@ ffR=R:zw |2z —1]— 1|+ ||z] — 1

(b) g: .= Rizw |22 — 1] — 1| + |[z] — 1

(c) h:[0,1]] >Rz |22 — 1 = 1| + ||z — 1]
Loésungshinweise hierzu: Mittels einer Fallunterscheidung, berechnen wir

a(z) = |2z — 1] = 1| + ||=| — 1|

abschnittsweise fiir z € R durch Auflosen der Betrage.
1. Fall: z < 0.

alx)=|—-2z+1—-1|+|—2z—-1]==2z+ |z +1].
Fiir den letzten Betrag werden zwei weitere Fille unterschieden.
1.1. Fall: © < —1 ergibt a(z) = -2z —2z—1= -3z — 1.
1.2. Fall: -1 < x <0 ergibt a(z)=—-2r+2+1=—2+1.

2. Fall: 0 S x < %

az) =[-2r+1-1+e—-1|=2r—z+l=z+1
3 Fall: 1 <z,

alz) =120 —1—-1|+ |z -1 =2z -1+ |z — 1] =3z — 1].
Wir unterscheiden zwei weitere Fille.
3.1 Fall: § <z <1 ergibt a(z) =3(—z+1) = =3z + 3.
3.2 Fall: 1 < x ergibt a(z) =3(x — 1) =3z — 3.
Damit konnen wir f, g und h schreiben als

(32— 1 fir v < —1,
—x+1 fir-1<z<0,
ffR>R:z—<ax+1 fﬂr0§x<%,
—3z+4+3 firil<z<1,
(37 —3 firl <u

g:[3,1] = Riz— —32+3

1 fir0
h:[O,l]%R:xH{x—i_ o
2

—3x + 3 fir

Zur Beantwortung der folgenden Fragen, ist es hilfreich sich eine Skizze des Graphen von f
(Bereiche I bis V), des Graphen von ¢ (Bereich IV mit Endpunkte) und des Graphen von
h (Bereiche III und IV mit Endpunkte) zu machen.
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Zuniachst beantworten wir die Frage, welche Werte gar nicht / wenigstens einmal ange-
nommen werden.

(a)

(b)

(c)

Die Abbildung f nimmt keine Werte in R~ an. Alle Zahlen in RS werden wenigstens
einmal als Werte angenommen:

Da nach den Eigenschaften des Betrages |22 — 1| — 1| + |[z| — 1| = 0 fiir alle z € R
gilt, kann f keine Werte in R™ annehmen.

Es bleibt zu zeigen, dass fiir y € Ry ein € R mit f(z) = y existiert. Dafiir reicht
es f fiir x = 1 zu betrachten (Bereich V); also f(z) = 3z — 3. Fiir y € R{ erfiillt
I:=3y+1 gerade f() =3 —3=yund & =1 weil 5y = 0.

Die Abbildung g nimmt alle Zahlen in [0, 3] wenigstens einmal als Werte an und nimmt

'y
keine Werte in R . [0, 3] an:
Es gilt fir z € R mit % < x <1 die Abschiatzung 0 £ —3x+3 < % Somit nimmt g

keine Werte in R\ [0, 2] an.

Es bleibt zu zeigen, dass fiir y € [0, 2] ein 2 € R mit § < 2 <1 derart existiert, dass
g(z) =y. Mit & := —3y + 1 gilt gerade ¢(Z) = =32 +3 =y und 3 < & < 1. Die
letzte Ungleichung folgt aus 0 Sy < 2 < 02 —3y = —1.

Die Abbildung h nimmt alle Zahlen in [0, 2] wenigstens einmal als Werte an und nimmt

keine Werte in R~ [0, 3] an: i

Fir z € [5,1] ist h(z) = g(z). Es reicht daher zu zeigen, dass die Abbildung h
fir # € R mit 0 £ 2 < 1 keine Werte in R\ [0, 2] annimmt (Bereich III). Fiir
0 <z <3 giltgerade 1 Sz +1 < 2. Somit nimmt A fir 0 <z < £ nur Werte in
{beR|[1=b<2} S10,2] an.

72

Als letzten Schritt beantworten wir die Frage, welche Werte mehrfach angenommen werden.

(a)

Die Abbildung f nimmt alle Zahlen in R™ mehrfach an und 0 nur einmal:

Es wurde bereits gezeigt, dass f fiir # = 1 (Bereich V) alle Zahlen in R} einmal
annimmt.

Fiir 0 <z < 1 gilt f(x) = h(x). Die obigen Uberlegungen fiir h zeigen, dass f fiir
0 <z <1 alle Zahlen in {c € R‘ 0<c< %} wenigstens einmal annimmt.
Betrachten wir f fir —1 < o < 0 (Bereich II); also f(z) = —z + 1. Auf diesem
Bereich nimmt f jede Zahl in {d € R| 1<d< 2} als Wert an. Dies folgt aus der
Tatsache, dass fiir y € {de R| l1<d< 2} gerade T := —y + 1 die Relationen
f(Z)=—2+1=yund —1 <7 <0 erfiillt.

Betrachten wir f fir x < —1 (Bereich I); also f(z) = —3xz — 1. Auf diesem Be-
reich nimmt f jede Zahl in {e ER| 2 < e} als Wert an. Dies folgt, da fiir y €
{e€R| 2 <e} gerade # := —1(y + 1) die Relationen f(Z) = —3& — 1 = y und
T < —1 erfiillt.

Da RF ={ceR|0<c<3}U{deR|1<d=2}U{ecR|2<e}, folgt die
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(b)

Behauptung.

Die Abbildung g nimmt keine mehrfachen Werte an:

Aus g(x1) = g(x) fir 1,25 € [5,1] folgt —321 + 3 = =3z + 3 & 1 = x5. Dies
zeigt die Behauptung.

Die Abbildung h nimmt alle Zahlen in {b S R| 1Sb< %} mehrfach an:

Die obigen Uberlegungen fiir g und h zeigen, dass h fiir = € [%,1] alle Zahlen in
0, %] genau einmal als Wert annehmen, und, dass h fir 0 £ z < % nur Werte in
{b € ]R‘ 15b< %} annehmen kann.

Es bleibt daher zu zeigen, dass fir y € {pe R| 1S b <3} einz e Rmit0 Sz <
existiert mit i(z) = y. Nun ist fiir y € {b € R| 1<b<3} gerade & =y —1 die
passende Zahl, da h(Z) =2+ 1=y und 0 S = < % womit die Behauptung folgt.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 9. Injektivitat, Surjektivitit und Bijektivitat
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat:

(@) fR—=R:z~ —223 (b)g:]R\{O}—)IRJF:x»—>LZC—Q|
(c) h: N—> N:n+— (Zig) (d) k: [0, 27] — [-1,3]: > cos(x)

Lésungshinweise hierzu:
(@) Wir weisen zunachst die Injektivitdt der Abbildung f nach. Seien dazu nun z,y € R

mit f(z) = f(y) gegeben. Dann gilt

(x —y)(@® + (z+y)* +y°) = 22° = 24° = f(y) - f(z) = 0.
Falls der erste Faktor, also x — y, verschwindet gilt offensichtlich x = y.
Es bleibt also den zweiten Faktor zu untersuchen. Da x und y reelle Zahlen sind gilt
natiirlich 22 = 0, (z +y)?> 2 0 und y*> = 0. Die Gleichung 22 + (z +y)> + 4> = 0
kann damit nur erfiillt sein, wenn 2% =0, (z+y)? =0 und y* = 0 gelten. Das liefert

schieBlich x = 0 und y = 0, also insbesondere auch =z = y.
Nun zeigen wir die Surjektivitat von f. Sei dazu y € R gegeben. Fiir x = —i—g gilt

dann
f(z) = —22° = 2% = .
Da f sowohl injektiv also auch surjektiv ist, ist f bijektiv.
(b) Die Abbildung ¢ ist nicht injektiv, denn es gilt g(—1) =1 = g(1).
Die Abbildung g ist surjektiv, denn fiir y € R ist z = i € R~ {0} und

o= 2,
2>yl

Da g nicht injektiv ist, ist g auch nicht bijektiv.
(c) Die Abbildung h ist injektiv, denn fiir n,m € N mit h(n) = h(m) gilt

a3 = (312) = ) = () = (753) = m+3,

und somit n = m.

Die Abbildung h ist nicht surjektiv, da fiir n € N stets
hin)= (") =n+3>3

n+2
gilt und somit der Wert 3 € N nicht von h angenommen wird.
Da h nicht surjektiv ist, ist h auch nicht bijektiv.
(d) Die Abbildung k ist nicht injektiv, denn es gilt k(57) = 0 = k(7).
Wir zeigen nun, dass k auch nicht surjektiv ist. Nach dem Satz des Pythagoras gilt
fir alle x € R und somit insbesondere auch fiir alle = € [0, %7?] die Gleichung
(cosz)? + (sinz)? = 1.
Daraus folgt aber 0 < (cosx)? <1 und somit —1 < cosx < 1, weswegen etwa der
Wert % von k nicht angenommen werden kann.

Die Abbildung k£ ist nicht bijektiv, da sie weder injektiv noch surjektiv ist.
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Aufgabe H 10. Links- und Rechtsinverse

Sei f: A — B eine Abbildung. Eine Abbildung ¢g: B — A heiBt Links- bzw. Rechtsinverse
von f, wenn go f = idy bzw. f o g = idg gilt. Wir nennen f links-/rechtsinvertierbar,
wenn eine Links-/ Rechtsinverse von f existiert. Zeigen Sie:

(@) Wenn f: A — B linksinvertierbar ist, dann ist f injektiv.

(b) Wenn f: A — B rechtsinvertierbar ist, dann ist f surjektiv.
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Links- und Rechtsinvertierbarkeit:
() h: Rt 5 R: 2+ 22 (d) k: R — [-1,1]: z +— sinz
Losungshinweise hierzu:

(a) Sei g: B — A eine Linksinverse von f. Fiir alle z,y € A mit f(x) = f(y) gilt dann
die Gleichung

Somit ist f injektiv.

(b) Sei g: B — A eine Rechtsinverse von f. Fiir alle y € B und = = g(y) gilt dann die
Gleichung

Damit ist f surjektiv.
(c) Die Abbildung h ist linksinvertierbar aber nicht rechtsinvertierbar.

Eine Linksinverse von h ist etwa durch

Va  firxeRY

g:R—-RY: 2
42  sonst

gegeben, denn fiir alle z € RT gilt

Eine Rechtsinverse von h kann nach Teil (b) nicht existieren, da A nicht surjektiv ist.
In der Tat gilt fir x € RT stets h(z) = 2> > 0, weswegen der Wert 0 € R von h
nicht angenommen wird.

(d) Die Abbildung k ist rechtsinvertierbar aber nicht linksinvertierbar.
Eine Rechtsinverse von k ist etwa durch ¢g: [-1,1] — R: z + arcsinx gegeben. In
der Tat gilt fir = € [—1, 1] stets

k(g(z)) = k(arcsinz) = sinarcsinz = x.

Wegen sin0 = 0 = sin27 ist k nicht injektiv. Nach Teil (a) kann damit keine
Linksinverse von k existieren.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 15



3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 11. Rechnen mit komplexen Zahlen
(a) Seien (; = (cos(m/3) + i sin(w/3))’. Zeichnen Sie die Zahl ¢; fir j € {0,1,...,5}
in die komplexe Zahlenebene ein und bestimmen Sie ZZ:O G-

(b) Berechnen Sie jeweils Real- und Imaginarteil sowie Betrag und Argument der folgenden
komplexen Zahlen:

(—V2+V61)%, A+)7-(1—1) 2

L6sungshinweise hierzu:

(a) Entweder berechnet man Real- und Imaginarteil der (; (s.u.) und zeichnet diese in die
komplexe Zahlenebene ein oder man macht sich die Polardarstellung zunutze: Zunachst
stellt man fest, dass |(;| =1 fiir j € {0,...,5}. Daher liegen alle ; auf dem Kreis
um den Nullpunkt mit Radius 1.

Weiter ist
.. ; . o T 2T
arg (; = arg (cos(m/3) +1 sin(r/3))’ = arg (cos(jn/3) +1 sin(jn/3)) = jg = ‘7?.

Damit sind die (; die Eckpunkte eines regelmaBigen Sechsecks, das (, = 1 als eine
Ecke besitzt und dem Einheitskreis einbeschrieben ist.

EEFI N
A
| S'L 4 5 5 - ] L
. B S | | _m 1
e - ::? = ,,,,,,, s
‘ ’ Y5 A= \ N
| '},'f.'/ : k}::a “! ﬁ‘;’ i | T
B - R A
X A ©
s i *Tﬁ‘i

Um die Summe ZZ:O ¢; zu berechnen, beachte man, dass der Zahlindex der Reihe
verschieden ist von j. Daher ist 22:0 ¢; =6¢;.
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Anmerkung: Wesentlich interessanter ist die Berechnung der Summe Z?:o ¢; (aber
nach der war nicht gefragt):

Es ist

¢ =1+ [cos(m/3) +1sin(r/3)] + [cos(27/3) + 1 sin(27/3)]

.
Il ot
o

+ [cos(m) + 1 sin(m)] 4 [cos(47/3) + i sin(47/3)] + [cos(5m/3) + 1 sin(57/3)]
1 1 1 1 1 1 1 1
_q L1z LT 140 -7 L1 2
+ [2+2\/§1] +[ 2+2\/§1] + +01]+{ 5 2%31} + [2 2\/§1]
=0.
Wenn man weiB, dass die (; ein regelmaBiges Sechseck, welches symmetrisch zum
Ursprung ist, beschreiben, kann man geometrisch argumentieren: Denn dann geht (3

durch Spiegelung von (4 am Ursprung hervor, so dass (3 = —(y. Genauso folgern wir,
dass (4 = —(; und (5 = —(o ist. Somit ist klar, dass Z?:o ¢; = 0 gelten muss.

(b) e Prinzipiell kann man die achte Potenz auch in kartesischen Koordinaten durch
Ausmultiplizieren - oder etwas eleganter durch die Binomische Formel - berechnen.
Bei héheren Potenzen wird das natiirlich extrem aufwandig. Beim Potenzieren
empfiehlt sich generell die Umrechnung in Polarkoordinaten. Sei z = —v/24++/61.

Dann ist |z| = \/\/52 + \/62 = 2+6 = V8 = 2v/2. Um das Argument zu

berechnen, klammern wir den Betrag von z aus, so dass z = 2v/2 (—% + % 31).
Damit lasst sich namlich das Argument mit Hilfe einer Wertetabelle fiir Sinus und
Kosinus bestimmen. Wir erhalten damit arg z = %’r Damit ist

2% = (2v/2)%(cos(167/3) + i sin(167/3))
= 28.28/2(cos(4m + 47 /3) + i sin(47 + 47/3))
= 2'%(cos(47/3) + 1 sin(47/3)) (Polardarstellung)

1 1
_ol2(_1_ 2 /3
( 5 2\/§1)
= ot _2ol\/3j (kartesische Darstellung),

woraus wir ablesen, dass
Re 2% = —2048, Im 2% = —2048V/3, |28 = 4096, arg 2® = 4?”.
e Essei w=(1+1)17-(1—i)"%. Dann ist
L+ =97 1 < 1 )3
1—-1)20 (1-1)2 (1-1i)3 1—i
i

1+i1\* 1 1
:( ;) :§(1—|—i)3:§(1+31—3—i)
1

—1+1) (kartesische Darstellung)
1 1 1
= Z\/E (—5\/§+ 5\/51)

= i\/@(cos(&r/ll) +1sin(37/4)) (Polardarstellung).
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Wir lesen daher ab:

1 1 1 3
Rew = T Imw = 7 lw| = Z\/Z arg w = Zﬂ
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Aufgabe H 12. Abbildungen im Komplexen

Zeichnen Sie die folgenden Mengen M, f(M) € C in die komplexe Zahlenebene ein, wenn
(@) f:CN{0} =C:z— 1 M={1,i1-2i},
(b) f:C—C:zr> (1+1i)z und M der Kreis um 1 mit Radius v/2 ist,
(c) [:C—C:z2—22, M={2€C| Rez=2VImz=1}.

Hinweis: Verwenden Sie verschiedene Farben fiir A und f(M).

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist f(1) =1, f(i) = —i und f(1 —2i) = 1 + 2i. Zum besseren Einzeichnen auf
Karopapier eignet sich die Langeneinheit 2,5 cm.

[
A
A $
T T 11 );(,}%L'M]
i’i’;ki S Ry
AEEE.IEEN
| |
X !
N
]

(b) Die Multiplikation mit (1 + i) = v/2(cos(w/4) + i sin(7/4)) ist eine Drehstreckung
(Streckung um Faktor v/2 und Drehwinkel 7/4 gegen den Uhrzeigersinn). Damit wird
der Kreis um 1 mit Radius v/2 auf den Kreis um 1 +1i mit Radius 2 abgebildet. Tipp
zum Einzeichnen auf Karopapier: M geht durch die Punkte 2 +1i, i, —i und 2 — 1,
f(M) geht durch die Punkte 341, 1 +3i, —1+1iund 1 —1i.
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(c) Die Menge M ist die Vereinigung der senkrechten Geraden M, := {z € C: z =
2+1ib, b € R} und der waagrechten Geraden M, :={z € C: z=a+1i, a € R}. Die
Menge f(M) ist damit die Vereinigung der Mengen

fM)={weC: w=(2+ib)* =4—b* +4ib, b € R}

= {we@ Rew:4—1—16(1mw)2}7

f(My) ={weC: w=(a+1i)?=a*—1+2ia, a € R}

:{wGC: Rew:i(lmw)Z—l}.

Damit ist f(M;) eine nach links gedffnete Parabel mit Scheitel bei 4, die die imaginare
Achse in £8i schneidet. Die Menge f(M3) ist eine nach rechts gedffnete Parabel, die
die imaginare Achse in £2i schneidet. Da sich M; und M, in 2 4 i schneiden, ist
f(2+1) =3+4ie f(M), d.h. die beiden Parabeln schneiden sich in 3 + 4i. Wegen
der Symmetrie zur reellen Achse gibt es einen weiteren Schnittpunkt der Parabeln in
3 — 4i. Fiir das Einzeichnen auf Karopapier empfiehlt sich eine Langeneinheit von 0,5
cm.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 13. Untervektorrdume
In welchen der folgenden Falle ist W ein Untervektorraum des reellen Vektorraums V7
(a) V ist der Vektorraum aller reellen Polynome und W die Menge aller Polynome vom
Grad 5,

(b) V ist der Vektorraum aller reellen Polynome und W die Menge aller Polynome vom
Grad hochstens 5,

(c) V=R?>und W ={(z,y) e R*| 220,y =0},

(d) V=R"und W ={z e R"| (x|y) =0} fiir einen festen Vektor y € R".

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir erinnern daran, dass W genau dann ein Untervektorraum ist, wenn die drei Eigen-
schaften aus Definition 2.4.4 erfiillt sind. Dies ist hier nicht der Fall und W folglich
kein Untervektorraum von V': Das Nullpolynom, also der Nullvektor des Vektorraums
V', besitzt namlich nicht Grad 5 (sondern —oco) und liegt daher nicht in der Menge
W.

(b) Dies ist ein Untervektorraum von V', was wir durch Uberpriifung der Eigenschaften
aus Definition 2.4.4. nachweisen. Zur Erinnerung, es muss gelten:
e Der Nullvektor von V' liegt in .
e Sind f,g € W, dann gilt auch f+ge€ W.
e Fiiralle f € W und jedes A € R ist auch \f € W .

Nun besitzt das Nullpolynom wie bereits bemerkt Grad —oo und ist daher per Defini-
tion der Menge W auch in W enthalten. Sind nun f, g € W gegeben sind, bedeutet
dies, dass sowohl f als auch g Grad hochstens 5 besitzt. Es gibt also reelle Zahlen
agp, Ay, .. .,as, sodass fiir jedes x € R die Gleichung

f(z) = ag + a17 + agx® + azz® + auz* + asz®
erfiillt ist. Analog hierzu haben wir
g(x) = by + bz + byx® + bya® + by + bsa®.

Dann gilt fiir die Summe der beiden Polynome

(f+9)(@) = f(z) +g(x)
= (CLO —+ bo) -+ (a1 + b1>l’ +...+ (a5 + b5>x5,

was zeigt, dass f + g wieder ein Polynom vom Grad hochstens 5 und daher in W
enthalten ist. Es verbleibt also nur noch die letzte Eigenschaft nachzuweisen. Sind
f € W und ein Skalar A € R gegeben, dann ist Af entweder das Nullpolynom, wenn
A = 0, oder besitzt den selben Grad wie f; das sieht man, indem man den Ausdruck
(Af)(x) (= A- f(x)), wie oben geschehen, ausschreibt. In jedem Fall ist der Grad von
Af hochstens gleich dem Grad von f, mithin besitzt Af also Grad héchstens 5 und
liegt somit in WW. Daher ist W ein Untervektorraum von V.
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(c) Diese Menge ist wiederum kein Untervektorraum. Ist namlich beispielsweise (z,y)" €
W ein Vektor mit 2 > 0 (explizit z.B. (1,0)7), dann ist (—1) - (z,y)" = (—z, —y)"
kein Element von W, da ja —z < 0 gilt.

(d) Die Menge W aus diesem Aufgabenteil ist ein Untervektorraum. Um dies nachzuwei-
sen, verifizieren wir erneut die drei Eigenschaften eines Untervektorraums. Dass der
Nullvektor 0 = (0,0,.. .,O)T, den wir zur besseren Unterscheidung von der reellen
Zahl 0 mit einem Pfeil dekorieren, in W enhalten ist, folgt aus der Gleichungskette

(5]) = (0]} =o- (3]} =0

wobei in die erste Gleichung das Distributivgesetz (Eigenschaft 5 in Satz 2.6.1) eingeht.
Sind u,v € W gegeben, dann gilt nach den Eigenschaften 1 und 4 des eben erwadhnten
Satzes 2.6.1:

(ut+vly) =(ylut+v)=(ylu +(y|lv) = (uly) +(v|y) =0+0=0,

was zeigt, dass auch die Summe u+wv in W liegt. Seien schlieBlich w € W und A € R
gegeben. Wiederum folgt aus dem Distributivgesetz

(Auly) =A-(uly)=X-0=0.
Damit ist W ein Untervektorraum von V.

Aufgabe H 14. Polarkoordinaten
Zeigen Sie, dass es zu der Menge

D= {Z !

Z+1

Konstanten ¢ € RJ und ¢1,p2 € [0,27] mit ¢; S ¢o derart gibt, dass gilt: D =
{r (cos(p) +1isin(p)) [ r €[0,0), ¢ € [p1,02)}.

z€C, Im(z) > 0}

Losungshinweise hierzu: Wir behaupten, dass die gesuchten Konstanten durch ¢ =1,
w1 =0 und ¢y = 27 gegeben sind, die Menge D also den offenen Ball vom Radius 1 um
0 beschreibt, d. h. die Menge

B = {cos(¢) +isin(¢)| ¢ € [0,27)} ={w € C| |w| < 1}.

Zu zeigen ist also, dass jedes Element (z —1i)/(z + i) mit Im(z) > 0 in B liegt und
umgekehrt, dass jedes Element w € B eine Darstellung w = (z —1)/(z + 1) fiir ein z € C
mit Tm(z) > 0 besitzt. Wir beginnen mit der ersten Aussage. Sei also z € C mit Im(z) > 0
gegeben. Setzen wir x := Re(z) und y := Im(z), so gilt z = = + iy und dann folgt

=i =le+iy - )P =2+ (y -1 =2"+y° — 2y + 1.
Wegen y > 0 ist aber —2y < 2y und somit
Py =2yt l <ty =24 (y+ 1) = |z +if%

d. h. |z —i|? < |z +i|?, was aufgrund der Monotonie des Quadrierens (Satz 1.5.7) auch
|z —i| < |z +i| zeigt. Damit folgt

z—i| |z -1
z4i| |z 41
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und (z —1)/(z +1) € B.
Wir wollen nun noch zeigen, dass jedes Element w € B von der Form w = (z —1)/(z + i)
mit z € C und Im(z) > 0 ist. Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn gilt

z—1
Z+1

w =

= w(z+i)=z2—1

S wztwli=z—1

S witl=z—wz

—i(l+w)=2(1—-w).

Wegen |w| < 1 ist insbesondere w # 1. Wir diirfen also durch 1 — w teilen und erhalten

—j 1
wzz+?<:)i(1+w):z(1—w)<:>z:i- v
z+i

1—w’

Wir sehen also: Gegeben eine komplexe Zahl w € B ist z = i-(14+w)/(1—w) eine komplexe
Zahl mit w = (2 —1)/(z+1). Wenn wir zeigen kdnnen, dass Im(z) > 0 ist, gilt also w € D
und wir sind fertig. Mit Hilfe der Formel zur Berechnung des multiplikativ Inversen einer von
0 verschiedenen komplexen Zahl (Punkt 2 in 1.8.2) berechnen wir nun

l+w (14w -1-w) (I+w(l-w) 1-|w? w-w
1—w 11— wl? w2 w1l —w]?

Wegen w — w = 2iIm(w) folgt daher

o l4+w o 1—|w* 2Im(w)
z=1i- =i

l—w  Jl—w]? [1—w?

also aufgrund von |w| < 1 auch Im(z) = (1 — |w|?*)/|1 —w|* >0 und w € D.

Aufgabe H 15. Komplexe Nullstellen

Geben Sie simtliche komplexen Nullstellen eines Polynoms X2 +aX +b mit a,b € C an und
berechnen Sie anschlieBend die Nullstellen des komplexen Polynoms 5X3 4+ 9X2% — 17X + 3.

Losungshinweise hierzu: Eine komplexe Zahl z ist genau dann Nullstelle des Polynoms
f:=X?+aX + b, wenn die Gleichung

0=f(z)=2+az+b
erfiillt ist. Ferner gilt

0=z22+az+b<=0=2"+2(a/2)z+b
2 2

<:>“Z:z2+2(a/2)z+%+b
aQ
<:>Z—b:(z+a/2)2
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die beiden (mdglicherweise identischen) Nullstellen von f sind daher

a la? a la?

Nun zum zweiten Teil der Aufabe, der Bestimmung der Nullstellen des Polynoms ¢ :=
5X3+9X? — 17X + 3. Der Fundamentalsatz der Algebra (Satz 1.8.5) besagt, dass es (mit
Vielfachheit gezahlt) drei Nullstellen geben muss. Wir versuchen eine Nullstelle zu erraten,
indem wir die Teiler von 3 einsetzen. In der Tat ist g(1) =5+ 9 — 17+ 3 = 0, weshalb
(X — 1) ein Teiler von ¢ sein muss (vgl. 1.8.7). Polynomdivision liefert

(5X3 + 9X2 — 17X + 3) : (X—1) = 5X2414X —3,
5X3 —  5X2
14X2 — 17X + 3
14X2 — 14X
—3X + 3
—3X +
0

es gilt daher g = (5X? +14X — 3)(X —1). Setzen wir f := X?+ (14/5)X —3/5, dann ist

5f=5X?+4 14X — 3, die Nullstellen von f sind daher gleich den Nullstellen des Polynoms

5X? + 14X — 3, und diese die verbleibenden beiden Nullstellen des Polynoms ¢. Nun ist
(14/5)> 3 2>.7 3.5 64 &

4 5 52.4 ' 52 52 52

weshalb sich aus der zuvor hergeleiteten Formel die folgenden Nullstellen fiir f ergeben:

78 7 08 1
LS gud LS
55T ound ot e=g

Die Nullstellen von g sind also —3, % und 1.

Aufgabe H 16. Lineare Gleichungssysteme
Bestimmen Sie alle Losungen (z1, 2, 23)" € R?® des Gleichungssystems

4.%‘1 -+ 21’2 — 21’3 = O,
271’1 + 31’2 + 41’3 = 0,
—21‘1 — To + r3 = 0,

3[[’1 + xr3 = 07

101lx;y + 52z — 53x3 = 0,
1521 4+ 3xy = 0.

Losungshinweise hierzu: Ist (x1, x5, 73)" € R? eine Losung des angegebenen Gleichungs-
systems, so besagen die 4. und 6. Gleichung, dass

3x1 +13=0<= 23 =—3x; und 1521 + 322 = 0 <= 29 = -5
gelten muss. Der Vektor (1,5, 23)" liegt also in der Menge

L = {(t,—5t,—3t)" | t € R}.
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Umgekehrt 16st aber auch jeder Vektor der Form (¢, —5t, —3t)T das angegebene Gleichungs-

system, denn

4 —2-5t+2-3t=(4—104+6)t =0,
27t —3-5t —4-3t = (27— 15 — 12)t =0,
—2t4+5-t—3-t=(—2+5-3)t =0,
3t—0-5t—3-3t=(3—-0-23)t =0,
101t — 52 - 5t + 53 - 3t = 101t — (5 — 3)52t + 3t = 0,
15t —3 -5t —0-3t = (15— 15)¢ =0.

Das bedeutet, dass I genau die Menge aller Vektoren beschreibt, die das angegebene Glei-

chungssystem |6sen.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 17. Skalarprodukt und Vektorprodukt
Fir z = (1) setzen wir Jx = (%). Dann beschreibt J: R* — R?: z +— Jz eine

T2

Drehung um 7/2. Zeigen Sie die folgende Aussage iiber Vektoren des R?:
(a) Zwei Vektoren u,v € R? sind genau dann linear abhingig, wenn gilt (u|Jv) = 0.

Lésungshinweise hierzu: Sein u,v € R? mit 0 = (u| Jv) = —ujvs+ugv; gegeben.
Falls v; # 0, dann erhalten wir eine nicht triviale Linearkombination der 0 durch

Ui U1\ _ [U1U1 — WU\ 0
(%1 — U = =
Ug V2 V12 — U102

Falls v # 0, dann erhalten wir eine nicht triviale Linearkombination der 0 durch

oy Uul T+ u V1 _ —VaU1 + UV -0
2 U9 2 V2 —VaUg + UV2
Falls v; = vy = 0, also v = 0, dann sind auch in diesem Fall « und v linear abhangig.

Seien nun umgekehrt u,v € R? linear abhingig und A\ju + Ayv = 0 eine nichttriviale
Linearkombination der 0. Wir zeigen (u|Jv) = 0.

Falls A\; # 0, dann erhalten wir aus Aju + Aov = 0 die Gleichung
0=(0]Jv) = (Au+ X | Jv) = A\ (u] Jv) + Ag (v | Jv) .

Wegen (z | Jx) = —z129 + 1271 = 0 fiir alle € R? ist insbesondere (v|Jv) =0
und wir erhalten 0 = A; (u | Jv) und somit schlieBlich (u|Jv) = 0.
Falls A\ # 0, dann erhalten wir aus Aju + Asv = 0 die Gleichung

0=(0]Ju) = (Mu+ v |Ju) =X\ (u|Ju) + Ao (v | Ju).

Wegen (u|Ju) = 0 und Xy # 0 gilt also (v|Ju) = 0. Fiir alle z,y € R? gilt aber
auch (x| Jy) = —z1y2 + x2y1 = — (y| J) und somit (u|Jv) = — (v|Ju) = 0.
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Zeigen Sie die folgenden Aussagen iiber Vektoren des R3:
(b) Fiir alle u,v,w € R? gilt (u|vxw) = (v]wxu) = {(w|uxwv).

Lésungshinweise hierzu: Seien z,y, 2z € R? beliebig. Dann gilt

(GIE)-G)- () G5

=|T1Y223 | — | T1Y322 Toys21 | — | Ta2y123 |+ | X3y122 | — T3Y221

= | Y1223 | — | Y123T2 Y223T1 | — Y2213 + | Y321T2 | — | Y3222

N 23 — 232 (2 21 T
= Y2 23r1 — 2173 = Yo 20| X | X2 .
Ys 21X — 221 Y3 Z3 T3

Fir x = u, y = v und z = w erhalten wir die Gleichung (u|v x w) = (v|w X u);
fir x = v, y = w und z = u die Gleichung (v |w X u) = (w|u X v).

(c) Sind w,v,w € R? linear abhingig, dann gilt (u|v x w) =0.

Lésungshinweise hierzu: Wir gehen analog zur zweiten Halfte von Teil (a) vor.

Seien dazu u,v,w € R?® gegeben und A\ju + A\v + A\3w = 0 eine nicht triviale
Linearkombination der 0. Wir miissen zeigen, dass dann (u|v x w) =0 gilt.

Falls A\; # 0, dann erhalten wir aus Aju + Aov + Asw = 0 die Gleichung

0= (0]vxw)=(Au+ v+ Aw|v X w)
=M (ulvxw)+ X (v]vxw)+ A3 (w|vxw).

Wegen (v|v xw) = 0 und (w|v x w) = 0 erhalten wir 0 = A\; (u|v X w) und
somit schlieBlich (u|v x w) = 0.
Falls Ay # 0, dann erhalten wir aus A\ju + A\v + A3w = 0 die Gleichung

0=(0]w xu) = (Au+ v+ Agw|w X u)
=M (ulwxu)y+ A {(v|wxu)+ A3 {(w|w xu).

Wegen (u|w xu) = 0 und (w|w x u) = 0 erhalten wir 0 = Xy (v|w X u) und
vermoge Teil (b) schlieBlich (u|v x w) = (v|w x u) = 0.
Falls A3 # 0, dann erhalten wir aus Aju + Asv + Asw = 0 die Gleichung

0=(0|uxv)={(Au+ v+ Aw|uxv)
=M (u|uxv)+X(v|uxv)+Az{w|uxv).

Wegen (u|u xv) = 0 und (v|uxv) = 0 erhalten wir 0 = A3 (w|u X v) und
vermoge Teil (b) schlieBlich (u|v x w) = (w|u x v) = 0.

Anmerkung: Auch hier gilt die Umkehrung der Aussage. Drei Vektoren u, v, w € R3
sind also genau dann linear abhangig, wenn gilt (u|v x w) = 0.

Die fehlende Implikation zeigt man dabei dhnlich wie in der ersten Halfte von Teil (a).
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Aufgabe H 18. Dimension von Untervektorraumen
Fiir « € R betrachten wir im R® die Vektoren

0 2 3 -5

1 2 -1 7
ur=| 4 |, u=10|,us=101],v.=1 0 |,

0 0 0 0

-2 0 1 o'

sowie den Untervektorraum W := {(’lUl,U}27 ws, w4,w5)T eR> } w1 + 2we — ws = 0}.
(a) Bestimmen Sie alle o € R, fiir die uy, ug, us, v, linear unabhangig / abhangig sind.

L6ésungshinweise hierzu: Um zu entscheiden ob u;, us, us3, v, linear abhangig oder
linear unabhangig sind, priifen wir, ob es eine nicht triviale Linearkombination der 0
gibt. Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem A\juq + Asus + Agus + Agv, = 0 mit
A € R, welches wir im Folgenden [6sen:

0\ + 2\ + 3\s + (=M = 0 (D)
I\ 4+ 20 4+ (=DAs + a0 = 0 (II)
AN + 0 4+ 0Ay + 0\ = 0 (III)
0\ + 0\ + 0N -+ 0\, = 0 (IV)
(—2))\1 + 0/\2 + 1)\3 + OZ)\4 = 0 (V)

Gleichung (IV) ist immer fiir alle \; € R erfiillt.
Aus Gleichung (III) folgt A; = 0.
Aus den Gleichungen (I) und (II) erhalten wir damit

29 + 3)\3 — BN = 2Xg — )\3 +7TA\ & 3/\3 — B\ = —>\3 +7TA\ & )\3 = 3\4.

Dies fiihrt nach Einsetzen in (V), schlieBlich auf die Bedingung (3 + a)A\y = 0.

1. Fall: a # —3.

Aus (3 + o)Ay = 0 erhalten wir Ay, = 0. Damit folgt A3 = 3\, = 0, womit wegen
Gleichung (I) auch Ay = 0. Somit kann es keine nicht triviale Linearkombination der
0 geben und uq, us, us, v, sind linear unabhangig.

2. Fall: o« = —3.

Wir setzen Ay = 1 und erhalten damit A3 = 3 und Ay = —2 aus (I). Somit gilt
Ouy — 2us + 3uz + lv_3 = 0 und wy, us, us, v, sind linear abhangig.

Anmerkung: Fiir den Fall & = —3 kann man alle Linearkombinationen der 0 angeben,
indem man \; = r fiir r € R setzt. Dies fiihrt auf A3 = 3r und \y = —2r, womit
Ay + Aaug + Azuz + A, = 0 gilt fiir alle

A1 0 0
)\2 —2 . -2
As S 3 rireRj =L 3
A4 1 1

(b) Fiir welche o € R gibt es ein w € R® so, dass L (uy, uy, us, u; + Us, Vg, w) = R5?

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 29



5. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(c)

Lésungshinweise hierzu: Da u; + uy eine Linearkombination der Vektoren u; und
ug ist, folgt L (uy,ug, ug, uy + ug, ve, w) = L (uy,ug, us, vy, w). Zur Beantwortung
der Frage reicht es somit aus, nur L (uq, ug, u3, ve, w) zu betrachten.

1. Fall: o # 3.

Da wuy, ug, us, v, als vierten Eintrag eine 0 besitzen, wahlen wir z.B. den Vektor
w = (0,0,0,1,0)" € R®, damit uy, us, u3, vs, w ein Erzeugendensystem von R® sein
kann. Nach 2.8.4 hat R® die Dimension 5. Falls wir zeigen koénnen, dass u;, uy, us,
Vs, w linear unabhangig sind, so folgt nach Bemerkung 2.8.17, dass diese Vektoren
eine Basis von R’ bilden und somit insbesondere L (uy, us, us, vy, w) = R gilt.
Analog zu (a) machen wir den Ansatz Aju; + Asus + Azug + Av, + Asw = 0 mit
A; € R. Dies fiihrt auf

0N + 2Xy + A3 + (=5 + 0x5 = 0 (D)
1AM + 20 + (—1))\3 + 4 + 0y = 0 (H)
4 + 0\ + 0\s + 0A\y + 0Xs = 0 (III)
0Ny + 0y + 0Ns + 0Ny + 1A = 0 (IV)
(—2)/\1 + 0)\2 + 1)\3 + Oé)\4 + 0)\5 = 0 (V)

Aus (IV) folgt sofort A5 = 0 und wir erhalten das identische Gleichungssystem aus
(a). Somit folgt fiir v # —3, dass auch \; = 0 fiir i = 1,...,4 erfiillt ist und die
Vektoren uy, us, uz, v, w sind linear unabhangig.

2. Fall: o = —3.

Angenommen es gilt L (uy, us, uz,v_3,w) = R fiir ein w € R. Da die Dimension
von R® gerade 5 ist (2.8.4), bilden nach Bemerkung 2.8.17 die Vektoren u, us, ug,
v_3, w als Erzeugendensystem von R® auch eine Basis von R®. Damit sind sie linear
unabhangig, womit auch insbesondere wuy, uy, us, v_3 linear unabhangig sind. Dies
ist jedoch ein Widerspruch zu (@). Somit kann fiir & = —3 kein solches w € R®
existieren.

Bestimmen Sie jeweils eine Basis und die Dimension von W und L (uy, ug, ug) N W.

Lésungshinweise hierzu: Wir bestimmen zunichst eine Basis fiir W'. Der Untervek-
torraum W besteht aus all den Vektoren (1U1,UJ2,11)3,’(U4,’(U5)T e R>, fiir die

w1+ 2wy —ws =0 <= w5 =wy + 2wy

gilt. Also lasst sich schreiben:

w1 w1y
Wa Wa
W = wy | ER?| w4+ 2wy —ws =03 = w3 wy, Wy, w3, wy € R
W4y W4y
Wy w1 + 2wsq

Die Vektoren die man fiir die Wahl w; = 1, wy = w3 = w4y = 0 sowie fiir wy = 1, w; =
w3:w4:0,fﬂrw3:1,w1:w2:w420 undfijrw4:1,w1:w2:w3:0
erhalt, sind

1 0 0 0
0 1 0 0
M=o, v@:=]0|, +®:=]1 und v = |0
0 0 0 1
1 2 0 0
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Es gilt fiir jede Wahl von wq, wy, w3, wy € R die Gleichheit

w1 1 0 0 0
Wo 0 1 0 0
w3 =w; |0 +wy |O] +ws | 1| +ws]0
Wy 0 0 0 1
wy + 2wq 1 2 0 0

Also lasst sich jeder Vektor aus W als Linearkombination von v, v® v®) und v®
darstellen. Also bilden v, v® v®) und v™® ein Erzeugendensystem von 1V . Es bleibt
die lineare Unabhangigkeit zu priifen. Dazu betrachten wir das lineare Gleichungssystem
Ao 4+ M@ 4+ X0 + N\0® = 0 fir \; € R. Zusammenfassen der Vektoren auf
der linken Seite ergibt

A1

A2

Ag -

A4

A1+ 2X9

Die ersten 4 Zeilen der Gleichung ergeben Ay = Ay = A3 = Ay = 0. Also bilden
v @ B »*) eine Basis von W und W hat damit Dimension 4.

S OO OO

Nun bleibt noch eine Basis fiir L (u1,u2,u3) N W zu bestimmen. Wir bezeichnen
im Folgenden U := L (uy,ug,u3) und u) = uy, u® := uy, u® := us. Zuerst
bestimmen wir U N W . Es gilt

UNnwW = {(vl,vz,vg,v4,v5)T ceU| v1+2vy —v5 = O} )
Jedes v € U lisst sich eindeutig als v = A\ju™ +Xou® +A3u® mit \; € R schreiben,

da u™M u® u® eine Basis von U bilden (die lineare Unabhangigkeit von u(), u(?) ()
kann wie in (a) gezeigt werden). Das heiBt es gilt

29 + 33
AL+ 20 — A3
V= )\1U(l) -+ )\2U<2) + )\5U(3) = 4)\1
0
—2M1 + A3
Daher ist U N'W gerade die Menge
29 + 33
AL+ 2X — A3
4)\1 )\1, )\2, )\3 € R und (2)\2 + 3)\3) + 2()\1 -+ 2)\2 — )\3) — (—2)\1 —+ )\3) =0
0
—2M + A3
2X0 + 33
AL+ 2 — A3
= 4\ /\1,/\2,/\3 € Rund 4)\; + 62 =0 s
0
—2\1 + A3
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womit

Unw =

;

\

2\ + 3)3
AL+ 2X — A
4)\1
0
L\ =20+ A
( 2 3
1/2 ~1
A | =6 +x| 0
0 0
3 1

A2, A3 € R

)\1,)\2,)\3 € Rund A\ = —5)\2

=L

3

2 3

1/2] | -1
—61,] 0
0 0

3 1

Somit erzeugen s := (2,1/2,-6,0,3)", s® := (3,-1,0,0,1)" den Unterraum
UNW . Zudem sind sV, s linear unabhingig, da 5" # A5 fiir alle A € R~ {0}
(folgt unmittelbar durch Betrachtung des dritten Eintrages —6 # A - 0). Also bilden
s s() eine Basis von U N W und die Dimension von U NV st 2.
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Aufgabe H 19. Funktionenrdume
Die Menge F' = {f1, f2, f3, f1} von stetigen Funktionen sei gegeben durch

fi: R — R: x s 4(sin(z))?, fo: R = R: x> —(cos(x))?,
f3: R— R: 2z — 2cos(2z), fi: R = R: z— exp(z).
(a) Entscheiden Sie welche Teilmengen von F' im Vektorraum C°(IR) der stetigen Funk-
tionen auf R linear abhangig, bzw. linear unabhangig sind.

(b) Bestimmen Sie die Dimension des von F' aufgespannten Untervektorraums von C°(R).

Losungshinweise hierzu: Nach dem Additionstheorem zur Winkelverdopplung gilt
cos(2z) = (cos(z))? — (sin(x))?

fir alle x € R und damit f; +4f5 +2f3 = 0. Somit sind f;, fo und f3 linear abhangig.
Damit sind dann natiirlich auch f;, fo, f3 und f; linear abhangig.

Da alle skalaren Faktoren der Linearkombination f; + 4f> + 2f3 = 0 von Null verschieden
sind, konnen wir diese Gleichung nach fi, fo bzw. f3 aufldsen. Damit gilt f; € L (fa, f3),
fo € L(f1, f3) bzw. f3 € L(f1, f2). Insbesondere ist somit

L(f17f2af4) = L(f17f37f4) = L(anf37f4) = L(flaf?af?nfll)‘

Wir zeigen nun, dass fi, fo und f; linear unabhangig sind. Sei dazu A1 fi+Xofo+ A4 fs = 0.
Durch Einsetzen von £ = 0 und x = 7 erhalten wir

0= A1 f1(0) +A2 f2(0) +A4 f2(0) = = Ao + Ay
=0 =7 ]
sowie

0= /\1 fl(ﬂ') +)\2 fg(’ﬂ') +)\4 f4(7T) = —>\2 + /\467T.
=0 =1 —eT

Zusammengefasst gilt also Ay = Ay = Ase™ und somit Ay = A\ = 0. Einsetzen von z = 7
liefert schlieBlich

0=\ fi(5) +A2fa(5) + Aafa(5) = 41
=4

Da wir nun wissen, dass fi, fo und f; linear unabhangig sind, folgern wir

3=dimL(fi, fo, fa) = dim L (f1, f2, f3, fa) -

Das beantwortet zunichst Teil (b). AuBerdem gilt damit auch

3 =dimL (f1, fo, fa) = dim L (f1, f3, fa) = dim L (f, f3, fa),

weswegen sowohl fi, fs3 und f; als auch fy, f3 und f; linear unabhangig sind.

Die verbleibenden elf Teilmengen von F' sind jeweils linear unabhangig, da sie in mindestens

einer der drei linear unabhangigen Teilmengen {f1, f2, fa}, {f1, f3, fa} und {f2, f5, fa} ent-
halten sind.
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Aufgabe H 20. Kugel und Ebenen
Wir betrachten im R? die Kugel K mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius 1, sowie die Ebene

(a)

(b)

(c)

Ei: 201+ 2+ t)zy+223=3 fir t € R.
Bestimmen Sie die Hesse-Normalform von E;.

Losungshinweise hierzu: Ein Normalenvektor von F; ist gerade gegeben durch
(2,2 +,2)". Diesen miissen wir allerdings noch normieren! Seine Linge betrigt

I(t) = /22 + (2+ )2+ 22 = VI2 + 4t + 12

Damit lautet die Hesse-Normalform

1 [ 2 3
E, - <@ 2—2Hf x>—m

Geben Sie eine Ebene F' in Parameterdarstellung an, welche E_, orthogonal schneidet.

Lésungshinweise hierzu: Wir erhalten E_5: 2x; + 2x3 = 3 mit dem zugehorigen
Normalenvektor n_y = \/75(2,0, 2)". Der Winkel zwischen einer Ebene F' mit Norma-
lenvektor nr und der Ebene E_5 ist nach Definition 2.9.3 gerade der Winkel zwischen
deren Normalenvektoren. Damit wir einen orthogonalen Schnitt erhalten, muss nach
Definition 2.9.1 die Bedingung (np|n_s) = 0 erfiillt sein.

Ein passender Normalenvektor np ist z.B. np = (0,1,0). Dies ergibt F': x5 = d als
Koordinatengleichung fiir F' mit d € R. Aufgrund der Schnittbedingung liegt minde-
stens ein Punkt von E_, in F'. Wir wahlen z.B. (3/2,0,0). Einsetzen in die Gleichung
fiir F' ergibt die Koordinatengleichung F': x5 = 0.

Fiir die Parameterdarstellung von F' parametrisieren wir z; = s und z3 = t. Somit
folgt aus der Koordinatengleichung von F' gerade, dass x5 = 0 und somit

0 1 0
F:x=10]4+s|0|+t[0], s, teR.
0 0 1

Bestimmen Sie diejenigen Werte von ¢t € R, fiir welche sich £, und K in keinem
Punkt / genau einem Punkt / einem Schnittkreis schneiden.

L6sungshinweise hierzu: Nach Bemerkung 2.9.7 ist der Abstand von E; zum Ur-
sprung aus der Hesse-Normalform von E; ablesbar. Er betragt

df)= > =3 4R
Tl VEr4+12 '

Somit schneiden sich E; und K in keinem Punkt / genau einem Punkt / einem
Schnittkreis, wenn d(t) > 1 / d(t) =1 / d(t) <1 gilt.

Da stets t* + 4t + 12 = (2 +¢)*> + 8 > 0 fiir alle ¢ € R gilt, folgt mit der Monotonie
des Quadrierens (1.5.7)

dt)>1 < 3>1{t) < 9>1t)? < 0>{t+1)(t+3).

Damit gibt es genau dann keinen Schnittpunkt, wenn ¢t € {35 € ]R‘ —3<zr< —1}.
Andererseits erhalten wir erneut mit der Monotonie des Quadrierens (1.5.7)

dt)<1 < 3Z1(t) & 9ZI1t)? < 0 (t+1)(t+3).
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Damit gibt es genau dann exakt einen Schnittpunkt, wenn ¢ = —3 oder t = —1
gilt. Zudem zeigt diese Umformung die Existenz eines Schnittkreis genau dann, wenn
te{reR|z<-3V -1<ua}.

(d) Geben Sie die Radien der Schnittkreise aus (c) in Abhangigkeit von ¢ an.

Lésungshinweise hierzu: Wir stellen eine Hilfsgerade ¢; auf, welche durch den
Ursprung O = (0,0,0) geht und E; senkrecht schneidet; den Schnittpunkt bezeichnen
wir als M;. In der folgenden Skizze ist K schwarz, E; blau und g¢; rot gestrichelt
dargestellt.

Die Gerade g; muss somit als Richtungsvektor ein Vielfaches des Normalenvektors von
E; sein. Als Stiitzpunkt kénnen wir den Ursprung O selbst wahlen. Dies ergibt

0 2
g:rz=|0]l+X|24+12], AeR
0 2

Zur Berechnung von Oﬂi setzen wir einen beliebigen Geradenpunkt z = (O,O,O)T +
AM2,2+1,2)T = (2), (2 + )X, 2\)T von g, in die Koordinatenform von E; ein:

220+ 2+ (2+H)N)+2(20) =3 & (B+(2+1)°)A=3 & =

Setzen wir diesen Wert fiir A in g;, so erhalten wir

oﬂi:%(z,ﬂt,w mit |0My:%=d(t).

Wir bezeichnen den Radius des Schnittkreises mit 7(¢) (griin in der Skizze). Nach
Pythagoras (s.h. Skizze) gilt

PHOME =1 o it 1= 1OMp = VI aE = 1-

Dieser Ausdruck ist gerade wohldefiniert fir t £ —3 Vv —1 < ¢.
Fiir den Radius des Schnittkreises gilt fiir t < —3 V —1 < ¢ gerade r(t) > 0. Dies
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entspricht nach (c) genau der Situation, in welcher sich E; und K in einem Schnitt-
kreis schneiden.

Zudem gilt fiir den Radius 7(—3) = r(—1) = 0. Nach (c) ist dies die Situation, in
welcher sich E; und K in genau einem Punkt schneiden.

Fiir die Werte ¢ € {z € R| =3 <z < —1} ist der Ausdruck fiir r(t) nicht wohlde-
finiert. Dies korrespondiert mit der Situation aus (c), in welcher sich E;, und K in
keinem Punkt schneiden.
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A. Thumm, D. Zimmermann
Wintersemester 2018/19
Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 21. Symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen
Eine Matrix A heiBt symmetrisch wenn A" = A und schiefsymmetrisch wenn AT = —A.

Seien V,, und W,, die Mengen der symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen n x n-Matrizen.
(a) Zeigen Sie, dass V,, und W,, Untervektorraume von R™*" sind.

(b) Zeigen Sie, dass sich jede Matrix A € R™*"™ eindeutig als Summe A = S + T mit
Matrizen S € V,, und T' € W,, schreiben lasst.

(c) Bestimmen Sie je eine Basis von V5 und W.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wegen 0 = 0" gilt 0 € V,,. Fiir A €V, und A € R ist (A)" = AA" = \A und
somit AA € V,,. Fiir A, B € V,, ist schlieBlich (A+ B)" = A" + B" = A+ B und
somit A+ B € V,,. Das zeigt, dass V,, ein Untervektorraum von R™*" ist.

Analog erhilt man die Untervektorraumeigenschaft von W,,: Wegen —0 = 0' ist
0 W,.Fir Ac W, und A € R ist (AA)" = AA" = A\(—A) = —(\A) und somit
M €W, Fir ABeW,ist (A+B)'=A"+B"=—-A—-B=—(A+B), also
auch A+ BeW,.

(b) Seien zundchst A € R™" sowie S € V,, und T' € W,, mit A = S + T gegeben.
Dann erhalten wir aus A = S+ 7 und A" = ST+ T" = S — T die Gleichungen
S=3(A+A") und T = J(A— A"). Damit sind dann S und T eindeutig bestimmt.

Fiir beliebiges A € R™™ setzen wir dann S := 2(A+ A") und T := (A — A"). Mit
dieser Wahl gilt nun offensichtlich A = S + T und zudem
ST=3A+A) =3AT+AT) =LA +4) =S5
und
TT=2A-AN =LA -AT)y =LA - 4) =-T,

1

2
also S eV, und T € W,.

(c) Esist Vo ={(%%)]a,b,c€ R} und Wy ={(95)|beR}. Wir kénnen die Basis

6o G- 60
)

von V5, sowie die Basis

von W5 daraus direkt ablesen.
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Aufgabe H 22. Spurfreie Matrizen
Sei der Untervektorraum V = {(2%) € C**? | a+d =0} von C**? gegeben sowie

0 —i 1/1 i 1 /1 —i
H_(i o)’ X‘§(i —1) und Y‘§(—i —1)'
(a) Zeigen Sie, dass AB — BA €V fiir alle A, B € C**2 gilt.
Lésungshinweise hierzu: Seien A, B € C**? beliebig und C' = AB — BA mit

A= a1 a2 : B — bi1 bio : O — 11 C12 '
21 A22 ba1  ba Co1 C22

Eine direkte Rechnung liefert dann

_ (G111 Q12 bii bio . a11b11 + ai2ba *
AB = =
21 Q22 ba1 b * 21012 + a29bao

. bii bio 11 Aaiz2\ biiary + bizag *
BA = — .
ba1 oo 21  a22 * bara12 + baaaoy

Damit erhalten wir

und

c11 = aibiy + aiabor — birary — biaaor = a12b91 — agibio
C22 = Qo1b12 + A22b22 — ba1a12 — bagaae = 21012 — a12091.
Da nun offenbar ¢11 + co9 = 0 gilt, ist C = AB— BA€ V.
(b) Zeigen Sie, dass S: H, X, Y eine Basis von V' ist. Bestimmen Sie ((§§) und ((99).

Lésungshinweise hierzu: Wir halten fest, dass H, X und Y in der Tat zum Un-
tervektorraum V' gehdren. Nun zeigen wir zunachst, dass S linear unabhangig ist.

Sei dazu A\ H + X + A3Y =0 mit A\, Ay, A3 € C, also

1 A2 + A3 —2i\; iy —iAg) (0 O

2 \ 21\ +1iXg —iAg -y — A3 ~\0 0/
Der linke obere Eintrag liefert nach Vereinfachen Ay + A3 = 0. Die Summe des linken
unteren und rechten oberen Eintrags liefern nach Vereinfachen Ay — A3 = 0. Zusammen

ergibt sich daraus Ay = A3 = 0. Einsetzen in den linken unteren (oder den rechten
oberen) Eintrag und anschlieBendes Vereinfachen ergibt schlieBlich A; = 0.

Als nachstes weisen wir nach, dass S ein Erzeugendensystem von V' ist:
Wegen X +Y = ({_)) und X =Y = ({ ) ist tatsichlich jedes (2%) € V durch
b+c b—c
sbtc sb—c a - t 5 a b
a(X +Y) —156(X — Y) 4 ib5eH = (l%c_u 45 > _ (C d)

2
als Linearkombination in H, X und Y darstellbar.

Als linear unabhangiges Erzeugendensystem ist S eine Basis von V.

Die Koordinatenvektoren (§4) und ,(90) erhalten wir schlieBlich direkt aus der
obigen Gleichung. Es gilt

0 1) _1 —11 und 00y _1 :1
500_21 510_21

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 38




6. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 23. Matrizen potenzieren

Gegeben seien
—1

008 1 2 10
A= und B=10 2 0
00 0 =2 00 7
000 O
Berechnen Sie fiir alle n € N die Potenzen A™ und B".
Losungshinweise hierzu:
e Es ist
0 0 6 10 000 —12 00 00
1 2 10 0 0 4 3 1000 O 4 |10 000
A_A’A_OOOO’A—OOOO’A_OOOO
000 O 000 O 00 00

Damit ist klar, dass A" = 0 fiir n > 4, da A" = A*A"* = 0A4""* = 0 (wobei 0 hier
als Nullmatrix zu verstehen ist).

e Wir stellen im Folgenden zwei Losungsmethoden vor.

— Wir berechnen die ersten Potenzen von B und stellen die Vermutung auf, dass gilt

2n p.2nloQ
B"=1|0 2n 0 | . Das beweisen wir nun mit vollstandiger Induktion.
0 0 "
21 0 2t 1.2t
*EsistBlz 0 2 0]l=160 2! 0
00 7 0 0 7
* n~>n-+1: Esist
@ o p.ol 0\ /2 1 0
B"tl = B"B = 0 on 0 020
0 0 " 0 0 7
2n+1 o L. On 0 on (n T 1) . 2(n+1)—1 0
= 0 on+l 0 =10 ontl 0
O O 7n+1 0 0 7n+1

— Wir beweisen das Resultat direkt. Wir machen die Zerlegung

200 010
B=102 0]+(0 0 0].
007 000
=D =N

Wir stellen fest, dass die beiden Matrizen D und N kommutieren, also dass gilt
DN = ND. Damit konnen wir den Binomischen Satz verwenden, um B" zu
berechnen. Es ist

B"=(D+N)" = i (Z) D" ENE,

k=0

Achtung! Wenn die beteiligten Matrizen nicht kommutieren, gilt die Binomische
Formel im Allgemeinen nicht. Ein Beispiel, bei dem die binomischen Formeln

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 39




6. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

versagen, wenn die Matrizen nicht kommutieren, haben Sie in der Prasenzaufgabe
P 22 selbst konstruiert!

Jetzt stellen wir noch fest, dass N* = 0 fiir k = 2, so dass alle Summanden
aus der Summendarstellung von B" fiir k = 2 verschwinden. Da das Potenzie-
ren einer Diagonalmatrix einfach durch das Potenzieren der Diagonaleintrage zu
erreichen ist, haben wir damit

2" 0 0 2n=t 0 010
B"=D"4+nD"'N=[0 2 0| +n| O 21 0 000
o o ™ 0 0o 7! 000
2" 0 0 0 n271 0 2m p2nl 0
=10 2" 0 0 0 0]=120 2" 0
o o 7™ 0 0 0 0 0 "
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Aufgabe H 24. Rechtsinverse Matrizen

2 13
-1 0 4

(a) Bestimmen Sie ¢, m und n.

Gegeben sei die Matrix A = ( ) . Fiir eine Matrix B € R™ soll gelten AB = E,,.

(b) Geben Sie eine solche Matrix B explizit an.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jedes b € R? das lineare Gleichungssystem Az = b von z = Bb
gelost wird.

(d) Ist die Losung des Gleichungssystems aus (c) fiir alle b € R? eindeutig?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Das Matrixprodukt AB ist nur dann definiert, wenn die Zeilenanzahl von B gleich
der Spaltenanzahl von A ist. Also ist ¢ = 3. Das Ergebnis des Produkts hat dann 2
Zeilen und m Spalten. Da sich als Resultat die Einheitsmatrix ergeben soll, also eine
quadratische Matrix, muss m = n = 2 sein.

bir bi2
(b) Wir setzen allgemein die Matrix B = | by; bay | an und erhalten das Gleichungssy-
b31 b3z
stem

2b;1 + b + 3bs; = 1,

—b11 + 4b31 - O,
2b1s + by + 3b32 = 0,
_b12 + 4b32 = 1.

Es ergibt sich aus der zweiten Gleichung, dass b1; = 4b3; und nach Einsetzen in die
erste Gleichung by; = 1 — 11b3;. Weiterhin erhalten wir aus der vierten Gleichung,
dass b1o = 4b3s — 1 und durch Einsetzen in die dritte Gleichung, dass byy = 2 — 11b35.
Daher ist jede Matrix der Form

4s 4¢ — 1
B=[1—-11s 2—-11t ],
S t

mit s € R, eine Losung der Aufgabe.

(c) Esist A(Bb) = (AB)b = E3b = b, also ist Bb Lésung des linearen Gleichungssystems
Ax =b.

(d) Die Wahl von B ist nicht eindeutig (vgl. Teilaufgabe (b)), sondern hangt von zwei
beliebig wahlbaren Parametern ab. Ist b # 0, so ist Bb eine Losung, die von minde-
stens einem frei wahlbaren Parameter abhangt, also gibt es allein schon unendlich viele
Losungen der Form Bb.

Falls b = 0, so gibt es nur eine Lésung der Form Bb, namlich 0. Trotzdem hat das
LGS Az = 0 noch weitere Losungen, zum Beispiel

Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist also fiir kein b € R? eindeutig losbar.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 25. GauB-Algorithmus

Es seien
-2 3 2 -4 3 15
7 11 -1 8 5 24
A=11 2 0 1 1 |[eR*®undb:=| 5 | €R’
1 -3 -2 3 =2 —14
-4 -3 2 -6 -1 —1

Berechnen Sie alle Lésungen = € R der Gleichung Az = b mit Hilfe des GauB—Algorithmus.

Losungshinweise hierzu: Wir stellen die erweiterte Koeffizientenmatrix auf:

—2
7
[afp]=| 1
1
—4

3
11
2
-3
-3

2
-1
0
-2
2

—4
8
1
3
—6

3
5
1
-2
—1

15
24

5
—14
-1

Nun wenden wir den GauB—Algoritmus an. Es liegt nahe, die dritte oder die vierte Zeile mit
der ersten zu vertauschen. Wir wahlen die dritte Zeile, weil ihre Eintrage allesamt kleiner sind

als die der vierten Zeile.

1 2 0 1 1 5
7 11 -1 8 5 24
—2 3 2 —4 3 15
1 -3 =2 3 =21 —-14
| —4 -3 2 —6 —1 -1 |
Wir ziehen nun Vielfache der ersten von den anderen Zeilen ab.
1 2 0 1 1 5]
A 0 -3 —1 1 =2 —-11
Js+2- 74 0 7T 2 =2 5 25
Zy— 74 0 -5 =2 2 -3 —19
Zs+4-Zy | 0 5 2 -2 3 19 |
Wir sehen, dass die fiinfte Zeile das Negative der vierten Zeile ist.
1 2 0 1 1 5]
0 -3 —1 1 =21 —11
0 T2 =2 5 25
0 -5 =2 2 =31 —19
Zs+2Zy | 0O 0 0 0 0 0
Um Briiche zu vermeiden, vertauschen wir die zweite und dritte Spalte. Dies fiihrt auf
1 0 2 1 1 5
0 -1 -3 1 =2 —11
0 2 7T =2 5 25
0 -2 —5 2 —31 —19
| 0 0 0 0 0 0
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Es ist zu beachten, dass die vorherige Spaltenvertauschung die Losungsmenge verandert hat:
Ist L ={reR’| Az =10} und L' die Ldsungsmenge des zu der obigen erweiterten Ko-
effizientenmatrix dazugehorigen Gleichungssystems, so gilt (ml,xg,xg,m,xg,)T € L' genau
dann, wenn (ml,arg,xg,x4,x5)T € L erfiillt ist. Wir fahren mit dem GauB-Algorithmus fort:

1 0 2 1 1 5
0 -1 -3 1 =2 -11

Zs+2-Zy |0 0 1 0 1 3
Z,—2-Zy O 0 1 0 1 3
0 0 0 0 0 0 |

1 0 2 1 1 5]

(-1)-Zy |0 1 3 —1 2| 11
0O 0 1 o0 1 3

Zi—Zs |0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |
Zv—2-Zy [1 0 0 1 —1]| =17
Zy—3-Zs |0 1 0 -1 —1 2
0O 0 1 o0 1 3

0O 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 |

Aus dieser erweiterten Koeffizientenmatrix kdnnen wir nun direkt £’ ablesen (vgl. Satz 3.7.6):

Aufgabe H 26. Komplex—lineare Abbildungen

Wir fassen die komplexen Zahlen C als R—Vektorraum auf und betrachten die reelle Basis
B :1,i. Angenommen, F': C — C ist diejenige R—lineare Abbildung, mit

(@) 5F5 = (38). (b) 5Fp =(3 %), (¢) 55 = (%3§) oder (d) pFp =(37).
In welchen der obigen Fille ist F' dann sogar C—linear?

Losungshinweise hierzu: Wir beginnen mit folgender Voriiberlegung. Dass F' eine lineare
Abbildung auf dem R—-Vektorraum C ist, bedeutet per Definition, dass

Fz+w) = F(z) + (w) (%)
F(az) =a- F(z) (%)
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fiir alle reellen Zahlen o € R und alle z,w € C gilt, siehe Definiton 3.8.1. Die Gleichung
ist aber zugleich die Bedingung, dass sich F', aufgefasst als Abbildung des komplexen
Vektorraums C, additiv verhalt. Die Abbildung F ist also genau dann C—linear, wenn sie als
Abbildung komplexer Vektorraume homogen ist, also Gleichung auch fiir alle komplexen
Skalare « erfiillt ist. Dies priifen wir im folgenden nach.

(a) Besitzt F' beziiglich der angegebenen Basis B die Matrixdarstellung (3 2), so gilt fiir
jede komplexe Zahl z = x + iy, wobei x,y € R:

F(z)=F(x+iy)=2-F(Q1)+y- F(i
—2-(5-140-1)+y-(0-1+5-1)
= 5z.

Wenn also o € C eine weitere komplexe Zahl ist, so gilt
F(az) =baz=a-bz=a- F(z),
weshalb F' nach der Voriiberlegung C—linear ist.
(b) Ist gF=(32"Y,), dann gilt fir z,y € R:
Flx+iy)=2-240-1)4+y-(0-1—-2-1) =2(x —1)
und damit insbesondere
Fi)=-2i£2i=1i-F(1).
Also ist F' nicht C—linear.
(c) Wenn (% 32) die Darstellung von F beziiglich B ist, folgt fiir z,y € R:
F(z +iy) = —3izx + 3y = —3i(z + iy).
Sind also «, z € C beliebig gewahlt, berechnen wir
F(a-z)=-3iaz =a- F(z).
Die Abbildung F' ist demnach C-linear.

(d) Auch die letzte Matrix (3 7*) beschreibt eine C—lineare Abbildung. Fir =,y € R
haben wir namlich

Flex+iy)=z-(1-31)+y-(3+1)

- (1—31) + (=i) iy - (3 +1)
z-(1—-31)+iy(=3i+1)
(1= 3i)(x +1y).

Also ist fiir o,z € C

Flaz)=(1-3i)-az=a- (1 —=3i)z = aF'(2).

Aufgabe H 27. Lineare Abbildungen
Welche der nachfolgenden Abbildungen sind R—linear?
(a) Die Abbildung F: R* - R: z — (x| x).
(b) Die Abbildung G: R" — R: z — (v |z), wobei v € R" ein fest gewahlter Vektor ist.
(c) Die Abbildung H: Pol (R) — R: f(X) — f(0).
(d) Die Abbildung K: Pol (R) — Pol (R): f(X) — f(X?).

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 44



7. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

L6sungshinweise hierzu:

(a) Die Abbildung F' ist nicht R-linear, denn fiir den Vektor 2 = (1,0,0,...,0)" € R"
und das Skalar 2 gilt beispielsweise

F(2z) = (22 |2x) =4 #2 =2 F(x).

(b) Diese Abbildung ist R—-linear. Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts (Satz 2.6.1)
folgt namlich fiir alle z,y € R® und a € R:

Fz+y) = (v[z+y) = (v[z) +(v]y) = Fz) + F(y)
sowie
Flaz) = (v|az) = a(v|z) = aF(x).
(c) Auch H ist R-linear. Um dies einzusehen, seien Polynome
f=a, X"+...+a1 X +aound g=0b, X" +... + 0 X + by

sowie ein Skalar o € R vorgegeben. Es gilt dann m < n oder n < m, aber fiir die
nachfolgende Diskussion diirfen wir m < n annehmen, da wir andernfalls die Rollen
von f und g vertauschen kénnen (hier geht ein, dass f+ g = g + f gilt). Mit dieser
Annahme ist dann
(f4+g) =a X"+ ... 4+ ape X"+
(am + bm)Xm 4+ ...+ (a1 + bl)X + (ao + bo)

Also gilt
H(f+g) = (f+9)(0) = ao+ by = f(0) + g(0) = H(f) + H(g)
und die Abbildung H additiv. Wir haben auBerdem
(af)(X) = aa, X" + ... + aa1 X + aay,
weshalb H auch homogen ist:
H(a- f) = (af)(0) = aag = o~ f(0) = - H(f).

(d) Wieder handelt es sich bei K um eine lineare Abbildung. Wenn wir die Bezeichnungen
aus dem vorherigen Aufgabenteil und die Annahme m < n iibernehmen, ist auch der
Beweis nahezu identisch: Die Gleichungskette

K(f+9) = (f +9)(X?)

= (X" + .+ A (X))
(A + b)) (X2)™ + .. 4 (a1 + b)) (X?) + (ag + bo)

= (X" + . F At (X)) 4 0 (X)) 4+ ar (X)) + apt
b (X2)™ 4 .+ by (X?) + by

= f(X?) + g(X?)

= K(f)+ K(g)

zeigt die Additivitat von K. Die Homogenitat folgt aus

K(a- f) = (af)(X?)
= aa, (X" + ...+ aa X + aaqg
=a- f(X?)
=a-K(f).
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Aufgabe H 28. Kern linearer Abbildungen
Sei F': R* — R? die Abbildung mit
r1 — 2x9 + 313 + 24
F((l’l,l'g,xg,fIM)T) = $1+4I3+4I’4
2z — w9 + T3 + 424

(a) Bestimmen Sie eine Basis B : vy,vs,...,v; des Kerns von F'. Welche Dimension
besitzt Kern (F')?
(b) Finden Sie eine Basis C': wy, ws, ..., w, des Untervektorraums
Wi={r eR*| (vi]|z) = (vp|2) =...= (vp|7) =0}.
(c) Zeigen Sie, dass die Vektoren vy, vy, ..., v, Wy, Wy, ..., w, eine Basis des R* geben.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Ist z € R* ein Vektor und B : ey, €9, €3, ¢4 die Standardbasis des R*, dann stimmt x
mit seinem Koordinatenvektor beziiglich B iiberein, d. h. es gilt * = gx. Wenn also
C' die Standardbasis des R? bezeichnet und A = ¢ Fp die Matrixdarstellung beziiglich
der Basen B und C, dann ist der Kern der Abbildung F' gerade gegeben durch

Kern (F)={z € R*| A-pr =0} = {z € R*| Az =0},

vergleiche Bemerkung 3.8.16. Nun ist A die Matrix mit Spalten «(F'(e1)), ¢(F(e2)),
c(F(e3)) und ¢(F(eyq)). Konkret:

1 =2 3 1
A=11 0 4 4
2 =3 7 4

Den Kern, also die Losungen des Gleichungssystems Az = 0, bestimmen wir mit dem
GauB-Algorithmus:

(1 -2 3 1]

1 0 4 4

2 -3 7 4]

1 -2 3 1]

Zo—Z, 10 2 1 3
Zs—2-Zy |0 1 1 2
(1 -2 1]

Zg(-)Zg 0 1 1 2
0 2 3 ]
Zi+2-Zy, [1 0 5 5]
1 1 2

Zy—2-Z; [0 0 -1 —1 |
Zv+5-Z3 [1 0 0 0]
Zo+Z5 |0 1 0 1
(0 0 -1 —1 |

1 0 0 0]

0o 1 0 1

(-1)-zs [0 0 1 1

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 46



7. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b)

(c)

Der Losungsraum {z € R"| Az =0} und somit auch der Kern der Abbildung F
besitzt also die Basis v := (0, —1,—1,1)":

insbesondere ist Kern (F") eindimensional.

Nach dem vorherigen Aufgabenteil ist
W={zxeR"| (v|x)=0}.
Gilt etwa = = (21, 29, 23, 24)", dann haben wir
(v]2) = —22 — 23 + 24,

gesucht sind also Vektoren z mit v' - z = 0. Dieses Gleichungssystem mittels Koeffi-
zientenmatrix formuliert gibt:

[0 -1 —1 1]
Wenn wir die erste und letzte Spalte tauschen, erhalten wir die Koeffizientenmatrix
[1 -1 -1 0]

welche zu dem Gleichungssystem A -z mit A = (1,—1,—1,0) korrespondiert. Obige
Koeffizientenmatrix besitzt aber Gestalt wie in Satz 3.7.6 verlangt, wir kdnnen die
Losungsmenge £ = {z € R"| Az = 0} also direkt ablesen:

+R +R

— o O O
O = O =
O O ==

Fiir W ergibt sich also (nach Riickgdngigmachen der Vertauschung) die Basis

Wy =

o O O =
_ =0 O
g
[
|
—_— O = O

Wir wissen bereits, dass der R* vierdimensional ist (siehe Beispiel 2.8.4). Wenn also
v, w1, Wy, ws linear unabhingig sind, so bilden sie bereits eine Basis des R*, vgl. Be-
merkung 2.8.17. Wir zeigen also, dass Av+ Ajw; + Aws + Azws = 0 nur gelten kann,
wenn A = A; = Ay = A3 = 0 ist. Nun gilt mit

0 100 by
-1 001 e
A=1 g 01 of Mv={0 )

1011 A3
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die Gleichheit
AU+ )\171]1 + )\gwg + )\3@03 = Ay

Die Vektoren v, w;, we und w3 sind daher genau dann linear unabhangig, wenn
L = {r € R*| Az =0} nur aus dem Nullvektor besteht. Wir rechnen mittels GauB—
Algorithmus nach:

01 00
-1 0 0 1
-1 0 10
| 1 0 1 1
ARSI [ 1 0 1 1]
-1 0 0 1
-1 010
| 0 1.0 0
(1 0 1 17
Zo + 7 00 1 2
Z3+ 74 00 21
| 01 0 0 |
1 0 1 117
Ly & 4y 01 00
00 21
100 1 2
(1 0 1 1
01 00
L3 > 4y 001 2
| 0 0 2 1
1 0 1 1
010 0
0 0 1 2
Ly — 23 0 00 =3
[1 0 1 1
01 00
001 2
(—=1/3)- 2, 0 0 01

Nach Satz 3.7.6 besitzt £ Dimension 0 und besteht somit nur aus dem Nullvektor.
Also sind v, wy, wsy, w3 linear unabhangig.
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 29. Rechenregeln fiir Determinanten

(a) Gegeben seien die regulidren Matrizen A, B € R4 mit
73 4 1 31 4 1
04 9 22 10 -1 4
A= 00 -1 61" B= 0 0 2 —4
00 0 2 0 0 O
Berechnen Sie det A, det B, det(A — B), det ( , det < ) .

(b) Sei v € R” mit n > 2. Bestimmen Sie det(vv' )

(c) Zeigen Sie: Ist A € R™ ™ schiefsymmetrisch (vgl. Blatt 6, H21), so gilt det A = 0,
falls n ungerade ist.

Lésungshinweise hierzu:
(@) e A ist eine obere Dreiecksmatrix, damit ist die Determinante gleich dem Produkt
der Diagonalelemente. Also ist det A=7-4-(—1)-2 = —56.
e Durch Vertauschen der ersten mit der zweiten Spalte von B ergibt sich eine
Dreiecksmatrix. Da das Vertauschen von Spalten nur das Vorzeichen der Deter-
minanten verdndert, haben wir also

31 4 1 1 3 4 1
1 0 -1 4 01 -1 4

det B = det 00 2 -4 = —det 00 2 —4 =-1-1-2.2=-4
00 O 2 00 O 2

Anmerkung: Damit ist insbesondere det B # 0 und somit B~ wohldefiniert.

e Da fiir R™"™-Matrizen X und Y im Allgemeinen gilt det(X £Y) # det X +
det Y, konnen wir die Determinante nur bestimmen, indem wir die Matrix A — B
explizit berechnen. Es ist

4 2 0 O
-1 4 10 18
A=B=10 0 3 10
0O 0 0 O
Da A — B eine Nullzeile enthilt, ist damit det(A — B) = 0.

. 1 1\* 1 1 1
e Es ist det (ZB) = (Z_L) det B = 44 . (—4) = —E = _6_4
e Wir benutzen den Determinantenmultiplikationssatz und die Tatsache, dass Trans-
position die Determinante nicht verandert. Damit ergibt sich

det ((B™)' A") = (det B - det A = () - (~56) = 22 g
(b) Schreiben wir v = (vy,...,v,)", so ist vo' € R™™ die Matrix mit den Spalten
vy -, ..., 0, -v. Damit ist der (Spalten-)Rang von vv' gleich Eins. Wenn n > 2 ist,

bedeutet dies, dass vv nicht den vollen Rang hat und damit det(vo') = 0.

(c) A ist schiefsymmetrisch genau dann, wenn A" = —A. Es ist damit det A = det A" =
det(—A) = (—1)"det A. Wenn n ungerade ist, fiihrt dies auf

det A= —detA & 2detA=0 <& detA=0.
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Aufgabe H 30. Basiswechsel und beschreibende Matrizen |
Gegeben seien die folgenden beiden Basen B und C des Vektorraums R2*2:

10 01 0 0 0 0
B.bl._<0 O),bQ._(O 0),1)3._(1 O),b4._(0 1>,
oo (L OY (10 (0 1y (01
L C = 01 , Co 1= 0 —1 , C3 1= 10 , Cq 1= 1 0/

Weiter sei ¢: R?*? — R?*2: A AT,
(a) Bestimmen Sie die Matrizen pide und ¢idg.
(b) Bestimmen Sie die Matrizen gy, cvc, BYc und cep.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir haben

1

0
61:1b1+0b2+0b3+1b4 = BC1 = ol

1

1

0
62:1‘b1+0'b2+0'b3+(_1>’b4 = pBCy = 0 R

-1

0

1
C3:Ob1+1bg+(—1)b3+0b4 = BC3 = 1|

0

0
C4:O'b1+1'b2+1'b3+0'b4 = BC4 = 1

0

Die Matrix gidc besteht dann aus den Spalten gcy, ges, pes, ges. Dadurch ergibt sich

11 0 0

. 0 0 1 1

pide=14 o _1 1

1 -1 0 0
Die Matrix ¢idpg ist die Inverse der obigen Matrix, also ¢idg = (Bidc)_l. Wir be-
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rechnen diese zum Beispiel so:

1 1 001000
0 0 110100
0 0 -1100010
1 -1 00|00 01
1 1 00| 1000
74-21,22+73 0 0 0 2 0110
0 0 -11| 0010
|0 -2 0 0||-1001
1 0 00| &£ 00 1]
Zl+§z4w,9237$22 0 0 02 0 110
0 0 -10| 0 -2 10
0 -2 0 0||-1 0 0 1]
(1 0 00| & 00 1]
zoze |0 =2 0 0)=1 0 0 1
0 0 -10f 0-%1w9
0 0 02| 0 11 0]
100020 0o 1
(-3)22(-Dz3532¢ |0 1 00|54 0 0 -1
A
00100 3% -2 0
(000102 2 0
R
Damit ist cidg = 6 % _% 02
0+ 2 0
(b) e Esist ¢(b1) =0b1, p(b2) = b3, ©(b3) = by und @(by) = by. Damit ergibt sich als

Abbildungsmatrix

BYB =

o O O
o = O O
o O = O
_— o O O

e Esist p(c1) =1, (ca) = c2, p(c3) = —c3 und @(cyq) = ¢4. Damit ergibt sich
als Abbildungsmatrix

10 0 0

o1 0 o0

cPe= 109 0 -1 0

00 0 1

e Esist

1 1 0 0
. 0 0 -1 1
BYc = pldocpc = 00 1 1
1 -1 0 0

(Man hatte auch das Produkt gy ppide verwenden bzw. die Koordinaten z(p(c;))
fur j =1,2,3,4 direkt berechnen kdnnen.)
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e Esist

N =

o O

cpB = cpccidp =

O O
[N

o O

== O O
[N

N | =
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Aufgabe H 31. Basiswechsel und beschreibende Matrizen 11
Es sei F die Standardbasis fiir R3. Weiter seien ¢, 1: R? — R3 mit

-2 1 2 -2 1 2

0 1 1 0 1 O
1 00
(a) Finden Sie eine Basis B so, dass gpg = [0 2 0
00 3

(b) Warum wire Teilaufgabe (@) nicht I6sbar, wenn wir ¢ durch v ersetzen wiirden?

Losungshinweise hierzu:
(a) Esist
epE = gldppYr &  EYE (BSDE)_l = pidp.

Die Spalten der Matrix gidp bilden aber gerade die Basisvektoren von B (in den
Koordinaten von E; insbesondere muss F nicht die Standardbasis von R? sein). Es

ist damit

-2 1 2\ /100 -2 3 2

pidg=11 4 1|10 53 0]=(1 2 —&

1 1 1

01 1/\0 o0} o 1 1
—2 1 2
Die gewiinschte Basis ist damit B: gby := | 1 |, gby:=35 (4], gbs:=5 [ -1
0 1 1

(b) Wenn eine solche Basis existieren wiirde, miisste wie oben gelten, dass gtog = pidppiE.
Die beiden Matrizen gidp und gy sind reguldr, also muss auch das Produkt regular
sein. Allerdings kann das nicht sein, da g1 den Rang 2 besitzt (die letzte Spalte ist
offensichtlich ein Vielfaches der ersten).
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Aufgabe H 32. Aufstellen von Abbildungsmatrizen
Gegeben sei die Ebene £ = {z € R?|2z; + 23 — 13 = 0}. Weiter sei ¢: R* — R? die
Spiegelung an der Ebene £.

(a) Bestimmen Sie eine Basis B von R3, fiir die die Matrix ppp eine Diagonalmatrix ist.

(b) Bestimmen Sie gy, wobei mit E die Standardbasis fiir R® gemeint ist.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Dass eine Abbildungsmatrix diagonal ist, bedeutet, dass jeder Basisvektor durch die
lineare Abbildung auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet wird. Daher schauen wir
uns an, was bei einer Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung eigentlich passiert:

e Zunichst einmal stellen wir fest, dass unter Spiegelung an &£ jeder Punkt, der
auf & liegt, auf sich selbst abgebildet wird. Das heiBt, die Ortsvektoren dieser
Punkte werden unter ¢ auf sich selbst (also ihr 1-Faches) abgebildet. Als zwei
unserer drei Basisvektoren kénnen wir dann zwei linear unabhangige Ortsvektoren

1 1
von Punkten auf £ wahlen. Zum Beispiel by := | —2 | und by := [ O
0 2

e Jeder Punkt P, der nicht auf & liegt, wird gespiegelt, indem man eine Senkrechte
durch P auf & zeichnet und auf dieser Senkrechten auf der anderen Seite den
Abstand zwischen P und E abtragt, dies ergibt dann den Spiegelpunkt P’. Falls
die Senkrechte durch P die Ebene im Ursprung schneidet, bedeutet dies, dass

OP = —O?. Das bedeutet, dass wir als dritten Basisvektor irgendeinen zu &£
2

senkrechten Vektor nehmen konnen, zum Beispiel b3 := 1 |, denn dann ist
—1

(,D(bg) = —bg.

(b) Mit unserer Wahl der Basis B: by, bs, by ergibt sich dann

1 1 2 1 2 =5 -1 10 0
EldB: -2 0 1 s BldE:E 2 1 ) 5 BYB = 01 0
0 2 -1 4 2 =2 00 —1
Damit ergibt sich
evE = pldppyppide
1 1 2 10 0 1 2 -5 —1
=1-2 0 1 01 0 T3 2 1 5
0 2 -1 00 —1 4 2 =2
1 1 -2 1 2 -5 —1
=1-2 0 -1 T2 2 1 5
0 2 1 4 2 =2
-1 =2 2
:% -2 2 1
2 1 2
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 33. Berechnen von Determinanten
Berechnen Sie fiir alle ¢ € R die Determinante der Matrix

-1 0 1 00

# 1 6 0 10
1 01 =100 66
Ad=1p 5 19 g 2 o €T

t 2 0 0 10

1 0 8 -1 01

Fiir welche ¢ ist A, invertierbar?

Loésungshinweise hierzu: Wir berechnen die Determinante, in dem wir zunadchst nach der
letzten Spalte und anschlieBend die Determinante der resultierenden Matrix nach der ersten
Spalte entwickeln. Dies gibt

t* =1 0 1 0
t 1 6 0 1
det(A)) =1-det [t> 0 1 -1 0
2 2 12 0 2
t 2 0 0 1
1 6 0 1 10 1 0
01 —1 0 0 1 —1 0
__ 45, _ 44,
=tedet ) gy o o At 5y g o] F
20 0 1 2 0 0 1
1.0 10 10 1 0
5 1 6 01| , 1 6 0 1
t° - det 1202tdet01_10—|—
2 0 0 1 20 0 1
1.0 1 0
1 6 0 1
t - det 0 1 —1 0
2 12 0 2

Aus der Vorlesung ist bekannt (Lemma 3.12.2), dass die Determinante einer singuldren Ma-
trix Null ist. Daher verschwinden in obigem Ausdruck die Determinanten aller derjenigen
Matrizen, in denen sowohl die Zeile (1,6,0,1) als auch die Zeile (2,12,0,2) auftritt, denn
diese beiden Vektoren sind linear abhangig, weshalb eine Matrix mit diesen Zeilen nicht vollen
(Zeilen—)Rang besitzen kann. Also erhalten wir

-1 0 1 0 -1 0 1 O

Ay 0 1 =1 0| 1 6 0 1
det(A;) = (—t7) - det 9 12 0 2 t= - det 0 1 -1 0
2 0 0 1 2 0 0 1
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Wie ebenfalls aus der Vorlesung bekannt (Lemma 3.12.1), dndert sich die Determinante einer
Matrix nicht, wenn man Vielfache einer Zeile zu einer anderen (nicht gleichen) Zeile addiert:

10 1 0 10 1 0
0 1 -1 0 0 1 —10
det | 5 19 g o] =det] o 19 o o
2 0 0 1 0o 0 2 1
10 1 0

0 1 -1 0

=det | o 14 9

0 0 2 1

Dies ist eine Block—Diagonalmatrix. Es gilt daher (3.13.8):

-1 0 1 0
0 1 -1 0 -1 0 14 2
detl o 0 14 2 det(o 1)'(2 1)“10'
0 0 2 1
Analog berechnen wir
-1 0 1 0 -1 0 1 0
6 1 1
1 6 0 1 0 6 1 1
det 0 1 -1 0 = det 0 1 -1 0 = —det (1) —21(1) =5,
2 0 0 1 0 0 2 1

wobei wir im zweiten Schritt nach der ersten Spalte entwickelt und im letzten Schritt die
Regel von Sarrus (3.11.5) verwendet haben. Also gilt

det(A;) = 10t* — 5¢* = 5t(2t* — 1).

Nun ist A; genau dann invertierbar, wenn det(A;) nicht verschwindet (sieche Lemma 3.12.2).
Der Ausdruck 5t*(2t% — 1) ist genau dann Null, wenn einer der Fakoren 5t? oder (2t* — 1)
Null ist; dquivalent: wenn t2 oder (> — 1/2) Null ist. Der erste Faktor verschwindet nur
bei ¢ = 0, der zweite bei t = j:l/\/é. Also ist A; furt =0, t = 1/\/§ und ¢t = —1/\/§
singular und invertierbar sonst.

Aufgabe H 34. Orthogonale Matrizen

Es seien A= (97'), B =3 (\}5 —1/5) und C' € R?*? eine beliebige orthogonale Matrix.

Welche der Matrizen
A+ A" B4+ B, C", (49) und (£49)
sind dann ebenfalls orthogonal?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Zur Erinnerung: Eine Matrix D € R™ " ist per Definition orthogonal, wenn D'D = E,,
gilt. Insbesondere muss eine orthogonale Matrix invertierbar sein. Die Matrix A 4+ A’
ist demnach nicht orthogonal, denn

T (00
A AT = (0 O)
ist nicht invertierbar.
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(b) Die Matrix B + BT ist orthogonal: Es gilt namlich

o35 V) (s D)6 ) -

und (EQ)TEQ = Eg.

(c) Auch CT ist orthogonal. Wie zuvor bereits bemerkt, ist eine orthogonale Matrix inver-
tierbar, also besitzt C' sowohl eine Links— als auch eine Rechtsinverse (3.10.7). Dann
ist aber jede Links— oder Rechtsinverse zugleich eine Inverse, und diese eindeutig be-
stimmt (Lemma 3.10.4). Nun gilt per Definition aber CTC' = FE,, C7 ist also eine
Linksinverse zu C'. Nach unserer Uberlegung ist C" daher die eindeutig bestimmte
Inverse von C' und damit auch rechtsinvers. Das bedeutet, es gilt auch die Gleichung
CCT = E,. Dies ist aber genau die Bedingung an C" orthogonal zu sein:

(CcH'c" =0C" = E,.

(d) Auch die Matrix ist (4 %) ist orthogonal, denn

() (5= (0 ) 8- (50 )= (5 )=

(e) Die Matrix D := (4 ) ist nicht orthogonal. Dazu betrachten wir

A C\ (A C\ (AT 0\[A C\ [« A'C
0 B) \o B) \c" B")J\0 B) \x =« )
Ware D orthogonal, miisste die obige Matrix mit der Einheitsmatrix £ libereinstim-

men und daher auch A"C = 0 gelten. Wenn wir C' = (& ) schreiben, dann wiirde
also gelten

_ AT 0 1 C1 dl . Co d2
0= A C— (—1 O) (CQ dg) o (—Cl —d1> ’

d. h. C ware die Nullmatrix. Das ist aber ausgeschlossen, da C' ja orthogonal, mithin
also invertierbar sein soll. Daher kann D keine orthogonale Matrix sein.

Aufgabe H 35. Gram-Schmidtsches Orthonormierungsverfahren

Wir betrachten den R* mit dem Standardskalarprodukt sowie die Vektoren

by :=(—1,1,0,0)", by := (3,1,1,0)" und bg := (1,—1,9,1)".

(a) Sei V' der Untervektorraum des R*, welcher von den Vektoren by, b, und b3 aufge-
spannt wird. Zeigen Sie, dass V' dreidimensional ist.

(b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis f1, f2, f3 von V', die den Gleichungen L(f,) =
L(b1), L(f1, fo) = L(b1,b2) und L (fi, fo, f3) = L (b1, b2,b3) geniigt.
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L6sungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Der Vektorraum V' kann, da er von drei Vektoren aufgespannt wird, héchstens dreidi-
mensional sein (vgl. Satz 2.8.13). Wenn by, by und b3 linear unabhéngig sind, dann
ist der Vektorraum (ebenfalls nach Satz 2.8.13) aber auch mindestens dreidimensional.
Wir sehen also: V' ist genau dann dreidimensional, wenn die Vektoren b;, by und b3
linear unabhangig sind. Das ist in der Tat der Fall: Aus einer Gleichung

-1 3 1
1 1 —1
0=\ 0 + Ao 1 + A3 9
0 0 1

fiir reelle Zahlen Ay, Ay und A3 folgt namlich zunidchst A3 = 0, anschlieBend Ay =0
und zuletzt dann A\; = 0.

Wir verwenden das Orthonormierungsverfahren von Gram—Schmidt. Im ersten Schritt
berechnen wir

1 1
=—0b = —
Dies ist ein normierter Vektor mi L (f1) = L (b1). GemaB dem Orthonormierungsver-
fahren ist dann

by.

1
f2~—@

ein normierter Vektor, der L (f1, f2) = L (b1, bo) erfiillt. Konkret haben wir

f2*, wobei f; = bg — <b2 | f1> fl;

. | 1
f2 _b2 b2 ‘bl‘bl> |bl‘bl
(b2 | b1)

= by e by
3 —1

(1] sp+1a1 1

Tl 2 0
0 0
2

- 2

|1
0

sowie f, = 1/3-(2,2,1,0)". Fiir den nichsten Schritt des Orthonormierungsalgorith-
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mus berechnen wir

f; = bz — (bs\f1>f1 - <b3|f2> fa

B (b3 ]b1) (bs | f3) .
_bS 2 bl 9 f2
1 —1 2
e et 24 (-n-249-1 2
19 2 0 9 1
1 0 0
1 —1 2
NN
o 9 0 1
1 0 0
—2
B -2
o 8
1
Mit f3 = 1/[f5]- f5 gilt dann auch L (f1, fa, f3) = L (b1, by, bs), sodass
—1 2 -2
1 1 112 1 —2
_ N und fy = ——
0 0 1

eine Orthonormalbasis mit den gewiinschten Eigenschaften ist.
Aufgabe H 36. Determinante linearer Abbildungen

Es sei V' ein n—dimensionaler R—Vektorraum und F': V' — V eine R-lineare Abbildung.
(a) Zeigen Sie: Sind B und C' zwei Basen von V', dann gilt

det(BFB) = det(ch).

Wir setzen nun det(F) := det(gFp), wobei B eine beliebige Basis von V' ist. Nach dem
vorherigen Aufgabenteil ist diese Zahl von der konkreten Wahl der Basis unabhangig.
(b) Zeigen Sie nun ferner: Ist G: V — V eine weitere R—-lineare Abbildung, so gilt

det(G o F') = det(G) - det(F).

Losungshinweise hierzu:
(a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass zwischen den Matrizen g Fp und ¢ F¢ die folgende
Beziehung besteht (vgl. Satz 3.10.11)
plp = pidc - cfc - cidp
und ferner, dass gidc invertierbar ist, mit (pidg)™! = ¢idp. Also folgt aus der Mul-
tiplikativitat der Determinante (3.12.3):
det(BFB) = det(Bidc . C’FC : CidB)
= det(Bidc) . det(ch) . det<cid3)
= det(Bidc) : det(ch) : det((Bidc)_l)
1
= det(cf¢) - det(pide) - ————
etlofo) - detlside) - 320y

= det(ch).
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(b) Wir wiahlen eine Basis B von V. Dann gilt per Definition
det(G o F) = det(p(G o F)p)
Andererseits haben wir nach Satz 3.12.8
B(GoF)p=pGp - plp
und somit

det(G o F) = det(BGB . BFB) = det(BGB) : det(BFB) = det(G) : det(F)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 37. Spiegelung ] 2 2 -1
Eine Spiegelung an einer Ebene im R? wird beschrieben durch A = 3 2 -1 2
-1 2 2

(a) Geben Sie die Spiegelebene in Hesse-Normalform an.

(b) Sei a: R® - R?: v+ A v, Ist a o« eine eigentliche / uneigentliche Isometrie?

(c) Seien r; == (-2 1 —2)T und ro == (-2 4 —2)T. Fiir welche j € {1,2} ist die
Abbildung f3; : R* — R*: v — Av + r; eine Ebenenspiegelung? Geben Sie in diesen
Fallen die Spiegelebene in Hesse-Normalform an.

Losungshinweise hierzu:

(a) Zur Bestimmung der Spiegelebene betrachten wir die Fixpunktgleichung Av = v. Dies
fiihrt auf das homogene LGS (A — E3)v = 0. Wir erhalten

-3 3 —3| 0 (=3)-2: [ 1 -2 1] 0
2 -2 200 Ly + 27 0 0 0| 0],
womit der Lésungsraum
2 -1
L 11,10
0 1

ist. Der Losungsraum beschreibt somit die gesuchte Spiegelebene Ebene S, welche
den Ursprung (0,0, 0) enthalt und die Richtungsvektoren (2 1 0)T und (=1 0 1)T
hat. Wir berechnen den Normalenvektor n mittels

. 2 ~1 1
n=—n, wobei A= |[1|x|0]=[-2] mit |a=+6.
i 0 1 1

Somit ist n = \/Lé( 1 =21 )T. Da (0,0,0) ein Punkt der Ebene ist, erhalten wir nach
Bemerkung 2.9.7.1 zwei mogliche Darstellung fiir die Hesse-Normalform:

x3 =20 bzw. S 0.

g 1 2 n 1 1 n 2 1

D —=T — —=Ty+ — — T+ —Ty — —=T3 =
V6 Ve VG V6T Ve VG
(b) Die Matrix A ist uneigentlich orthogonal, da A" A = F3 und

1
det A= -(~4—4-4+1-8-8)=-1

nach der Regel von Sarrus (3.11.5) gilt. Insbesondere gilt A™! = AT = A weil A
orthogonal und symmetrisch ist. Somit ist (A™')*> = A? und daher a o a: R® —
R3: v+ A?v. Zudem ist mit Lemma 3.10.5

(A%)T(4%) = (AA)T(AA) = A"ATAA=A"A=E,
=Fj3

und wegen 3.12.3.1 gilt det(A?) = det(A)? = 1. Damit ist A? eine eigentlich orthogo-
nale Matrix und a o «v ist eine eigentliche Isometrie und keine uneigentliche Isometrie.
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(c) Damit j3; eine Spiegelung ist, muss der Translationsanteil 7; orthogonal zu der Spie-
gelebene aus (a) sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn r; ein Vielfaches des Nor-
malenvektors n aus (@) ist. Wir erkennen sofort, dass r; # tn fiir alle t € R und
1y = —24/6n. Somit ist nur B, eine Ebenenspiegelung. Dies kann jeweils auch rech-
nerisch durch Ldsen eines inhomogenen LGS gesehen werden.

Fir r; fiihrt die Fixpunktgleichung 8;(v) =v < (A — E3)v = —r; auf das LGS

-3 3 —3| 2 (=3)-Z: [ 1 -2 1] -6
2 4 20 o Iy + 270 0O 0 0y 3

Die 2. Zeile liefert einen Widerspruch. Somit kann es keine Lésung geben und f; ist
keine Spiegelung.
Fiir 7o fiihrt die Fixpunktgleichung f2(v) =v < (A — Es)v = —ry auf das LGS

2 1
-3 3 —3| 2 (=3)-Z: [ 1 -2 1] -6
R T ~ o T+ 27y 0O 0 0] O

Der Losungsraum ist gegeben durch

—6 2 -1
O |+s|1|+¢t| O s, t € R
0 0 1

und beschreibt damit eine Spiegelebene T', welche den Punkt (—6,0,0) enthlt und
dieselben Richtungsvektoren (2 1 O)T und (=1 0 1)T wie S aus Teilaufgabe (a)
hat. Damit ist n aus (@) auch ein Normalenvektor von T und die Hesse-Normalform
von T ist gegeben durch

1 2 1
— —2 4 —=1y — —=x3 = V6.
V6T Ve VB

Der Translationsanteil ro fiihrt somit erneut zu einer Spiegelung mit einer Spiegelebene
T, welche als die um /6 Langeneinheiten verschobene Spiegelebene S identifiziert
werden kann.
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Aufgabe H 38. Drehung
Seien by := (0 1 O)T, by:=(10 —1)T, b3 :=(—-10 —1)T die Vektoren der Basis B.
Fiir t € R~ {8} seien ¢ := (2 ¢t —2)", ¢:= (=1 —4 1)", ¢5:=(~1 0 —1)" die
Vektoren der Basis C' und E sei die Standardbasis von R3.
(a) Sei v: R® — R? linear mit (b;) = ¢; fiir j € {1,2,3}. Bestimmen Sie v, .
(b) Gibt es ¢t € R \ {8} so, dass 7 aus (@) eine Drehung ist? Bestimmen Sie fiir diese
Falle die Drehachse und den Cosinus des Drehwinkels von ~.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wirverwenden Satz 3.10.11 mit v, = .id, 7, 5id, und bestimmen im Folgenden

pido, ;7 und Sid . Wir erhalten fiir £ € R
1 2 -1 -3 0o 1 -1
Eidc:§ t —4 0 und id, =11 0 0
-2 1 =3 0 -1 -1

Weiter gilt nach Satz 3.10.11 die Identitat ,id = (,id,)~"!, womit

B
1 0 2 0
pld, = 3 1 0 -1
-1 0 -1

Zudem erhalten wir v, = Ej3 direkt aus der Abbildungseigenschaft v(b;) = ¢; fiir
j € {1,2,3}. Insgesamt erhalten wir somit fiir t € R die gesuchte Matrix

2 -1 =3 0 2 0 1 2 2
:%t—40110—1:1—2t2

E,}/E
9 1 —3/2\_10 -1/ 3\2 _—21

(b) Um zu entscheiden, ob v aus (a) eine Drehung beschreibt, untersuchen wir A; := v,
fir t € R. Mit der Regel von Sarrus (3.11.5) erhalten wir
1 1
det(,7,) = ﬁ(t+8+8—4t+4+4) = §(8—t).
Wir sehen, dass det(E’yE) = 1 genau dann, wenn ¢t = —1. Zudem ist A_; orthogonal,

da AT,A_| = E5. Somit ist A_, eine eigentlich orthogonale Matrix und mit Satz
4.6.16 folgt, dass ~ fiir t = —1 eine Drehung beschreibt.

Fiir den Cosinus des Drehwinkels « gilt nach 4.6.20 die Gleichung Sp (A_;) = 2 cos(a)+
1. Weil Sp(A_;) = 1, erhalten wir cos(a) = —3.
Die Drehachse finden wir nach Satz 4.6.16 durch Losen der Fixpunktgleichung A_jv =
v, also des homogenen LGS (A_; — E3)v = 0. Dies fiihrt auf

2

2 2
3 3 3 (=3)- 2 - 1 -1 =10
242l oz 0 —2 o o

2 2 2 )
3 -3 —3 0 Zg + Z1 L 0 0 0 0 )
Zl — %ZQ . [ 1 0 -1 0
i 0 0 01l 0O ]
1
Die Drehachse ist also die Gerade R | 0
1
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Aufgabe H 39. Koordinatentransformation |
Sei E das Standardkoordinatensystem in R?. Zudem seien

—2\ /-3 1 —4 8 6 1/2 1/2
F = T ;11 ), {—-4],11 , RS R o [ -2 =2 =2 | v+ =1
1 2 2 3 -6 —4 1 —2

(a) Ist IF ein affines / kartesisches Koordinatensystem? Bestimmen Sie _x. und k.

(b) Geben Sie die Beschreibung v, der Abbildung o beziiglich F an.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Damit IF per Definition 4.7.1 ein affines Koordinatensystem ist, miissen wir zeigen, dass
fii=(—=312), for=(1 =4 2)", fy:=(—4 1 3)' eine Basis des R? bilden.
Nach Satz 2.8.17 reicht es dafiir zu zeigen, dass f;, fo und f3 linear unabhangig sind.

Der Ansatz fixy + foxs + fzxzs = 0 mit x1, 29, x3 € R fiihrt auf das homogene LGS

Fr=0 mit F = (fl,fg, fg), x:(xl ) l’g)T.

Mit der Regel von Sarrus (3.11.5) folgt zudem

-3 1 —4

det F=det| 1 -4 1 |=36+2—-8-324+6-3=1#0,

2 2 3
womit das LGS Fz = 0 nach 3.14.1.2 genau eine Losung besitzt. Offensichtlich ist
x = 0 eine Losung und damit auch die einzige Losung des LGS. Damit folgt x; =
To =x3 =0 und f1, fo, f3 sind linear unabhangig.
Die Vektoren fi, fs, fs bilden keine ONB, da sie nicht normiert sind und nicht
paarweise aufeinander senkrecht stehen (z.B.ist (f1| fi) = (=3)2+124+22 =14 # 1).
Somit ist F nach Definition 4.7.1 kein kartesisches Koordinatensystem.
MitP:=(-211 )T sind die Koordinatentransformationen nach 4.7.6 gegeben durch

EKF:R?’—)R:S:UHFU—#P und K :R3—>R3:vr—>F*1(v—P).

FE
Damit folgt
-3 1 -4 -2 —-14 —-11 -15
E&F:R3—>R3:v»—> 1 —4 1 Jov+]| 1 und F'=| -1 -1 -1
2 2 3 1 10 8 11
fihrt auf
—14 —11 -15 -2
g RP= R v | =1 =1 =1 o+ 0
10 8 11 1

(b) Mit ', P aus (a) ist nach Satz 4.7.12 gerade _a,: R* — R®: v — A’ v +t' mit
A= F'AF und t' = F7'(AP — P +t), wobei A der lineare Anteil und ¢ der
Translationsanteil von « ist. Somit erhalten wir mit

8 6 1/2 1/2
A=-2 =2 2|, t=|[-1
—6 —4 1 —2

fur die Beschreibung o, der Abbildung o beziiglich

-2 8 =2 30

. T3 3.
pop RO =R o= |11 3/2 Pl Tt 3
6 -2 8 —20
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Aufgabe H 40. Koordinatentransformation Il 1 0
Seien I, G affine Koordinatensysteme. Sei _r,: R* = R*: v (3 1 0 |v+ | 4
fiir das Standardkoordinatensystem [E, sowie 00 1

T

P=(10-1), Q=(-34 -2)

IEP:(o 00), Q=(101),

L gR=(-T2 —T1)T, GS=(-54 -1)
. L=(200), S
(a) Bestimmen Sie F, G und .
(b) Zeigen Sie mittels der Geradentreue affiner Abbildungen, dass es kein affines Koordi-

natensystem H so gibt, dass .k <(—1 0 3)T> =(7 =3 4)T,
T T T T
E;@H((o 1 2)):(7 —2 2) ,E,{H((—g 2 5)):(7 —45)"

Lésungshinweise hierzu:
a) Nach 4.7.6 ergibt sich _x_: R® — R3: v+ Fv + s aus _k.. gemaB
EF FE

-1

10 -2 1 0 2
F=1|(31 o — (-3 1 -6,
00 1 0 0 1
10 —2\ ' /=1 1 0 2 —1 —1
s=—[31 0 4 |l==--31 -6 4 | =(-1],
00 1 1 0 0 1 1 ~1
womit schlieBlich
—1 1 0 9
F=([-1|:{=3].,11],]-6
1 0 0 1

Um G zu erhalten, werden wir ;r aus den angegebenen Koordinaten der Punkte P,

@, R und S bestimmen. Dazu machen wir den Ansatz

pfig(v) = Gu+t mit G € R>? te R

Die Bedingung P = k(. P) liefert sofort t = P = (1 0 —1)". Somit bleibt
noch G zu bestimmen. Bezeichnen wir mit gq, g», g3 die unbekannten Spalten von G

so, dass G = (g1 g2 ¢3), dann kann die Bedingung ER = ]EI{G(GR) geschrieben
werden als
2 1 —4
L=(9 92 93) (0> +t = R=2+t < g1=(R-t)= ( 1 > .
0 2 0

Somit ist g; bestimmt. Die Bedingung @ = (@) liefert weiter

1 0
@ =(91 92 g3) (0) +t = Q=qatgtt <— g=,Q-qg—-t= ( 3
1 —1
womit die dritte Spalte g3 von G bestimmt ist. Weiter ergibt .S = _r(S) schlieBlich
1
S =91 92 93) —1>—|—t = O =g—Gtgtl 5
1
— Qp=—pStatgt+t=|0
—1
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Damit ist auch die zweite Spalte g5 von GG bestimmt und wir erhalten

-4 2 0 1 1 —4 2 0
gigw)=11 0 3 )o+|[ 0 [, womit G= 0] 1
0o -1 -1 —1 —1 0 —1 —1

sich aus 4.7.6 ergibt.
Als letzten Schritt bestimmen wir . Nach Satz 4.7.8 bzw. 4.7.9.2 gilt

cFp(0) = ohig (ghp(V) = hg(Fo+s) = G Fo4+ G (s —t).

Nach Bestimmung von

1

—4 2 0\ L [~3 -2 -6
G'=11 0 3 =1 -1 —4 —12
0 -1 -1 1 4 2

kénnen wir G™'F und G~'(s —t) berechnen. Dies fiihrt auf

3 -2 0 8

1 1
G/QF:R?’—)R‘?: v»—)E 11 —4 10 U—i—E 6
—11 4 =20 —6

(b) Angenommen, es gébe ein affines Koordinatensystem H so, dass <( -10 3 )T> =

T T T T T
(7 -3 4) ,EHH<(0 1 2)):(7 —2 2) ,E,@H<(—3 —2 5)):(7 —4 5"
Wir beobachten, dass (—1 0 3)T, (01 2)T, (=3 =2 5)T auf einer Geraden lie-
gen, denn die Gerade g durch (=1 0 3)T, (01 2)T ist gegeben durch

-1 1 -3 -1 1
g=| 0| +R| 1 und es gilt =2|=(0]+(=21(1
3 -1 5 3 —1

Nach 4.7.6 ist _r, fir das affine Koordinatensystem H eine affine Abbildung. Nach
4.6.3 bilden die Bilder der Punkte einer Geraden unter einer affinen Abbildung entweder
wieder eine Gerade, oder fallen alle zusammen. Nun fallen die Bildpunkte (7 —3 4)T,
(7 =2 2)T, (7 —4 5)T offensichtlich nicht zusammen. Zudem bilden diese Punkte
auch keine Gerade, denn die Gerade h durch (7 —3 4)T, (7 =2 2)T wird beschrie-
ben durch h = (7 —3 4)" +R(0 1 —2)" und es ist fiir alle ¢t € R

7 7 0 0 0
4| £ -3|+t] 1 — |-1|=#£t]|1
5 4 2 1 —2

Damit ergibt sich ein Widerspruch zu 4.6.3 und es kann kein solches affines Koordina-
tensystem H geben.
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 41. Eigenwerte und Vielfachheiten

Fir s € R seien

-5 -3 1 0 0 s—2 A B
A._(6 4), B.—<_2 O>’ Cs.—<4 23—6> und DS'_(O Cs).

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und von C in Abhangigkeit von s € R.

(b) Geben Sie die algebraische Vielfachheit aller Eigenwerte von D, in Abhangigkeit von
s e R an.

(c) Bestimmen Sie fiir s = 1 die Eigenraume aller Eigenwerte von D; und geben Sie
jeweils die geometrische Vielfachheit an.

Losungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom von A lautet

Xa(A) = det(A — AEp) = ‘ =(=5—A)(4—\) +18

6  4-—A
=X+ A—2=(=2-N)(1-\).

‘—5—)\ -3

Damit sind A\; = —2 und Ay = 1 die Eigenwerte von A.
Fiir s € R ist das charakteristische Polynom von C'

A s —2
4 25s—6—M\
= A2+ (6 — 25)\ + 8 — 4s.

Xc, (A) = det(Cs — AE») = ' ’ = —\(2s—6—\) —4(s — 2)

Dabei gilt x¢,(A\) = 0 genau dann, wenn A einen der folgenden Werte annimmt:

—(6 —25) £ /(6 — 25)2 — 4(8 — 4s)
2

Damit sind A3 = 2s —4 und Ay = —2 = A\; fiir s € R die Eigenwerte von Cj.

=s—3++(s—1)2?=s5s-3+(s—1).

(b) Die Matrix Dy ist eine Block-Dreiecksmatrix. Wir berechnen das charakteristische
Polynom nach 3.13.8 und erhalten fiir s € R

o) =det (ATAE B ) Get(A-AE) det(Cy—AEs) = va(N)xe (V).
0 Cs — \Es

Damit ist A\ ein Eigenwert von D, genau dann, wenn \ ein Eigenwert von A oder von

Cy ist. Also sind A\, A2, A3 und )\, aus (a) die Eigenwerte von D;,.

Zur Bestimmung der algebraischen Vielfachheit der Eigenwerte von D, geniigt es zu

untersuchen, fiir welche s € R der Eigenwert A3 die Werte —2 oder 1 annehmen

kann. Es gilt A3 = -2 & s=1und \3=1 <:>5:g.

Insgesamt folgt damit fiir die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte von D:

(i) Fir s=11ist Ay = A3 =Xy = —2. Somit gilt e_o =3 und e, = 1.

(ii) Fir s = g ist Ay =A\; = —2und Ay = A3 = 1. Somit gilt e_, = 2 und e; = 2.
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(iii) Fir se R~ {1,3} ist Ay = Ay = —2. Somit gilt e_ =2 und ¢,, =€), = 1.

(c) In (b) haben wir fiir s = 1 gesehen, dass D; die Eigenwerte —2 und 1 mit e_y = 3
und e; = 1 hat. Wir bestimmen zundchst den Eigenraum V(1) zum Eigenwert 1
durch Losen des LGS (Dy —1- Ey)v =0:

-6 -3 1 0/ 0 (—2) Z 1 1 —¢ 0] o0

6 3 -2 0f 0 Zo+Zy:| 0 0 -1 0f 0

0 0 -1 -1 0 (-1)-Zy:| 0 0 1 1[0

0 0 4 5|0 Zy+4Zs:| 0 0 0 -9 0

Z-1z:[ 15 0 of 0] 1 L 0 of o
(-1)-Z,:| 0 0 1 0|0 0 0 1 of o0
Y Ze+ Zy:l 0 0 0 10| 0 0 0 1] 0
0 0 0 -9 0 Zy+9Zs:| 0 0 0 0] 0

Vertauschung der Spalten 2 und 3 und anschlieBend der Spalten 3 und 4 liefert weiter

(%1 V2 U3 Vg (%1 U3 V4 (%

1 & 0 of o0 1 0 0 3] o0 -1
0O 0 1 01|l 0 0O 1 0 0}/ 0 1
o o o 1ol 0o 0 1 of ol =VL=Cl,
0O 0 0 0] 0 0O 0 0 o0f o0 0

Fiir die geometrische Vielfachheit gilt d; = dim V(1) = 1 (dies sieht man auch direkt
ohne Berechnung des Eigenraumes mit 5.3.4, wonach 1 < d; < e; = 1). Um den
Eigenraum V(—2) zum Eigenwert —2 zu erhalten, I6sen wir (D — (—2) - E4)v = 0:

-3 =3 1 0 07 (—3) Z1: 1 1 —3 0] 0

6 6 —2 0| 0 Zo+2Z,:| 0 0 0 0} 0

0 0 2 —1f0|7 L.z 0 0 1 =30

0 0 4 =200 Zy—2Zs:| 0 0 0 0] 0

Zi+iZy:[ 11 0 —¢f 0] [ 1 0 1 —¢| 0
L Lo Zs: 0 0 1 —5| O Spalten 7373 0 1 0 —5| 0
0 0 0 0|0 0 0 0 0] o0

0O 0 0 0|0 0 0 0 0] o0

wobei im letzten Schritt die Spalten 2 und 3 vertauscht wurden. Wir erhalten somit
~1 1/6

1 0
V(-2)=4(s o | T 1/2 5,t€Cp,
0 1

womit fiir die geometrische Vielfachheit d_, = dim V' (—2) = 2 gilt.
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Aufgabe H 42. Eigenwerte und orthogonale Matrizen

(a) Seien v und w reelle Eigenvektoren von A € R™ ™ zu den reellen Eigenwerten \ bzw.
(. Driicken Sie (Av| Aw) in Abhéngigkeit von (v |w) aus.

(b) Zeigen Sie: Fiir jeden Eigenwert A € R einer orthogonalen Matrix A € R"*" gilt
A=1oder A =—1.

(c) Zeigen Sie: Ist A € R** uneigentlich orthogonal, so sind 1, —1 Eigenwerte von A.

(d) Geben Sie eine eigentlich orthogonale Matrix B € R*** an, die keine reellen Eigenwerte
hat.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Weil v und w Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten \ bzw. p sind, gelten Av = \v
und Aw = pw. Mit den Eigenschaften des Skalarprodukts folgt somit

(Av| Aw) = (Ao | pew) = A (v]w).

(b) Sei A € R ein Eigenwert von A. Dann gibt es einen Vektor v € R", v # 0, mit
Av = M. Da A eine orthogonale Matrix ist, erhdlt A das Skalarprodukt (Satz 4.5.7),
womit (v|v) = (Av| Av). Insgesamt folgt daher mit Aufgabenteil (a)

(v]v) = (Av| Av) = A? - (v]|v).

Da (u|u) =0 nur fir u =0 gilt, ist (v|v) > 0. Wir diirfen in obiger Gleichungskette
also durch (v |v) teilen und erhalten 1 = \? oder dquivalent hierzu A = +1.

(c) Ist A € C ein nicht-reeller Eigenwert von A, so ist auch A ein Eigenwert von A,
vgl. Lemma 5.1.9. Wiirde A also nur nicht-reelle Eigenwerte besitzen, dann gabe es
z,w € C derart, dass z und w nicht-reell sind und so, dass z, Z, w und w die (nicht

notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerte von A sind. Dann gélte nach Bemerkung
5.2.3 einerseits

det A=z-Z-w-w=|z* Jw* =0

und andererseits ware det A = —1, da wir A als uneigentlich angenommen haben. Da
beide Gleichungen nicht zugleich erfiillt sein konnen, besizt A also mindestens einen
reellen Eigenwert. Damit ist das charakteristische Polynom x4 von A von der Form

xa(A) = (21 = M) (22 = A)(23 = A) (21 — A),

wobei z; und zy reell sind, aber nicht notwendigerweise voneinander verschieden und
z3 und z4 beliebig sind. Wir unterscheiden zwei Fille.

(i) =3 ist reell. Dann ist auch z, reell, da andernfalls Z; ebenfalls als Eigenwert
auftreten miisste. Nach dem vorherigen Aufgabenteil konnen nur 1 und —1 als
reelle Eigenwerte von A auftreten. Galte nun z; = 2o = z3 = z4, dann ware also

—1:detA:zl-ZQ-23'Z4:(i1)4:1v

was unmoglich ist. Deshalb muss z; # z; fiir zwei verschiedene Zahlen ¢, 5 =

1,2, 3,4 sein, und das bedeutet, dass entweder z; = 1 und z; = —1 oder z; = —1
und z; = 1 ist. In diesem Fall sind also sowohl 1 als auch —1 Eigenwerte von
A.
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(d)

(ii) =23 ist nicht reell. Dann ist auch Z3 ein (nicht-reeller) Eigenwert von A, und weil
wir annehmen, dass z; und 29 reell sind, muss z, = z3 gelten. Ware nun z; = 25,

dann gilte

—1=detA= Z1 R 2324 = (:l:].)2 : ‘23|2 = ’23|2 z 0,
was unmoglich ist. Daher ist z; # z5 und somit entweder z; = 1 und 2, = —1
oder z; = —1 und 2z = 1. Also sind auch in diesem Fall sowohl 1 als auch —1

Eigenwerte von A.

Alternativer Losungsweg: Nach Satz 5.1.4 ist 1 ein Eigenwert von A genau dann,
wenn det(A — E,) = 0. Da A uneigentlich orthogonal ist, gilt A"A = E, und
det A = —1. Wir erhalten mit den Rechenregeln fiir die Determinante

det(A — By) = det(A — ATA) = det ((E4 - AT)A) — det (—(AT - E;)) det(A)
— —det (—(A - E4)T> "=t det(A — By)

und somit schlieBlich det(A — E4) = 0. Um zu sehen, dass auch —1 ein Eigenwert ist,
kann analog det(A + E,) = det(A — (—1)E,) = 0 gezeigt zeigen. Es gilt

det(A + Ey) = det(A + AT A) = det ((E4 + AT)A) = det ((A n E4)T> det(A)
— —det(A + Ey),

womit det(A + E,) = 0.

Die Matrix
0O -1 0 O
1 0 0 O
B = 0O 0 0 -1
0O 0 1 0

ist orthogonal, da ihre Spalten normiert und paarweise orthogonal sind, also eine Or-
thonormalbasis bilden. Das charakteristische Polynom x () := det(B — AEj,) von B
ist gegeben durch

-A -1 0 0
1 =X 0 0
0O 0 =X -1
0O 0 1 =X

xs(\) = det =N +1)?=A+i)-(A—i)2

B besitzt also nur die Eigenwerte i und —i, und es gilt det(B) = x(0) = 1.
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Aufgabe H 43. Schiefsymmetrische Matrizen
Fiir t € R sei A, € R** die schiefsymmetrische Matrix

0 0 1 -1
0 0 0 0
A= -1 0 0 ¢t
1 0 =t 0

(a) Bestimmen Sie zu jedem t € R das charakteristische Polynom, simtliche Eigenwerte
von A; sowie deren geometrische und algebraische Vielfachheit.

(b) Fiir welche ¢ gibt es eine symmetrische Matrix B € R***, die zu A; konjugiert ist?

Losungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom x4, () := det(A; — AE,) von A, ist
— 1 -1
oA —O)\ 0 0 Ll
X4, (A) = det =(=A)+det | -1 =X t |,
1 0 -A ¢ A
1 0 -t =X

wobei im letzten Schritt die Determinante nach der zweiten Spalte entwickelt wurde.

Ferner gilt
-2 1 -1 0 1—-X —1-)\2
det | =1 =X ¢t | =det |0 —A—t t—2A
1 —t =X 1 —t —-A
:(1—>\t)(t—)\)—(/\+t)(1+)\2)
— (" +2)A
( A) N+ (8 +2))

(
= (=A) - A +iVE2+2) - (A —iVi2 +2).
Damit erhalten wir
Xa,(A) =22 (A +iVE+2)- (A —iVE2+2)
und die Eigenwerte von A; lauten
0, —ivV#2+2 und iV +2.

Der Eigenwert 0 tritt mit algebraischer Vielfachheit 2 auf, die beiden anderen Eigen-
werte jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1. Weil die geometrische Vielfachheit nach
Lemma 5.3.4 durch die algebraische Vielfachheit nach oben beschrankt ist, wissen wir
zudem, dass die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte —iv/t? + 2 und ivt2 + 2
ebenfalls 1 betrdgt. Es verbleibt die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 0 zu be-
stimmen, also die Dimension des Eigenraums V' (0) = {z € C*| A,z = 0}. Aufgrund
der Dimensionsformel (3.8.17) gilt nun dim V' (0) = 4 — dim Rg A;, es geniigt daher
den Rang der Matrix A; zu bestimmen. Nun gilt

0 0 1 -1 00 1 -1 00 1 -1
0 0 0 0 00 0 00 0 0
-1 0 0 ¢t Ltz 0 0 —t ¢t L4100 0 0
1 0 —t 0 10 —t 0 10 —t 0
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Elementare Zeilenumformungen verdndern den Rang einer Matrix nicht (Lemma 3.9.7).
Da in der Matrix auf der rechten Seite die erste und letzte Zeile linear unabhangig sind,
besitzt A; also Rang 2 und es gilt dim V' (0) = 4 — Rg A, = 2, d.h. der Eigenwert 0
tritt mit geometrischer Vielfachheit 2 auf.

(b) Es gibt keine reelle symmetrische (4 x 4)-Matrix B, die zu irgendeinem A, konjugiert
ist: Aus der Vorlesung (Satz 5.4.2) wissen wir namlich, dass B orthogonal diagonali-
sierbar ist, es gibt also eine orthogonale Matrix 7" € R*** mit

M 0 0 0
i O X 00

TPBT=10 0 A 0]
0 0 0 M\

wobei \i, A2, A3 und A4 die Eigenwerte von B sind. Weil T" und B reelle Matrizen
sind, sind also insbesondere auch die Eigenwerte A\, Ay, A3 und A4 reell. Ware B
nun zu A; konjugiert fiir ein ¢ € R, so missten B und A; bis auf Permutation
dieselben Eigenwerte besitzen (Satz 5.2.2). Nach dem vorherigen Aufgabenteil ist aber
ivt?2 4+ 2 # 0 ein Eigenwert von A; und dies ist keine reelle Zahl, weshalb iv/#? + 2
kein Eigenwert von B und B nicht zu A; konjugiert sein kann.
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Aufgabe H 44. Symmetrische Matrizen
Fiir jede reelle Zahl t definieren wir die reelle symmetrische Matrix

t 0 -1
At = 0 t 1
-1 1 t

(a) Sei t € R beliebig gewihlt. Geben Sie eine orthogonale Matrix 7" € R3*3 an, fiir
welche T-'A,T Diagonalgestalt besitzt.

(b) Fiir welche t € R ist A; zu A, konjugiert?

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir bestimmen zunichst das charakteristische Polynom x4,(A) = det(4; — AE3)
von A;. Es gilt nach Vertauschen der zweiten und dritten Zeile sowie anschlieBendem
Vertauschen der ersten und zweiten Zeile

t— A 0 —1 —1 1 t— A
X4,(A) = det 0 t—X 1 =det|t—X O -1
—1 1 t— A\ 0 t— A 1

Elementare Zeilenumformungen (genauer: addieren des (t — A\)—fachen der ersten Zeile
zur zweiten Zeile) tberfiihren die Matrix

-1 1 t— A
t— A 0 —1
0 t— A 1
in die Matrix
-1 1 t— A
0 t—A\ —1+(t—)\)2 :
0 t—A\ 1

subtrahiert man in obiger Matrix die zweite Zeile von der dritten, erhalt man die Matrix

1 1 t— A
0 t—XA —1+(t—N)?
0 0 2—(t—A)?

Da elementare Zeilenumformungen den Wert der Determinante einer Matrix nicht
verandern, gilt also

—1 1 t— A
xa, V) =det [ 0 t—X 1+ @E=N2| =t =M@= (t—)\?).
0 0 2—(t—A?

Die beiden Nullstellen des Polynoms 2 + (¢ — )\)2 sind ¢ + v/2, wie man z.B. mittels
Aufgabe H 15 sieht. Es gilt demnach

Xa(A) == Nt+vV2=X)(t—V2-))
und A; besitzt die drei paarweise verschiedenen Eigenwerte

t,t+\/§undt—\/§,
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die jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1 auftreten. Da die geometrische Vielfachheit
durch die algebraische Vielfachheit nach oben beschrankt ist (Lemma 5.3.4), besitzen
die drei Eigenwerte aber auch jeweils geometrische Vielfachheit 1. Wir bestimmen nun
Eigenvektoren zu den Eigenwerten von A;. Die Eigenvektoren zum Eigenwert ¢ sind
die Lésungen z € C? der Gleichung

(At —tE5)z=0bzw. [ O O 1 | |2 ] =0.
-1 1 0 Z3

Da u := (1, 1,0)T € R3 obige Gleichung erfiillt, wird der Eigenraum zum Eigenwert
t folglich von u aufgespannt. Sei nun ¢ = 1 oder ¢ = —1. Der Eigenraum zum
Eigenwert ¢ — £1/2 ergibt sich als Lésungsraum des homogenen Gleichungssystems

/2 0 -1 %
0= (At — (t— 8\/§)E3)z = 0 /2 1 29
-1 1 &2/ \z

Wir verwenden zwei Schritte des GauB-Algorithmus und erhalten

ev/2 0 -1 /2 0 -1 /2 0 -1
0 /2 1 . 0 &2 1 ) 0 &2 1
11 a2t 0 1 2 0 0 0

Ein Eigenvektor und damit eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert ¢t —e+/2 ist daher
gegeben durch (1, —1,ev/2)" € R3. Wir sehen, dass Eigenvektoren zu den Eigenwerten
t,t—+/2und t++2 jeweils durch

1 1 1
u=\|1),v:=|-1] und w:= -1

0 V2 V2

gegeben sind. Die Vektoren u, v und w stehen nach Lemma 5.4.5 auBerdem paar-
weise senkrecht aufeinander, da sie zu paarweise verschiedenen Eigenwerten gehoren;
alternativ rechnet man dies einfach nach. In jedem Fall bilden die Vektoren

1 1 1
LR (R A ) A

Wl = V2o T2 5) el T2\ s

eine Orthonormalbasis und demnach ist

L2 Ve

T=—=(2 —vV2 -2
2V2\p 2

eine orthogonale Matrix, deren Spalten aus Eigenvektoren von A; bestehen und die

t 0 0
T'AT=10 t—V2 0
0 0 t++2

erfiillt, wie gewiinscht.
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(b) Nach dem vorherigen Aufgabenteil ist 0 ein Eigenwert von Aj. Da konjugierte Matrizen
bis auf Permutation dieselben Eigenwerte besitzen (Satz 5.2.2) und die Eigenwerte von
Ay nach dem vorherigen Aufgabenteil durch ¢, t — V2 und t++/2 gegeben sind, muss
fiir eine zu Ay konjugierte Matrix A, zumindest einer der Eigenwerte t, t — /2 oder
t + /2 identisch 0 sein. Wir unterscheiden die drei Fille.

(i) Ist t =0, so gilt Ay = Ay und Ay ist zu sich selbst konjugiert.

(ii) Ist t—+/2 =0, so gilt also ¢ = /2 und dann ist v/2++/2 = 21/2 ein Eigenwert
von A ;. Aber 2+/2 ist kein Eigenwert von A, (die Eigenwerte von A, sind ja
gerade 0, v2 und —v/2), und deshalb ist A 5 nicht zu A, konjugiert.

(iii) Ist ¢ + V2 =0, also t = —\/2, so ist —v/2 — /2 = —2v/2 ein Eigenwert von
A_ﬂ, aber nicht von Ay. Demnach kann auch A_\/i nicht zu Ay konjugiert
sein.

Es folgt: Nur fiir t =0 ist A; zu Ay konjugiert.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 45. Typbestimmung von Quadriken
Gegeben seien die Quadriken

Q1= {z € R®| 27 + 2z 129 + 25 — 23 +9 =0},
Q2 = {z € R®| —=3a] + 2z 123 + 1923 — fzyws + 621 — 223 — 3 =0} .

(a) Bestimmen Sie fiir j € {1,2} jeweils eine symmetrische Matrix 4; € R3*®, q; € R?
und ¢; € R so, dass gilt

Qj:{$€R3| xTAj$+2a;x+cj:()}_

(b) Geben Sie fiir j € {1,2} jeweils A, an und priifen Sie damit, ob es sich bei @); um
eine kegelige, parabolische oder eine Mittelpunktsquadrik handelt.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir haben zum Beispiel

1 1 0 0
Al = 11 0 s a; = 0 > C1 = 9,
00 -1 0
-3 0 1 3
A2 = O 19 —ﬁ s o = O s Cy = —3
1 -4 0 -1
(b) e Esist
9[0 0 0
0jr 1 0
Al erw O 1 1 O
0/0 0 -1
Da Rang(A; ew) = 3 = Rang(A;) + 1, handelt es sich um eine Mittelpunkts-
quadrik.
o Esist

-3 3 0 -1
3[-3 0 1
0] 0 19 —4
-1 1 -4 0

A2,erw =

Da Rang(A; erw) = 3 = Rang(A;), handelt es sich um eine kegelige Quadrik.
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Aufgabe H 46. Hauptachsentransformation
Gegeben sei die Quadrik

Q= {x € R‘g’ x%+4x§+az§+2x1x2+4$1x3+2x2x3+2\/§$1 +2\/§3:3 = O}.

Bestimmen Sie ein kartesisches Koordinatensystem, beziiglich dem () euklidische Normalform
besitzt und geben Sie die zugehorige euklidische Normalform an.

Losungshinweise hierzu: Zunichst formulieren wir die Quadrikgleichung in Matrixschreib-
weise ©' Az + 24’z + ¢ = 0 mit

11
A=11 4
2 1

— = N
S
Il
o
o
I
o

Wir bestimmen zunachst die Eigenwerte von A. Es ist

1-Xx 1 2
det(A—A\EBy) =det | 1 4-X 1
2 1 1-2A

=(1=A?@A-AN)+24+2-44 =N —(1=X)—(1-X)
=(1=22+X)4—A) +4+4X—16 —2+2)
=—10 = 3XA+ 61> = \°
=(-1=-XM)2-NbB-2X)

Damit sind die Eigenwerte von A gegeben durch

)\1 :—1, )\2:2, )\5:5

Wir bestimmen die zugehorigen Eigenraume:

e V(—1): Esist
21 20 0 -9 010 5.1 10 10
— 71 Z1—2. 224271, —<-Z1; 2271
15 1o | 22822200 5 1o | TR 0 1 0o
21 210 0 0 00 0000
1
Damit ist V(—1) =L 0
1
e V(2): Esist
-_1 1 2 Z14+72,73—-2-Z2; Z2+ 71 1 2 1 O
12 1 rem o R aneze 0 3 310
2 1 —1 0 -3 —31/0

3 3

0

0

0
72473, 21-2.22, L. 70 L0 —1)0
~s 0 1 110
0 0 010

Damit ist V(2) =L -1
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e V(5): Esist
[ -4 1 2]j0 Z144-22; 3—2-72 -3 6)0
1 —1 1o | 77T o1 1o
| 2 1 =40 0 3 —6|0
1 [1 -1 1|0 10 10
Z3+4+71;—% Z1; Z14522
LT 0 1 —20 |2 01 20
|00 0]0 00 0]0
-1
Damit ist V(5) = L 2
1
Eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren ist damit zum Beispiel gegeben durch
-1 1 -1
1 1 1
B:— |10 ],—|-1],— 2
V2 ) V3l 6\ 1
V3 V3 -1
Setzen wir nun z =Ty mit T = \/Lg 0 —v2 2 |, solautet die Quadrikgleichung
V3 v2 o1
beziiglich y
SRR 2 gy =0
1 2 3 \/6
4 8 8
s —yr+2(yp+2— —) =2 +5y2=0
yr + (yz+ \/6192+3) 3+ Ys
4\? 16
& —yr+2 2+—> +5y; — — =0.
Y1 (?JQ /6 Ys 3
0
Mit z =y + \/ig gilt dann
0
16
—z%+22§+5z§—§:0,
woraus sich die euklidische Normalform
3 3 15
0 1
ergibt. Daz=Ty=T | z— \/ig =Tz— %\/5 —1 ], ist das zugehorige kartesische
0 1
Koordinatensystem gegeben durch
1 -1 1 -1
2 1 1 1
F=|->V2|-1|:— (0], —=[-1],—=| 2
3 1) v2N) V3l 6\ 1
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Aufgabe H 47. Schnitt von Ebene und Quadrik
Gegeben seien die Ebene F = {x € R®|z; + 23 + x3 = 0} und der Kreiszylinder Q) =
{z € R®|2? + 22 — 221 + 49 + 1 = 0}. Der Schnitt S = E N Q ist eine Ellipse, deren
Halbachsenlangen im Folgenden bestimmt werden sollen. Gehen Sie dabei wie folgt vor:
(a) Fiihren Sie ein kartesisches Koordinatensystem F so ein, dass £ = {z € R®| y3 = 0},
wobei y = .z
(b) Stellen Sie die Gleichung auf, die ) in Koordinaten y = _x beziiglich F beschreibt.

(c) Wenn Sie in der Gleichung aus (b) y; = 0 setzen, ergibt sich eine beschreibende
Gleichung (in zwei Variablen) fiir die gesuchte Ellipse S. Fiihren Sie nun eine Haupt-
achsentransformation fiir diese Quadrikgleichung durch, um die Halbachsenlangen von
S zu bestimmen.

Losungshinweise hierzu:

(a) Jedes kartesische Koordinatensystem bei dem der dritte Basisvektor senkrecht auf E
steht, besitzt die gewiinschte Eigenschaft. Zum Beispiel

0 1 1 1
(b) Die Quadrikgleichung von @ hat die Matrixdarstellung

1
' |0 +2(—1,2,0)z +1=0.
0

o = O
o o O

V3 1 V2

Setzen wir nun x = Ty mit der Transformationsmatrix T = % V3 1 V2

0 -2 2

=)

so ergibt sich

L (V3 =B 0 100 V3 1 V2
6(1 1 =2 010 V3 1 V2
V2 V2 v2/ \0 0 0 0 -2 V2
1( -3 0 ﬁlﬁ)
= 1 o]|-=v3 1 V2
0 0 0 -2 V2

und
(_17270)T = (_%\/57 \/Léa \/Lg)

Damit ergibt sich fiir unser gewahltes Koordinatensystem die Quadrikgleichung

1, 2, 2
Ui+ Y5+ S5 5V 20s + 2=3V20 + Jae + J5us) +1=0
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(c) Wir setzen in der Gleichung aus (b) nun y3 = 0 und erhalten

1
yi + gyg +2(—3V2y, + \/Lgy2) +1=0.
Diese Gleichung beschreibt eine Quadrik in zwei Variablen, namlich die gesuchte Ellipse.
Um die Halbachsenlangen zu bestimmen, fiihren wir eine Hauptachsentransformation
durch. Durch quadratisches Erganzen finden wir

3 9 9 1 1 3 1 3
242 —=v2 e - e = -z Z+1=
Y2+ (2\/_y1)+2 2+3(y2+ (2\/6y2)+2) s 5 t1=0
3 2\ 1 1 ~\?
s (n—v2) +o(+=V6)] —4=0,
2 3 2

Durch eine Verschiebung des Ursprungs gelangen wir zur euklidischen Normalform

1 1

Die Halbachsenlangen sind damit 2 und 2V/3.

Anmerkung: Da wir unser Koordinatensystem [ (zufalligerweise) passend gewahlt ha-
ben, entféllt der Diagonalisierungsschritt. Ware unsere Wahl in (a) anders ausgefallen
(was bei einem allgemeinen Problem der Normalfall ware), wiirde die Ellipsengleichung
i.A. noch gemischtquadratische Terme enthalten. Man versuche zum Beispiel

(O (N [\ 4 1

O)l;—1 0|, —=1-2],—&= |1
O\/i—l\/él\/gl
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Aufgabe H 48. Hauptachsentransformation und Skizzen

Bestimmen Sie fiir die folgenden Quadriken jeweils eine euklidische Normalform und ein
Koordinatensystem, beziiglich dem die Quadrik Normalform hat. Skizzieren Sie die Quadriken
im Standardkoordinatensystem.

(a) QlZ{wéRQ‘ x%+4x%—8x2+3:0}

(b) QQ:{IERQ‘ a3 + a3 + 2z 20 + 11 — 20 = 0}
(<) Q3={IB€R2‘ 122+ 1 + 22+ 1 =0}

(d) Q4={I€R2‘ x1x2+x1+x2:0}

Losungshinweise hierzu:
Die Gleichung fiir Q; hat die Matrixbeschreibung z" Az + 2a'z + ¢ = 0 mit

10 0
A:(O 4), a:(_4>, c=3.

Die Matrix A ist bereits symmetrisch, der erste Schritt im Algorithmus zur Hauptachsen-
transformation ist also nicht nétig. Es bleibt die quadratische Ergdnzung zur Beseitigung von
linearen Termen: Aus 423 — 8xy = 4(x3 — 21y) = 4(23 — 229+ 1) — 4 = 4(zo — 1) — 4
ergibt sich der Ansatz y; = x; und yo = 25 — 1. In Koordinaten beziiglichF = (P; ey, es)

mit P = ()) ergibt sich die Gleichung

eine euklidische Normalform ist
—y; —4ys +1=0.

Die Quadrik ist eine Ellipse mit Halbachsenldangen 1 und 1/2:

4
&1

2
e

Die Gleichung fiir Q)5 hat die Matrixbeschreibung ' Az + 24"z + ¢ = 0 mit

(1) e

Die Eigenwerte von A sind 2 und 0 (jeweils mit Vielfachheit 1). Zugehdrige Eigenvektoren

sind z.B. (;) und (). Wir benutzen F = ((8); \/%G), \%(_ﬂ)) als zweites Koordinaten-
1

system. Mit a = 7 (1 _11> (_11//22> = (Jk) erhalten wir in Koordinaten beziiglich dieses
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Systems die Gleichung
2
2y7 + Vi 0.

Eine euklidische Normalform ist also

2V2y} + 2y, = 0;

die Quadrik ist eine Parabel:

Die Gleichung fiir Q3 hat die Matrixbeschreibung z' Az + 24"z + ¢ = 0 mit

e 2): o= () e

Die Eigenwerte von A sind 1/2 und —1/2 (jeweils mit Vielfachheit 1). Zugehdrige Eigen-

vektoren sind z. B. G) und (711) . Wir benutzen F = ((8); \%(}), \%(?)) als zweites Koor-

dinatensystem. Mit a = \/LE (fl i) (ig) = (1/6@) erhalten wir in Koordinaten beziiglich
dieses Systems die Gleichung

1 1
éyf—§y§+\/§y1+1:0.

Um das weitere Vorgehen zu vereinfachen, multiplizieren wir diese Gleichung mit 2 (das
andert die Losungsmenge nicht), und erhalten die Gleichung

yf—y%+2\/§y1+2:0.

Die quadratische Erginzung 4?2 + 2v2y1 = (y? + 2v2y, + \/52) —2=(y +V2)? -2

. . o . 1 —1 . ! V2
fihrt uns auf das Koordinatensystem G = (P,\%(l),\%( 1 )) mit P = ( é ) also

= (j) In Koordinaten beziiglich G erhalten wir die Gleichung
2 —2=0.

Damit ist euklidische Normalform erreicht; die Quadrik ist ein schneidendes Geradenpaar:
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X3

Die Gleichung fiir Q4 hat die Matrixbeschreibung z' Az + 24"z + ¢ = 0 mit

0 1/2 1/2
= 1 ) = ) =0.
A (/2 é> ‘ (1§2> ‘

(Da A und a sich im Vergleich zu @3 nicht dndern, kdnnen wir einen groBen Teil der Rech-
nung libernehmen.) Die Eigenwerte von A sind 1/2 und —1/2 (jeweils mit Vielfachheit 1).

Zugehorige Eigenvektoren sind z. B. (}) und (*11) Wir benutzen F = ((O); L(1), L(71)>

WV ERVoANVARVGAN|
als zweites Koordinatensystem. Mit a = \/LE <_11 }) (};;) = (1/6@) erhalten wir in Koor-
dinaten beziiglich dieses Systems die Gleichung

1 1
S - gu VI =0,

Um das weitere Vorgehen zu vereinfachen, multiplizieren wir diese Gleichung mit 2 (das
andert die Lésungsmenge nicht), und erhalten die Gleichung

y%—y§+2\/§y1=0.

Die quadratische Erginzung 4?2 + 2v2y1 = (y? +2v2y, + \/52) —2 = (y1 +2)? -2
. . . L1 (1 -1 . o (=1/V2

fiihrt uns auf das Koordinatensystem G = (P’Ti(l)’\/%( ) )) mit P = ( [V3), also
L= (j) In Koordinaten beziiglich G erhalten wir die Gleichung

-2 —2=0.
Damit ist

1 1
eine euklidische Normalform; die Quadrik ist eine Hyperbel (die Asymptoten sind die beiden
Geraden, die ()3 bilden):
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 49. Modell: Einschaliges Hyperboloid
Die Quadrik @ in R3 sei beziiglich des Standarkoordinatensystems [ gegeben durch

Q : 22 +4xi 4+ 22 — 21109 + 82173 — 20925+ (32— V6) 11 —2v/615 — (3v2+/6) 23— 6 = 0.

Ein Modell von @ hatten Sie in den Ubungen in den Hinden. Sie finden dies auch unter:
http://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /03 /.

Im Modell ist die x1-Achse weiB, die z5-Achse grau und die x3-Achse ist schwarz dargestellt.
Sei zudem F = (5 fi, f2, f3) ein kartesisches Koordinatensystem so, dass

L (V31 V2 L [T+ V3
EKF:R3—)R3ZUi—)— 0 2 V2 lv-— 2
VO\vs 1 —v3) Vi\i-vs

(a) Geben Sie eine Gleichung von @ in Koordinaten ¢, 2, 3 beziiglich F an.

(b) Bestlmmen Sie eine euklidische Normalform von (), sowie ein Koordinatensystem
= (P; fl,fg,fg) beziiglich dem () diese Normalform annimmt.

(c) Verglelchen Sie das Koordinatensystem G mit dem farbigen Koordinatensystem zur
Darstellung von ) in P 47 und beantworten Sie, ob F im Modell sichtbar ist?

(d) Sei a € R ein Parameter. Die Ebene E, sei beziiglich des Koordinatensystems G
beschrieben durch die Gleichung Z; = a. Kann a € R so gewahlt werden, dass
@ N E, eine Ellipse beschreibt, welche eine Halbachse der Lange 2 besitzt?

L6sungshinweise hierzu:
(a) Die Gleichung der Quadrik @ lautet 2'Az 4 2a'2 4 ¢ = 0 mit

3v2—V6

1 -1 4 S
A=|-1 4 -11, a:= —6 , c:= —6.

4 -1 1 _MTWE

Zudem sind ki : R — R?: = Fj+S und F = (S; fl,fg,fg,) gegeben mit

1 1 1
L Vi B L (13
F=(fifofs)=] 0 % % und S = ——— 2
R W Vi1 vs
V2 V6 V3

Wir setzen nun = = F'j+ S in 2'Az + 24"z + ¢ ein und erhalten
(Fj+ S) A(Fj+ S) +2a" (Fj+ S) + ¢

= FTAFj+§ FTAS + STAFj+2a"Fj+ STAS +2a'S + ¢

= (FTAF)j +2(AS +a) Fj+ (STAS + 24" S + ¢);
dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass §' F'TAS = <Fg] ‘ AS> = <AS ‘ Fy>
STATFy gilt und wegen A = A" somit die Identitit §" T AS+STAFy =25TATFj =
2(AS)TFyj giiltig ist. Weil AS = a folgt weiter

-3

FTAF = . 2(AS4a)'F=4d"F=4(-3 -3 0)=(—12 —12 0).

S W O
S O O

0
0
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Wegen STAS =0, 'S =0 gilt zudem STAS +2a'S + ¢ = ¢ = —6 und somit ist
—377 + 373 + 672 — 129, — 120 — 6 =0

die gesuchte Gleichung von ) beziiglich F = (S; fl, fg,fg).
(b) Aus der Gleichung von ) beziiglich F folgt mit quadratischer Erganzung weiter

—3(G1 +2)* +3(§2 — 2)* + 672 — 6 = 0.
Wir setzen daher 2z, := ¢ + 2, Z3 := ¢ — 2, Z3 := g3 und erhalten die Gleichung

—2
—37 4358 +65-6=0 mit g=2z+| 2
0

Dies ist eine Gleichung beziiglich G = (P; fl,fg,fg) mit P = (%2>, also

i L [ 2V3+2 ARR% ARR%
P=F P+S5=— 4 - 2 - 9

F
B\ a342) VO\1_y3) VO\i_3

E

Die entsprechende euklidische Normalform von @) beziiglich G lautet damit

1
52%—523—2§+1:0.

(c) Im Modell sind drei verschiedene Koordinatensysteme erkennbar:

(i) Das Standardkoordinatensystem E mit der x;-Achse in weiB, der z5-Achse in
grau und der x3-Achse in schwarz dargestellt.

(ii) Ein Koordinatensystem mit farbigen Achsen (gelb, griin, blau) und demselben
Ursprung (0,0,0) wie E.

(iii) Ein Koordinatensystem mit farbigen Achsen (gelb, griin, blau) und einem Ur-
sprung, der in allen drei farbigen Symmetrie-Ebenen der Quadrik liegt. In P 47
sind diese Ebenen mit Fy3, )3 und £}, bezeichnet.

Der Ursprung S von T ist nicht (0,0,0). Somit kann F nicht eines der Koordinaten-
systeme (i) oder (i) sein.
Beziiglich des Koordinatensystems aus P 47 ist die Quadrik gegeben durch

{z eR®| 2{ +225 — 25 —2=0}, womit —%zf—z%%—%z%%—lzo
die zugehorige euklidische Normalform ist. Indem wir Z; = 23, Z = 2z; und Z3 = 29
setzen, vertauschen wir die Koordinaten und erhalten die Gleichung von @) beziiglich
G aus (b). Diese Vertauschung entspricht einer Umordnung der Basisvektoren fi,
fa, f3 von G. Das Koordinatensystem (i) aus P 47 ist somit gerade gegeben durch
(P; fa, f3, fl) Da S # P entspricht F nicht dem Koordinatensystem aus (iii).
Somit folgern wir, dass F nicht im Modell sichtbar ist.

(d) Einsetzen von Z; = « in die Gleichung von ) aus Teil (b) liefert fiir die Beschreibung
von QN E,
Ll 1 1, —0
222 z3+( +2a>— .
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Da (1+ 1a?) > 0 fiir alle a € R, kdnnen wir dies 4quivalent schreiben als

1 9 1 210
— —_— 25 — _— z =
2+a2) 1+1a2)7?

Wir erkennen, dass QNE,, fiir alle & € R eine Ellipse beschreibt. Da G ein kartesisches
Koordinatensystem ist, sind die Halbachsenlangen der Ellipse gerade gegeben durch

1
La) :=vV2+a? und lo(o) :==1/1+ 5042.

Es gilt [j(a) =2 < a=4v2 und lh(a) =2 & a = +v6. Somit beschreibt
@ N E, eine Ellipse mit einer Halbachse der Lange 2 fiir a € {j:\/§, i\/G}
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Aufgabe H 50. Quadrik mit Parameter

Sei a € R. Bestimmen Sie fiir die folgende parameterabhangige Quadrik @, die Matrixform,
eine euklidische Normalform, sowie den Typ und die Gestalt in Abhangigkeit von «.

Qo = {x €R3 ’ (20w 4 1) + (29 — 223)2 + 6(V/5 29 — 22) + 19 + Sax; = O} .
Losungshinweise hierzu: Durch Umsortieren folgt
Qo = {x c R? ‘ 22 — dxowy — 222 + 2a(a + D)y + 6VE x5 + (0 + 19) = O} :

Die Matrixform der Quadrik ist damit {x eR? ’ o Ax + 2a;x +Co = O} fiir

0 0 O ala+4)
A=[0 1 =2}, Uy = 3v5 , Co = o+ 10.
0 —2 -2

Wir berechnen zuerst die Eigenwerte von A. Da A Blockdiagonalgestalt besitzt erhalten wir
fiir das charakteristische Polynom

1—=A —2
Xa(A) = det(A — AE3) = (=) det ( 9 _og_ )\>
=M1 =A)(=2=X) —4] = =AM +A=6]=-A=3-N)(2—\).
Daraus ergeben sich die Eigenwerte
)\1 = —3, )\2 = 2, )\3 = 0,

wir haben dabei die Eigenwerte so angeordnet, dass 0 an letzter Stelle ist. Zugehdrige nor-
mierte Eigenvektoren sind

0 0 1
L 1 ! 2 0
V1 = —= ) Vg = —= ; U3 =
Vo o Vil 0
Somit erhalten wir die Transformationsmatrix
1 -3 00
= — . Eine Probe ergibt FTAF = 0 2 0
V5 0 00
Mit F'a, = (a ag+4 erg|bt sich die transformierte Gleichung

—3y? 4 292 + 6y; + 12y + 2a(a + 4)ys + (a +19) = 0.
Mit quadratischer Erganzung folgt daraus
—3(y1 — 1) + 2(y2 + 3)* + 2a(a + 4)ys + (o +4) = 0.
Wir setzen daher 2, :==y; — 1, 20 := yo+ 3, 23 := y3 und erhalten schlieBlich die Gleichung
—327 4+ 225 + 2a(a +4)z3 + (a +4) = 0.

Nun konnen wir die euklidische Normalform, die Gestalt und den Typ der Quadrik genauer
spezifizieren. Wir untersuchen dafiir, ob der lineare Anteil 2a(«v + 4)z3 und der konstante
Anteil (o +4) ibrig bleiben oder nicht:
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e Fir a = —4 verschwinden der lineare und der konstante Anteil und wir erhalten die
euklidische Normalform
—327 4225 = 0.

In R? betrachtet, beschreibt diese Gleichung ein schneidendes Ebenenpaar und der Typ
der Quadrik ()_y4 ist eine kegelige Quadrik.

e Fiir @ = 0 verschwindet der lineare Anteil und wir erhalten —327 4225 +4 = 0. Somit
ist die euklidische Normalform
3 1
—sz + §z§ +1=0.
In R? betrachtet, beschreibt diese Gleichung einen hyperbolischen Zylinder und der
Typ der Quadrik Qg ist eine Mittelpunktsquadrik.

e Fir « € R~ {—4,0} verschwinden der lineare Anteil mit z3 und der konstante Anteil
nicht. Wir verschieben daher (gegen die Konstante) indem wir z3 =: w3 — 52+

20(a+4)
w3— 5 (und z; =: w; fiir j # 3) setzen, und erhalten —3w;+2w3+2a(a+4)ws = 0.
Somit ist die euklidische Normalform schlieBlich
3 2 2 2
S _ 2ws = 0.
o ) T T

Fir « € R~ {—4,0} tragen die Koeffizienten der zwei quadratischen Terme immer
verschiedene Vorzeichen. Also ist die Gestalt der Quadrik Q,, fiir &« € R~\{—4,0} stets
ein hyperbolisches Paraboloid und der zugehdrige Typ ist eine parabolische Quadrik.
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Aufgabe H 51. Rekursive Folge

Fiir das Parameterpaar (s,t) € R x R sei die Folge (an)neN rekursiv definiert durch
ay =S, ag :=t und a,,; := —4a, + Sa,_; firn = 2.
(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Gleichungen mit A := (*5) fiir alle n € N gelten:

() = () e ()= ()
an Ap+1 S an+1

(b) Bestimmen Sie A" fiir n € N durch Diagonalisieren von A. Benutzen Sie (@) um einen
Ausdruck fiir a,, anzugeben, der nicht rekursiv von anderen Folgengliedern abhangt.

(c) Bestimmen Sie alle Paare (s,t) so, dass (a,)nen eine konstante Folge ist.

Losungshinweise hierzu:
(a) Nach der Rekursionsvorschrift gilt a,, 2 = —4a,+1 + ba,, fiir alle n € N. Somit folgt

—4ap41 +5an\ [ Gnio —4 3\ (ani1\ _ [Gny2
Gp41 N An+41 1 0 Qn, N (41

fur alle n € N, womit die erste Identitat A (“st') = (a'1?) gezeigt ist.
Wir zeigen nun die zweite Identitat A™ (!) = (o ?) mittels vollstandiger Induktion.

Wir zeigen die Aussage fiir n = 1:
Aus der Rekursionsvorschrift folgt a3 = —4t 4+ 5s, womit

)-GO -G

@Nun nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte

()= G)
S An41
Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:
Aus der Rekursionsvorschrift folgt a,.3 = —4a,+s + 5a,1, womit

Ant (t) —AAn (t) @ A (Cln+2) _ <—4Gn+2 +5an+1) _ (Cl(n+1)+2>
S S An41 An4-2 A(n+1)+1

Somit ist die Behauptung per Induktion fiir alle n € N gezeigt.
(b) Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet

—4—-X 5

det(A—AE3) = det ( 1 Y

> = —A(—4—)\)—=5 = X2H4A—5 = (—=5-A)(1—\).
Damit sind A\; = —5, Ay = 1 die Eigenwerte von A. Dazugehérige Eigenvektoren sind

V] = (_15) , und Vg = (1)

Die Matrix A lisst sich somit diagonalisieren: Es gilt D = T-'AT wobei

(=50 (=51 o 1 /-11
(T we (TN meoro (D)
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(c)

Zur Berechnung von A" = (T'DT~')" zeigen wir mit vollstandiger Induktion, dass
(TDTY)" =TD"T~! fir n € N gilt.

@ Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: (TDT "Y' =TDT-' =TD'T!.
Sei die Aussage wahr fiir ein n € N, d.h. es gelte (T'DT~1)" = TD"T*.
@ Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

(TDT YY"t = (TDT Y (TDT )" @ TDT'TD"T' =TD 71
=F5

Da D eine Diagonalmatrix ist, folgt somit

An_l -5 1\ ((=5)"™ 0 -1 1\ _ 1 /1—(=5"" 54 (=5)"*
e\ 1 1 0 1 1 5) 6\ 1—(=5" 5+(=H)" )"
Wir verwenden dies und (@) um einen Ausdruck fiir a,, anzugeben, der nicht rekursiv
von anderen Folgengliedern abhangt. Es gilt

() e (-5 (3 2 ()
1 (53 +1+ (—_5)”:1@_— t>)
6\ ds+t+(=5)"(s—1)

und somit ist

(5s+t 4+ (=5)" (s —1)).

=

1
nt1 = & (bs+t+(=5)"(s—1)) bzw. a, =
Wir betrachten den Ausruck fiir a,, aus (b). Fiir (s,2) € R x R mit s =t folgt

an == (bs+s+(=5)""(s—s)) =s firalle neN,

=

womit (an)neN eine konstante Folge ist.
Angenommen, es gibt ein Paar (s,t) € R x R mit s # t, so dass (an)neN eine
konstante Folge ist. Dann gilt insbesondere a,, = a,; fiir alle n € N, womit

(5s+t+(=5)""s—1)) = an = ap41 = % (5s+t+(=5)"(s—1)).

|

Daraus folgt (—5)""'(s —t) = (—5)"(s —t). Wegen s —t # 0 kdnnen wir auf beiden
Seiten durch (—5)""!(s —t) teilen und erhalten den Widerspruch 1 = —5. Somit ist
(an)neN nur eine konstante Folge fiir alle Paare der Menge {(s, t) € R x R| s = t}.
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Aufgabe H 52. Monotonie und Beschrinktheit

Untersuchen Sie die Folgen auf Monotonie und Beschranktheit. Geben Sie, falls moglich, eine
obere Schranke an. Geben Sie, falls moglich, eine untere Schranke an.

@ (02257) - ® (), © (S5)
(@ (-1 +con()" ~ sin(5n+ 9)"]) N

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir bezeichnen die Folge als (an)nen mit a, = (n + 2)% - 37" fiir n € N. Es gilt
a, > 0 fir alle n € N, womit O eine untere Schranke der Folge ist.
Wir zeigen, dass die Folge streng monoton fallend ist, indem wir den Quotienten be-
trachten. Wegen a,, > 0 ist a,11 < a, < “ < 1. Die letzte Ungleichung folgt

aus den folgenden Uberlegungen: Da n + 3 < 2n + 4 fiir alle n € N gilt, folgt

< 2.

n+3<2n+4 & n+2)+1<2n+2) < 1+ 9
n

Damit erhalten wir die grobe Abschatzung

G _ (4241 37 0 1\ 1 23 3 _ 1
a, ) 3(n+1)? + n+92) 32n+l < 32n+1 < P2n+l  32n-1 <5

wobei die letzte Ungleichung eine wahre Aussage fiir alle n € N ist. Somit ist (an)neN
streng monoton fallend und es gilt insbesondere a,, < a; fiir alle n € N. Also ist
a; = 9 eine obere Schranke fiir die Folge.
(b) Wir bezeichnen die Folge als (b,)nen mit by,
glieder konnen geschrieben werden als

1 (\/n—+2+\/ﬁ>
E(Vat2—ym) \Vat2+vi) 25

Aus der Monotonie der Quadrierens folgt /n < vn+1 und Vn+2 < v/n+3,

womit

m W nT Y fir n € N. Die Folgen-

bn = (Vn+2 +\/_)

1 1
:ﬁ(\/n—m+\/ﬁ)<ﬁ(x/n+3+x/n+1):bn+1

fiir alle n € N gilt. Damit ist (bn)neN streng monoton steigend und es gilt insbesondere

by < b, firalle n € N. Also ist b; = ﬁg(\/g—l— 1) eine untere Schranke fiir die Folge.
Wir zeigen, dass die Folge nach oben unbeschrankt ist. Angenommen, es gibe eine
obere Schranke S € R so, dass b, < S fiir alle n € N gilt. Dann wiére fiir alle n € N

1 1
24/5 25
wobei im letzten Schritt erneut die Monotonie des Quadrierens verwendet wurde. Ins-

besondere wiirde daraus folgen, dass 205? eine obere Schranke der Folge (n),cn ist.
Dies ergibt einen Widerspruch, da (n),en keine obere Schranke besitzen kann.

Vn < (Vn+2+vn)<S = 0<vn<2V55 & n<205%

(c) Wir bezeichnen die Folge als (c,)nen mit ¢, = Y5, (% " fiir n € N. Die ersten
Folgenglieder lauten

360 13 390 389

1
S ik o T

24— 7200 “ 7 70
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Somit ist ¢3 > ¢; und c3 < ¢9, wonach die Folge (cn)neN nicht monoton ist.
Wir beobachten (2-0)! 20!, (2-1)! =2 1!, (2-2)! =4-3! 2 3! bzw. allgemeiner fiir

keNmit k=3
(2k)! = (2k) - 2k — 1) -~ (k + 1) -kl Z K,
>1
e k' < (2k) < I fur alle k€N (%)
= (2k)! = k! 0

gilt. Zudem wurde im Beweis von Satz 1.2.8 verwendet, dass > ;_, % < 3 fiir alle

n € N mit n = 3 gilt. Da alle Summanden positiv sind folgt, dass > & < 3 fiir
alle n € N gilt. Wir erhalten damit die grobe Abschatzung

ETEPITIED I R

Dies zeigt —3 < ¢, < 3 fiir alle n € N, womit die Folge beschrankt ist mit unterer
Schranke —3 und oberer Schranke 3.

(d) Wir bezeichnen die Folge als (d,,)nen mit d,, = |(—1)" + cos (Z)" — sin (%(n +4))"|

fiir n € N. Die Folge ist nicht monoton weil die ersten Folgenglieder
d1:2, d2:2, d3:O, d4:2

lauten. Da |sin(x)| < 1 und |cos(z)| = 1 fiir alle z € R gilt, erhalten wir mit den
Rechenregeln fiir Betrage

0 = dy S[(=1)" + |ecos (5)"] + | sin (5(n +4))"|
= |=1/" + |cos ()" + [sin (F(n+4))["S1+1+1=3

fir alle n € N, womit die Folge beschrankt ist. Eine untere Schranke ist 0 und eine
mogliche obere Schranke ist 3.

Alternativ kann man cos (%)n und sin (%(n + 4))” fiir n € N genauer untersuchen.

Da sin (5(n +4)) = sin (%), folgt fiir k£ € Ny

0 fir n = 4k 1 firn =4k
/™ 1 firn=4k +1 ™ 0 firn=4k+1
sin <—> = . und oS <—> = . ,
2 0 furn =4k +2 2 1 firn=4k+2
—1 firn=4k+3 0 furn=4k+3

womit schlieBlich

2 firn =4k
g - 2 firm=4k+1
" 2 firn=4k+2
0 firn=4k+3

Damit ist die Folge (dn)neN nicht monoton und beschriankt mit unterer Schranke 0
und oberer Schranke 2.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 53. c-Kriterium
Berechnen Sie jeweils den Grenzwert a der nachstehenden Folgen (a,),en und geben Sie
jeweils speziell fiir ¢ = 107'° ein n. € N an mit |a, — a| < € fiir n = n..

n?—4

(a) an—§9<%)k (b) an =5~

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es ist nach der geometrischen Summenformel

Damit ist lim,,_ o a, = 10. Es ist
!
la, —10]<107"® & 10" <10°® & n>15.

Also wahlen wir zum Beispiel n. = 16.

(b) Esist
n*—4 1

4
a, = =— - —
3n?2 3  3n?

Damit ist lim,,—o a,, = % Es ist

1] 4 4 2
L=l <107 & ——<107P o > 4/=-10"% = =4/30 - 10".
¢ 3‘ 3n2 "7V 3

Da v/30 < 6, ist zum Beispiel n. = 40000000 eine geeignete Wahl.
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Aufgabe H 54. Hiufungspunkte

Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der nachstehenden Folgen (a,,),en, wobei

(a) a, = Re <<§(1 +i)>n>

(b) a, = min {(—1)”, sin <gn)}
Losungshinweise hierzu:

(a) Da hier eine komplexe Zahl potenziert wird, lohnt es sich, in Polarkoordinatendarstel-
lung zu wechseln. Es ist

(Farn) = (e () rim ()Y

= cos <n%> + isin (n%)
( 1 , fallsn =8k, k € N,
W2(1+1i) |, fallsn=8k+1,keN,
i , fallsn =8k +2, k e N,

IV2(-1+41) , fallsn=8k+3, k€N,
-1 , fallsn =8k +4, k € N,
IV2(-1—1) , fallsn=8k+5, k€N,
—i , fallsn =8k +6, k€N,
[ 3V2(1—1) , fallsn=8k+7,keN.

Dementsprechend ist

, fallsn =8k, k € N,
% 2 ,fallsn=8k+1,keN,
0 , fallsn =8k + 2, k € N,
V2 " —1/2 | fallsn=8k+3, keN
- 1 — 2 ) ) )
he ((2““)) 1 fallsn=8k+4, keN,
—% 2 ,fallsn=8k+5, keN,
0 , fallsn =8k + 6, k € N,
[ V2 | fallsn=8k+7 keN.

Da jeder der Werte 0,1, —1, %\/_, —% 2 unendlich oft angenommen wird, sind das
Haufungspunkte der Folge. Da wir (a,,),en oben vollstandig in Teilfolgen zerlegt haben,
gibt es auch keine weiteren Haufungspunkte.

(b) Fiir k € N gilt ag, = min{(—1)% sin(m k)} = min{1,0} = 0. Weiterhin ist agy 4 =
min {(—1)***! sin (3(2k 4 1)) } = —1. Daher ist

0 — 0 , falls n gerade,
"1 —1 , falls n ungerade.

Damit besitzt die Folge (a,)en die beiden Haufungspunkte 0 und —1.
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Aufgabe H 55. Grenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

1 n Y e
c) lim
(a) n_mo n+1 <2) ( ) n—00 4n 4 3n

2n

, 1

(b) lim \/n?+ 20— V—vir ¥ 3n+ia (9 JH&; B2
n—oo =N

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Esist
n%oo\/_ L \/__\/i

e

Anmerkung: Dabei darf ohne Beweis verwendet werden, dass fiir eine konvergente

V0Iim, . a,. Zeigen

konnte man das zum Beispiel wie folgt. Sei € > 0 beliebig und lim,, .., a, = a. Dann

Folge (an)neny mit a, = 0 fir n € N gilt lim, o /@, =

ist

[V~ Val* = [V — Val - | — val € |van — Val - [/ + vl =

la, — al.

Da die Folge (a,).cn gegen a konvergiert, gibt es ein n., so dass |a, — a| < &2 fiir
alle n > n.. Damit gilt aber auch |\/a,, — \/a| < ¢ fir alle n > n..

(b) Esist

\/n2+2n —/n—Vn2+3n+ 14

\/n2+2n—\/_—\/n2+3n+14 (v/n2 +2n — /n ++v/n? + 3n + 14)

\/n2+2n—\/_+\/n2+3n+14
_ nP4+2n—/n—(n*+3n+14)
\/n2+2n—\/ﬁ+\/n2+3n+14

1

—n —+/n— 14 B —l=-%

14

Vn2+2n —/n++vn? 4+ 3n+ 14 \/1+%_#+\/1+%+%

VItV 2

(c) Es ist zum Einen (Z&hler vergroBern, Nenner verkleinern)

v7n+n7 </7”n7+n77”_7 \/_\/ﬁ novop
4n B

<
4n 4 3n 4 4

Zum Anderen ist (Zahler verkleinern, Nenner vergroBern)

7n + TL7 \/7 n—00
Nach dem Sandwichsatz ist damit lim,,_ o, ¢ ZZIQZ =1
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(d) Esist

Loy,

T3

SEES

n

2n 2n

1 1 1
I e A R
k=n k=n

Da offensichtlich ZZ" L>0 gilt, haben wir nach dem Sandwichsatz, dass

k=n k2
2n 1
D=0
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Aufgabe H 56. Heron-Verfahren

Zu ¢ > 1 sei die rekursiv definierte Folge (a,).en gegeben mit

1 c
a; = ¢, an+1:§ an+a— .

(a) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt v/¢c < a, < c.
(b) Folgern Sie mit Hilfe von (a), dass (ay)nen monoton fallend ist.
(c) Begriinden Sie, dass die Folge (a,)nen konvergent ist.
(d) Berechnen Sie den Grenzwert a von (a,)nen-
Losungshinweise hierzu:

(a) @ Falls ¢ > 1, so ist v/c < ¢, da a; = ¢, ist damit der Induktionsanfang gemacht.
@ Zum Einen haben wir

(c+c)=c.

N | —

1
an+1:§< ap  + ai )§

O &

<c
T ceTiese

B

Weiterhin ist
Uni1 2 Ve & a+c=2a,/c & (a,—+/c)? =0.

Damit folgt durch vollstandige Induktion, dass v/c < a,, < ¢ fiir alle n € N.
(b) Esist /¢ < a,, also auch ¢ < a2 . Damit folgt

1 1 2 1
an+1:§(an+a£> §§(an+%> 25'2an:an.

(c) Da die Folge monoton fallend und beschrankt ist, folgt die Konvergenz.

(d) Wir wissen aus der letzten Teilaufgabe, dass der Grenzwert lim,, ,o a, =:a = /¢ >0
existiert. Da (a,41)nen eine Teilfolge ist, ist diese ebenfalls konvergent mit demsel-
ben Grenzwert. Daher konnen wir in der Rekursionsvorschrift auf beiden Seiten den
Grenzwert bilden und erhalten (nach Anwendung der Rechenregeln fiir Grenzwerte)

1 2

a:—<a+g> & 2a:a—i—E & a*=c & a=+c
2 a a

Online-Aufgabe.
Zu diesem Ubungsblatt gibt es keine Online-Aufgabe.
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