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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. Polynome, Binomischer Lehrsatz

(a)

(b)

(c)

(d)

Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen von (222 + 1222 + 24z + 16)(2* + 1).

L6ésungshinweise hierzu: Nach dem Satz vom Nullprodukt geniigt es, die beiden
Faktoren getrennt zu untersuchen.

Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes lasst sich der erste Faktor schreiben als
20 + 1227 4 247 + 16 = 2(v + 2)°.

Wir erhalten also —2 als einzige Nullstelle des ersten Faktors.

Der verbleibende Faktor 2* 4 1 besitzt hingegen keine reelle Nullstelle:

In der Tat gilt fiir z € R stets z* = (22)> 2 0 und somit 2* +1 =1 > 0.

Somit ist —2 die einzige reelle Nullstelle von (223 + 1222 + 24z + 16)(z* + 1).
Beweisen Sie Y_,_,sin(Z + kr)(}) = 0 fir n € N.

L6sungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels des binomischen Lehr-

satzes und des Additionssatzes fiir Sinus (sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) ).
Dabei benutzen wir cos(km) = (—1)* = cos(n)* fiir k € Z.

Z (i) sn (5 ) = Z (Z) sin () cos(hm)(1)"*

Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Ungleichung (2% 4+ x + 1) (42? -8z +4) < 0.

Lésungshinweise hierzu: Die Ungleichung (22 + = + 1) (42? —8z +4) < 0 ist aqui-
valent zu der Ungleichung (:Jc + %)2 (2x —2)% < 0. Fiir alle reelle Zahlen z gilt jedoch
(a: + %)2 (22 —2)? = 0, und somit gibt es keine reelle Lésung fiir diese Gleichung.
Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Gleichung 2* — 522 +4 = 0.
Lésungshinweise hierzu: Man faktorisiert ¢ — 522 + 4 = (22 — 1)(2% — 4) =
(r—1)(x+1)(z —2)(x +2), wobei man den ersten Schritt durch Substitution ¢t = 2

und anschlieBendes Lésen der quadratischen Gleichung ¢ — 5t +4 = 0 sehen kann.
Also erhdlt man als Losungsmenge die vier reellen Lésungen {1, 1,2, -2} & R.

Aufgabe H2. Summen

(a)

Berechnen Sie die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen fiir n € N.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 1



1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Losungshinweise hierzu: Wir betrachten die Summe Y, 2k —1. Wir formen diese
Summe um und wenden die aus der Vorlesung bekannte GauBsche Summenformel an.

zn:(2/c—1): (i%) —n:2<zn:k) —an@—n:ﬂ?%—n—n:nQ

k=1 k=1 k=1
Damit haben wir die Aussage bewiesen.

b) Berechnen Sie >, (5% —2j) fir n € N mit n = 4.
=4

L6ésungshinweise hierzu: Wieder verwenden wir die Beispiele 1.2.2 und 1.2.4, achten
aber auf den gednderten Indexbereich der Summen:

n

S -3)) = <;J2—gﬂ'2> —2@1]’—;?)

= (én(nﬂ)(znﬂ)—(12+22+32)>—2(@—(1+2+3))
_ %n(n+1)(2n+1)—14—n(n—|—1)+12
= én(n+1)(2n—5)—2.

c) Sei a; = (—=1)¥ - k fir k € N. Berechnen Sie Hf a4_12. Zeigen Sie auBerdem
k=4
S aj =k fir ke N.
Lésungshinweise hierzu: Es gilt (—1)*712 = ((—=1)Y)** = 1, womit man die
Summe wie folgt umformt:

103 103 100 100

100 - 101
dagoy = Y 4k—12 = ) 4(k+3)-12 = 4) k = 4———— =20200.
k=4 k=1

k=4 k=1

Hierbei hat eine Indexverschiebung die Summe im vorletzten Schritt vereinfacht.
Zur Berechnung der zweiten Summe sortiert man die Summanden zunachst nach ge-
raden und ungeraden Indizes:

D= (-1 = (Z(—w-l@j—1>+<—1>2J'2j>.

j=1 Jj=1
AnschlieBend vereinfacht man die Vorzeichen und formt die Summe zu dem Ausdruck
k k
(Z—(Qj—l)Jer) = (Zl) =k
j=1 j=1

um.

Aufgabe H 3. \Volistindige Induktion mit Ungleichung
Zeigen Sie durch vollstandige Induktion die folgenden Aussagen:
(a) Esgilt 3n + 2" < 3" fiir alle n = 3.

(b) Esgilt (1 —2)" < 7 firalle ne Nund 0 <z <1.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir fiihren eine vollstandige Induktion durch.

Wir zeigen die Aussage fiir n =3: 3-3+23=17<27 =33,
Achtung: Fiir n = 0 ist diese Aussage richtig, jedoch nicht fiir n = 1 und n = 2.

Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte
3n 4+ 2" < 3™

@Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

3n+1)+2" =3n+3+2-2" < 3" 43427 <3 3" 43" =30
Fiir die letzte Ungleichung haben wir verwendet, dass 3 < 3™ und 2" < 3™ fiir alle
n € N erfillt ist.

(b) Wir fiihren einen Induktionsbeweis durch:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 1:

(1-a) < —

< F—
1+1-z
Dies ist dquivalent zu
(1-z)(14+2)<1
1-2*<1
1 <14 2%

wobei wir in der zweiten Aquivalenz die dritte binomische Formel angewendet haben.
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte

1
14 nx

(1—2)" <

@Wir zeigen die Aussage fiir n+ 1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

(1—2)"M=1-2)"(1—2)

< 12 unter Verwendung von @und 0<z <l
1+ nx
B 1 1—2z 1
"1t milz 1tnr 1+ (m+lz
B 1 (1-2)(14+(n+1)x) 1
T 1+ m+Dz Q+n)(I4+m+Dz) 1+ (n+ )z
_ 1 I+(n+Dz—2—(n+12*—1+nx
1+ (n+ 1z (1 —=nz)(1+ (n+1)z)
B 1 (n+1)z?
T 1+ 4Dz (A+nz)(1+(n+ 1)
1
<1+(n+1)x'
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Fiir die letzte Ungleichung haben wir verwendet, dass

(n+1)a?

At n)0+mrnn "

fir alle n € N und 0 < z < 1. Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

Aufgabe H 4. \olistindige Induktion mit Produkt

Analog zur Summenschreibweise, fiihren wir das Produktsymbol ein: HT:1 A; bedeutet,
dass man den Term A; fiir alle j von 1 bis m auswertet und die entstandenen Zahlen

zusammenmultipliziert. Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion:
_I(2n+1

(a) Esgilt T, (1 +:17(2k)> = 1Ta:) fiir alle n € Ny und x # 1.
(b) Esgilt ],_, (1 — ﬁ) =1(1+2) firalle n € N mit n = 2.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir fiihren einen Induktionsbeweis durch:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 0:

0

H(1+x(2k)> PN SR )] e s N i
Pt 1—=z 1—xz’

wobei wir im letzten Schritt die dritte binomische Formel angewendet haben.

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte
n 1 . (2'n+1)

H <1 er(?k)) — x—
1—=x

k=0

@Wir zeigen die Aussage fiir n+1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

n+1

TT (1) = (142 ) T (1+22)
k=0 k=0
(1 + :z:<2"“>) (1 . x@”“))
= unter Verwendung von @
11—z
(1 — <x(2n+1)>2)
= 3. binomische Formel
1—2z
(1 - x<2"“~2>)
- 1—2z
(1 - x@"“))
B 11—z

womit die Behauptung fiir alle n € N bewiesen ist.
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(b) Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber n € N mit n = 2:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 2:
2
H 1_L - 1_L :1_12221 1_|_2
Pl k(k+1) 22+1) 3 3 3 2)°

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N wahr ist, d.h. es gelte

() =5 (+3)

@Wir zeigen die Aussage fiir n+1 unter Annahme der Induktionshypothese fiir n:

H(l‘ﬁ): ‘<n+1>2<n+2>),f[2(1 ﬁ)
N n+2)( ) unter Verwendung von (TE)
2

—_
|

n 1)(n+2) T T hn+ 1)(n+2))
nn+1)(n+2)—2n+2(n+1)(n+2) —4)
nn+1)(n+2)

(-G
(
(
(n(n+1)(n+2 — 2n + 2(n? +2n+2)—4)
(
(
(

)
n(n+1)(n+2)
(n+2) +2n(n+2))
)(n+2)

n(n+1)
n(n+1
n(n+1)+ 2n>

womit die Behauptung fiir alle n € N mit n = 2 bewiesen ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe Hb5. Ungleichungen
Zeigen Sie die folgenden Ungleichungen:
(@) FirO<a<bund ke N,k > 1 gilt

0<Vb—¥a<Vb—a.

(b) Fiir a,b € RT gilt

Man nennt % harmonisches Mittel und /ab geometrisches Mittel.
Zeigen Sie auBerdem, dass Gleichheit der Mittel nur fiir a = b eintritt.

Losungshinweise hierzu:
(a) 1. Ungleichung: Aus 0 < a < b folgt /a < ¥/b. Andernfalls wire (%)k =aZ2b=

k
(0)
2. Ungleichung: Gegenannahme: /b — /a > /b — a. Aus der Gegenannahme folgt
zunachst
Vb > ¥a+ Vb —a.

Potenzieren auf beiden Seiten mit & ergibt dann

b > (%+ (“/H)kgwrb—cw(k) (Va) b —a>b,

1
wobei wir bei der zweiten Ungleichung den binomischen Lehrsatz angewendet haben.
Damit gilt Vb — /a < /b —a.

(b) Wir betrachten die Differenz der Mittel und zeigen, dass diese positiv ist. Durch einfa-
ches umformen ergibt sich

Jab — 2ab  Vab(a+1b)  2ab

a+b: a+b a-+b
_ Vab(a+b) — 2ab
N a+b
Vab(a + b) — 2v/aby/ab

B a+b

~ Vab(a+b—2Vab)
a-+b

_ \/%(\/__\/5)2 >0
a+b =

wobei wir im letzten Schritt die binomische Formel angewendet haben. Aus der letzten
Zeile ist sofort ersichtlich, dass die linke Seite O ergibt, falls a = b.

Aufgabe H 6. Ungleichungen und Betragsungleichungen
Bestimmen Sie jeweils die © € R, die die Ungleichung erfiillen.
(@) 3jlz—2|>x+1
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(b)

Losungshinweise hierzu: Wir betrachten zuerst den Fall z = 2. Dann erhalten wir
3z—2)>z+1

= >7
l‘ f—
2

also L; = (7

29
Fir x < 2 folgt

o)

32—z)>z+1

<:>5>
- >z
4

un daher L, = (—o0, 2). Und somit

e (=)o)

(x+1)(x—=2)(x+3)(x—4)(zr+5) <0

L6ésungshinweise hierzu: Unterscheide folgende Fille: © < —5, -5 <z < —3,
Bd<r< -1, —-l<z<+2, 2<x<4, 4<z. Imersten Fall, x < —5 stellen
wir fest, dass

(x+1)(z—2)(z+3)(x—4) (x+5).
<0 <0 <0 <0 <0

also der gesamte Term als Produkt einer ungeraden Anzahl von negativen Faktoren
wiederum negativ ist. Fiir —5 <z < —3 gilt

(x+1)(x—2)(z+3)(x—4)(x+5).
e N e N e N e N e

<0 <0 <0 <0 >0

Das Produkt ist also positiv. Analoges Vorgehen in den verbleibenden Fallen ergibt
L={zx]z<-5V 3<zx<—-1V 2<z<4}.

|z —3||x — 1] > (z + 1)|z — 5]

Lésungshinweise hierzu: 1. Fall: x < 1: Dannist auch 2 < 3 und z < 5. Wir |6sen
die Betrdge auf und erhalten

B—z)(1—2)>(z+1)(5—2x)
St —4dr+3>—a?+4x+5
& 21" —8x—2>0

S’ —4dr—-1>0.

Also liegen die in diesem Fall gesuchten Losungen auBerhalb des Intervals, dessen
Randpunkte die Nullstellen des Polynoms z* — 4z — 1 sind [weil der Graph der Poly-
nomfunktion eine nach oben gedffnete Parabel ist]. Diese Nullstellen sind 2 — V5 und
2+ /5, zusammen mit = < 1 erhalten wir L; = {x | < 2 —+/5} als Teilmenge der
Losungsmenge.
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2. Fall: 1 £ x < 3: Dann gilt auch = < 5. Wir l6sen wieder die Betrage auf und
erhalten in diesem Fall

B-a)z—1) > (t+1)(5—2)
o —al4+4dr—3>—2+4x+5
< -3 > 5.

Dies ist ein Widerspruch. Wir erhalten also keine weitere Teilmenge der Losungsmenge.
3. Fall: 3 < 2 < 5: Auflésung der Betrage liefert in diesem Fall

(x=3)(z—1)>(z+1)(5b—x)
=22 —8r—2>0.

Die Parabel 22442 — 1 ist wieder nach oben gedffnet und die Nullstellen sind gegeben
durch 2—+/5 und 2+ /5. Da die Lésungsmenge im betrachten Fall wieder auBerhalb
des Intervalls liegt, dessen Randpunkte die Nullstellen sind, folgt Ly = {z | 2 + /5 <
x < 5} der Lésungsmenge.

4. Fall: © =2 5: Auflésung aller Betrage liefert

(x=3)(x—1)>(x —5)(x+1)
&3> 5.

Diese Bedingung ist erfiillt, der Beitrag dieses Falls zur Losungsmenge ist L3 = {z =
5}. Somitist L=L; ULy ULy ={z |2 <2—-vV5V2++5<a}.

Aufgabe H7. Mengen
(a) Skizzieren Sie die Menge M; N M, falls

My = {(z,y) eR*| 2+ 3> -4 <0},
My = {(x,y)€R2| x2+y2+2y§0}.

Loésungshinweise hierzu:
Die Menge M, beschreibt eine Kreisscheibe mit Radius V4 = 2 und Mittelpunkt
(0,0), wobei der Kreisrand

Ky :={(z,y) e R*| 2° +y* =4}

wegen dem strikten Ungleichungszeichen ,, <" nicht in M; enthalten ist. Um M,
genauer zu betrachten formen wir die zugehorige Gleichung mittels quadratischer
Ergdnzung wie folgt um:
2 4+y" 4220
ety r2y+121
e+ y+1)P2 21

Damit beschreibt M, diejenigen Punkte im R?, die sich auBerhalb einer Kreisschei-
be mit Radius v/1 = 1 und Mittelpunkt (0,—1) befinden, wobei der Kreisrand
Ky = {(z,y) € RQ‘ 2? + (y+1)> = 1} aufgrund des Ungleichungszeichen , =" in
M, enthalten ist.
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(b)

Fiir die Menge M, N M, gilt dann, dass sie aus der Menge der Punkten besteht die
in M; enthalten sind und in M5, wobei der Kreisrand K5 bis auf den Punkt (0, —2)
enthalten ist, dass heiBt,

Ky = {(z,y) eR*| 2° + (y+1)> =1} ~ {(0,-2)}

ist in M7 N M, enthalten.

Skizzieren Sie die Menge M;5 ~ M, falls

M = {(z,y) €R*| (y = 1)* 21— (v — )7},
My = {(z,y) eR*| |z —y| < 1}.

L6ésungshinweise hierzu:
Die Menge M5 beschreibt Punkte im R? die sich auBerhalb einer Kreisscheibe mit
Radius /1 = 1 und Mittelpunkt (1,1), wobei der Kreisrand

Ky={(z,y) eR*| (z - 1>+ (y—1)> =1}

wegen dem nicht strikten Ungleichungszeichen ,, =" in M; enthalten ist.
Um M, genauer zu betrachten machen wir folgende Fallunterscheidung:
ILFRAlIlz-—yz20sx2y.

Damit erhalten wir

[z —yl =1
sr—y<1
syzr—1

Also besteht der 1. Fall aus allen Punkten (z,7) € R? fiir die x =2 y und y = 2 — 1
erfiillt ist. Das bedeutet, die Punkte liegen zwischen der Geraden y =  — 1 und der
1. Winkelhalbierenden x = y, sowie auf der Geraden und der Winkelhalbierenden.
2 FRll: x—y<0&z<y.
Damit erhalten wir
lz—yl =1
& —(z-y) =1
sysax+1

Also besteht der 1. Fall aus allen Punkten (z,y) € R? fiirdie z <y und y <z +1
erfiillt ist. Das bedeutet, die Punkte liegen zwischen der Geraden y = x + 1 und der
1. Winkelhalbierenden x = y sowie auf der Geraden.
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Insgesamt liegen die Punkte von M, zwischen den Geraden y =z +1 und y =2 —1
und auf den Geraden y =z + 1 und y =2 — 1.

Die Differenz M3 ~. M, sind dann diejenigen Punkte im R?, die in M3 liegen, aber
nicht in My.

Aufgabe H8. Abbildungen

Untersuchen Sie, welche Werte die folgenden Abbildungen jeweils gar nicht / genau einmal
/ mehrmals annehmen.

(@) N> N:in— (n:l)

Losungshinweise hierzu: Es gilt (") = 2 — 5 1. Damit ist f(n) =n+ 1.
f nimmt jeden natiirliche Zahl n mit n = 2 an, da fiir ein beliebiges n € N
fn—=1) = n und n —1 € N gilt. f nimmt aber keinen Wert mehr als einmal

an,daaus n#m f(n)=n+1#m+1= f(m) folgt.

(b) g: R {0} = R*: 2z~ Z

||

L6sungshinweise hierzu: Fiir x > 0 gilt

x
g(x) = P €
Fir x < 0 gilt
.172
g(x) = "

g nimt jeden Wert aus R an, da fiir alle y € R™ auch y # 0 ist und g(y) = y gilt.
Weiterhin gilt fiir ein beliebiges y € R aber auch g(—y) = y, daher wird jeder Wert
aus R zweimal angenommen.

(c) h: 3 1] > Riaw Bz —1] = 1| + ||z — 1
Lésungshinweise hierzu: Fiir < 2 < 1gilt 0 < 32—1 < 2. Esfolgt |[3z — 1| — 1] =

13z — 2|. AuBerdem gilt —2 < |z| —1 < 0 und daher ||z| — 1| = —(2 — 1). Damit
konnen wir h folgendermaBen umschreiben:

20 —1
h(z) = ’
(z) {3 — 4z,

8 8
m m
Ll ol

sl

[SS] )
N

Es gilt fir 2 € R mit 2 < 2 < 1 die Abschitzung 3 < 2z —1 < 1. Fir z € R
mit 5 < 2 < 2 gilt die Abschitzung 3 < 3 — 4z < 2. Somit nimmt h keine Werte
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auBerhalb von [%, g} an.

S'(Ti fj":: —%ggl—i—% 1nd<£ =4 %. Dann gilt fiir y € [1,
git tur y € (3,3 3

1} < 1. Weiterhin
5:3] 3=57< % Damit folgt fiir y € (%,1 h
w
T.

T
h(Z) = y, daher
ird mit Urbild Z einmal

@wlw
I IIA

werden diese Werte zweifach angenommen. Der Wert y =

1
3
angenommen, genauso wie die Werte y € (1, 2] mit Urbild
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H9. Abbildungen

(a)
(b)
(c)
(d)

Sei f: R — R?: 2+ (sin(x),—cos(z)). Untersuchen Sie f auf Bijektivitt.
Sei g: C~ {i} = C~{0}: z+— —=. Untersuchen Sie g auf Bijektivitit.

Sei h: R? — R?: (x,y) — (z + 2y, — y). Untersuchen Sie h auf Bijektivitt.
Konstruieren Sie eine bijektive Abbildung j : [0,2] — [2,5].

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

f ist nicht injektiv, weil (z.B.) f(0) = (0,—1) = f(2n).

Weil |sin(z)| = 1 fiir alle z € R, gilt (z.B.), dass es keine reelle Zahl z gibt mit
f(z) = (2,0), und deshalb ist f nicht surjektiv.

Eine Funktion ist genau dann bijektiv, wenn es injektiv sowohl als auch surjektiv ist.
Es folgt damit, dass f nicht bijektiv ist.

Seien z,w € C ~ {i} mit g(z) = g(w). Dann gilt
1 1

, - = z—1=w-—1
z—1 w-—1

— Z=w

und deshalb ist g injektiv. Sei weiter u € C \. {0}. Dann gilt, fir z € C \ {i}, dass

1 1 .
- = — =z
Z—1 u

1
<— —+i=2z.
U

Es folgt, dass g(+ +1i) = u fiir alle uw € C \ {0}, und deshalb ist g surjektiv. Weil g
injektiv sowohl als auch surjektiv ist, ist es auch bijektiv.

Um die Surjektivitdt nachzuweisen, sei (a,b) € R? beliebig. Wir miissen zeigen, dass
(z,y) € R? existiert mit h(x,y) = (a,b). D.h. wir suchen eine Lésung des Gleichungs-
systems

rT+2y=a
r—y==

Dazu I6sen wir die zweite Gleichung nach x auf und erhalten = = b + y. Eingesetzt
ergibt sich

x_a—i—%
3
_a—b

Y= 3

Fiir diese Wahl von (z,y) gilt also h(x,y) = (a,b). Da (a,b) € R? beliebig war, ist
h surjektiv. Fiir die Untersuchung auf Injektivitdt nehmen wir an, dass

h(9317y1) = h(mz,yg) = (a,b) € R?
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gilt. Obige Umformung zeigt, dass dann

a-+2b
€T prg
! 3
a—>b
= 5
und
a-+2b
To —
3
a—>b
Y2 = 3

gelten muss. Also ist ©1 = x5 und y; = ys; die Abbildung ist also injektiv. Bijektivitat:
Da h injektiv und surjektiv ist, ist h bijektiv.

(d) Beispielsweise: j(z) =2+ 2x.

Aufgabe H10. Rechnen mit komplexen Zahlen

(a) Geben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form a + bi mit a,b € R an und
bestimmen Sie den Real- und Imaginarteil:

3 4 4i 1+4\"
Ry Y kez
2—1 1—1

(b) Berechnen Sie die folgende komplexe Zahl mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes:

Losungshinweise hierzu:

(a) Es gilt

34+4i (34+4D)(2+1) 2 11
2 = = = — + —i,

2—1  (2-1)@2+i) 5 5

sodass Rez; = £, Imz; = &, Weiterhin gilt
(1%—1)]€ " (=)™, fur k=2n,n€z,
P =it =
? 1—1i ()™, fir k=2n+1,n¢€Z.

(=1)", fir k=2n,ne€Z,
RGZQ =
0, fir k=2n+1,n¢€Z,

sodass

und
0, fir k=2n,n¢€Z,
Im 25 = )
(=), fir k=2n+1,n€Z.
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(b) e Wir formen zunichst m um. Es gilt

i _ i(—v/2 — V/2i)
—V24+V2i (V2 + V2i)(—V2 — V2i)
V2 Va
2421 —2i —2i2
V2-421 1 :
:—2+2 :Z(ﬁ—ﬁl).

Nun berechnen wir (—+/3 +1)% mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes:

(=V3+i)° (6)< V3)° ()( \/3)5-il+(g)(—x/§)4-i2

) 104 (2)( V3)2 it + (g)(—\@)l 19
b

V3)0 4+ 6(—v/3)° - it +15(—V/3)* - i2

+ 20(—%3)3 A4 15(—V3)? it 4+ 6(—V3) -

+ 1i°
=274 6(—V3)°-i—15-9

+20(—V3)%- (=) +15-3-1+6(—V3) -i

—1
— 27 135445 — 1+ (—V3)i <6 (=V3) =20 (=V3)2 + 6)
=27 —135+45 — 1+ (—=V3)i(6-9 —20-3 +6)
= —64.

o
/‘\
w O

(@)

Dann erhalten wir insgesamt

(—\/§+i)6~_\/iiﬂ@:_54(\/5—\/51):—16(f—\/§i).

Aufgabe H11. Komplexe Gleichungen
Bestimmen Sie die folgenden Mengen:

(@) {nezZ|i"eR}, (b) {z€C| 2z —2iz=1+2i},

(c) {zeC| 22+ ]z|=-2}, (d){zeC|zz=4}n{zeC| 2=-4}.
Lésungshinweise hierzu:

(a) Fiir gerade Zahlen n € Z, d.h. n = 2k fiir ein k € Z gilt i" = i* = (=1)* € R. Fiir
ungerade Zahlen n € Z, d.h. n = 2k+1 fiirein k € Z gilt i" = i = (-=1)".i ¢ R.
Insgesamt erhalten wir

{neZ|i"eR} =22,

also die Menge der geraden ganzen Zahlen.
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(b) Sei x,y € R und z = x+yi. Die Gleichung ist dann (z+yi)(z—yi)—2i(z—yi) = 1+2i.
Vereinfachen ergibt 2% + 3% — 2y — 2iz = 1 + 2i. Folglich sind

24+t —2y = 1
—2r = 2

und x = —1, y = 0 oder y = 2. Daher ist die Lésungsmenge gegeben durch {—1, —1+
21}

(c) Sei z,y € R und 2z = x + yi. Die Gleichung ist dann (z + yi)* + |(x + yi)| = —2.
Vereinfachen ergibt 22 — y? + 2xyi + /22 + y? = —2. Folglich sind

{xz—yz—l—\/m = —2

2zy = 0

e r=20:Dannist —y*+y+2=0,fallsy =20 und —y> —y+2=0, falls y < 0.
Wir erhalten y = 2 im ersten und y = —2 im zweiten Fall. Es gibt also zwei
Losungen: z = 2i sowie z = —2i.

e y=0:Dannist 22 +2+2=0,falls 2 20 und 22 — 2 +2 =0, falls z < 0.
In beiden Fallen erhalten wir keine Losung.

Daher ist die Losungsmenge gegeben durch {2i, —2i}.

(d) Sei x,y € R und z = = + yi. Die Gleichungen sind dann (x + yi)(x — yi) = 4 und
(r +yi)? = —4. Daraus folgt 22 + y?> = 4 und 2* — y* + 2xiy = —4. Folglich,

ZL’2 o y2 — _4
20y = 0

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt durch Addition der Gleichungen x = 0 und
daraus y = 2 oder y = —2. Mit dieser Wahl von z,y ist auch die dritte Gleichung
erfiillt. Die Losungsmenge ist folglich gegeben durch {2i, —2i}.

Aufgabe H12. Komplexe Mengen
Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene:
(@ My :={zeC]| [z-1]=[z+1]},
(b) My:={zeC|1<|z—1i <2},
(c) My:={z€C| |z|]21,|Rez| £ i Imz>0}.
Losungshinweise hierzu: Sei z = = + yi. Quadrieren ergibt
(+1)*+y" = (z - 17 +y"

Ausmultiplizieren und Vereinfachen ergibt x = 0. Folglich entspricht die Menge M, der
imaginaren Achse.
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|

Die Menge M, beschreibt eine Kreisgleichung um i mit Radius zwischen 1 und 2. Die

Rander sind durch echtes Gleichheitszeichen nicht enthalten.
| | | Y

1 A

Innerhalb der Menge M3 beschreibt |z| = |z —0| = 1 diejenigen Punkte z € Z die auBerhalb
des Kreises um den Ursprung mit Radius 1 oder auf diesem Kreis liegen. Da |Re z| < 1 gilt,
kénnen wir die Punkte auBerhalb des eben beschriebenen Kreises beschranken, auf diejenigen
die Realteil kleiner oder gleich 1/2 besitzen. Da Imz > 0 kénnen wir nun auf die Punkte
einschranken, die oberhalb der reellen Achse liegen.
| S I

n M . =

A
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 13. Polynomdivision

Verwenden Sie Polynomdivision mit Rest, um fiir die nachfolgenden Polynome f(X) und

g(X) jeweils Polynome p(X) und r(X) mit f(X) = p(X)g(X) + r(X) zu bestimmen,

wobei 7(X) kleineren Grad besitzt als g(X).

(@) f(X)=X-5und g(X)=X*—2;

(b) f(X) = 6X% + 14X7 — 2X6 + 3X5 — 29X* — 61X3 — 124X? — 456X + 64 und
g(X)=3X?+7X —1;

(c) f(X)=X*—-2X3+3X2—-4X +5und g(X)=3X?-7X.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt

also ist f(X) = p(X)g(X)+r(X) mit p(X) =0 und r(X) =X — 5.
(b) Wir berechnen

6X84+14X7 —2X643X5 —29X* —61X3 —124X2 —456X +64: (3X2+7X—-1)=2X04+X3-12X24+8X 64
6X84+14X7 —2X6

3X5 20X+ - 61X3—-124X2 456X +64
3X5+ 7X4 — X3
—36X%—60X3—124X2 —456X 464
—36X*—-84X3+ 12X2
24X3 —136X2 — 456X +64
24X3+4 56X2 — 8X
—192X2 448X +64
—192X2 - 448X +64
0

die gesuchten Polynome sind somit p(X) = 2X% + X3 — 12X?% + 8X — 64 und

r(X) = 0.
(c) Es gilt
X4-2X34 3X% — 4X +5:(3X? —7X)=1iX*+1x 4+ ¥
X4 7X3
1X3+ 3X2 - 4X +5
%XS 7X2
d4)(2— 4X +5
34X2 238X
%X+5

Also ist p(X) = 1/3X2 + 1/9X +34/27 und r(X) = 130/27X +5.
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Aufgabe H 14. Komplexe Lésungen von Gleichungen
Geben Sie jeweils alle Losungen z € C der folgenden Gleichungen an, und zeichnen Sie die
Losungsmenge in der komplexen Zahlenebene.
(@) 2% +3i22 4+ (1+6i)2z =2+ 9i,
(b) (1 —/3i)20 = 422,
Losungshinweise hierzu:

(a) Durch den Vergleich der Koeffizienten auf jeder Seite sehen wir, dass z = 1 eine
Losung ist. Also ist das Polynom

2% 4 3i2% 4+ (1 + 6i)z — (2 + 9i)
durch (z — 1) teilbar. Nach Polynomdivision sehen wir, dass
24322 + (1 +6i)z — (24 91) = (2 — 1)(2% + (1 + 3i)z + (2 + 91))

ist. Also gibt es zwei weitere Lésungen, die Wurzeln von 2%+ (1+3i)z+(2+9i). Genau
wie quadratische Polynome mit reellen Koeffizienten hat dieses Polynom die Wurzeln
—1-3i+/(1+30)2-4(2+9) —1-3i++/-16— 30i
5 .

z = =

2

Bemerken Sie, dass wir hier v/—16 — 30i fiir eine der beiden Ldsungen von 2% =
—16 — 30i schreiben; im Gegensatz zu positiven reellen Zahlen gibt es keine bevorzug-
te Quadratwurzel. Weil diese Quadratwurzel mit beiden moglichen Vorzeichen in der
Formel auftritt, spielt diese Wahl am Ende keine Rolle.

Also suchen wir x = a + bi so, dass #? = —16 — 30i, dass heiBt (a? — b?) + 2abi =
—16 — 30i, also a? — b?> = —16 und 2ab = —30. In Anbetracht der Faktorisierungen

von _730 = —15, sehen wir dass die Lésungen a = 3, b= —5,und a = -3, b =5
sind. Also sind die zwei weiteren Losungen unseres Polynoms
—-1-3i+3—5i
2= kAL
2
und : .
—1—-31i—3+5i .
Zz = 2 — —2 + 1.
Insgesamt haben wir die drei Lésungen z =1, 2 =1 —4i und z = —2 +1i, und die
Losungsmenge ist wie in der folgenden Skizze.
ﬂﬁ Im2
240
1
N
” 7
Rez
0 1-6
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(b) Wir bemerken sofort, dass z = 0 eine Losung ist. Die Lésungen ungleich 0 sind auch
Lésungen von (1 — +/3i)2* = 4, oder von

Z4 = 4
1—+/3i
Nach Aufgabe P13 hat 1 — v/3i in Polarkoordinaten die Darstellung 2%, also ist
4 4 i 1
= —¢ 3
1-v3 2

Dann sind die Losungen der Gleichung

1.
2t = 2e3™

z = {‘/ﬁe(%)”i fir K = 0,1,2,3. Insgesamt sind die Lésungen der urspriinglichen
Gleichung diese vier zusammen mit z = 0, und die Losungsmenge ist wie in der
folgenden Skizze.

NImz

Aufgabe H 15. Polarkoordinaten
Wir betrachten die Menge

3
M:{ZEC’Im( : ,)go, |z—i|§2}.
141

Skizzieren Sie die Menge M in der komplexen Zahlenebene.

Losungshinweise hierzu: Die Menge M ist die Schnittmenge von

53
Mlz{ze((:‘lm< )20}
1+1

My={z€C||z—i* £2}.
Die Menge M, ist die Scheibe mit Radius 2 und Mittelpunkt i. Um M; zu berechnen,
schreiben wir z = re¥! in Polarkoordinaten, also 2% = r3e3¢!. Wie in Aufgabe P13 folgert
man 1+1=1/2e%', also ist
3
V2 3a(3p— )i

141
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3
Wir bemerken, dass Im( i
1+

ZS

V223
1

bzw.

) = 0 genau dann, wenn das Argument von
i

T zwischen 0 und 7 liegt, also mii ssen wir dieses Argument berechnen.
i
23 )
- zwischen

Wegen ¢ € [0,27) ist 3¢ — § € [=F,="). Also liegt das Argument von l
= in [0

23w
1 3

1
0 und 7 genau dann, wenn 3¢ — 7|, [2m, 37| oder [4m, 57| liegt. Im ersten Fall

brauchen wir -
T T
< <
o = 2

0§3(,0—£§7r<:> s 1

Ahnlich sind die anderen Méglichkeiten 22 < ¢ < 113—; und % < ¢ £ 21712. Es ergibt sich

12
folgende Skizze.

Die Menge M, besteht aus den drei Kegeln, die durch gestrichelte Linien gekennzeichnet
sind. Die Menge M, ist die durch den gestrichelten Kreis begrenzte Scheibe. Die Menge
M ist die Schnittmenge, gekennzeichnet durch den schattierten Bereich (einschlieBlich der
Grenze).

Aufgabe H 16. Untervektorraume
Es sei C**2 die Menge aller komplexen (2 x 2)—Matrizen. Fiir alle komplexwertigen Matrizen

A = (ait ab2) sowie B = (Z; Z;i) und fiir jede komplexe Zahl A € C setzen wir

A+ B:= (an + b1y a12+b12> und A A <)\a11 )\a12>

ag1 + bar  age + bao Aag;  Aagg

Sie diirfen, ohne es beweisen zu miissen, annehmen, dass C?*? auf diese Weise zu einem
C—-Vektorraum wird. Uberpriifen Sie
(a) fiir welche o € C die Teilmenge {( 5, as2) | @12, as1, asx € C} ein Untervektorraum
von C?*2 jst;

(b) ob die Teilmenge {( i a2) | a11, @19, as1, ase € R} einen Untervektorraum von C?*?
bildet.
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Lésungshinweise hierzu:

o al12

(a) Nur fir & = 0 ist die angegebene Menge V,, := {( a3, as2) | @12, G21, asa € C} ein

(b)

Untervektorraum: Ist nimlich a # 0, so liegt weder das neutrale Element von C2*2
(die Nullmatrix (39)) in V4, noch liegt die Summe zweier Matrizen A, B € V,, wieder
in V,,, denn

o 19 « b12 2c0 ajo + b12
(azl a22> <521 bzz) (a21 +0bo1 ag + b22>

und 2a # «a,d. h. A+ B¢ V,.Fir AeV, und A € C, XA # 1, liegt auch AA nicht

wieder in V,,, da
. Ao )\CL12
M = <)\a21 >\6122) ’

aber \a # «a gilt.

Dass Vj ein Untervektorraum ist, sieht man wie folgt: Das neutrale Element von C2?*2
liegt in V. Sind A, B € Vj und X\ € C, dann gilt zudem

0 a2 0 blg 0 a9 + b12
A+ B= + = :
(a21 a22) <b21 ba2o a1 +ba1  agz + bao
also A+ B €V, und analog ist AA € 1}, denn
i 0 )\a12
A = <)\a21 >\a22) '
Die Teilmenge W := {(ai!l ai2) | a11, a12, as1, aze € R} ist kein Untervektorraum von
C?*2: Zwar liegt das neutrale Element von C**2 in W und auch die Summe zweier

Elemente A, B € W ist wieder in W enthalten, aber nicht fiiralle A€ Cund A € W
ist AA wieder ein Element von . Wahle beispielsweise A = (}9) und A =1i. Dann

ist
i 0
)\-A_<O O),

und dies ist kein Element von W, da i keine reelle Zahl ist. Also ist W kein Unter-
vektorraum von C2*2.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 17. Ebenen und Geraden
(a) Liegen die Geraden g = (—;2> +R (%) , h= (—;12> +R (—jl) in einer Ebene?
7
1

. . . . 7 4
(b) Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD mit A = (_23>, B = (71), C = (_1?{/55>

D= ( %3) in einer Ebene liegt. Berechnen Sie die Kantenlangen des Vierecks ABCD.

Berechnen Sie jeweils den Cosinus des Innenwinkels bei A und D.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Geraden g und h sind nicht parallel, da die Richtungsvektoren linear unabhangig
sind. Daher liegen g und h genau dann in einer Ebene, wenn sie sich schneiden. Dies
wiederum ist genau dann der Fall, wenn es ;s € R gibt mit

1 4 1 2
2| +r|3]=|-12| +s| -1
3 1 5 1
0 4 -2 0
10)4+r3]+s| 1 |=10
-2 1 —1 0

Aus der ersten Zeile erhalten wir s = 2r. Setzen wir dies in die dritte Zeile ein, so
ergibt sich » = —2 und schlieBlich s = —4. Mit dieser Belegung ist auch die zweite
Zeile erfiillt. Also schneiden sich die beiden Geraden (im Punkt (-7, —8,1)", aber das
war nicht gefragt).

Alternative: Da eine Ebene, die sowohl ¢ als auch A enthilt, insbesondere g enthalten
und zu h parallel sein muss, ist der einzige Kandidat die Ebene

1 4 2
E=|-2]1+R|3]+R| -1
4 1 1

Wenn nun irgendein Punkt von h in E liegt, so liegt ganz h in E. Die Punktprobe
fiir den Stiitzvektor von h fiihrt dann auf dieselbe Vektorgleichung wie oben.

(b) Die Punkte A, B,C definieren die Ebene

7 7 7 4 7
E=(2|+rR|[-1|=(2])+R[| 15 |-] 2
-3 1 -3 ~3/5 -3
7 0 -3
= 2 |+R|-3|+R[-9/5
-3 4 12/5
7 0 5
|2 |+R[-3|+R| 3
-3 4 —4
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Die Punktprobe fiir D fiihrt dann auf die Vektorgleichung

7 0 5 1
2 | +r| -3 +s| 3 | =1 2
-3 4 —4 -3
6 0 5
O)+r-3]+s| 3
0 4 —4

Aus der dritten Zeile ergibt sich » = s, was direkt zur Folge hat, dass auch die

Gleichung in der zweiten Zeile gelost wird. SchlieBlich ergibt Einsetzen in die erste
6

Zeile, dass s = —z = r. Insbesondere ist also die Vektorgleichung I6sbar und D € E.

Die Kantenlangen sind gerade die Langen der Vektoren A@, BB C’vﬁ und D—1>4:

7 7 0
B =] - (2 ||=|[{-3) = ver e E=vE-s
1 -3 4
4 7 -3
2 2
5e= || s ) = (1) =] o5 )| = Ve e 07 (3
—3/5 1 —8/5
=9+ B+ 5 =VIt+4=V13
1 4 _3
D=2 |-{15]|=| 9/ — 9+ 8L 4 1u
-3 ~3/5 —12/5
=9+ =v0+9=3V2,
7 1 6
DA = 2] -|2]|=|{o] =6
-3 -3 0

Wir bezeichnen den Winkel bei A mit o« und den Winkel bei D mit §. Dann ist

(AB|AD) < _23 ‘ —86 >

cos(a) = |A§| ‘ |A3| = 56 =0,
3 6
25 < Iy ‘ ; >
ook \\azs) I \o)/ s
O =B AT 326 18va 7V
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Aufgabe H 18. Lineare (Un-)Abhingigkeit
Gegeben seien die folgenden Vektoren aus C?*: a = (3—+11) , b= ( : ) , = ( = ) .

i iy —4—11i
(a) Betrachten Sie in diesem Aufgabenteil C? als R-Vektorraum. Geben Sie eine (moglichst

einfache) Basis von C3 an. Zeigen Sie, dass a, b, c linear unabhingig sind.

(b) Zeigen Sie, dass a, b, c linear abhingig sind, wenn man C3 als C-Vektorraum be-
trachtet. Geben Sie jeweils an, wie sich a, b, ¢ aus den beiden anderen Vektoren
kombinieren lassen.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Eine besonders einfache Basis von C? als R-Vektorraum ist zum Beispiel

1 i 0 0 0 0
o, (o], (], [i], (o], [0
0 0 0 0 1

Um zu zeigen, dass a, b, c¢ linear unabhangig sind, betrachten wir ra + sb + tc L0
mit reellen r, s,t. Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

3r 4 ir + 2s + 2t 4 10it = 0 (1),
—r+is—4t—it=0 (ID),
ir —4s+is— 4t — 11it =0 (I11).
Damit die Gleichungen gelten, miissen sowohl Real- als auch Imaginarteil gleich Null
sein. Da r, s, t reell sind folgt daher aus Re (/1) = 0, dass r = —4t und aus
Im (1) L 0, dass r = —10t, was nur geht, falls » = t = 0. Setzen wir dies in die

Gleichung Im (I7) =0 ein, so ergibt sich s =t = 0. Also ist das Gleichungssystem
(I) — (I11) nur trivial 16sbar, womit die Vektoren a, b, ¢ linear unabhangig sind.

(b) Betrachten wir nun C* als C-Vektorraum, so fiihrt die Untersuchung auf lineare
Abhiangigkeit wieder auf das Gleichungssystem (I) — (I11) — nur mit dem Unter-
schied, dass diesmal r,s,t € C sind. Aus (/1) gewinnen wir r = is + (—4 — i)t.
Setzen wir dies in (/II) ein, so ergibt sich

ir + (=4 41)s + (=4 — 11i)t = 0
& —s+(1—di)t+(—4+i)s+ (—4—-11)t=0
& (=5+1)s+(—3-151)t=0
& (=5+i)s = (3+150)¢
——
=—3i(—5+i)
& s = —dit.

Dies ergibt dann r = 3t + (—4 — i)t = (—1 —i)t. Einsetzen in (/) liefert schlieBlich

(3+1)- (=1 — i)t — 6it + (2 + 10i)t = 0
—2 — 4i)t — 6it + (2 + 10i)t = 0

Das bedeutet,
(=1 —1i)ta+ (=3i)tb+tc =0, VteC,
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sodass der Nullvektor auf nichttriviale Weise aus a, b und ¢ linearkombiniert werden

kann. Insbesondere haben wir mit ¢t = —1, dass
c=(1+1i)a+ 3ib,

mit ¢t = 3l = —3i, dass
1

b= (—3+3i)a+ (—3i)c,

und schlieBlich mit ¢ = 1%1 =1(1-1), dass

(38N, (L L
= \73 7% 2~ 2!
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5. Gruppeniibung
Aufgabe H 19.
Sei V' der Raum aller Polynomfunktionen auf [0, 1] mit Grad maximal 3, d. h.

V={p:[0,1]] = R: z+ a2z’ + bz’ + cx +d| a,b,c,d € R}.

Dieser Raum kann mit dem Skalarprodukt
1
W) = | plalale)da
0

fiir p,q € V versehen werden. Gegeben seien nun folgende Polynome:
p3(z) =2 + 2%+ o+ 1.

pi(z) =2+, pr)=2"-7,

(a) Bestimmen Sie die Skalarprodukte (pi|p2), (p1|ps) und (p2|ps).
(b) Geben Sie ein Polynom der Form ax® + bxz? aus V mit a # 0,b # 0 an, dessen Norm

gleich 1 ist.
Lésungshinweise hierzu: Sei p = ax® 4 ba® + cx +d und ¢ = Ax® + Ba?> + Cx + D in

V. Wir haben
pq =aAz® + (aB + Ab)x® + (aC + bB + cA)x* + (aD + bC + cB + dA)z?

+(bD + cC + dB)x* + (e¢D + dC)z + dD.

Mittels Integration folgt

1 1 1
(pla) =zaA+ 2 (aB + Ab) + =(aC + B + cA)
1 1 1
—i—Z(aD +0C + cB+dA) + g(bD +c¢C +dB) + é(cD +dC) +dD.

(a) Die Koeffizienten von py,p, respektive ps sind a = c=1,b=d =0, A =C =
0,B=1,D = —7 respektive A =B =C"=D"=1. Also

29 11 409 143
— —14=———und (p1|p3) = ="

(p1lp2) = R (p2|p3) = 30 30
(b) Fiir p = az®+ ba? haben wir |p|* = 2a®>+ % + £ Fiir |p| = 1 wird die Gleichung zu
1, b

S 4 2+ (Z—1) =0
—a”+ga+ ( 5 )=0

Dies ist eine quadratische Gleichung in a deren Losungen durch

—F T4 - 5)

a= 5

gegeben sind. Fiir b so, dass 4 — % > 0 ist a eine reelle Zahl. Zum Beispiel kdnnen

wir b = /45 wahlen, dann ist a = H@ﬂ_
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Aufgabe H 20.
Wir betrachten den Vektorraum C?*2 aller komplexer 2 x 2-Matrizen. Zeigen Sie, dass die

Teilmenge
11 a2
Q21 A2

ein Untervektorraum von C?*? ist.

a1, 12, Go1, a2 € C ay1 + a12 + ag1 + az = 0}

Losungshinweise hierzu: Bezeichne mit £ die Menge aus der Aufgabenstellung. Die Null-

matrix liegt in £. Wenn A = @2 ) 0d B = b b in E liegen, haben wir
ag1 Q92 b?l b22

ay; + b ag + b
az1 + ba1  age + ba

A+B = ( ) . Die Summe aller Komponenten von A+ B ist also 0 und

daher gilt A+ B € E. Fiir A € C ist die Summe aller Eintriage von \A = Adyy Adiy
)\agl )\CLQQ

wieder 0, also gilt AA € E.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Orthonormalbasen

Yy
Sei f: R? — R3 gegeben durch f(?;) = <0>

(a) Finden Sie eine Orthonormalbasis von R?, die ein Vielfaches des Vektors v = ( 2)

X

-3
enthalt.

estimmen Sie eine Orthonormalbasis von , die ein Vieltaches von v) enthalt.
b) Besti Sie eine Orth Ibasi R3, die ein Vielfach f hal

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Zuerst normieren wir v und erhalten v;: |v| = /22 + (—3)? = V13, also ist v; =

\/Lfs ( _?)) der erste Basisvektor.

o . . a
Nun suchen wir ein vy, so dass < vy|vy >= 0 gilt und |vg| = 1. Sei v = (b) , dann
ist < vy|vs >= 0 genau dann, wenn < v|vi >=0. Aus < v|v; >= 2a — 3b = 0 folgt

a = %b, also z.B. vj = (g) Normieren ergibt v, = J%<g) die ONB ist also

gegeben durch \/% ( _g), \/% <;’) , sofern es sich tatsachlich um eine Basis handelt.

Dafiir bleibt die lineare Unabhangigkeit zu zeigen: Seien «, 5 € R mit av; + fvs, =0,
dann folgt 2a + 38 = 0 und —3a + 25 = 0. Aus der ersten Gleichung ergibt sich

o= —%ﬁ, was wir in die zweite Gleichung einsetzen: —3(—%)5 +26=0=p=0.
Insgesamt ist also «, 3 = 0 und damit ist \/% ( _§>’ \/% (g) die gewiinschte ONB.

Zuerst bestimmen wir f(v) = ( (2)3) und sehen, dass allgemein |f(w)| = \/y? + 22 =

-3
lw| gilt fir w = (z) € R?. Damit ist der erste Basisvektor L( 0 ) Der zweite

V13
Basisvekor ist f(vy) = \/%@) denn < f(vy)|f(v2) >= 0 und |f(v2)| = |v2] = 1.

Der dritte Basisvektor muss senkrecht zu f(v1) und f(vs) sein, was offensichtlich fiir

0
ey = <1) erfiillt ist, auBerdem ist |es| = 1.
0

Es bleibt die lineare Unabhangigkeit zu zeigen. Seien «, 5,7 € R mit

af(vi) + Bf(va) + e = 0.

Wie in Teil (a) erhalten wir @ = 8 = 0, die zweite Zeile des Gleichungssystems lautet
~v = 0. Damit ist die ONB gegeben durch f(vy), f(v2), €2.
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Aufgabe H 22. Hessesche Normalform
Wir betrachten die Ebene E € R3, die durch die Punkte P = (i) Q = @) und

R = (g) geht. Bestimmen Sie die Hessesche Normalform von E und den Cosinus des
Winkels zwischen E und der Ebene {(ié) € R? ’ T3 = 0}.
x3

Loésungshinweise hierzu: Der Normalenvektor n von E steht senkrecht auf den Richtungs-
vektoren der Ebene. Diese sind zum Beispiel gegeben durch zwei linear unabhangige Verbin-

dungsvektoren Pa und PT‘% Die Vektoren Pﬁ =Q—-P= (é) und Pﬁ =R-P= <3>

1
. . A 0y .
sind linear unabhangig und n = e, = ((1)) ist der Normalenvektor dazu.

Der Abstand d zum Ursprung ist gegeben durch die Gleichung < n|x >= d. Wir berechen
< n|P >= /1 = 1 und machen die Probe mit den anderen beiden gegebenen Punkten:

<n|Q >=+1=1und < n|R >= /1 = 1. Es ist also {xGRS‘ <<g>|x>:1} =

((3) cx
T3

Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist gegeben durch den Winkel zwischen deren Norma-

To = 1} die Hessesche Normalform von FE'.

. . 0 _
lenvektoren. Die zweite gegebene Ebene hat den Normalenvektor e3 = <(1J> Damit ist der

Cosinus zwischen den Ebenen gegeben durch cosa = T:;”fj;l = 9 = 0. Die Ebenen sind
zueinander orthogonal.
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Aufgabe H 23. Lineare Abhingigkeit von Abbildungen
Wir betrachten den Vektorraum C°(R) aller stetigen Funktionen von R nach R. Die Funk-

tionen fi1, f2, f3 € C°(R) seien gegeben durch
fi(x) = cos(z), fa(x) = sin(z), f3(x) = €.

(a) Als reeller Vektorraum enthilt C°(R) die Abbildung A; f1+ Ao fo+ A3 f3 fiir Ay, Ao, A3 €
R. Werten Sie diese Abbildung im Punkt 2y = 0 aus.
(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren fi, fo, f3 linear unabhingig in C°(R) sind.

(c) Finden Sie eine Abbildung f; € C°(R) so, dass fi, f2, f3, f14 linear unabhingige Vek-
toren sind.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Im Allgemeinen haben wir

(Afi+ Aafo + Asfs)(z) = A fi(z) + Ao fo() + A5 - f3(2),
also ist in diesem Fall
(ALfi + Xafa + Asf3)(0) = Ay - cos(0) + Ay - sin(0) + Az - e” = A\; + As.
(b) Nehmen wir an, dass A; fi + Aafa + A3 fs = 0. Das bedeutet

(AMfi+ Xafo+ Asf3)(2) =0

fur alle £ € R. Insbesondere ist
0= (Afi+Xafo+A3/f35)(0) = A\ + A3

wie in (a). Wir werten Ay f1 + Ao fo + A3fs an 7 und an 7 aus, und erhalten

0= (Afi+Xafo+A3f3)(5) = Ao+ Age™2,
0= (Afi+ Xafo+ Asfs)(m) = =M1 + Age™.

Wegen A\ + A3 =0 und —\; + A\3e™ = 0 ist die Summe
()\1 + )\3) + (—)\1 + )\36”) = (1 + eﬁ))\g =0.

Wegen €™ > 0 ist 1 +e™ # 0, also ist A3 = 0. Es folgt 0 = Ay + A3 = A;, und
0= X+ Ne™2 = ),. Also ist \; = Ay = A3 = 0 die einzige Losung der Gleichung
Mfi+ Aafo+A3fs =0, und fi, fo, f3 sind linear unabhangig.

(c) Sei fi(r) = z(xz — §)(x — m). Diese Abbildung ist stetig weil sie ein Polynom ist,
also gilt f; € C°(R). Nehmen wir an, dass A1 fi + Xofo + Asfs + Afy = 0. Weil
f4(0) = fu(5) = fa(m) = 0, bekommen wir an den Stellen 0, 7 und 7 dieselben
Gleichungen fiir in A1, Ay und A3 wie in (b), also kommen wir auf die gleiche Weise
zu dem Schluss, dass \; = Ay = A3 = 0. Jetzt kdnnen wir an einer anderen reellen

Zahl auswerten, z.B. an 27, um

0= (Atfi + Xafo+ Asfs 4+ Aafa)(2m) = Mafa(2m) = 37°\y

zu erhalten, also ist auch A4, = 0.
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Aufgabe H 24. [agrange-Polynome

Wir betrachten die Abbildung f: R — R: x — 22 — cos(mx). Finden Sie ein Polynom p(z)

von Grad 2 so, dass p(z) = f(z) fir =0, z =1 und = =1 gilt.

Lésungshinweise hierzu: Wie in (P24) suchen wir zuerst eine Basis von Poly R, mit der

Eigenschaft dass an jeder Stelle 0, % und 1 nur ein Basis-Vektor nicht 0 ist. Sei

p=(x— %)(l’ —1), pp==x(r—1), ps=zx(x— %)

Nehmen wir an, dass es A, Ao, A3 € R gibt, sodass Aip; + Aopo + Azp3 = 0. Dann ist

0 = (Aip1 + Aap2 + Asp3)(0) = My
0= ()\1}?1 + )\2]92 + ASPS)(%) = )‘2
1

und wir schlieBen, dass pi,p2, ps linear unabhdngig sind. Weil die Dimension von Pol; R
gleich 3 ist, ist p1, po, p3 eine Basis.

Deswegen hat jedes p € Poly R die Form p = pipy + piops + psps fiir einige p1, o, 13 € R.
Wir suchen solche p, sodass

Also ist 1y = —2, o = —1, pu3 =4, und
pla)=-2@x-Ya-1)—2@@-1)+4z(z - L) =a>+22 - 1.

Es ist auch méglich eine beliebige Basis von Poly R zu wihlen, zum Beispiel die Basis 1, z, 22.
Dann jedes p € Pols R hat der Form

2
P =V + Vo + 13T

fiir 11,10, 5 € R. Die Gleichungen p(z) = f(z) fir t =0, x = § und 2 = 1 liefert ein

lineares Gleichungsystem in vy, 5, /3, dass kdnnen wir |6sen unser gewiinschtes p zu finden.
(Der Vorteil der ersten Methode mit der Basis p1, po, p3 oben ist, dass das Gleichungsystem

in pu1, pa2, pig ist einfacher.)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 25. Rechnen mit Matrizen
Berechnen Sie die Potenzen A™, B™, C™, D™ fiir die Matrizen

0 2 -1 3

00 1 —4 2 5 0 —1 1 6

A=1loo o0 s 'B—(—g —1)'0_(1 0)'D_<o 1)
00 0 O

und jede natiirliche Zahl n € N.

Losungshinweise hierzu: Es gilt

|
—
W

A? =

o O O O
o O O O
S O O
O OO

und A3t* =0 fiir alle Zahlen k£ > 0.

Fiir die Matrix B behaupten wir, dass B" = B fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt.
Dies zeigen wir mittels Induktion: Im Induktionsanfang miissen wir die Gleichung B" = B
fir n = 1 zeigen. Diese ist trivialerweise erfiillt, denn B' = B. Im Induktionsschritt ist
fiir eine natiirliche Zahl n € N die Gleichung B"*! = B nachzuweisen, wobei wir die
Induktionsannahme (IA) B™ = B verwenden diirfen. Mit dieser ergibt sich

4—-2 10-5
B"*l'—RB.B"2 p.p— = B.
—2+32 —2+1

Das beendet den Beweis des Induktionsschritts, und es gilt B" = B fiir alle natiirlichen
Zahlen n € N.
Um die Potenzen der Matrix C' anzugeben, berechnen wir zunachst

= (3 ) =-Ea (*

wobei F5 die Einheitsmatrix bezeichnet. Die Behauptung, die wir mittels Induktion nachwei-
sen wollen, ist, dass fiir alle natiirlichen Zahlen k € N gilt:

O3 =, 0% = By, %1 = —C und O = B,

Haben wir dies gezeigt, haben wir zugleich alle Potenzen C™ berechnet, denn jede natiirliche
Zahl n € N lasst sich mit Rest durch 4 teilen, es gibt also immer eine natiirliche Zahl k£ € N
derart, dass entweder n = 4k, n =4k — 1, n =4k — 2 oder n = 4k — 3 gilt.

Fiir den Induktionsanfang miissen wir die obigen Gleichungen fiir £ = 1 iiberpriifen. In der
Tat gilt C*3 = C' = C. AuBerdem ist

C*2 = (0% = B,
wie wir in (x) bereits gesehen haben. Des Weiteren ist
CHY1=0C=0C-C?*=C-(—E) =—(C-Ey) =-C
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und schlieBlich gilt
C*=0C-C*=C-(-0)=—-C?= E,.

Diese vier Gleichungen zeigen den Induktionsanfang. Im Induktionsschritt wollen wir die
behauptete Gestalt der Matrizen C**+1)=3 —Cak+1)=2 = Calk+D)=1 ynd C4E+D) fijr eine
natiirliche Zahl k£ € N nachweisen, unter der Annahme, dass unsere Behauptung fiir k
bereits gilt. Dann haben wir

CAk+D)=3 _ ~dk+l o ik 1A C.-Ey=C.
Unter Ausnutzung der obigen Gleichung berechnen wir als nachstes

CAk+D)=2 _ k42 _ o okl _ o o B _E,
Die zuletzt bewiesene Gleichung konnen wir verwenden, um zu folgern:

CAtk)=1 — k3 — 0 02 = O (— ) = —C.
Jetzt ergibt sich auch

CAlk+D) — b+ — 0. 03 = 0L () = —C? © _o

Damit haben wir den Induktionsschritt bewiesen und die Potenzen von C' sind von der

behaupteten Gestalt.
Als letztes behaupten wir, dass die Potenzen der Matrix D durch

n_ (1 6n
7= )

gegeben sind, fiir alle n € N. Auch diese Aussage beweisen wir induktiv. Fiir n =1 gilt die
Aussage per Definition der Matrix D, d. h. der Induktionsanfang ist erfiillt. Nehmen wir also
an, die obige Gleichung ist fiir n € N bewiesen. Wir wollen zeigen, dass sie auch fiir n + 1
giiltig ist. Also berechnen wir

wit _ pn pia (160 (1 6\ _ (1 6+6n) (1 6(n+1)
D_DD_<01>(01_01—01 ’

und das zeigt den Induktionsschritt.

Aufgabe H 26. Lineares Gleichungssystem

a 0 0 1
Seien o, B € R zwei Parameter. Wir betrachten A,3:=| —1 1 8 |undb:=1| 0O
1 11 0

(a) Bestimmen Sie Ly := {x € R3|A, 3z = 0} in Abhingigkeit von o und f3.
(b) Bestimmen Sie L := {x € R3|A, sz = b} in Abhingigkeit von o und f3.
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Losungshinweise hierzu: Wir wenden den GauB-Algorithmus an:

Q

—_ =

11 110
-1 1 B 0 +2
a 0 0|1

11 110
0 2 B+1]0
R 0 01 —aZ;
1 1 10
0 B+110 i
_O - —a |1
(1 10
B+1
0 =10
| 0 —a —al +aZs
(11 11107 -z
B+1
01 =10
00 a1
(10 5207
B+1
01 = 0
00 a2t

Wir sehen, dass die Matrix genau dann vollen Rang hat, wenn « - (f — 1) # 0 ist, d.h. wenn

a # 0 und § # 1 gilt. In diesem Fall hat L; genau eine Losung, namlich (é, —

2)T

a(f-1)? a(B-1)

und Ly = {0}. Andernfalls, falls & = 0 oder 8 = 1 gilt, besitzt L, keine Losung, d. h.

Ly, =10, und es gilt Lo = L((

Aufgabe H 27. GauB-Algorithmus |

nh.

Bestimmen Sie mit Hilfe des GauB-Algorithmus die Losungen des reellen Gleichungssystems

Az = 0 fir die Matrix

-1 -5 3

2 0
-1 —4 2
-2 -7 3

w N O w
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Losungshinweise hierzu: Wir wernden den GauB-Algorithmus an:

3 —1 =5 3 -1 -5 3
0 1 2 0 1 2 0
2 —1 —4 2z |0 —3 =2 0| +iz
3 -2 -7 -z |0 -1 =20 +2Z5
(3 -1 =5 3] +z
0 1 2 0
0 0 0 0
0 0 00
(3 0 -3 37 4
0 1 2 0
0 0 00
|00 0 0|
1 0| —1 1]
01/ 20
0 0 0 0
[0 0| 0 0|

Aus der letzten Matrix kdnnen wir ablesen, dass der Lésungsraum £ = {z € R*| Az = 0}
zweidimensional ist und von den beiden Vektoren (—1,0,0,1)" und (1,—2,1,0)" aufge-
spannt wird. In Formeln:

Aufgabe H 28. GauB-Algorithmus I

Wir betrachten das folgende reelle lineare Gleichungssytem.

“

(a) Erstellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir S. Bringen Sie diese mittels Algo-
rithmus 3.7.3 in die in Satz 3.7.2 angegebene Form.

—x1 4+ X9 —4x3 — x4 — 225 =0
ZL‘2—|—3$3—IL‘4+2ZL‘5:3
r1 — 9Ty + 923 + dx4 + 1025 = —6

(b) Bestimmen Sie eine spezielle Losung von S. Bestimmen Sie eine Basis des Losungs-
raums des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssytems Sy .

(c) Geben Sie die Lésungsmenge von S an. Verwenden Sie dazu (b).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die gesuchte Matrix ist

-1 1 -4 -1 =2 0
A= o 1 3 -1 2 3
1 -5 9 5 10| -6
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Wir wenden den GauB—-Algorithmus an:

-1 1 -4 -1 =21 0 -1 1 —4 -1 =21l 0
0 1 3 -1 21 3 0 1 3 -1 21 3
1 =5 9 5 10|-6] +z | 0 —4 5 4 8 | =6 +z
[ -1 1 —4 —1 =20
0 1 3 -1 2|3
| 0 0 17 0 166 | &
[ -1 1 —4 -1 =20
0 1 3 =1 2|3 | -3z
000 1 0 £
[ -1 1 —4 -1 =210 A
0 1 0 -1 —é—i %
00 1 0 £ |
-1 0 -4 O —ﬁ —3? 14274
0 1 0 -1 | T
00 1 0 £ =
(-1 00 0 2 [-21] v
14 33
0 1 0 —1 By
| 0 01 0 1L <
B 4.
100 0 —ﬁ %
001 0 £ |2

(b) Der Lésungsraum der homogenen Gleichung ist gegeben durch £y := {z € R® | Az =
0}. Nach (a) is eine Basis von L, gegeben durch die Vektoren v; = (0,1,0,1,0)"
und vy = (%, %,—}—g,O,l)T. Eine spezielle Losung von (S) erhalten wir, indem wir

9 33°60,0)" als eine spezielle Lésung von ()

1y = x5 = 0 wahlen, was vg, = (55, 75, 1%,

gibt.
(c) Die Losungsmenge ist £ = vg, + L(v1,v2).
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H29. Kern und Bild
Es sei B: By, By, B, By die Basis von R?*? mit

|
10 11 11 11
m=(on) m=(oo) 2=00) m=()

Weiter sei a: R?*? — R?*2: A a(A) = A+ AT,

(a) Bestimmen Sie die beschreibende Matrix o, sowie deren Rang.

(b) Berechnen Sie dim Bild(«) sowie dim Kern(a).
(c) Bestimmen Sie eine Basis von Bild(«).
(d) Bestimmen Sie eine Basis von Kern(«).

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir erhalten die beschreibende Matrix, indem wir als Spalten die Koordinatenvektoren

von a(B;), j =1,2,3,4 eintragen. Wir berechnen daher

0 0
2
0
= Ba(Bl): 0 ’
0
2 1
a(Bs _1&+0&+1&+0&
1
= BO{BQ i) s
0
O[( —0 Bl+0 BQ+2 B3+O B4
0
0
= BOéBg 9
0
( _0 Bl+0 BQ—|—O Bg+2 B4

O OO

= Ba B4 (

Damit ergibt sich

21 00

[0 0 00

5%~ |01 20

00 0 2
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Wegen der Nullzeile ist der Rang dieser Matrix kleiner als 4. Da die erste, dritte und
vierte Spalte offensichtlich linear unabhangig sind, hat die Matrix mindestens den Rang
3. Insgesamt ist also Rg ,a, = 3.

(b) Esist dimBild(a) = Rg ,a, = 3. Aus der Dimensionsformel 3.8.18 erhalten wir

dim R**? = dim Bild(a) +dim Kern(a) < dim Kern(a) = 1.

———
=4 -

(c) Wir wissen bereits, dass Bild(«) dreidimensional ist. Wenn wir drei linear unabhangige
Elemente aus Bild(«) finden, bilden diese eine Basis. Wir stellen fest, dass a(B;) =
2B . Daher ist 2B und somit auch B; in Bild(«). Analog folgern wir, dass auch Bs
und By in Bild(«) liegen. Da By, Bs, By linear unabhangig sind, ist damit die Basis
von Bild(«) gefunden.

Ubrigens: Das Bild von « ist der Raum der symmetrischen reellen 2 x 2-Matrizen. Eine
andere naheliegende Basis ware zum Beispiel

o) 1) (o)

_01 é) Daher ist C' € Kern(a).

Da nach Teil (b) der Kern eindimensional ist, ist C' auch Basis von Kern(a).

(d) Man kann direkt sehen, dass a(C) = 0 fir C = (

Falls man die Basis nicht direkt sieht, kann man auch das lineare Gleichungssystem

_1
2
00 = 0 18sen. Als Lésungsraum ergibt sich R _11 . Daher ist eine Basis gegeben
2
0
durch
G--Lpiim-Ltoprom-(" 2
=5 h 275 b3 4= _% 0/

Aufgabe H 30. Linearitit
Welche der nachfolgenden Abbildungen sind R-linear?
(a) F:R™™ 5 R™™: A AT

(b) G: R - R: A Sp(A2) (WObei Sp(B) = zn: bjj fir B = (bjk)lgj,kgn)v
=1

(c) H: PolR = R: p+— p(3),

(d) K:CYR) = CR): f f'+2f. (f ist die erste Ableitung von f)

Lésungshinweise hierzu:

(a) Diese Abbildung ist linear, wie folgt. Sei A, B € R™*™ und A, € R. Wir schrieben
A = (aij)1zizn1j<n Und B = (bij)1zizn1<jzn also ist

AA+ pB = (Aaij + pbij)1isna<jn

und
FOAA+ pB) = (A + pB)" = (Aaji + pbji)1<izn 1<jn-
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Auf der anderen Seite ist

F(A) = A" = (aj)1zizni<jzn, F(B) = B" = (bji)1zi<n1<j<n

also ist

(b) Diese Abbildung ist nicht linear fiir irgendein n = 1. Zum Beispiel ist
G(2E,) = Sp(4E,) = 4n,
aber
2G(E,) = 2Sp(E,) = 2n # G(2E,).
(c) Diese Abbildung ist linear. Sei p,q € PolR und A, u € R. Per Definition ist

(Ap + pq)(x) = Ap(x) + pq(x)

fur all z € R. Insbesondere ist
H(Ap + pq) = (Ap + 1q)(3) = Ap(3) + pq(3) = AH (p) + pH(q).
(d) Diese Abbildung ist linear. Sei f,g € C*(R) und A, x € R. Dann ist

K(Af +pg) = (Af 4 pg) +2(\f + ng)
=N+ ug + 2\f +2ug
=AM +2f) + ulg' +29)
= AK(f) + pK(g).

Aufgabe H 31. Lineare Abbildungen und beschreibende Matrizen |
Sei ¢: Poly C — Pol3 C die Abbildung ¢: p(z) — p(z —1i).
(a) Zeigen Sie, dass ¢ eine lineare Abbildung ist.
(b) Sei P: pi,ps, p3, pa die Basis von Pols C mit pi(z) =1, pa(z) = z, p3(x) = 22 und
pa(r) = 2°. Bestimmen Sie die Matrix .
(c) Sei Q: q1,¢2,q3,q4 die Basis von Pol3 C mit ¢1(x) = 1, g(z) = x + 1, ¢3(z) =

22+ 2+ 1 und q4(z) = 23 + 22 + x + 1. Bestimmen Sie die Matrix PPo-
Lésungshinweise hierzu:
(a) Genau wie H30(c) ist

(p(Ap+pq))(x) = (Ap+pg)(z—i) = Ap(z—i)+pq(z—1) = Me(p)) (@) +pleq)) (z)
fiir jede p,q € Pol3C und A\, u € C.
(b) Wir berechnen

(plp))(z) = pi(z—1i) =1
=1-pi(a)
(p(p2))(2) = p2(z — 1) =z —1i
=—i-pi(z) +1-p2(2)
(p(p3))(x) = p3(x — i) = (z — 1) = 2% — 2iz — 1
= —1-pi(z) — 2 - po(z) + 1 p3(x)
(0(p)) () = pa(x —i) = (x —i)* = 2° — 3iz® — 3z +1i
=1i-pi(x) =3 -po(x) —3i-p3(z) + 1 ps(x)
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Also ist
1 -1 -1 1
10 1 =21 -3
PP Lo 0 1 -3
0 0 O 1

(c) Ahnlicherweise zu (b) berechnen wir

pr—1) =1
=1 'p1($)
Gz —i)=x+ (1 —1)
=(1—1)-pi(x)+1-py(x)
@z —i) =2+ (1 —2)r —i
=—i-pi(z)+ (1 —2i) - po(z) + 1 p3(x)
u(r —i) = 2" + (1 = 3i)2® — (2 + 20)z
= —(2+2i) - pa(x) + (1 = 31) - ps(z) + 1 - pa(z)

Also ist

o O O

Aufgabe H 32. Lineare Abbildungen und beschreibende Matrizen Il
Sei ¢: R? — R? die lineare Abbildung gegeben durch

T o 1 4.731 - 31’2
P ) o 5 —3£L‘1 — 45(72 ’

Sei E die Standardbasis von R?, und B: vy, vy die Basis mit v; = (_3>, Vg = (1) .

(a) Bestimmen Sie die Matrix ¢, .
(b) Bestimmen Sie die Matrizen _id, und ,id.
(c) Bestimmen Sie die Matrix ¢ ,.

(d) Geben Sie eine geometrische Beschreibung der Abbildung .

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

also ist
174 =3
=5\ 23 4
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(b) Weil
?) :3'61—1'62,

Vg =

o
(

):1'61+3'€2,

W =

ist

) 3 1
EldB: (_1 3).

Wir haben _id, = (, idB)_l, also ist

a3 N _1(3 1
BTE  \-1 3 S 10\1 3 )°

Wir konnen dann die Probe machen:

o= (o) =1 (1) +

1 3 1
3 :E U1+1—O Vo,
0 1 3 3 1 1 3
SURYE R
(c) Es gilt
5¥s = pldy g¥p - pidy

1 173 4 -3 3 1
10 5\1 3 -3 —4)\-1 3
_1./50 0

T 50\ 0 =50

(1 0

—\0 -1

(d) Wir bemerken, dass die Vektoren v; und vy sind Orthogonal. Weil ¢(v;) = vy und
©(vy) = —vq ist ¢ die Spiegelung in der Gerade durch der Urpsrung und v; = (_?) :
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 33. Invertieren von Blockmatrizen

0 7 10 7

. o a/ b 2><2 . . . o 5 _3 5 _3
Sei A= (C d) eR invertierbar und sei M = 0 0 5 _1
0O 0 -3 4

cC a

(a) Zeigen Sie, dass A~ = (_d _b> gilt.

(b) Finden Sie geeignete Matrizen A, B,C' € R**? so, dass M = (1(4)1 g) (%2 ]S)
2

gilt.
(c) Berechnen Sie M ', indem Sie die in (b) gefundenen Blockmatrizen invertieren.

Losungshinweise hierzu:
(a) Zu zeigen: A7'A = E,:

Y d —=b\(fa b\ _ , (da—bc db—bd .
detA \ —¢ a c d detA \ —ca +ac —cb+ad

Wegen det A = ad — be (und Kommutativitit von R) folgt A~'A = E,. Die Inverse
ist eindeutig, insbesondere ist Linksinverse = Rechtsinverse.

10 7 2 -1
(b) Setze A := (5 _3), B = (_3 4> und C' = E,.
D it A 0 E, C\ (A AC\ (A A
ann gl 0 B 0 Eo) \0 B) \0 B

=M.
E, E By, B\ /A 0\
2 I 1 2 I
<O E2> folgt M —(0 E2) (0 B) , denn dann

A0
(c) AusM:(O B)
gilt
o (A 0\ (Ey E)\ (Ey E)\ (A 0\
MM_(OB 0 E»)\0 E, 0 B
A0 A 0\
(0 B)u(0 b)) =

(A O\ a0
Weiterhin ist (0 B> —( 0 B_1>,denn

-1
E, Ep _ (B2 —E»
und (O Eg) —(0 E2),denn
B, Bp) (B —E»\ _ (B3 —E3+E3) __
0 EyJ\0 Ey, /) \0 E2 o
Mit Hilfe von (@) bestimmen wir

gL (=3 Ty _ 1 (=3 T &
“detA\-5 10/ 65\-5 10/ \1 _2
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und .
g1 1 (4 1Y_ (55
det B \3 2 3 2]
5 5
Damit ist
3 7 _4 _1
65 65 5 5
oo (Br —E\ (AT 0\ _ (At -B N _ 1w w75 s
0 E 0 B! 0 B! 0 0 ‘51 %
00 1o
Aufgabe H 34. Vom Nutzen geeigneter Koordinaten
x 2z + 3y + 32
Sei ¢: R?* — R3 gegeben durch ¢ | y | = | —z + 2y — 2 | . Weiterhin betrachten wir die
z r— 3y

1
(a) Zeigen Sie, dass B tatsichlich eine Basis von R? ist.

Basis B: (7111), <j>, (—[1)1), sowie die Standardbasis £ von R?.

(b) Bestimmen Sie A:= ¢ .
(c) Bestimmen Sie ¢ ,.

(d) Berechnen Sie A7.

Losungshinweise hierzu:

(a) Da B genau drei Vektoren aus R? enthilt, was der Dimension von R? entspricht,
geniigt es zu zeigen, dass die Vektoren in B linear unabhangig sind. Seien dafiir

A Ao, As € R mit )\1<_(1>1> +A2(31%) +/\3<—(1)1) — 0, bzw

1 -1 0 A\
0 -1 1] |Xx] =0
1 1 0 A3

Diese Matrix lasst sich mit Hilfe des Gauss-Algorithmus’ zur Einheitsmatrix umformen
(Z.B. Zg = Zl + Zg;ZQ = —Z2 — Zg, Zl = _Zl — ZQ) und damit ist die eindeutige
Lésung A\; = Ay = A3 = 0. Daraus folgt, dass B eine Basis von R? ist.
2 3
(b) w(e1) = <*11> = 2e; —eg + €3, p(ey) = (_23> = 3e; + 2e; — 3e3 und p(e3) =

<—zl> = 3e; — eg + Oes. Damit ergibt sich

2 3 3
ea=l-1 2 <1
1 -3 0
(c) Esgilt o, = 5id, ¢, id, und id, = BidE_l. Weiterhin ist
-1 -1 0
EldB =10 -1 -1
1 1 1
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0o 1 1
Invertieren mit Gauss-Algorithmus liefert ;id , = | =1 —1 —1].Damitist ;¢ =
1 0 1
0o 1 1 2 3 3 -1 -1 0 -1 0 0
-1 -1 -1 -1 2 -1 0 -1 —-1|=10 20
1 0 1 1 =3 0 1 1 1 0 0 3

: N
(d) Aus A= _p, = id, 0, (E 1dB) folgt

N o
AT = <E id, g (id,) 1) = pldg (3903)7 (5id,) -

Setzen wir die Ergebnisse aus (b) ein, erhalten wir

-1 =1 0 -1 0 0 0o 1 1
0 -1 —1 0 27 0 -1 -1 -1
1 1 1 0 0 37 1 0 1
2! 20+1 2741 128 129 129
= | —=37427 27 37427 | = | —2059 128 —2059
37 _ 27 _27 -1 37 _ 27 -1 2059 —129 2058

Aufgabe H 35. Entwicklungssatz

Wir betrachten, fiir x = ($1,$27I3,$4)T c R*, die Determinante

1 1 1 1
Ay(z) ;= det m% x% 91;3 x%

r] x5y XF T

3 3 3 3

(a) Zeigen Sie, dass Ay(z) = (x9 — 1) (23 — 1) (x4 — 21)Ag(22, 3, 24) . (Siehe P 36.)
(b) Berechnen Sie Ay(x).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir haben

1 1 1 1
Ay (z) i; ig ii’ i‘é
1 2 3 1
0 a5(zo—x1) x3(xs3 —x1) 5(T4—27)
1 1 1 1
—x1Z2+2Z3—7Z3 | L1 i) I3 Ty

0 xo(wg—x1) x3(xs—x1) w4(T4 — 27)
0 23(ze—x1) 2i(x3—71) 23(74 —11)
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1 1 1
_xlzliZ2—>Z2 0 To — T r3 — T
B 0
0 2
Entwicklung erste Spalte T2 = L3 — 11
= To(r2 — 1) x3(wg — 1)
w3(ve —21) 23(z3 — 21)
%Sl 1 r3 — T1
= (re—m)| . as(rsy — 1)
x5 x3(rs — 1)
i Sa 1 1
Y= (re—a)(ay—x1) | 2 @3
2 .2
Ty X3

1

Ty — 1

ZL‘Q(?L’Q — l'1> 133(1‘3 — 1'1) ZL’4(1’4 — IL‘l)
w3(v —x1) 23(zs —21) 2i(2s — 11)

T4 — T1
$4($4 - Il)
r3(xy — 11)
Ty — X7
w4(r4 — 1)
23 (g — 11)
Ty4 — X1
r4(24 — 1)
23(1y — 11)

= (vy — 1) (w3 — 1) (24 — 21)As(22, T3, T4)
durch Faktorisierung x4 — x; in der dritten Spalte.

(b) Wir haben Aj(za,x3,24) = (x3 — x2)(x4 — x2)(x4 — x2) bei Aufgabe P36,(a). Aus
(a) folgt dass Ay(z) = (z2 — x1) (23 — x1) (24 — 1) (23 — x2) (4 — x2) (T4 — x2).

Aufgabe H 36. Matrix-Inverse
Sei z € R3 so, dass Az(x) # 0 (siehe P 36). Berechnen Sie die Inverse der Matrix D3(z).

Loésungshinweise hierzu: Wir berechnen die Cofaktor-Matrix D = (Dij)lgm-gg von Ds(z).
Nach definition wir haben

~ T T ~ 1 1'2
Dll = det ({L‘g x;) = .ZL'QI'3<I'3 - xQ), D12 = —det ( %) = l’% - I’%

2 3 1z
~ - 1 ) o
D13 = det (1 Ig) = X3 — T2
2 2
~ T1 ~ 1 =z
Dy = —det <x3 xé) = r123(11 — 23), Dyy = det (1 xé) = x% - x%
~ 1 z
Dy3 = —det <1 x; =X — I3
- 2 - 1 a2
D3, = det <x1 x%) = x129(T2 — T1), D3y = —det ( x% = o] — a3
1‘2 x2 1 2
1

~ 1 =
D33:—det <1 x2>:l’2—l’1.

Weil D' = =L5-D7 es folgt
. 1 To3(3 — Ta) T13(71 — X3) T1T2(T2 — T1)
Dyt = r3— a2 r2— a2 x? — a3
(fz - xl)(x?# - xl)(a73 - "EQ) T3 — To T1 — T3 Ty — T1
unter Verwendung des Ausdrucks fiir det D3(z) von P36, (a).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 37. Bewegungen

In Koordinaten X = (1,79, 23)" beziiglich des Standardkoordinatensystems | des R® sei
die Bewegung a: R® — R3 gegeben durch

1
a(X) = = (2521, Tay + 24w5 + 90, 2425 — Tz — 120)".

E =95

(a) Finden Sie eine Matrix A und einen Vektor b mit _a(X) = A- X +b fiiralle X € R®.
(b) Bestimmen Sie eine Ebene E € R? so, dass a(X) = X fiir alle X € E gilt.
(c) Stellen Sie ein kartesisches Koordinatensystem F auf, in dem fiir alle X € R? gilt:

0
,01> ) IFX

oo

Sa(xX) = (§

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fiir X € R® mit Koordinaten . X = (z1, 3, 73) gilt

1 251’1
Ea(X) = Txe + 2423 4 90
24x9 — Taxs — 120
1 2514 1 0
241’2 - 7[['3 —24
1 25 0 0 1 0
=5 0 7 24| X+ = 18
0 24 -7 —24
Die gesuchte Matrix ist also
1 25 0 0
0 24 —7

und der gesuchte Vektor b = 1/5(0, 18, —24)" .
(b) Fir X € R3? gilt

a(X)=X o AX +b=X < (A— F3)X = —b< (254 — 25E5)X = —25b.

Dies fiihrt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix

0 0 0 0
0 —18 24 | =90
0 24 =32 120

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 46



10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(c)

und anwenden des GauB—-Algorithmus liefert

0 0 0 0
0 —18 24 | =90 (~1/6)

010
—4 115

0 0
0 3
0 24 —32{[120 | a5 [0 3 —4|15] -z
[0 0 0|0 ]
O 3 _4 15 -1/3; Z1(—>Z2
(00 00
[0 1 —4/3]5
0 0 0 0
0 0 0 0

Also erhalten wir als Losungsraum des homogenen Gleichungssystems
£o=1.((1,0,0)",(0,4/3,1)")

und als spezielle Lésung (O,S,O)T. Die gesuchte Ebene ist damit £ = (0, 5,0)T +
L((1,0,0)7,(0,4/3,1)7).

Nach dem vorherigen Aufgabenteil wird die Ebene E von « fixiert. Da es sich bei «
um eine Bewegung handelt und nur Spiegelungen eine Ebene fixieren kdnnen, muss «
eine Ebenenspiegelung sein. Um das gewiinschte Koordinatensystem [ zu bestimmen,
miissen wir also einen normierten Vektor finden, der zu den Vektoren (1,0,0)" und
(0,4/3,1)" senkrecht steht. Dafiir verwenden wir das Kreuzprodukt:

1 0 0
a=0]x4/3]=(-1
0 1 4/3

Da die Vektoren (1,0,0)" und (0,4/3,1) bereits senkrecht zueinander stehen, ist
fi:=(1,0,0)7, fo:=1/5-(0,4,3)", fs:=1/5-(0,—3,4)" eine Orthonormalbasis und
F = (P; f1, fa, f3) mit P = (0,5,0)" ein kartesisches Koordinatensystem, beziiglich
welchem

1 0 O
rla(X)=10 1 0 | -pX
0 0 -1
gilt.
Aufgabe H 38. Orthogonale Matrizen
2 =21
Es sei t ein reeller Parameter und A, = - | —2 —1 t
3
1 2 2
(a) Fiir welche ¢ € R ist A; orthogonal?
(b) Entscheiden Sie fiir jedes in (@) gefundene ¢, ob A; eigentlich oder uneigentlich ist.

(o ur jedes in (@) gefundene t betrachten wir die ildung ay: — X — A,
Fiir jedes i gefund betrach ir die Abbildung a;: R? — R3 A

Finden Sie jeweils die Fixpunktmenge {z € R?| ay(x) = x} dieser Abbildung.

(d) Geben Sie eine geometrische Beschreibung der Abbildung «a; von Teil (c).
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Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

(d)

Wir berechnen

. 9 —241 0
IQAng —24t 5+t2 —4+2t],
0 —4+2t 9

und priifen, wann diese Matrix gleich F3 ist. Dafiir muss —2 + ¢ = 0 gelten, oder
t = 2, und in diesem Fall sieht man, dass A;At = Fs5. Also ist A; orthogonal dann
und nur dann, wenn ¢t = 2.

Wir entwickeln die Determinante von A, nach der ersten Spalte und erhalten

1 _ _ _
detA2=—<2’ : 2‘+2‘ : 1M 2 1])

27 \72 2 2 2T |-1 2
1

= —(-12-12-3
57 )

= 1.

Also ist A, uneigentlich.

Fiir 2 = (1,29, 23)" € R? berechnen wir
I 1 21‘1 — 21’2 + T3
ag(x) = Ay g | = o[ =221 — 29 + 223 |.
x3 3 T+ 2.1'2 + 2.2133
Also suchen wir z,y,z € R so, dass
201 — 229 + 3 = 311,
—2£L‘1 — T + 2{23'3 = 31‘2,
r1 + 2.1‘2 + 21‘3 = 3.T3,
oder
—T1 — 21‘2 +ZE3 = 0,
—2ZL’1 — 41‘2 + 2133 = 0,
x1+2£[)2—$320.

Die zweite und dritte Gleichung sind dquivalent zu der ersten, also miissen wir nur die
Losungen von —z1 — 225 4+ x3 = 0 finden. Der Losungsraum ist dann

{0 A}

Weil as eine uneigentliche Isometrie mit einer Ebene als Fixpunktmenge ist, ist s die
Spiegelung an der Ebene L.

Aufgabe H 39. Orthonormierungsverfahren
Im R* betrachten wir die Vektoren

by = (=5,3,7,—=7)", by = (1,1,0,0)", by = (—=2,6,4,4)" und by = (—3,—1,4,-2)".

Zeigen Sie, dass B : by, by, b3, by eine Basis des R* bildet und bestimmen Sie eine Orthonor-
malbasis F : f1, fa, f3, f1 des R* derart, dass L (f1) = L(by), L(f1, fo) = L (b2, b3) und

L (f1, f2, f3) = L (be, b3, by) gilt.
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Losungshinweise hierzu: Damit b eine Basis gibt, muss die Matrix

-5 1 =2 -3

31 6 -1
A= 7T 0 4 4

-7 0 4 =2

deren Spalten die Vektoren der Basis B sind, vollen Rang besitzen. Wir iiberpriifen dies,
indem wir die Determinante obiger Matrix berechnen. Es gilt:

5 1 —2 -3 0 10 0 0 10 0
31 6 -1 8 18 2 $ 08 2
det | o g 4 4| =t o oy 4|7 7 04 4|
70 4 -2 70 4 -2 70 4 -2

weil der Wert der Determinante sich unter elementaren Spalten— und Zeilenumformungen
nicht andert. Entwickelt man auf der rechten Seite die Determinante noch nach der ersten
Zeile, erhalt man

2
4 1 =192
-2

8
det A= —det | 7
-7

=~ #~ 00

Also ist B eine Basis. Um aus B die gesuchte Orthonormalbasis F' zu gewinnen, verwenden
wir das Gram—=Schmidtsche Orthonormierungsverfahren. Im ersten Schritt setzen wir also

1 1 .
= by = —=(1,1,0,0)",
= )

dann gilt L (f;) = L (b2). Der Vektor
fs =3 — (b3, fi) i
1
(=2,6,4,4)" = 5{(-2,6,4,4)",(1,1,0,0)") - (1,1,0,0)"

(=2,6,4,4)" —2-(1,1,0,0)"
(_4a 47 47 4)T

steht senkrecht zu f;. Normieren gibt

1 1 1 ;
f:: *'f*:_'f*:__1717171 .
=g s =gl )

Als nachstes berechnen wir

5 1= ba = (ba, f1) 1 = (bas f2) [
= (_3’ —1,4, _2)T - % ) <<_3> _1747 _Q)Ta (17 17 07 O)T> ) (17 17 07 O)T

1
B ZL ' <(_3, _1,47 _2)Ta (_]—7 L1, 1)T> ’ <_17 L1, 1)T
= (-3,-1,4,-2)" +(2,2,0,0)" — (~1,1,1,1)"

=(0,0,3,-3)".
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Das liefert

Als letztes berechnen wir

f1 =01 — (b1, fi) f1 — (b1, f2) f2 — (b1, f3)
= (=5,3,7,—7)" — = - ((—=5,3,7,—7)",(1,1,0,0)") - (1,1,0,0)"

((=5,3,7,-7)",(-1,1,1,1)") - (=1,1,1,1)"

1
2
1
4
1

-5 (=537, -7)7",(0,0,1,-1)") - (0,0,1,-1)"

(=5,3,7,-7)" +(1,1,0,0)" — 2(—1,1,1,1)" = 7(0,0,1, —1)"

=(-2,2,-2,-2)"

sowie fy = %(—1, 1,—1,—1)". Die gesuchte Orthonormalbasis ist also

1 —1 0 —1

1 1 1 1 1 0 1 1
fl_ﬁ O 1f2_§ 1 vfg_ﬁ 1 Undf4—§ _1
0 1 —1 —1

Aufgabe H 40. Koordinatensysteme
Wir verwenden das Standardkoordinatensystem E des R?® und betrachten die Punkte

P=(2,-1,1)7,Q =301, Q= (3,-1,2), Qs = (2,-2,0)".

(a) Uberpriifen Sie, dass F = (P; P@, }TQ;, P@) ein affines Koordinatensystem ist.

(b) Berechnen Sie .« und k.

(c) Sei R € R? der Punkt mit ,R = (4,2,1)". Berechnen Sie ,R.

(d) Sei a: R® — R? die affine Abbildung mit _a(z) = (:01 z %) gt (—(1]1) . Bestimmen
Sie eine Matrix B und einen Vektor v so, dass ,a(z) = B -z +v.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

(- (1))
- (D-(9-0
- ()-()-()

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 50



10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Wir miissen dann priifen, dass diese drei Vektoren linear unabhangig sind. Fiir x,y, 2z €

()

haben wir
r+y =0,
r—2z=0,
y—z=

Das gibt + =y = 2z und 2x = 0, also ist x = y = 2z = 0 und die drei Vektoren sind
linear unabhangig.

(b) Weil E das Standardkoordinatensystem ist, haben wir

1 1 0 2
phpt U 1 0 -1 v+<—1>.

01 -1 1
11 0\ "
Fur P missen wir [1 0 -1 berechnen:
01 —1
11 0|1 00 1 1 0 1 00
1 0 -1|/0 1 0 — | 0 -1 —-1|-1 1 0
01 —-1/0 0 1 0o 0 —-2|-111
1 0 —-1]0 1 0
— 10 -1 —-1|-1 1 0
00 1|4 -4 -
oo} g -
— 10105 -5 3
00|t -1
also ist )
11 0\ 1 1 1 -1
1 0 -1 =3 1 -1 1
01 -1 1 -1 -1

Dann ist k. (v) = w dann und nur dann, wenn

1 1 0 2
v=_kp(w)=[1 0 —1 w—l—(—l),

01 -1
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also ist

Wir haben deswegen

(c) Wir berechnen

I
P VN

(d) Wir haben

1 1 1 -1 0
- 3 1 -1 1 IEoz(w)—l— (—2)
1 -1 —1 —1
1 1 1 -1 -1 4 2 1 0
25 1 -1 1 0O 1 3 ESB—!—( O) —|—(—2)
1 -1 —1 -1 2 0 -1 -1
1 0 3 5 1 0
—-|-25 -1 -Ex+<0)—|—<—2>
2 1 -1 1 ~1
1 3 5 1
= 5 -2 5 —1 ]Ex—i— <—2>
0O 1 -1 0
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2
L+ —1 ], also ist
1

()

11 0
Dann haben wir .z = k. (;z)= |1 0 —1
01 —1
1 0 3 5 1 1 0
Fa(x)zﬁ -2 5 -1 10 —1
0 1 -1 01 -1
1 3 5 -8 1 1
=53 -3 -Fx+<—5>+<—2>
1 -1 0 -1 0
1 3 5 -8 2
=3 3 -3 —4 «Fx+<—7>.
1 -1 0 -1
3 5 =8
Also haben wir B=1 (3 —3 —4] und v = (
1 -1 0

2
-7 1.
—1
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I. Blaschzyk, T. Ehnes,

A. P. Nagy, S. Noshari, 11. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Stroppel
I. Paul, M. Pressland, Hohere Mathematik 1
D. Zimmermann
Wintersemester 2019/20
Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H41. komplexe Eigenwerte
0o 0 -1
Bestimmen Sie alle Eigenwerte A € C von A= |0 —1 0 |, sowie deren algebraischen
1 0 0

und geometrischen Vielfachheiten. Bestimmen Sie jeweils eine Basis der Eigenraume. Ist A
diagonalisierbar?

Losungshinweise hierzu: Das charakteristische Polynom von A ist det(A — AE;) =
—A 0 —1
0 —1-X 0]|==-XN=-XN=-A-1=-A+1)N+1)=-A+DA+1)A-1).
1 0 —A
Die Eigenwerte von A sind also —1, —i und i, jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1. Aus
1 =dy S ey <n folgt dy =1 fiir alle Eigenwerte. Die Eigenrdaume sind die Lésungsraume
der LGS (A — AE3)v = 0, die wir mit Gauss-Algorithmus bestimmen kénnen.

L0 =1\ L s (L0 1 00 1
—

A+rE=(00 0 00 0|20 0 0
10 1 10 0 100
0
=V(-1)=L 1
0

Ahnlicherweise finden wir, dass

Aufgabe H 42. Ejgenwerte |
00 0
2 2
4 0
000

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

Sei A =

N = O

0
0
2

(b) Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte.
(c) Ist A invertierbar?

(d) Ist A diagonalisierbar? Bestimmen Sie in dem Fall eine Matrix S so, dass S™'AS eine
Diagonalmatrix ist.

Losungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom von A ist

-2 0 0 0
2 2= 1 0
4 0O 2—-X 0
0 0 0 2—-A

det(A—\Ey) = =X 0 2=X 0 |=-X2-)N>

Also die Eigenwerte von A sind 0 und 2.
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(b) Die obige Berechnung zeigt, dass die algebraische Vielfachheit von 0 ist 1, und die
von 2 ist 3.
Weil die geometrische Vielfachheit von 0 ist mindestens 1, und nicht mehr als die
algebraische Vielfachheit, ist diese Vielfachheit auch 1.

Um die geometrische Vielfachheit von 2 zu berechnen, mussen wir die LGS (A —
2E,)v = 0 I6sen.

_20002Z+Z -2 0 00 1 000
12 01 0|z 2% [0 01 0[zs=32([0010
A=2Bi=14 900 = o000 — loooo
0 000 0 000 0000
0 0
Also ist der Losungsraum L (1) , 8 , und so hat 2 geometrische Vielfachheit
0 1

(c) Die Matrix A ist nicht invertierbar, weil det(A4) = 0-2% = 0, oder weil es nicht die
vollen Rang hat.

(d) Die Matrix A ist nicht diagonalisierbar, weil die algebraische und geometrische Viel-
fachheiten des Eigenwerts 2 sind ungleich.

Aufgabe H 43. Eigenwerte Il

Sei
-2 0 -2 0 =2 1
T 7T 0 7T 7 0
A=|-7 =7 0 —7 —7].v=10
-9 -7 -2 -7 -9 1
11 7 4 7 11 —2

(a) Berechnen Sie Av.

(b) Berechnen Sie Rg A.

(c) Welche Eigenwerte hat A, mit welchen algebraischen und geometrischen Vielfach-
heiten?

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

Av = 2.

N O O N

—4

(b) Die erste und fiinfte Spalten von A, sowie die zweite und vierte Spalten, sind gleich.
AuBerdem ist die erste Spalte die Summe von die zweite und dritte, aber Spalten zwei
und drei sind linear unabhangig. Also ist Rg A = 2.

(c) Weil A ist eine 5 x 5 Matrix mit Rg A = 2 hat A der Eigenwert 0 mit geometrische
Vielfachheit 5 — 2 = 3. Die algebraische Vielfachheit von 0 ist dann mindestens 3.

Von Teil (a) sehen wir dass A hat der Eigenwert 2 mit geometrische, und so algebrai-
sche, Vielfachheit mindestens 1.
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Wir berechnen SpA=—-2+4+7+0—-7+11=9. Also ist

fir A\ einen Eigenwert von A, und wir berechnen das A = 7. Wir nutzen hier dass
Sp A ist die Summe von Eigenwerte mit seiner algebraischen Vielfachheit, und weil A

9=0+0+0+2+A

ist eine 5 x 5 ist die Summe diese Vielfachheiten gleich 5.

Also sehen wir, dass A hat die Eigenwerte 0, 2 und 7, mit entsprechende algebrai-
schen Vielfachheiten 3, 1 und 1. Wir haben schon berechnet, dass die geometrische
Vielfachheit von 0 ist auch gleich 3. Weil die geometrische Vielfachheit eines allge-
meinen Eigenwerts ist positiv und nicht mehr als die algebraische Vielfachheit, sind die
geometrische Vielfachheiten von 2 und 7 beide gleich 1.

Aufgabe H 44. Eigenwerte einer linearen Abbildung

Sei p: R*?*2 5 R>2: M+ M — M, und sei B: By, By, Bs, B, die Basis von R?**? mit

1 0
Bl_(o O>7B2_

(a) Berechnen Sie die Matrix A = ¢

(b 0)

B

(

0 0
10

(c) Fiir welche M € R**? und X € R gilt (M) = AM?

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

p(B1) = (é

p(Bs) = (8

p(Bs) = ((1)

p(Bs) = (8
Also ist

(b) Weil A hat zwei Nullspalten sehen wir sofort, dass (1,0,0,0)" und (0,0,0,1)" sind
Eigenvektoren mit Eigenwert 0. Es ist auch relativ einfach zu sehen, dass

o O OO

)~ (o
) (0
)~ (i
) - (i

0

i)

-1 1
0 O

—1

o O

o O

O =

e}

N N N N

—_

o O OO

o O OO

O~ = O

o O OO

o O OO

)08

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte von A, und die entsprechenden Eigenrdume.
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also ist (0,1,1,0)T auch eine Eigenvektor von A mit Eigenwert 0. Weil A ist eine
4 x 4 Matrix hat es maximal ein weiterer Eigenwert, und weil Sp A = 2 ist dieser
Eigenwert 2. Wir kénnen dann sehen (oder durch Losen eines LGS berechnen) dass

00 0 0\ /0 0
0 1 -1 o] 1] |2
0 -1 1 of|-1] " |-2)|
0 0 0/ \ 0 0

also (0,1, —1,0)" ist ein Eigenvektor mit Eigenwert 2.
Wir kommen zu dem Schluss, dass die Eigenwerte sind 0 und 2, mit entsprechende

Eigenraume
1 0 0 0
0 0 1 1
L ol 1ol 11 und L 1
0 1 0 0

(c) Wir brauchen nur Teil (b) in der Sprache der linearen Abbildungen zu interpretieren.
Das sagt, dass (M) = AM wann und nur wann

10 0 0 0 1
oA—OundMEL((O 0),(0 1),(1 0)>,oder
0 1

o)\—2undM€L((_1 O)>
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 45. Diagonalisierbarkeit
Fir o € R sei
3 a?+1 1—a?® a?—-1
Aa:§ a?+1 1—-a? a*-3
2 -2 0

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A, fiir alle «.

(b) Fiir welche « ist A, diagonalisierbar? Geben Sie fiir solche « jeweils samtliche Eigen-
werte und Eigenraume von A, an.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt

a?+1 1—-a? a?—1

XA, (A) = det 3 a?+1 1—-a? a*>—-3| — \E;

2 —2 0
a?+1l—p 1—-a® a? -1

o +1 l1—-a?—p a®>-3

2 -2 —l
3\ 3 a?+1—p 1—-ao®> a?-1
:<—> cdet | o®+1 1-a? —pu o®>-3/|,
2 2 2 i

= det

wobei wir i = 2/3)\ gesetzt haben. Wir addieren die zweite Spalte zur ersten und
dritten Spalte, anschlieBend ziehen wir die erste Zeile von der zweiten ab:

a?+1—-—p 1-a2 ao?-1 2—u  1—a? 0
det| o?+1 1-a?—p >3 | =det|2—pu 1—a®—pu —2—pu
2 —2 — 0 -2 —2—pu
2—p 1—a? 0
= det 0 - —2—p
0 -2 —2—u

Als letztes berechnen wir noch

ot (T THTH) =m0 =224 = @24 )2

und erhalten

wW==(3) r@-n =G e,
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(b) Die Matrix A, ist genau dann diagonalisierbar, wenn die geometrische Vielfachheit
dy jedes Eigenwerts A mit der algebraischen Vielfachheit e, ibereinstimmt. Nach
dem vorherigen Aufgabenteil besitzt A, den Eigenwert —3 mit algebraischer Vielfach-
heit e_3 = 1 sowie den Eigenwert 3 mit algebraischer Vielfachheit e = 2. Wegen
1 < dy < ey, fiir jeden Eigenwert )\, gilt e_3 = d_3 sowie 1 < d3 < 2. Die Matrix
A, ist also genau dann diagonalisierbar, wenn der Eigenwert 3 mit geometrischer Viel-
fachheit 2 auftritt. Hierzu ist die Dimension des Losungsraums E(3) des homogenen
Gleichungssystems (A — 3E3)x = 0 zu bestimmen. Es gilt:

a?—1 1—a® o?-1
(A=3E3)r =04 (2/3A-2E3)r=0%& [a?+1 —1—-a® a®>—=3| -2=0.

2 —2 —2
Wir wenden den GauB-Algorithmus an:
a?—1 1—-a? ao?-1 ! —1 -1
a?+1 —1—a% a®>-3 a?—1 1—a® o?-1
2 -2 -2 Laez | f+1 —1—a0® =3 | -z
1 -1 -1
a?—1 1—-a% a®>—-1 —(a2=1)-2Z;
|2 -2 -2 ~7
1 -1 -1
0 0 2(a*-1)
0 0 0

Wir sehen also: A, ist genau dann diagonalisierbar, wenn FE(3) zweidimensional ist,
was wiederum genau dann der Fall ist, wenn 2(a? — 1) = 0 bzw. a = +1 gilt. Fiir
a = +1 gilt zudem.

EB3)=L ((1, 1,0)", (1,0, 1)T) .

Fir « = %1 ist noch der Eigenraum E(—3) zu bestimmen. Es gilt:

4 0 0
(A:H + 3E3)f[5 =0«& (2/3Ai1 + 2E3)I =02 2 -2|x=0
2 =2 2

woraus unmittelbar £(—3) =L ((0,1,1)") folgt.
Aufgabe H 46. Quadriken |
Fir c € R sei
Q.= {z € R®| 2] + 23 + 23 + 4w 139 — 42073 + 271 — 229 + ¢ = 0},

Bestimmen Sie fiir jedes ¢ € R die Matrix A.en und entscheiden Sie anhand dieser, ob es
sich bei Q. um eine kegelige, parabolische oder Mittelpunktsquadrik handelt.
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Losungshinweise hierzu: Die Matrixbeschreibung der Quadrik Q. ist gegeben durch

Q.={zcR®: 2" Az +2a"x +c = 0}

1o 2 Lo

mit A = 0 1 -9 und a = (17—170)1—. Dann ist Acerwt =
5 9 1 ’ -1 0 1 =2
0 2 -2 1

Wir berechnen

c1 -1 0 0 1—-¢c -1 —2¢
Zo+Z3—Z3 1 1 0 2 —cZo+Z1— 21 1 1 0 2
det Ag erwt = det 01 1 0 = det 0 1 1 0
0 2 -2 1 0 2 -2 1
l1—-¢c -1 —2c l—c¢c -1 —2c
=—det| 1 1 0 |EE_qet| 1 1 0 |=-(2-0.
2 -2 1 0 0 1

Daher gilt Rg Acerw = 4 fiir ¢ # 2, in diesem Fall liegt eine parabolische Quadrik vor. Wegen

10 2 Lo
det A 22257 % [0 1 —2| = —3det =340
00 -3 01

haben wir Rg A. ey = 3, insbesondere ist Q. fiir ¢ = 2 eine Mittelpunktsquadrik.

Aufgabe H 47. Quadriken Il
Im Standardkoordinatensystem [E des R? betrachten wir die Quadrik

Q = {zr € R*|172] — 122175 + 825 = 5}.

(a) Geben Sie die Matrixbeschreibung Q = {x € R? | 2" Az +2a" 2+ ¢ = 0} fiir eine sym-
metrische Matrix A, einen Vektor a und eine Konstante ¢ an. Finden Sie anschlieBend
eine Orthonormalbasis f,, f, des R?, die aus Eigenvektoren von A besteht.

(b) Formulieren Sie die Gleichung fiir Q im Koordinatensystem F = ((8);f1,f2).

(c) Zeichnen Sie das Koordinatensystem F im Standardkoordinatensystem ein und skiz-
zieren Sie in dieser Zeichnung auBerdem Q.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fiir die Matrixbeschreibung von Q wahle

17 —6 0
A—<_6 8),a—(0) und ¢ = —5.

Um eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A zu finden, bestimmen wir zundchst
das charakteristische Polynom von A:

xa(A) = det (17__6 A 8__6A) = (17 = A\)(8 = \) — 36 = A2 — 25\ + 100.
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(b)

(c)

Setze p:= 1/5\. Eine Nullstelle liegt genau dann vor, wenn gilt

xa(A) =0 25u* — 1251+ 100 = 0
= —5u+4=0
< p=4oder p=1
<= A\ =20 oder A = 5.

Also sind die Eigenwerte von A durch 20 und 5 gegeben. Fiir den Eigenraum zum
Eigenwert 20 betrachte die Matrix

A—20E, = (:2 __162)

Hieraus ergibt sich £(20) = L ((2,—1)"). Da A symmetrisch ist, muss jeder Eigen-
vektor zum Eigenwert 20 auf den Vektoren in E(20) senkrecht stehen. Weil E(5)
zudem eindimensional ist, erhalten wir unmittelbar E(5) = L ((1,2)"). Alternativ I8st

man das homogene Gleichungssystem (A —5E5)z =0, mit A —5E, = (1§ 77). In

jedem Fall ist durch
1 2 1 /1
h= (8 =5 (2)

ein Orthonormalbasis des R? mit f; € E(20) und f; € E(5) erklart.

Wir setzen
1 2 1
P ()

Es gilt dann _x = F-_x fiir alle x € R2. Schreiben wir also y :=

E . x, so gilt wegen

F
.Z':El’.

rEQ<=1'Ar—5=0
— (Fy)'-A-(Fy)—5=0
vy - (FTAF)-y—5=0
<= 2007 +5y2 —5 =0
= dy; +ys —1=0.

Beziiglich des Koordinatensystems F wird Q also durch die Gleichung 4y? + y2 = 1
beschrieben.

In dem Koordinatensystem F wird Q durch die Gleichung 4y? + y2 = 1 beschrie-
ben. Dies ist eine Ellipse, welche die Koordinatenachsen des Koordinatensystems F
in den Punkten (£1/2,0)" und (0,41)" schneidet. In dem Standardkoordinatensy-
stem entsprechen diese Punkte den Punkten +1/2f; und =+ f;. Wir wissen ferner, dass
f1 im Standardkoordinatensystem sowohl auf dem Einheitskreis wie auch auf der von
dem Vektor (2, —1)" aufgespannten Gerade liegt. Ebenso wissen wir, dass f5 in E im
Schnitt der von (1,2)" aufgespannten Gerade und dem Einheitskreis liegt. Es ergibt
sich folgendes Bild:
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Aufgabe H 48. Symmetrische Matrizen

Es sei
5 0 —4 3
0 5 3 4
A= -4 3 5 0
3 4 0 5

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.
(b) Finden Sie eine Orthonormalbasis des R* bestehend aus Eigenvektoren von A.

(c) Ist A positiv definit, negativ definit oder indefinit?
Lésungshinweise hierzu:

(a) A ist symmetrisch und deshalb diagonalisierbar. Sei B = (8 g) und C' = (_34 i) ,
B v

dannist A = c g) . Sei 1 € R ein Eigenwert von A zum Eigenvektor (w) , wobei

9 v (ov+Cw) (v
v,w € R°. Aus A(w) = (Cv+5w> —u(w) folgt

Cw=(u—"5v, Cv=(u—>5w.

Wegen det C' = —25 # 0 ist C' invertierbar und daher ;1 # 5. Es folgt w = ﬁC’v,

was eingesetzt in die obige erste Gleichung C?v = (—5)%v ergibt. Die Eigenvektoren
von A sind dann
54+ A,0—= A, 54+ X2,5 — Ao

wobei A\, Ay die Eigenwerte von C' sind. Um leztere zu bestimmen, berechnen wir
det(C — \Ey) = (=4 — \)(4 — \) — 9 = \* — 25.

Es folgt Ay = 5, Ay = —5, deshalb sind die Eigenwerten von A 10 und 0.
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(b) Sei Ey, Ey eine orthonormale Basis des R? aus Eigenvektoren von C' zu den Eigen-
werten A; und \. Aus (@) folgt, dass

DB L (B D (B 1 (Es

V2 \E1) T Ve \~EB1) Ve \Ey) T V2 \—Es
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten \; +5 = 10,5 —
A =0,54 X =0,5— Xy = 10 ist. Explizit haben wir

e a5

(c) A ist weder positiv definit, noch negativ definit, noch indefinit, da 0 Eigenwert von A
ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 49. Quadrik skizzieren
Bestimmen Sie eine euklidische Normalform der Quadrik

Q = {z € R?| 32} — 2z120 + 323 + 1221 — 402 + 2 = 0}

und ermitteln Sie die zugehdrige Koordinatentransformation. Bestimmen Sie anhand der
Normalform die Gestalt der Quadrik und fertigen Sie eine Skizze der Quadrik in Standard-
koordinaten an. Zeichnen Sie in lhre Skizze auch das Koordinatensystem ein, beziiglich dessen
die Quadrik Normalform hat.

Losungshinweise hierzu: Die Quadrikgleichung lautet in Matrixschreibweise

3 -1
:UT( 1 3>$+2-(6 —2)35—{—2:0.

:I(ZT

=:A

Die Eigenwerte von A bestimmen wir durch

O=det(A—AE)) =(3-X)2—1 < A =4 A=2

Die zugehorigen Eigenrdume sind V(4) = L <(_11)> und V(2) = L (G)) Mit Hilfe

e

der Transformation z = F'y, wobei F' = sl 1) erhalten wir die Quadrikgleichung

Ay + 202 +8V2y + 4V 2y +2 =0
o AP H2V2n +2-2) 4202 +2V2 +2-2) +2=0
& Ay +V2)2 4+ 2y + V2)2 =0.

Mit z =y — (_g) ergibt sich
2., 1

427 +22-10=0 <« —EALT ng +1=0 (euklidische Normalform).

Daraus gewinnen wir fiir die spater anzufertigende Skizze die Halbachsenlangen (man setze
21 bzw. 2y gleich Null): v/5 ~ 2,24 und % 10 =~ 1,58.
Um die zugehodrige Koordinatentransformation zu bestimmen, betrachten wir nochmals

z:y_Cg) :FT:U_(:@ o FHF(:@.
VY

()

Damit ist das Koordinatensystem (G, beziiglich dessen ) die obige euklidische Normalform

annimmt, gegeben durch
_((_2>' / (1) 1 (1>)
0/ Ve \=1)"v2\l) /)"
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Die gesuchte Koordinatentransformation grp ist dann gegeben durch

GRE: GU = % G _11) EV + (g)

Die zugehdrige inverse Transformation (nach der allerdings nicht gefragt ist) lautet
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Aufgabe H 50. Quadrik klassifizieren
Wir betrachten die Quadrik

Q= {x e R3 ‘ 17x% + 2x§ + 2x§ — 81129 — 22923 + 8123 + 621 + 1229 — 1203 + 81 = O} )

(a) Geben Sie die Matrixbeschreibung von @ an.

(b) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt von Q.

(c) Geben Sie ein kartesisches Koordinatensystem F an, in welchem diese euklidische Nor-
malform angenommen wird.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Matrixbeschreibung von @ ist
.

17 —4 4 3
Q=KzcR|a"[-4 2 -1 x—i—Z( 6) z+81=0

4 -1 2 6
17 —4 4
(b) Die Matrix A= | —4 2 —1] hat charakteristisches Polynom
4 -1 2

xa(A) = =A% +210% = 39X + 19 = —(\ — 1)*(A — 19).

4

1

Der Eigenwert 19 hat Eigenvektor ——( —1 |, und der Eigenwert 1 hat den Eigen-
3v/2 1

V7 \ o

ersten zwei Orthogonal ist, also berechnen wir

()-()-()

4 1
1 1
Also ist eine orthonormale Basis von Eigenvektoren durch —— ( —1) , — (4)

1
1
vektor —— (4) . Wir brauchen noch einen Eigenvektor mit Eigenwert 1, den zu den

3v/2 17
—4
und —— egeben. Also setzen wir
3 _( )gg
4 1 4
3V2 V1T 3/34
J A IS S S
V2 VT 3 e
eI 7
19 0 0
sodass FTAF=[0 1 0
0 01

Dann fiir y = Fx ist ) durch die Gleichung

3
O—yTFTAFy—|—2< 6>F+81

54 72
vIT? VB
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Durch quadratische Erganzung erhalten wir

o o4 (o 2T T2
Ya \/1—7y2_ Y2 177

. T2 ( 36 )2 648
Ys /—34y3 Ys 31 17
Also fiir z; = y1, 20 = y2 + 5—117 und 23 = y3 — j—% ist () durch die Gleichung

729 648
— 1922 2 2 1— _
0=1927 +25 + 25 +8 7 7

=1927 + 25 + 23

Also ist 1922 + 22 + 22 = 0 (oder eine nicht-Null reelle Vielfachheit davon) die eukli-
dische Normalform. Die Quadrik ist ein Punkt.

(c) Der Ursprung kommt von der Koordinatentransformation zwischen y und z, und so
0

. 27 . : - . .
ist durch | =747 | gegeben, und die drei normalisierte Eigenvektoren. Also ist das
36

/31
relevante Koordinatensystem

e () () () (]
\é_g? '3v2 1) V1T 0 " 3v/34 17

V34
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Aufgabe H51. Modellierung mit Quadriken

Ein Tunnel in Form eines parabolischen Zylinders iiberspannt eine (unendlich lange) StraBe
in der x;79-Ebene. Die Tunnelwand ist gegeben durch den Schnitt von {z € R®| z3 = 0}
mit

Q = {z € R*| 4af + 1623 — 162125 + 1025 = 30} .

(a) In welche Richtung verlauft die StraBe? (Das heiBt, geben Sie einen Vektor an, der
parallel zur StraBe verlauft)

(b) Wie hoch ist der Tunnel?

(c) Wie breit ist der Tunnel?

Hinweis: Die Fragen lassen sich nach einem Wechsel in ein geeignetes Koordinatensystem
leicht beantworten.

Lésungshinweise hierzu: Esist Q = {z € R?®| 2" Az + 2a’z = 30}, wobei

4 -8 0 0
A=[-8 16 0], a=|{0
0 0 0 5

Wir wechseln in ein Koordinatensystem, in dem A Diagonalgestalt hat. Dazu bestimmen
wir die Eigenwerte und Eigenrdume von A. Es ist leicht zu sehen, dass die Matrix A nur
den Rang 1 hat, da A eine Nullzeile besitzt und die zweite Zeile das (—4)-Fache der ersten
Zeile ist. Damit besitzt A einen doppelten Nulleigenwert (was eine notwendige Bedingung
dafiir ist, dass () ein parabolischer Zylinder ist). Es ist weiterhin Spur A = 20, also ist 20
ebenfalls ein Eigenwert von A.

Zwei linear unabhangige Eigenvektoren zum Eigenwert 0 sind leicht zu sehen, namlich 8
1
2
und | 1| . Diese sind schonerweise auch gleich orthogonal zueinander. Da A symmetrisch
ist, sin(g) Eigenraume zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal zueinander. Also ergibt sich
ein Eigenvektor zum Eigenwert 20, indem wir das Kreuzprodukt 8 X ? = _21
1 0 0

bilden.

Bemerkung: Das obige Ergebnis kann man natiirlich auch erhalten, indem man die Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms berechnet und anschlieBend die Eigenraume mit Hilfe
des GauB-Algorithmus bestimmt.

Nach dem Wechsel ins kartesische Koordinatensystem

0\ | [-1\ (2 0
F={(o]:—=[2]|.—=1(1].]0
o] Vi\lo) Vo \o 1

hat ) die Gleichung
20y + 10y5 = 30.

(@) Wir sehen, dass die Quadrikgleichung beziiglich F unabhangig von ys ist. Das bedeutet
geometrisch, dass ein Schnitt des Tunnels mit der Ebene E,: y5 = « stets die gleiche
Parabel p: R — R mit y3 = p(y1) = 3 — 2y3 liefert. Das kann nur dann der Fall sein,
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wenn die ys-Achse in Richtung der StraBe verlauft. Also schlieBen wir daraus, dass die
2

StraBe parallel zu | 1] ist.
0

(b) Da die Quadrikgleichung beziiglich F gleichzeitig den Querschnitt p orthogonal zur
StraBe beschreibt, ist die Hohe des Tunnels gegeben durch den hochsten Wert, den y3
annehmen kann. Das ist max,,cr(3 — 2y}) = 3.

(c) Die Breite der StraBe ist gegeben durch den Abstand der Nullstellen von p. Es ist
p(y1) = 0 genau dann, wenn y; € {—\/g, \/g} Damit ist die Breite der StraBe
gegeben durch 2\/§ =6.
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Aufgabe H 52. Metrische Informationen gewinnen
Die Gestalt der Quadrik

Q= {x e R3 ‘ a:% + 4x§ + :U§ — 4x129 + 493 — 20123 + 2001 — 4y — 223 = O}

ist ein paralleles Ebenenpaar. Geben Sie jeweils die Hessesche Normalform der Ebenen E; #
FE5 an, die in @) liegen. Bestimmen Sie den Abstand zwischen F; und Fj.

Losungshinweise hierzu: Wir fiihren zunachst eine Hauptachsentransformation durch, da
die gewiinschten Informationen in den angepassten Koordinaten leicht zu gewinnen sind.
In Matrixschreibweise lautet die Quadrikgleichung

1 -2 -1
2 l-2 4 2 |z+2(1 -2 -1)a=0.
-2 1 S
A

Man sieht sofort, dass A den Rang 1 hat (die zweite und die dritte Zeile sind Vielfache
der ersten), daher hat A einen doppelten Eigenwert 0. Da spur A = 6 die Summe der
Eigenwerte ist, ergibt sich als weiterer (und letzter) Eigenwert A = 6. Wir berechnen nun
die zughorigen Eigenraume:

e V(6): Wir wenden den GauB-Algorithmus auf das LGS (A — 6E5)x =0 an:

—5 =2 1[0 (-2 1 % % 0] +iz
-2 =2 20 -2z ~ 0 _é ?4 0 (-2)
—1 2 =50 -1tz 0 F -0 +2-Z>
1.0 10
~ 01 =2]0
(00 00
—1
Damit ist V(6) = L 2
1
e V/(0): Wir wenden den GauB-Algorithmus auf das LGS Az =0 an:
1 =2 =10 1 -2 —1]0
-2 4 20| +2z ~ 0O 0 0}0
-1 2 1|0] -z 0 0 0[O0
2 1
Damit ist V(0) = L 11,10 . Die gefundenen Eigenvektoren sind allerdings
0 1

noch nicht orthogonal. Eine Orthonormalbasis von V' (0) finden wir zum Beispiel durch
das Gram-Schmidtsche Orthonormierungsverfahren:
2
— Wir setzen by = —= | 1 | und berechnen nun

V5
0
O ) 2\ /2 (!
b= (0] -z ([0] |1 1| =2(-2],
1 1 0 0 5)
1
1
= bg_— -2
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Mit Hilfe der Transformationsmatrix

—V5 2v6 1 —6
F=——1|[2v5 V6 —2|, Fla=| 0
V30 V5 0 5 0

wird die Quadrikgleichung zu
612 — 2v/6y; = 0.

Die quadratische Erganzung

1 1 1 1 2
6(y%—26\/6y1+6—6>—6(y1—6\/6) —1

liefert dann als Quadrikgleichung in euklidischer Normalform

—627+1=0
—3 ~1 2 1
beziiglich des Koordinatensystems G = £/30 5\/% 2 7\/% 1 ,\/% -2
=5 1 0 5

Es handelt sich also — wie behauptet — um ein Paar paralleler Ebenen. Beziiglich G sind auch
leicht die jeweiligen Hesseschen Normalformen zu bestimmen:

1 1
El:Zl:%’ EQZ —21:%.
Der Ursprung von G liegt also genau in der Mitte der beiden Ebenen und hat jeweils den
Abstand LG. Damit miissen die beiden Ebenen den Abstand 16 zueinander haben.

Um jetzt zu den Hesseschen Normalformen in Standardkoordinaten zu gelangen, iiberlegen
1 1

: V6 T V6 . : : :
wiruns,dass z=y— | 0 | =F x— | 0 |.Projiziert man diese Gleichung auf die erste
0 0

Komponente, ergibt sich

21 =

1 2 1 1
——=T1+ (=22 + —=x3 — —.

V6 TVET Ve VB
Einsetzen in die Hesseschen Normalformen beziiglich G ergibt dann

1 2 1 2 1 2 1
——1+ =02+ —=23=—7, FEy: ——11+ —=20+—F—=2
VETVET VB Ve T Ve Ve VB

beziiglich der Standarkoordinaten.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 71



I. Blaschzyk, T. Ehnes,
A. P. Nagy, S. Noshari, 14. Gruppeniibung zur Vorlesung

. Paul, M. Pressland, Hoéhere Mathematik 1
D. Zimmermann

M. Stroppel

Wintersemester 2019/20

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H53. Folgen |

Gegeben sind die Folgen (a,)nen, (bn)nen, (€n)nen, (dn)nen und (e,)nen durch

an = 5", by, = cos(¥ +2mn), ¢, = (—3)"
o= s o= (141

(a) Untersuchen Sie, ob die Folgen beschrankt sind und finden Sie gegebenenfalls eine

obere und/oder untere Schranke.
(b) Priifen Sie, ob die Folgen (streng) monoton wachsend bzw. fallend sind.

(c) Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte der Folgen.

(d) Geben Sie fiir jeden Haufungspunkt eine Teilfolge an, die gegen diesen konvergiert.

Lésungshinweise hierzu:
e Erste Folge (a,)nen:

Da 5> 1, ist (ay)nen nach Beispiel 1.5.8 bestimmt divergent mit lim 5" =

n—o0

+00.

Nach Beispiel 1.4.11.5 folgt aus der bestimmten Divergenz, dass (a,)neny nur den
Haufungspunkt 400 besitzt und als eine mogliche Teilfolge, die gegen +o00 konvergiert,
konnen wir die Folge (a,)nen selbst wahlen.

Mit Induktion sieht man, dass a, = 5" < 5" = q,,,; fiir alle n € N gilt, womit die
Folge streng monoton steigend ist mit unterer Schranke a; = 5. Wegen der bestimmten
Divergenz gegen +o0 ist die Folge nach oben unbeschrankt.

Zweite Folge (by)nen:

Fir alle n € N gilt b, = cos(5 + 2mn) = cos(¥) = 5. Daher ist (b,)nen eine kon-
stante Folge.

Insbesondere gilt also % < b, < % womit (b, )nen beschrankt ist. Als untere und
obere Schranke kdnnen wir % wahlen. Zudem sind konstante Folgen per Definition
gleichzeitig monoton steigend und fallend.

Fernerist (b,,)nen konvergent mit lim b, = lim % =
n—oo n—o0

punkt ist, und wir konnen als konvergente Teilfolge gegen diesen Haufungspunkt die
Folge (by)nen selbst wahlen.

1 . 1 . . .
3, womit 5 der einzige Haufungs-

Dritte Folge (¢p)nen:

Mit Induktion sieht man, dass 4 < 2" fiir alle n € N mit n = 2 gilt. Fiir n = 2 folgt
damit |c,| = 5= < 1. Da ¢; = —1, erhalten wir insgesamt, dass (c,),en beschrankt
ist mit unterer Schranke —% und oberer Schranke 411'
Da die ersten Folgenglieder —%, }l, —% sind, ist (¢,)nen Weder monoton steigend, noch
monoton fallend.

Da | — 3| < 1, ist nach Beispiel 1.5.8 die Folge konvergent mit nll_g)lo(—%)” = 0. Somit
ist O der einzige Haufungspunkt und wir konnen als mdogliche konvergente Teilfolge
wieder die Folge (c¢,)nen selbst wahlen. Eine weitere konvergent Teilfolge gegen 0
erhalten wir zum Beispiel, indem wir nur jedes zweite Folgenglied wahlen, also (cor)ken

mit o, = (3)*. Nach Beispiel 1.5.8 gilt wegen 7 < 1 erneut klgg(}(i)’“ =0.
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Vierte Folge (d,,)nen:
Mit Induktion sieht man 4 < n? fiir alle n € N mit n = 2. Fiir n = 2 folgt daraus

1 1 1
0<2<n?-2 0 < - 0<d, =S -.
<zZz>=n = < 2 _9 =9 = < =5

Da ferner d; = —1, ist somit (d,,)n,en beschrankt mit unterer Schranke —1 und oberer

Schranke %

Weil die ersten Folgenglieder —1, 3,1 lauten, ist (d,),ecn weder monoton steigend,
noch monoton fallend.

,n2
Ferner folgt wegen —— = 1i/2/n2
ist mit lim —'= = 0. Damit ist 0 der einzige Haufungspunkt der Folge und als

n—oo

mogliche konvergente Teilfolge gegen 0 konnen wir (d,,),en selbst wahlen.

mit den Grenzwertsatzen, dass (d,,),en konvergent

Fiinfte Folge (e,)nen:
Die Folge ist alternierend mit

—% falls n ungerade,
€n =
3
5 falls n gerade.

Daraus erhalten wir —% <e, < % fir alle n € N. Somit ist (e,)nen beschrankt mit
unterer Schranke —3 und oberer Schranke 3.

Da die Folge zwischen —3 und 2 alterniert, ist sie weder monton steigend, noch
monoton fallend.

Die obige Fallunterscheidung zeigt, dass jedes Folgenglied von (e,,),en durch ein Glied

der konstanten Teilfolgen (e2x_1)ken, (€2r)ren abgedeckt ist, wobei klim Cok1 = —%
—00

und klirn Cop = % Die Haufungspunkte von (e,),en sind nach Beispiel 1.4.13 genau
—00

1

die Grenzwerte dieser Teilfolgen, also -3 und %

Aufgabe H 54. Hiufungspunkte
Wir setzen ag := 0 und definieren rekursiv fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1:

(a)
(b)
(c)

ES

n, falls a,—1 =0,
Ap—1 — 17 falls Ap—1 z 1.

Zeichnen Sie die Punkte (n,a,)" fir n < 8 im Standardkoordinatensystem ein.
Finden Sie alle Haufungspunkte von (ay,)nen-

Bestimmen Sie lim a, und lim a,,.
n—oo n—o00

Lésungshinweise hierzu:

(a)
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(b) Wir behaupten, dass Ny genau die Menge der Hiaufungspunkte der Folge (a,)nen ist.
Hierfiir sind zwei Dinge zu zeigen: Zum einen, dass jede Zahl n € Ny als Haufungspunkt
auftritt, zum anderen, dass jeder Haufungspunkt in der Menge Ny liegt.

Zeigen wir zunachst, dass jede Zahl h € Ny ein Haufungspunkt ist. Hierfiir bemerken
wir, dass a,, ¢ = a,, — { fiir jede natiirliche Zahl m und alle ganzen Zahlen ¢ mit
0=/ < a,, gilt; dies sieht man beispielsweise induktiv: Fiir £ = 0 ist a,,4¢ = Gy, .
Ist die Aussage fiir ein £ = 0 bewiesen und ist £ + 1 < a,,, dann ist / < a,, bzw.
@y, — ¢ > 0 und nach Induktionsannahme a,, ¢y = a,, — ¢. Also ist a,,., > 0 und, per
Definition,

am+(g+1) = a(m+g)+1 = Amyp — 1= Qo — {—1= Ay, — (é —+ 1)
Nach dieser Beobachung bemerken wir:
Fiir jede natiirliche Zahl m = 1 gibt es ¢t € N mit ¢ > m und a; = h. (%)

Um das einzusehen, wihle ¢ € N mit ¢ > m + h beliebig. Ist dann a, > 0, so ist
Qp+q, = ap — ag = 0, wie wir soeben gezeigt haben. Indem wir gegebenenfalls von ¢
auf ¢ + a, tibergehen, diirfen wir a; = 0 annehmen. Per Definition der Folge (a,)nen
gilt dann a;1 = ¢+ 1 und nach Wahl von ¢ ist ¢ > h. Fir t := 2({ + 1) — h gilt
dann ¢ > m und wegen 0 </ +1—h < ¢+ 1= ayy, auch noch

at:ag+1+(g+1_h):ag+1—(£+1—h)=£+1—(€+1—h):h.

Damit ist () bewiesen und wir kdnnen zeigen, dass h ein Haufungspunkt der Folge
(@n)nen ist. Dafiir miissen wir eine Teilfolge der Folge (ay)nen finden, die gegen h
konvergiert. Wir konstruieren eine solche Teilfolge rekursiv. Wahle ny; mit a,, = h
beliebig; dies ist nach (&) moglich. Sind dann n; < ... < ng mit a,, = h gewahlt,
so konnen wir, wiederum nach (&), nj41 > ng mit a,,,, = h finden. Die Folge
(@n, )ken ist dann eine Teilfolge (denn (n)ren ist streng monoton steigend), die gegen
h konvergiert.
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Wir miissen nun noch zeigen, dass jeder Haufungspunkt A € R der Folge (a,)nen
tatsachlich in Ny liegt. Das sieht man so: Weil h ein Haufungspunkt ist, gibt es eine
Teilfolge (an, )ren, Welche gegen h konvergiert. Nach dem Konvergenzkriterium von
Cauchy (Satz 1.7.1), gibt es daher zu ¢ = 1/2 eine natiirliche Zahl K € N derart,
dass fiir alle k,¢ 2 K gilt: |ap, — an,| < 1/2. Aber fiir alle m ist a,, eine natiirliche
Zahl oder 0 und fiir zwei Zahlen r,s € Ny gilt |[r — s| < 1 dann und nur dann, wenn
r = s ist. Das bedeutet: Fiir alle k£ = K ist a,, = a,, . Bis auf moglicherweise endlich
viele Folgenglieder handelt es sich bei der Folge (a,, )ren also um eine konstante Folge,
daher besitzt diese den Grenzwert a,, € Ny. Andererseits ist auch h ein Grenzwert
der Folge (an, )ken und Grenzwerte eindeutig bestimmt. Deshalb muss h = a,,,. gelten
und h liegt in Nj.

(c) Im vorherigen Aufgabenteil haben wir gesehen: Die Menge der Haufungspunkte ist
genau Nj. Der kleinste Haufungspunkt ist also 0 und daher lim a, = 0. Da

n—oo N

jede natiirliche Zahl als Haufungspunkt auftritt, ist die Menge aller Haufungspunkte
unbeschrankt. Daher gilt lim,, ., a,, = +00.

Aufgabe H55. Folgen Il

Untersuchen Sie die untenstehenden Folgen auf Beschranktheit, Monotonie und Konvergenz.
Geben Sie auBerdem Grenzwerte an, sofern sie existieren.

@ (£5)., o (7))

6n® —2n% + 4 2n ko (—1)k
(©) (7n3 Y An? —12n+ 33) (d) (Z 2 ) |
neN k=0¢=0 neN

Losungshinweise hierzu:

(a) Diese Folge ist streng monoton fallend nicht—negativ. Betrachten wir die Differenz der

Folgenelemente a, := > ;" (3/5)*, so gilt namlich
2n+l) L, 2 op
3 3
D S pLt
k=n-+1 k=n

3 2n+1 3 2n+2 3 n
70
3n 3 n+1 3 n+2
== (= °) -1,
() )
Da die Folge ((3/5)")nen streng monoton fallt, gilt dann auch

(3)”"‘1 N (3)”+2 B gntl. 5 4 gnt2 B gntl .8 ] 3ntl

5 5n+2 T T pnt2 5 putl

5

Also ist a,41 — a, < 0 bzw. a,41 < a,. Da (a,)nen streng monton féllt und nicht-
negativ ist, ist die Folge beschrénkt und nach Satz 1.6.5 konvergent.

Um den Grenzwert der Folge (a,)neny zu berechnen, vergleichen wir diese mit den
Partialsummen S, := >"}" (3/5)F der geometrischen Reihe Y 7~ (3/5)". Da 3/5 <
1, ist die geometrische Reihe > (3/5)* nach 1.8.4 konvergent. Die Partialsummen

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 75



14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

S,, sind streng monoton steigend, also gilt S,, < > .2,(3/5)" fiir alle m € N.
Insbesondere folgt damit

2n 3TL o] Sk
Oéan:ZEZSQn_Snfl §Z¥—Sn71-
k=n k=0

Die Folge (342 (3/5)" — Sn—1)nen konvergiert aber gegen 0, denn >3 (3/5)" ist
ja gerade der Grenzwert der Folge (.S, )men. Nach dem Sandwichsatz muss dann auch
die Folge (a,)nen gegen O konvergieren.

(b) Die Folge (by)nen mit b, := (3_p_, 1/Vk)? ist streng monoton steigend, da nur
positive Terme addiert werden. Somit ist die untere Schranke der Folge b; = 1. Die
Folge ist aber nicht nach oben beschrankt, denn sonst gabe es eine Konstante C' = 0
mit b, < C fiir alle n € N, und dann galte auch

2
"1 "1
C=2b, = E — ;§ .
(k;l\/%) k:lk

Wir wissen aber bereits aus der Vorlesung, dass die harmonische Reihe > 7 | 1/k
unbeschrankt ist (weil sie nicht konvergiert, aber ihre Partialsummen monoton steigend
sind) und deshalb ist es auch die Folge (b,,)nen. AuBerdem kann die Folge (b, )nen nicht
konvergieren, denn sonst ware sie nach Lemma 1.5.2 insbesondere beschrankt.

(c) Wir haben
ot -2mP44 6-24 5%
Tnd4+4n? —12n+33 T+ 2 - L4 3%

Cp -

GemaB den in der Vorlesung bewiesenen Rechenregeln fiir Summen konvergenter Folgen
ist die Folge (6 —2/n+4/n3),cn konvergent mit Grenzwert 6. Aus dem selben Grund
konvergiert die Folge (7 +4/n — 12/n* + 33/n%),cn gegen 7. AuBerdem gilt

4 12 33 4n? — 12 33 4 —-3)+33
42 o4 n+ - n(n —3) + -

n  n?2 nd n3 n3

7

fir alle n € N; fiir n < 3 rechnet man dies nach, fiir n = 3 sieht man die Ungleichung
unmittelbar an obiger Darstellung. In jedem Fall sind die Folgenglieder der Folge (7 +
4/n — 12/n* + 33/n3),en niemals 0, daher folgt wiederum aus den Rechenregeln
fir Quotienten konvergenter Folgen, dass die Folge (c,)nen gegen 6/7 konvergiert.
Insbesondere ist sie nach Lemma 1.5.2 beschrankt.

Verbleibt die Monotonie der Folge (¢,,)nen zu untersuchen. Schreibe dafiir
Py =61 —2n% 4+ 4 und ¢, := % + 4n® — 12n + 33.

Wir haben bereits gesehen, dass ¢, /n® und damit auch g, strikt positiv ist. Also gilt

1
G < Cpyy = D0 < Pt
dn qn+1

— Pnln+1 < Prn+19n
<~ Dn- (QnJrl - Qn) < (anrl - pn) “Gn

und ferner gelten die folgenden Identitaten

(n+172—n*=3n*>+3n+1und (n+1)> —n*=2n+1.
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Das gibt
Qi1 — Gn = T7(3n* +3n 4+ 1) +4(2n +1) — 12 = 21n* +29n — 1

und

Prst — Pn = 60302 +3n+1) —2(2n + 1) = 18n% + 14n + 4.
Also haben wir
Cn < Cny1 <= pn - (2107 + 290 — 1) < (18n* + 14n + 4) - q,,

Nun ist aber auch p, strikt positiv, denn es gilt 6n®> = 6n? und somit auch p, =
6n® —2n% +4 > 4n? +4 > 0. Und wegen 29n — 1 < 30n folgt damit schlieBlich

Pn - (210 + 290 — 1) < p, - (21n* + 30n)
= (6n° — 2n* +4) - (21n* + 30n)
=6n-(3n® —n*+2) - (Tn + 10)
=6n - (21n* + 23n® — 10n* + 14n + 20).

Da 14n + 4 > 12n und g, strikt positiv, folgt zudem

Gn - (1802 + 14n 4+ 4) > ¢, - (18n? + 12n)
= (Tn® 4+ 4n* — 12n + 33) - (18n? + 12n)
=6n-(Tn® +4n®> — 120+ 33) - (3n + 2)
= 6n - (21n* + 26n® — 28n* + 75n + 66).

Zusammengenommen erhalten wir, unter Verwendung von 61n+46 > 60n, schlieBlich

(1802 + 14n +4) - ¢, — pp - (21n% + 290 — 1) > 6n(3n® — 18n? + 61n + 46)
> 6n(3n* — 18n* + 60n)
= 18n*(n® — 6n + 20)
> 0.
In die letzte Ungleichung geht ein, dass n? — 6n = n(n — 6) nur fir n < 5 negativ

sein kann, aber n? —6n = —9 fiir n < 5 erfiillt ist. Also gilt ¢, < ¢,41 und die Folge
(Cn)nen ist streng monoton steigend.

(d) Wir setzen

2n

(1)
dy, ::ZZ( 28)

k=0 ¢=0

und betrachten die Summanden von d,,. Fiir jedes k£ = 0 gilt

(1) 1 1 — g 1
R D e e SR RT3}

k
1
/=0 /=0 1 2

wobei wir zur expliziten Berechnung der Summe Zl;:() 2%, die Formeln aus 1.8.4 ver-
wendet haben. Also folgt

d, = 2Zn(—1)k (2— 2ik> = 2—2Zn (—%)k

k=0 k=0
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Die Folge (Sp)nen mit S, = >p_,(—1/2)F ist konvergent, da es sich gerade um
die Partialsummen der geometrischen Reihe »"° (—=1/2)" handelt. Also ist auch die
Teilfolge (Ss,)nen konvergent mit demselben Grenzwert. Weil d,, = 2 — Sy, gilt, ist
deshalb auch (d,,)nen konvergent mit Grenzwert

, >0 1\ 1 4
fmd=2-32 () =2 =g

k=0

Weil die Folge (d,,)nen konvergiert, ist sie nach Lemma 1.5.2 auch beschrankt. Wir
untersuchen die Folge auf Monotonie. Es gilt

2n+2 1 k 2n 1 k 1 1 1
dpi1 —d, =2 — Z (—§> -2+ Z (‘5) = 9ont1  92nt2  92nt2 0
k=0

k=0

fir alle n € N, und somit ist die Folge (d,),en streng monoton steigend.

Aufgabe H56. c=—Kriterium
n no7
ie b, = > —.
1 sowie k;o o
(a) Berechnen Sie den Grenzwert a der Folge (a,,)nen und geben Sie eine natiirliche Zahl
N so an, dass alle Folgenglieder a, mit n = N in der (10)"**-Umgebung von a

liegen.

Gegeben seien die Folgen (a,)neny und (by)neny mit a, =

(b) Verfahren Sie analog fiir die Folge (b,,)nen-

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist
oon 1
S 2m+1 0 24 % '

Qp

!
Damit ist lim, o a, = 3. Es ist nun |an — %] < 107'® genau dann, wenn

1 1 1 1
— <107 & —— <107 & > =105 —= = 25.108—= .
‘2(2714— 1) "y 2 2

2(2n+1)

Somit ist zum Beispiel N = 25- 10" € N eine geeignete Wahl.

(b) Es ist nach den Summenformeln aus 1.8.4 zunéchst
"1\ - (5 6- ()" 42 1\"
bn:7z Z :7.(—6)1:7.¢:__Z i
6 11—z 5 5 H\6
k=0 6
Damit ist lim,,_,o b, = %. Es ist

421 1 7
b, — = <107% & = 6"<107Y <  14-10" < 6™

Wir kénnen zum Beispiel N = 21 wihlen, denn aus 14 < 36 = 62, 10> = 100 <
216 = 63, 10% = 1000 < 1296 = 6* folgt 14-10* = 14-102?-(10%)* < 62-63-6'6 = 62!,
Bemerkung:

Obwohl wir im letzten Schritt grobe Abschatzungen benutzt haben, liegen wir nicht
weit entfernt von der kleinstmoglichen Wahl N = 20.
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