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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. Vereinfachen
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

1 4,2
3+ 6% Y

(©) (a+b)*—((a+b)(x—1y))?*—a*+ 2> — 2ab— b* +9*
(a+b—xz+y)(a®+2ab+ b —1)(z+vy)
r+y#0, z—y#0, la+b#1, a+b#az—y.

—2
ot fir a,b,x,y € R mit

Loésungshinweise hierzu:

(a) Esist
1 1 10 109
3+ =3+ —=3+==3+==—.
3+_3i% 3+1i0 8 33 10

(b) Es gilt:

Gdzllyl2 (265 (1-(-0)y(12-2)
\ e \/ o = V20T = @) = 4ay
16

(c) Wir berechnen:

(a+0)*— ((a+b)(x—y))? —a*+ 2% —2ab— b* + y* — 22y
(a+b—x+y)(a®+2ab+ b —1)(z + y)
(a+b)?((a+b)?—(x—1y)?) + (2% — 22y + v?) — (a® + 2ab + b?)
(a+b—z+y)((a+b)?2—1)(x+vy)
(@a+0)?*((a+b)+ (@ —y)((a+d) —(x—y) +((z—y)? - (a+D)?
(a+b—z+y)((a+0)?2—1)(z+vy)
(a+b*((a+b)+(@—y)((a+b) —(x—y)+((zr—y) —(a+b)((x—y) + (a+))
(a+b—(x—y))((a+b)?-1)(z+y)
(a+0)?((a+b)+(x—y)((a+b)—(x—y) —((a+b) — (z—y)) ((a+D) + (z —y))
(a+b—(z—y))((a+0)?*—-1)(z+y)
((a+0)? =1 ((a+b)+(r—-y) ((a+b) = (v —y))
(a+b—(z—y))((a+0)*—1)(z+y)
_at+b+r—y
N Tty '
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 2. Teleskopsummen
Berechnen Sie

(a) V3>~ (—(\/5)" + %(ﬁ)") . (b) > 2.

S
() Z; nn+1)

Hinweis: Verwenden Sie die Teleskopsummenformel aus P3 (a).
Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit P3 (a) gilt:

Y (~ 4 ) - ni( " (E))

- _ Z ( V3t \/g)n)

—(\/_ — V3 =1-3% = —s0.
(b) Da nach P3 (a) eineseits

10

Z(zk-l—l . 2k> _ 211 . 227

k=2
gilt und andererseits

10

10
St 2 =3 2= 3
k=2 k=2
ist, gilt

22’“ ot 92 — 9%(2° — 1) = 4(512 — 1) = 2044

(c) Esist

S 1 )=
;n(n—kl)_z n(n+1)

n=3
_28: n+1 _ n
_nzsn(n—l—l) n(n+1)
=11
_nzgn n+1
N n+1
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 3. Induktion

(a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N mit n = 2 die Ungleichung
(n+1)" = 2"n! gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zunachst mit 1.3.5 aus der Vorlesung, dass (1 + n%l)nﬂ > 2 fir
alle n € Ny gilt.

(b) Gilt die Ungleichung aus (a) fiir alle n € Ny?

Loésungshinweise hierzu:

(a) Zunichst halten wir fest, dass wegen 1.3.5 fiir alle n € Ny die Ungleichung (1 + nLH)"H >

1+ (n+1)75 =2 gilt.

Wir zeigen die Aussage fiir n = 2: Es ist

(241)*=32=9>8=23= (222l

@ Wir nehmen an, dass fiir ein n € N mit n = 2 die Ungleichung
(n+1)" = 2"nl.

gilt.
@ Wir zeigen die Aussage fiir n + 1:

2" (n 4+ 1) = (2M)(2)(n + 1)n! = 2(n + 1)(2"n!)

®

n+1
§2<n+1><n+1>“§(1+n+1) (n+ 1)1

_ ((1+%+1) <n+1>)n+l = ((n+1)+ 1)

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N mit n = 2 bewiesen.

(b) FFiir n =1 gilt 2! =2 < (24) - 1!, fiir n =0 gilt 1° =1 <2°. 0! . Somit gilt die

=1
Ungleichung fiir alle n € Nj.

Aufgabe H 4. \V\olistindige Induktion mit Produkten

Analog zur Summenschreibweise fiihren wir das Produktsymbol ein: [ A; bedeutet, dass man

=1
den Term A; fiir alle 7 von 1 bis n auswertet und die entstandenen Zahlen ausmultipliziert.
(a) Seien n € N, a, € R so, dass a, = 0.
Zeigen Sie mit Induktion, dass 1+ > 7, ar < [[,—, (1 + ax) gilt.
(b) Seien b, € Ny fiir k£ € N sowie P, := H(Zbk +1).
k=1
Zeigen Sie induktiv, dass zu jedem n € N ein b = b(n) € Ny existiert mit P, = 20+ 1.
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1. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 1
Losungshinweise hierzu:

wird im Folgenden verwendet.

Wir zeigen die Aussage fiir k = 1: Es ist

1

1
1+ Y ap=1+a £ (1+a) =[]0 +a).
k=1

k=1

@ Wir nehmen an, dass fiir ein n € N mit n = 1 die Ungleichung

(a) Zur Erinnerung: Sind a,b € R mit @ =2 0 und b = 0, so ist ab = 0. Diese Tatsache

n n
L+ ) ar S JJ0+ aw).
k=1 k=1

gilt.

@ Wir zeigen die Aussage fiir n + 1:

n+1 n
T+ = (1 + o) [T+ )
k=1 k=1
() n
Z (1 +an)(1+ Z ax)
k=1
=1+ apq +Zakz+an+lzak
k=1 k=1
n n+1
> 1+ (Zak+an+1) = 1+Zak
k=1 k=1
wegen ni1 Y oy = 0.

Folglich gilt die Behauptung fiir alle n € N mit n > 1.
(b) Zur Erinnerung: Wenn a,b € Ny, so ist ab € Np.

Wir zeigen die Aussage fiir k = 1: Es ist

1

Py=]@b+ 1) =2b +1,.
k=1

@ Wir nehmen an, dass fiir ein n € N ein b(n) existiert mit

P, =2b(n) +1.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

@ Wir zeigen die Aussage fiir n + 1:

n+1

P = H2bk +1

= (H by, + 1) (20,41 + 1)

b(n) + 1)(2bp41 + 1)
b(n) - 2,1 + 20(n) + 2pys + 1
( 2%b(n )bn+1+bn+1+5(n)> 1

II®

(2
2b
2

Mit b(n + 1) = 2b(n)bys1 + byt + b(n) € Ny gilt die Behauptung somit auch fiir
n+1.

Nach volllstandiger Induktion existiert fiir alle n € N ein b(n) mit

P, =2b(n) +1
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Frischhaltebox

r

Aufgabe Hb5. Skizzen von Funktionsgraphen
Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen.

@ fR—=R:z+—sin(3z)+1 (b) g R—>R:x—1—(z—1)>
Hinweis: Eine solche Skizze beinhaltet immer eine Achsenbeschriftung mit Pfeilen und eine

sinnvolle Achsenskalierung. Wir erwarten von Hand gefertigte Skizzen.

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Durch Einsetzen von Teststellen (f(—7n/6) = 0, f(—n/3) = f(0) = f(27/3) = 1,

f(m/6) = 2) sowie Ausnutzen der 27-Periodizitat erhalten wir die folgende Skizze:

;fsmzx)ﬁ-i

e, Belo ) Re(F, 1)
h=("Eo) -h-E

(b) Durch Einsetzen von Teststellen (¢g(0) = 0 = ¢(2), g(1) =1, g(—1) = ¢g(3) = —3)
sowie Ausnutzen von Symmetrie erhalten wir die folgende Skizze:
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H6. Polynome, Binomischer Lehrsatz

(a) Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Gleichung (22 — 1)(z + 3) = 22 + 42 — 6.

(b) Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen von z* — 223 — 82% + 18z — 9.

(c) Zeigen Sie, dass —1 — 2'% — 210 — 2% 4+ 102% — 25 keine reellen Nullstellen besitzt.
Losungshinweise hierzu:

(a) Da

(2 = 1)(z+3) — (22° +42 —6) = (z — 1)(z + 1) (2 +3) — 2(z — 1)(z + 3)
=(x—-1)(z+3)(z—1)
ergibt,sind die Losungen sind x = —1 und z = —3.

Die Faktorisierung 2% + 2z — 3 = (z — 1)(z + 3) ergibt sich hierbei beispielsweise iiber
die allgmeine Losungsformel:

2420 —-3=0 U
—24/4—4-(-3
. \/2 (=3) _,
—2—4/16
Ty= ———— = —3.

2
(b) Es gilt:
ot — 22" — 82 + 18z — 9 =127 (2" — 204+ 1) — 9 (2° — 22+ 1)
=(@*=9)-(z—1)?=(z—1)*(z —3)(z +3)
Die Nullstellen sind folglich z = =3, z =1, und z = —3.

(c) Esgilt
(2% 4+ 219 — (2* — 102% + 25)
= —1— (2! + 2% — (2 — 1022 + 25)
+x

woraus mit —(2!% 4+ 219) <0 und —(22 —-5)? <0
1=z =20 — 2+ 102 - 25 = -1 — (2" 4+ 2) - (2* - 5)? < -1 <0,

folgt. Wir kommen zu dem Schluss, dass —1 — 219 — 210 — 2% 41022 — 25 keine reellen
Nullstellen besitzt.

Aufgabe H7. Ungleichungen und Betrag
Bestimmen Sie jeweils die Menge aller reellen Zahlen, die die folgenden Ungleichungen erfiillen:
(a) 252—1—95—2 > 22+ 22— 3 .
22 +3x—10 = (x —2)(z +5)
(b) |2°+4| S|z -1+ ]z —3|.
(c) | —3cos(2z+10)| — | — 5] > 0.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir faktorisieren zuerst die Polynome:

Pt —2=(r—1)(z+2),
22+ 3z — 10 = (v + 5)(z — 2),
2*+ 22— 3= (z—1)(x+3).
Wir vereinfachen den rationalen Ausdruck:
4 x—2 r?+22 -3
22+3x—10 = (x — 2)(z +5)
(x—1)(z+2) (x—1)(x+3)
(x+5)(z—2) (z—2)(x+5)
(x—=1)(z+2) — (x—1)(x + 3)
(x —2)(z+5)
(x—=1)(z+2—-2-3)
(x —2)(z+5)
(ZE — 1)(_1> >0
(x —=2)(z+5) ~

1\

v
o~

_
(

v
o

Die Nullstellen des Z3hlers und des Nenners sind x = —5, x =1 und z = 2.
e Wenn z < —5 ist,dannsind t —1<0, t—2<0 und .+ 5 <0, also ist

z—1

(x —2)(z +5) <0

e Wenn z = —5 ist, dann ist
z—1

(x —2)(z+5)

nicht definiert.

e Wenn -5 <z <1list,dannsind x—1<0, x—2<0und z+5 >0, also ist
z—1
>0.
(x —2)(z+5)
e Wenn z =1 ist, dann ist
r—1 B
(x —2)(x +5) N
e Wenn 1l <ax<2ist,dannsindz—1>0, x—2<0 und x+5 >0, also ist
r—1
< 0.
(x —2)(x+5)
e Wenn z = 2 ist, dann
z—1
(x —2)(z +5)

nicht definiert.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

e Wenn 2 < z,dannsind 2 —1>0, 2—2>0und x+5 > 0, also ist

r—1

CED T R

Die Lésungmenge ist folglich (—oo, —5) U [1,2).
(b) Beachten Sie, dass 22 +4 = 0 fiir z € R, also

|2* +4| Sl -1+ |z -3 <= 0Z |z — 1|+ |z — 3| —2® — 4.

Wir analysieren, wann = — 1 und x — 3 das Vorzeichen andern.
e Wenn z < 1 ist,sind [z —1|=—(x—1)=1—2 und |z — 3| = 3 — z, folglich
gilt
lz— 1|+ |z —3|—2°—4=4—-22 -2 —4=(—2)(x+2).
Daher entspricht die Ungleichung fiir x < 1 der Ungleichung 0 < (—xz)(z + 2).
Die Nullstellen fiir (—z)(x +2) sind + = —2 und z = 0.
— Wenn z < —2 ist, dann sind —z >0, (z+2) <0 und (—z)(x +2) < 0.
— Wenn z = —2 oder x =0 ist, dann ist (—x)(z + 2) = 0.
— Wenn —2 <z <0 ist, dann sind —z > 0, (x+2) > 0 und (—z)(z+2) > 0.
— Wenn z = 0 ist, dann ist (—z)(z+2) = 0.
— Wenn 0 <z < 1 ist, dann sind —z >0, (x —2) <0 und (—z)(z+2) <0.

Somit ist die Ungleichung fiir x < 1 nur fir = € M; = [-2,0] erfillt.
e Fir x =1 gilt |22 +4| =5 und |z — 1| + |z — 3| = 2, also ist die Ungleichung
nicht erfiillt.

e Wenn 1 <z <3 ist, folgen |t — 1| =2 —1 und |z — 3| =3 —z, also
2 —1|+]z -3 -2 —4=2-2"—4=—(2+2%).
Somit entspricht die Ungleichung 0 < —(2 + 22) der Ungliechung
0=>2+22.

Aber 2 + 2% = 2 > 0 fiir alle x € R, die Ungleichung gilt fiir kein x € (1,3).

e Wenn z = 3 ist, dann ist |22 + 4| = 13 und |z — 1| + |z — 3| = 2 also gilt die
Ungleichung nicht.

e Wann 3 <z ist,sind [zt —1|=x—1 und |xr — 3| =2z — 3, es gilt

o — 1|+ |z —3|—2>—4=—2>+22-38.
Die Ungleichung ist nun
05 2420 -8=—-2*+2r—1-7=—(2-12-7<0.

Folglich gilt die Ungleichung fiir kein = > 3.
Die Lésungsmenge ist folglich [—2,0].
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

c) Es gilt
(c) g
| —3cos(2x +10)| = | — 3|| cos(2z + 10)| = | — 3] = 3,

also
| —3cos(2z +10)| — | =5/ £3-5=-2,

und die Ungleichung ist nie erfiillt. Die Losungsmenge ist somit leer.

Aufgabe H8. Mengen

Skizzieren Sie die folgenden Mengen:
(@) Mi={(zy)eR|z>y y=z-1}
(b) My ={(z,y) eR® | 2® +3* S 1} U{(z,y) ER* |y —2° - 1 2 0}.
() My={(z,y) eR?* [ (= 1>+ (y +1)* = 1} N{(2,y) ER?* | 2 +y > 0}.
(d) My={(z,y) eR*||z[>1, =>y’}.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Das Gebiet wird von den Graphen der Funktionen x +— y und = — —1 berandet, wobei
es sich in beiden Fallen um Geraden handelt. Hierbei ist zu beachten, dass erstere nicht
zur Menge gehdrt und entsprechend zu Markieren ist. Es ergibt sich folgende Skizze:

e

«}1 =

Tr-/// @
=== - ’1_“L: i gyt
/- 2 L
e L
v

(b) Die erste Menge beschreibt eine Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung.
Die zweite Menge besteht aus der durch y? = 22 +1 gegebenen Parabel sowie der Menge
»oberhalb® von dieser. Es ergibt sich folgende Skizze:

(c) Bei der ersten Teilmenge handelt es sich um eine Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittel-
punkt (1,—1). Die zweite Menge beinhaltet alle oberhalb der durch y = —z gegebenen
Gerade liegenden Punkte. Da besagte Gerade nicht dazugehort, gehdren insbesondere
die Schnittpunkte mit dem Kreisrand ebenfalls nicht dazu. Es ergibt sich folgende Skizze:
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(d) Der Rand = = y? beschreibt eine an = = y gespiegelte Standardparabel, die Ungleichung
|z| > 1 alle Punkte, die auBerhalb des durch die Geraden z = —1 und = = 1 berande-
ten Streifens liegen, woraus sich die eingezeichnete Schnittmenge ergibt. Es ergibt sich
folgende Skizze:

Aufgabe H9. Ungleichungen

(a) Firr welche z,y € RT gilt Ty 2\/g =37
y x
Hinweis: Ungleichung 1.5.12.
(b) Sei a > 1. Folgern Sie aus 1.5.10, dass {/a — 1 < “-L fiir alle n € N gilt.

(c) Sei z; =2 und definiere rekursiv 2z, = 1, + %
Zeigen Sie induktiv mit Hilfe von 1.5.12, 22 = 2 fiir alle n € N gilt.
Hinweis: Zeigen Sie x,, > 0 fiir alle n € N gilt.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
crfEge ) -

die Gleichung gilt somit fiir alle (z,y) € RT x R,

(b) Esist
va :a;I na:a;1 :(1+a—1>

n

Es genligt daher, die dritte Ungleichung zu zeigen. Da %1 > (0 wegen a > 1 ist, ist
Ungleichung 1.5.10 anwendbar:

—1\" -1
( ¢ ) gl—l—n(a—):l—{—a—l:a.
n n
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(c) Wir nutzen Induktion.
Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Wegen x; = 2 gilt dass 22 =4 > 2.
@ Wir nehmen an, dass fiir ein n € N die Ungleichung 2?2 = 2 gilt.

@ Wir zeigen die Aussage fiir n + 1, in dem wir 22, berechnen:

) L, 2 2
x =|l=l|Zn+—

_ Ty ]
4 2
£E2
o [
— 5 .

2
Da aber nach Induktionshypothese 2 = 2 gilt, folgt insbesondere % > ( und

x% > 0 und wir kdnnen Ungleichung 1.5.12 nutzen:

z2 1
2 Tt
xn+1:2 2 +]‘
2 1\2
>o(In. 2 ) 4
= (4 ) "
— 141
= 2.

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N mit n = 1 bewiesen.
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 10. Volistindige Induktion
Zeigen Sie durch vollstandige Induktion dass

n—1
3 Z 5n—1—k’2k — 5n —9n

fir alle n € N gilt.

Losungshinweise hierzu:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 1:
0 0
3y 571k —3% "5Fob — 3 — 5! — 2!
k=0 k=0

@ Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt.

@ Wir zeigen die Aussage fiir n + 1:

(’I’L-‘rl)—l n
3 Z 5(n+1 —1— k2k SZ 5n 1— k
k=0 k=0

=5(3 Z 5”—1—’f2’f> +(5)(3)5" 2"
k=0

O5. 5n—2m + @2
= 5"t — (5)2" + (3)2"

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H11. Abbildungen
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat.
(@) fi:R—=RxR: z~ (cos(bz), 2sin(x))
(b) fo: RT - RT: 2+ 22241
(c) f53:C—>R: 2z 2(14+14)+2z(1 —1)
(d) fi:C~{-2} =>C~{1}:2— =

z+2

Lésungshinweise hierzu:
(a) fist nicht injektiv, so gilt beispielsweise f1(0) = (1,0) = f1(27).
Weil | cos(z)| £ 1 fiir alle z € R gilt, gibt keine reelle Zahl x gibt mit fi(x) = (—4,0),
deshalb ist f; nicht surjektiv.
Eine Funktion ist genau dann bijektiv, wenn es injektiv sowohl als auch surjektiv ist. Es
folgt damit, dass f; nicht bijektiv ist.

(b) e Surjektivitdt: Der Wert % liegt nicht im Bild von f;, somit ist f5 nicht surjektiv:

Es gilt
2x2—|—1;1(i)x2:—1
2 4’
wofiir keine reellle Losung existiert.
e Injektivitat: Seien a,b € R™, wobei fy(a) = fa2(b) gelte. Es folgt

20 +1 =22 +1a? =0 " q=1

Somit ist fo injektiv.
e Bijektivitdt: Da f5 nicht surjektiv ist, ist fo nicht bijektiv.

(c) Ist z = a + bi eine komplexe Zahl, so gilt z + Z = a + bi + (a — bi) = 2a = 2Re(z).
Insbesondere gilt:

fa(2) = 2(1+1) + 2(1 —1) = 2(1 +1) 4+ 2(1 — i) = 2Re(2(1 + 1))
=2Re((a+bi)(1+1)) =2Re((a —bi) +i(a+ b)) = 2(a — b)

e Injektivitat: Die beiden Zahlen 2 und —2i sind verschieden, aber es gilt

f3(2) = 4 = fs(=2i).

Somit ist f3 nicht injektiv.

e Surjektivitdat: Sei y € R ein beliebig gewahlter Wert. Nun gilt beispielsweise
f3 (%) = y. Damit ist das Bild von f3 die gesamte Menge R und f5 ist sur-
jektiv.

e Bijektivitdt: Da f3 nicht injektiv ist, ist f5 nicht bijektiv.
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(d) e Injektivitdt: Seien z,w € C~ {—2} und es gelte f4(z) = fa(w), so folgt

z w
2+2  w+2
S z(w+2) = wz+2)
S2w+2z2 = zw+2w
Sz o= w.

Somit ist f; injektiv.
e Surjektivitat: Sei w = fy(2) € C~ {1}. Dann gilt

_ z
v z+2
Sw(z+2) = 2
e w—1)z4+2w =
B 2w
®z =~y

Somit existiert zu jedem w € C ~\ {1} ein z mit fy(z) = w, fy ist surjektiv.
e Bijektivitat: Da f; sowohl injektiv als auch surjektiv ist, ist f; bijektiv.

Aufgabe H 12. Komplexe Zahlen

Bestimmen Sie jeweils Real- und Imaginarteil, Betrag und Kehrwert der folgenden komplexen
Zahlen.

2 1 Y
(@) = =03 (c) 2z = (E(_HI))
2
3. 142 |1+ 3i]” — Re(—2+5i) i
b =i = d -
(b) = =51+ G5 (d) = Im (5 1 20)
Losungshinweise hierzu:
(a) Esist
2—i (2—i)@+3) (2—-i)@4—3) 8—6i—4i—-3 1 2
21 = = == = = — — —1
VA3 (44313 |4 + 3i[]2 42 + 32 5 5
Also erhalten wir
1 2
Re(zl) = g N Im(zl) = —g
2] 1 2+ 2\* 1
21| = = -] =—F=
! 5 5 V5
1 a0z _(1

n aa |al
(b) Esgilt (1 —i)? = —2i. Weiter ergibt sich

3. 142 3 142 3 (1+42)i 3, i-2 3 1., . .
2o = 1+ ———F5 = =1— = —l4+—= -1 =—1+=-1—-1=— 1.
T2 (1—i2 2 2 2 2 27 2 22
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Es folgt

(c) Esist
)1 e 1 8
23 = (E(—Nﬂ)) :?(—1+1) = 1g(-1+1)%

(2)
Es gilt (—1+1i)? = —2i. Somit ergibt sich (—1 +1)® = (—2i)* = 16i* = 16. Insgesamt
ist also z3 = 1. Es gilt

Re(z3) =1 , Im(z3) =0, 23] =1, 231 = 1.
(d) Esist
1+ V3i]" —Re(=2+50)-1 (1+3)+2i .
R4 = : = =241.
Tm (5 + 2i) 2
Folglich gilt

Re(z4) =2 Im(z4) =1

_ Z4 2 1

= 5 1 = — = - — —1.

’Z4| \/_ ) 24 |Z4‘2 5 51

Aufgabe H 13. Gleichungen im Komplexen
(a) Fiir welche z € Cist 2z —3iz=1+317
(b) Fiir welche z € Cist 122+ (1 — i)z + (2 —1) =07
Hinweis: Verwenden Sie quadratische Erganzung!
(c) Fiir welche z € C ist 2° + 23 — 302 =07

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Sei z = = + yi. Die Gleichung ist dann (z + yi)(z — yi) — 3i(x — yi) = 1 + 3i.
Ausmultiplizieren ergibt 2% + y? — 3y — 3ixz = 1 + 3i. Folglich sind

{x2—|—y2—3y =1

—3r = 3
Hieraus folgt © = —1 und somit y = 0 oder 3. Die Loésungen der Gleichung sind
z=—1lund z=—-1+43i.
(b) Es gilt:
1

522+(1—i)z+(2—1)=0<:>22+2(1—i)z+(4—21):0

wodurch sich die Gleichung umformen lasst zu

(z4+(1-))P=-4-20)+(1-i)=—-4+2i+1-2i—1=—4
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Mit —4 = (4:2i)? erhalten wir die Lésungen
=2 (1—i)=—1—i
s =21—(1—1) = —1+3i

Alternativer Losungsweg:
Wir verwenden die Mitternachtsformel (vgl. Zusatzmaterial)

—(1—i)i\/(1—i)2—4-%-(2—i)
2.1
= l4ity/A=-1+i+2i

Die Gleichung hat somit die Losungen 23 = —1 4+ 3i und 2z, = —1 — 1.

= —14+i++v/1-2—1—4+2i

212 =

(c) Ausklammern ergibt die Gleichung
2(zt + 2% - 30) =0,

welche die Losung z; = 0 hat. Die Substition 22 = x ergibt die quadratische Gleichung
22 +x—30 = 0. Mit der Mitternachtsformel ergeben sich die Lésungen z; = 5 und 2, =
—6. Durch die Resubstituieren ergibt sich z5 = \/5, 23 = —vb und z4 = \/éi, Z5 =
—+/61i. Die Gleichung hat also die Losungsmenge £ = {0, V5, —/5, \/éi, —\/61}.

Aufgabe H 14. Komplexe Zahlenebene

Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.
(@ A={zeC| z—2-i21}
(b) B:={z€C| 3Re(2)? =2Im(2)? — Re(z?)}

R
(c) CZ:{ZE(C Im(z) #0 A 1<ﬂ§2}
Lésungshinweise hierzu:

Im(z)
(a) Fir z=a+ib gilt
lz—2—il=la—2+i(b-1)|=(a—2)*+ (b— 1)~

Daher folgt
A={a+bieC| (a—2°+(b—-1)"=1}.

Die Menge A ist eine Scheibe entfernt von einem Kreis mit dem Radius 1 und dem
Mittelpunkt (2,1).

imlz)
3t
oL
Lar ‘(v
} t
L 2 Re &)
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(b) Esist B:={z € C| 3Re(2)? = 2Im(z)? — Re(z?)}. Sei Re(z) = a und Im(z) = b,

(c)

dann 2% = (a +bi)? = (a® — b?) + 2abi & Re(2?) = (a? — b?) und Im(z?) = 2ab.
3a2 =20 —a? +1* < 4a®> - 302 =0
Es gilt b = i\/%a. Damit ist die Menge die Geraden b= —2a und b = \/%a.

V3
Im(2)
+
3 b-2a
b —%0«. 2 }6
2 i
1
N Re(z)

Wir konnen die Menge C' darstellen als C' = {a+bi € (C‘ b#0 N 1<§ = 2}.

a

Wegen 7>1>0 fiir a + bi € C sind entweder a und b beide positiv, oder beide
negativ. Es gibt also zwei Falle:

1. Fall: a >0 und b > 0: Dann gilt b < a < 2b.
2. Fall: a <0 und b < 0: Dann gilt 2b < a < b.
Damit konnen wir C' darstellen als
C’:{a—i-biEC! a >0, b>0undb<a§26}u
{a—i—biEC! a <0, b<0und Qb§a<b}.
Dies ergibt die folgende Flache, wobei die gestrichelte Gerade und der Punkt 0 nicht zu
C' gehoren.

T

2 | b Rel2)

e

Frischhaltebox ~

Aufgabe H 15. Elementares Rechnen ohne Taschenrechner
Vereinfachen Sie:

(a) 2a2a—:—(){_1' (b) a?+402-490—196 3(a+4).

a?—49
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Losungshinweise hierzu:

(a)
20°+a—-1 20(a+1)—a-—1
a+1 B a+1
:(2a—1)(a—|—1):2a_1.
(a+1)
(b)
o +4a® — 49a — 196 a(a? — 49 + 4(a® — 49)
— 4) = — 4
19 3(a+4) 219 3(a+4)
(a+4)(a? —49)
= — 4) = -2 4).
(o2 — 19) 3(a+4) (+4)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 16. Polarkoordinaten

—1
Es sei die komplexe Zahl z := —— gegeben.

(a) Bestimmen Sie |z| und arg(z).
(b) Es sei n € N eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie:

(i) Ist n durch 4 teilbar, so gilt 2" € R (d.h. der Imaginarteil von 2" verschwindet).
(ii) Ist n durch 8 teilbar, so gilt z* € R und z" > 0.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

1—i 1 1) V2 1

—_— ] = — 1l = — = ——.
R NV R L

Da Re(z) > 0 und Im(z) < 0 sind, kdnnen wir arg(z) wie folgt berechnen:

2| =

7
arg(z) = 2w — arctan (1) = 27 — % = Zﬂ

(b) Wie eben berechnet kénnen wir z wie folgt in Polarkoordinaten schreiben:

L)
(Cos (T{) +isin (777”)) | (1)

(i) Sei nun n € N durch 4 teilbar, d.h. es gibt ein k£ € N, so dass n = 4k gilt. Damit
erhalten wir

74k 7-4k
2= =2 (cos ( 1 W) +isin ( 1 F)) = 277 (cos (Tkn) + isin (Tkn)) .

2" € R folgt nun daraus, dass sin(7k7r) = 0 fiir alle k € N gilt.
(ii) Sei nun n durch 8 teilbar, d.h. es gibt k£ € N, so dass n = 8k gilt. Wir schreiben

Es ist

w3

2t =2

S 8k 24k _ (z4k)2‘

Wir haben aber oben gesehen, dass z** € R und z* = 0. Daraus folgt direkt die
Behauptung.

Bemerkung: Hierdurch lassen sich nun z'® und z'° wie folgt berechnen.

8= 7 (COS (7 'i87r) + 1sin (7 i&r))
1 631 .. (637
= m <COS (T) +1s1n (T))
V2 3T .. (3m
= 3—2 (cos (7) +181n (7))
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in Polarkoordinaten und

21 = g <cos (3;) + isin (%ﬂ)) = ;,/_25 0+1i-(=1)) = —ﬁi.

In ahnlicher Weise erhalten wir
7157 Lisi 7157
Cos isin
4 4
21 1057\ . . /1057
= cos{ —— | +1sm | —
2 2

51
\4/_ ™ .. (s
- 1_62 (COS (z) +isin (z))

la

in Polarkoordinaten und
15_\“/§<COS(W)+.S. (ﬂ))_{‘ﬁ V2 V2
© T 16 1) TP\Y)) T e\ 2 Ty | T

Aufgabe H 17. Komplexe Wurzeln und Nullstellen

Finden Sie alle komplexen Losungen, w, der folgenden Gleichungen.
(a) w®=—27 (b) w® + 32v/2i = 32¢/2

(c) w? —2isin(d)w —1 =0, wobei J € R ein Parameter sei.
Fiir welche ¢ ist w € R? Welche Werte kann w in diesem Fall annehmen?
Hinweis: Zur Berechnung komplexer Nullstellen diirfen Sie unser Zusatzmaterial verwenden.
Lésungshinweise hierzu:
(a) Sei z = —27i, dann ist
2] = V272 = 27

und wir erhalten damit

z=—=271=27(0+ (—1)i) = 27 (cos(p) +isin(y)), wobei ¢ = 37%

Nach 1.8.4 sind die 6-ten komplexen Wurzeln von z dann gegeben durch

6 3r 2wl .. (37 2wl . _
wl—\/2_7(cos(12+ 5 + isin 12+ 5 fuir 1€{0,1,2,3,4,5};
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oder

e
~
+
@
=
A~
u>|°“
~
~_
I
|
S
|
oS

(b) Sei z = 32v/2 — 32/2i, dann ist
2] = 32v2 + 2 = 64

und wir erhalten damit

2 = 32v/2-32V/2i = 64 (? + (—\/75) i> = 64 (cos(p) + isin(¢)), wobei ¢ = %

Nach 1.8.4 sind die 3-ten komplexen Wurzeln von 2z dann gegeben durch

3 Tm 2ml .. (Tm 27l ; _
w, = V64 (cos (E + T) + isin (E + T)) fur 1€{0,1,2};

o () 1= (3)
w, =4 (cos <% +isin (‘%)) = —2V2 — 2V/2i
(o

237 s 23
12 1sin 19

(c) Nach der Mitternachtsformel erhalten wir

oder

w0:4

N—

we = 4 ([ cos

Wy = % (21 sin(v) + \/—4 sin?(¥) + 4> = isin(¥) £ cos()

Wir haben reelle Lésungen (w € R) nur wenn sin(d) = 0, d.h., nur wenn J = 7k fir
k € Z. In diesem Fall ist w = cos(mk) = £1.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 22



4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 18. Faktorisierung reeller Polynome, Polynomdivision

(a) Gegeben sei das Polynom p(X) = X® —5X4 4+ 15X? +5X — 4.
Schreiben Sie p als Produkt von Linearfaktoren.

u reellen Zahlen a, b € erinieren wir die rFolynomrun tion ab - — urc
b) Zu reellen Zahl b € R defini ir die Pol funkti »: C — C durch
fap(X) =3X° +24X* + aX® - 33X% + b,

(i) Fir die Polynome f,,(X) und g(X) = X? + 9 bestimmen Sie die Polynome
Pap(X) und 745(X) mit fop(X) = pap(X)g(X) + 745(X), wobei r,,(X) klei-
neren Grad besitzt als g(X).

(ii) Fiir welche a,b € R ist das in (i) bestimmte Polynom 7,4(X) =07

(iii) Schreiben Sie fiir die in |(ii)| gefundenen Werte von @ und b das Polynom f,; als
Produkt von Linearfaktoren.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Durch Ausprobieren finden wir eine Nullstelle bei X = —1. Wir fiihren Polynomdivision
durch:
X5 —5X*40X3+15X? 45X -4 : (X +1)=X*"—6X3+6X2+9X —4
X5+ X4
—6X"+0X°+15X°+5X —4
—6X1-6X3
+6X°+15X*4+5X —4
+6X°+ 6X2
9X?* +5X —4
9X?* +9X
—4X -4
—4X -4
0

Fiir X* —6X3 +6X2 +9X — 4 finden wir erneut durch Ausprobieren die Nullstelle
X = —1 und Polynomdivision liefert:

X4—6X34 6X2 49X —4 : (X +1)=X3—7X2 413X —4

X4+ X3
—7X?+ 6X% + 9X —4
—T7X3— 7X?

+13X%+ 9X —4

+13X2%2+13X
—4X —4
—4X —4
0

Fiir X3 — 7X? + 13X — 4 finden wir erneut durch Ausprobieren die Nullstelle X = 4
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und Polynomdivision liefert:

X3-7X?413X—4 : (X -4)=X?2-3X+1
X3 —-4X?
—3X?+13X -4
—-3X?+12X
+ X —4
+ X —4
0

Wir finden die Nullstellen von X2—3X+1, indem wir die Mitternachtsformel verwenden:

3++5
o

X:%(3i\/9T4):

Nun konnen wir p als Produkt von Linearfaktoren schreiben:

p(X) = (X +1D}X —4) (X_3+\/5> (X_g_\/g>

2 2

(b) (i) Wir fiihren Polynomdivision durch:

3X0+0X°+24X*+aX3—-33X*+0X + b : (X?+9)=3X"-3X?4+aX -6
3X6+0X°+27X4
—3X* +aX?-33X’+0X + b
— 3X* +0X3-27X?
aX’—6X2+0X + b
aX?+ 0X? +9aX
—6X% —9%aX+ b
—6X?% +0X — 54
—9aX+b+ 54

Daher ist f,5(X) = pap(X)g(X) + rep(X), wobei p,p = 3X* —3X? +aX — 6
und 744(X) = —9aX + b+ 54.

(i) 7op(X)=—-9aX +b+54=0=0a=0und b= —54.

(iii) Essind fo_54(X) =3X®+24X*—-33X2—54 und py_54(X) =3X*-3X?—6 =
3(X*— X% —2). Fiir pos4 liefert die Mitternachtsformel X2 = 2(1++/1+8) =2
oder —1. Die Nullstellen von p sind daher X = /2, X = —v/2, X =i und
X = —i.

Als Produkt von Linearfaktoren:

Po—sa(X) = 3(X +1)(X —1)(X +V2)(X —V2).
AuBerdem ist g(X) = X2 +9 = (X + 3i)(X — 3i). Zusammen haben wir

fo—5a(X) = 3(X +1)(X —i)(X + V2)(X — V2)(X + 31)(X — 3i).
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Aufgabe H 19. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die Folgen jeweils auf Monotonie und Beschranktheit. Bestimmen Sie gege-
benenfalls eine obere Schranke, eine untere Schranke bzw. beides.

o (D) @G, e ()

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir betrachten die Folge (a,)nen mit a, =1+ (—2£)". Fiir k € N gilt

e

und (g)n < % fir n € N. Daher ist % =1- % < a, < 1 fiir ungerade n. In 3hnlicher

2k —1
2k

arjeout|wo

Weise ist 1 < a, <1+ (%)2 = % fiir gerade n. Insgesamt stellen wir fest, dass die
Folge (an)nen beschrankt ist mit untere Schranke 2 und obere Schranke 32.

Die Folge (an)nen ist nicht monoton, da sie zwischen Zahlen groBer als 1 und kleiner

als 1 hin und her springt. Z.B. sind die ersten Folgenglieder %, %, %.
(b) Wir betrachten die Folge (b,,),,>3 mit b, := (n?’fnl), Die ersten Folgeglieder sind 27, 27 8L,

Zunichst bemerken wir, dass b,, immer positiv ist, daher ist 0 eine untere Schranke der
Folge (by)n>3. Wir untersuchen die Folge weiter, indem wir die Differenz b,.; — b,

betrachten:
3n+1 3n 3n
bni1 — by oy TR oy 3—n) =0 firnz=3
) <0 fiir n =2 3

Damit ist die Folge (b,,),>3 (nicht streng) monoton fallend, da b1 < b, fiir n = 3 gilt.
Da die Folge monoton fallend ist, ist die obere Schranke gleich dem ersten Folgemitglied
bg - %

(c) Wir betrachten die Folge (¢;)neny mit ¢, := % Fir k € N gilt

n242
T n =2k

{ —(n*+2) n=2k—-1
Cp =

und 27" > 1 fiir alle n € N. Daher ist ¢, < 0 fiir ungerade n und ¢, > 0 fiir gerade
n. Die Folge (¢, )nen ist nicht monoton, da sie zwischen positiven und negativen Zahlen
hin und her springt, z.B. sind die ersten Folgenglieder —3, g, —11, é—?, —27.

Die Teilfolge (cor—1)ken ist streng monoton fallend(*) und hat keine untere Schranke.
Die Teilfolge (cax)ren ist auch streng monoton fallend(**), daher ist ihre obere Schranke
gleich dem ersten Folgemitglied ¢, = g.
Insgesamt stellen wir fest, dass die Folge (¢, )nen nach oben beschrankt ist mit obere

Schranke g.

(*) (car—_1)ken ist streng monoton fallend:
Sei (dy)nen = (Cok—1)ken. Wir untersuchen die Monotonie, indem wir die Differenz
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dyp+1 — d,, betrachten:

dpi1 —dp=—((n+1)*+2)+ (n*+2) = —n*—2n—3+n*+2
=-2n—1<0 firallen e N.

Damit ist die Folge (d,)nen = (cok—1)ken streng monoton fallend, da d,1 < d,, fiir
n € N gilt.

(**) (cak)ren ist streng monoton fallend:
Sei (en)nen = (Cor )ken - Wir untersuchen die Monotonie, indem wir die Differenz e, 1 —

e, betrachten:
(n+1)2+2 n?+2
En+1 — €Ep = o
an+2 _ ont+l _
—1)(n*+2n+3) — — )(n” +
2n+1 1 2 9 3 2n+2 1 2 2
(2n+1 — 1)(27+2 — 1)
B 2”“(712 +2n+3) — n?—9n—3— 2”+1(2n2 +4) +n?+2
= (2n+1 _ 1)(2n+2 _ 1)
2?4 2n—1)—2n—1
- (2n+1 _ 1)(2n+2 — 1)
<0

-1 —2n—1
- (2n+1 . 1)(2n+2 . 1)

"

<0 firallen &N.

-~

>0

Damit ist die Folge (e,,)nen = (Car)ren streng monoton fallend, da e,,411 < e, fir n € N
gilt.
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Aufgabe H 20. Mengen
Skizzieren Sie die Menge

Loésungshinweise hierzu:

p Frischhaltebox

M= {(z,y) eR*| 2°+¢° <9}ﬂ{(x,y) € R?

2+ (y+1)% 2

o
H,—/

|
R 3
Lo .
s ’)C“:ﬁ
' a {
r f . %
7 R o e
v S = = = LR - =
PO g A y
i G B BN 17 TV W
\ & XA |
A L b B T S TR 1 L
%t S
¥ T
“ ]
EX# |
\,—.’5-—T | T
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Monotonie und Beschranktheit. Geben Sie, falls
moglich, eine obere bzw. untere Schranke an.

(a) (n(sin(®527)") (b) (ﬂ) (c) (M)

en fen (2n)!

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir nutzen die 2m-Periodizitat sin(z + 27k) = sin(z) fir k € Z, um die Folge besser
zu verstehen. Es ist

sin ((2”+3>7T) ~sin (M . 27r)) . <(2n - 1)7r>

B {1 fir n = ungerade

= (-1

—1 fiir n = gerade

Insgesamt ist

(n(#577)) v
Also ist (an)n = (7).

Offensichtlich ist die Folge ist monoton und nach oben unbeschrankt, denn a; — oo
fir k — oo.
Eine untere Schranke ist hingegen durch 0 gegeben.

(b) Beachten Sie, dass jeder Term in der Folge positiv ist, da der Zéhler " —e™™ > 0 und
der Nenner €™ +¢e™" > ( ist.

Also erhalten wir

Ani1 _ en+l _ efnfl e 4 e eZnJrl +e— efl _ 672n71

an, en—i—l + e—n—l e — g1 e2n+1 —e+ e—l _ e—2n—1
A+e—e!
A—e+el’

mit A = 2t — =271,
Mit a,41,a, >0 und A+e—e ! folgt A—e+e ! > 0. Hieraus ergibt sich wiederum

mit e —e ' >0 > e ! —e, dass der Zihler groBer als der Nenner sein muss, und somit
an—i—l

ap,
Dariiber hinaus haben wir

> 1 gilt, die Folge steigt monoton.

e e " 1—e™2n
ay = = .
en — g1 1— e—2n
Da e 2" =% ( gilt, folgt a,, — 1, die Folge daher konvergent und somit beschrankt.

Mit e” +e™™ > e” —e ™ > ( ist eine obere Schranke durch 1 gegeben, eine untere
—1 .
durch a; = o=, da (@n)neny monoton steigt.
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2n+1 2n+ 3
Esi — (== = —— 1. Al
(c) Esist a, ( @) ) und a, 1 ((Zn—i— 2)!) S0,

2n+3 2n+1
on+2)1  (2n)!
2043 -(2n+1)2n+2)(2n +1)
B (2n +2)!
_ 2n+3—8n®—16n° — 10n — 2
B (2n +2)!

—8n3 — 16n* — 8n + 1

(2n +2)!
1—8n(n+1)2

— 0
CEDR

da 8n(n+1)*> > 1 fiir n = 1. Folglich ist die folge monoton fallend, womit eine obere
Grenze durch a; = 3 gegeben ist. Da ferner 2241 > 0 fA;iir alle n gilt, ist die Folge

. ) . @nh) 7
auch beschrankt, eine untere Schranke ist beispielsweise 0.

Apty1 — Ap = (

Aufgabe H 22. Haiufungspunkte

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Haufungspunkte. Geben Sie jeweils zu jedem Haufungs-

punkt eine gegen diesen konvergierende oder gegebenenfalls eine bestimmt divergierende Teil-
folge an.

(@) (VIIn+1)— i) . (b) (22;—2_) @ R,
Lésungshinweise hierzu:

(a) Hier nutzen wir eine Standardumformung, wie sie auch im Skript zu finden ist, bei der
wir geschickt erweitern um die dritte binomische Formel verwenden zu kénnen.

B - - 11(n+1)—n
an = /11(n+ 1) — vn N

_ a0+
\/ﬁ(,/11+%+1)
v (10 + )

10 noee
> Vn—— "% to0
_\/_1—|-\/22

)

Damit ist die gesamte Folge bestimmt divergent gegen +o00, es liegt ein einziger, unei-
gentlicher Haufungspunkt in +o00 vor.

(b) Hierfiir gilt
B 2e" — 3e "
© 3e" 4 4en

—2
2 - 38 " n—oo
— 00—

= =
3+ 4e—2n 3

an

Damit ist gesamte Folge konvergent gegen —|—§, dies ist auch der einzige Haufungspunkt.
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(€) Esist (1+1)" = (V2)"(cos(Zn) + isin(%n)). Also ist Re(1 + 1) = 2% cos(Zn).
Somit ist (ay), = (cos(zn))n Aufgrund der Peridoizitat miissen wir nur die folgenden
Teilfolgen betrachten: .

(i) (asit1)ren, =
(i)
(iii)
(iv)

(
(
(
(v) (ask+s)ren, = i)keNO konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert
(
(
(

(¥2).cn, » konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert \f
) = (0)ken, , konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 0.
) (— %i)kENo konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert \f
agk+4)keN, = (—1)ken,, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert —1
) (= -2
) (
Jeny = (

(vi) = (0)gen, , konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 0.
(vii)
(viii)
Somit sind alle Haufungspunkte gegeben durch —1, —‘/75, 0, ‘/75 1, es gibt kein n € N
fiir das a,, nicht zu einer der obigen Teilfolgen gehort.

%)keNO konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert ‘[

ask+8)kenN, = (1)ken,, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 1.

Aufgabe H 23. c-Kriterium

Berechnen Sie jeweils den Grenzwert a der nachstehenden Folgen (a,),en und geben Sie
jeweils speziell fiir ¢ = 1078 ein n. € N an mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > n..

1 \* n® — 64
b) a, = ——
(@) a, = 1000 — 2999(1000) (b) a 573

Hinweis: Teleskopsummen!

Lésungshinweise hierzu:
(a) Anhand der Teleskopsumme l3sst sich dies leicht erkennen, es gilt

1 k k 1 k—1
= 1000 (1 — 1000 = 1000 —(—
+Z )(1000) +Z (1000) (1000>

k=0 \ ,

=:by,
1 \" 1 \* 1 \"
=1 _ —
000 + <1000) (1000) <1000>

Damit ist — siehe 2.5.8 — lim a,, = 0. Es ist

n—oo

|
lan| <107 & 107" <107 < 3n>18< n>6.

Also konnen wir zum Beispiel n. = 10 wahlen.

(b) Esist
B n3 — 64 1 64
= Tors T T o7 T 9
Damit ist
1 64 1 1
lima,=1lm { = ——-—-—
1 64 | 1 r | 1 1
T 2727 W abeen nbeon T o7
——

=0
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64 64 4
10718 10718 '/ — - 1018 = = . 106,
< = 27m3 < = n > o7 3

Da % < 2 ist, ist zum Beispiel n. = 2000000 eine geeignete Wahl.

Es gelte
1

p — —

27

Aufgabe H 24. Konvergenz

Untersuchen Sie jeweils die Folge (a,)nen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grenzwert.

(a) an—202 NG () an=n" (n"—(n+1)")

2n  sin(n) sin(n®+1) 2n+1

b) a,=(-1)"{/ = d) a, =
Losungshinweise hierzu:
(a) Fir n € N gilt
100n* —25 (100 —5)(10ny/n +5) _ W0nyin+5 o 5
ap = = =5n +——.
20n% — 10v/n  2v/n(10nyn — 5) NG NG
=:bp, N’
Die Folge (¢,)nen konvergiert gegen Null: Fiir ¢ > 0 gilt
) )
— 2o — 2
2yn = FT 92 ="
es existiert also zu jedem ¢ > 0 mit N, = {%w ein N. mit |a, — 0| < ¢ fiir alle

n > N.. ([-] ist hierbei die obere GauBklammer, welche einer reellen Zahl r die kleinste
ganze Zahl k zuweist, welche groBer 7 ist: [r] =min{k € Z| k = r}.)
Insbesondere gibt es ein N, so dass |¢,| < % fiir alle n > N und somit

1
b, + ¢, >bn— =

2
gilt. Fiir jedes s € R existiert ein Ny mit
s+ 1

3 2 <N, <n

fiir alle n > N, (Unbeschrinktheit der natiirlichen Zahlen), insbesondere gilt fiir alle
n > N = max{N,;, N}:

1
bn+cn>5n—§>s

die Folge (a,), ist bestimmt divergent.
Alternativer Losungsweg:
Alternativ lasst sich die Divergenz auch mittels der Abschatzung

=bn+—— 2
n+ 2\/_ n
aus Lemma 2.5.5 und Beispiel 2.4.12(1) folgern.
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(b)

(c)

(d)

Wir konnen die Folgenglieder schreiben als

y = (—1)”@+ Smén) = (—%) V23 + Sm( ) bt

mit b, == (—21)" ¥2¢/n und ¢, = M Wir untersuchen nun separat die Folgen
(bp)nen und (cn)neN auf Konvergenz.

Da ‘—l‘ < 1, folgt mit Beispiel 2.5.8.1, dass lim (—5) = 0. Mit Beispiel 2.5.7

n—oo
erhalten wir zudem lim /2 =1 und aus Beispiel 2.5.10 schlieBlich lim /n = 1. Mit
n—oo n—oo
den Grenzwertsatzen 2.5.3 folgt somit insgesamt lim b, = 0.
n—oo

Betrachten wir nun (c,),en. Wir erhalten wegen —1 < sin(n) < 1 fiir alle n € N die

Abschatzung
sin(n)

IA
S

SN
A

n
Da lim —% = lim % = 0, folgt mit dem Sandwichsatz 2.5.6, dass lim w =0.

n—oo n—oo n—oo

Mit den Grenzwertsdtzen 2.5.3 folgt damit schlieBlich

lim a, = lim b, +hm ¢, =0+0=0.

n—oo n—oo

Somit ist (a,)nen konvergent.

_n2 \"
Hier a, =n = (n" — (n+1)") = n'/n (1 — <n+ ) ) i= bpCp,

n

1 n
wobei b, = n*" und ¢, = (1— (n—i— ) ) fir n € N.

n

1 n
Wir haben lim b, = lim n'/* = 1 und lim ¢, = lim (1— (n+ ) ) =1-—e¢e,

n—o0 n—oo n—o0 n—oo n

dabei haben wir die Tatsache ausgenutzt, dass

. 1
lim n» =1
n—oo

\" 1\"
lim (n—i— ) = lim <1—|——> e
n—o00 n n—oo n

gelten. Damit folgt lim a, =1 —e.
n—oo

und

Wir schreiben die Folgenglieder als

sin(n®?+1)  2n+1
_I_

:bn n
n?+1 ™ te

n:

sin(n® + 1)

n?+1
und (¢ )nen auf Konvergenz.

mit b,, = und ¢, = % Wir untersuchen nun separat die Folgen (b,,)nen

Betrachten wir nun (b,,),en. Wir erhalten wegen —1 < sin(n®? +1) <1 firalle n € N
die Abschatzung
1 _sin(n?+1) 1
n+1~ n24+1 T n’+4+1

IN
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1

Da lim ——— L

sin(n?+1) —0.

= lim = 0, folgt mit dem Sandwichsatz, dass lim

n—00 *+1 n—roe M2 +1 n—oo MH1
. . 2 1 2 . . N
Fir ¢, gilt ¢, = — 4+ — — — fir n — oo. Mit Satz 2.5.3 folgt damit lim a, =
s ™™ m n—00

lim b, + lim ¢, = 2.
n—00 n—o00 7T

- Frischhaltebox

Aufgabe H 25. Teleskopsummen

15
(a) Berechnen Sie ’;1 ((k—&2)2 - (k—&3)2>'

99
(b) Berechnen Sie kZ::l (x/hi/ﬁ)

Wir erwarten nicht nur das Ergebnis sondern auch einen nachvollziehbaren Rechenweg,
der die Teleskopsummenformel mit einbezieht.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir haben

15 1 1 1 1 ) . .
;((k/’+2)2_ (k‘+3)2> - (1+2)2 - ((15+1)+2)2 25—@:@.

(b) Wir haben

i( 1 )_99 Vi - VE+1
= \Vek+vE+1) S \WEk+VE+DWVE—VE+])

|
/N
o

F1-VE) = (VI +1 - V1)

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 33



R. Adarbeh, A. Aulbach,

R. Barthwal, Y. Cheng 6. Gruppeniibung zur Vorlesung

L ' o . M. Stroppel
R.A. Lainez Reyes, Hoéhere Mathematik 1
R. Schmahl

Wintersemester 2024

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 26. Sandwichsatz
Bestimmen Sie mit Hilfe des Sandwichsatzes die Grenzwerte der folgenden Folgen:

(@) (Ver+m) © ( n? + 5sin(n) >

3n? — 4 cos(n)

(e I e

Hinweis zu (b): Nutzen Sie fiir die untere Abschatzung Bernoulli.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten 2 < e <3 <7 und somit

Ve +an > /ar=7x und Ver+an < V2-mn=2r > 1 fiirn — .
Mit dem Sandwichsatz folgt daher lim {/e” + 7" = 7.
n—oo
(b) Wegen n? —4n —51=(n—2)2-91=16—-9.1>1 > 0 fiir n > 5 folgt direkt

1 n
l—-————— ) S1"=1.
( n2—4n—5.1) -

fiir n > 5. Weiter gllt T = —m = —m_2)+_gl 2 —é—? > —1 und daher fOIgt aus
der Bernoullischen Ungleichung
n 1
1—; :(1+x)”>1+m::1—+:1—#—>1
n2 —4n —5.1 = n? —4n —5.1 1—%—13312
fiir n — oo. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim (1 — my =1.
n—oo :
(c) Es gelten
n? + 5sin(n) > n?—5 _ 1-5 _)1 ind n? + 5sin(n) < n?+5 _ 1+ 5 _)1
3n? —4cos(n) ~ 3n2+4 3+ %5 3 3n? —4cos(n) ~ 3n2 -4 3-% 3
fiir n — co. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim ?ﬁ%m = %
n—oo
(d) Wegen 3(n + 1) + 4k = 3(n + 1)? folgt
3(n+1)2+4k — 3(n+1)2 3(n+1)? 3(n+1)2 2 6n+1

k=1 k=1

Eod

=1

fir n — oo. Weiter gilt fir £ < n

3(n+1)*+4k <3(n+1)*+4n = 3n* + 10n + 3
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und daher
i k S k B 1 . L 1 n(n+1)
= 3n+1)2+4k =~ 4= 302 +10n+3 30+ 10n+34="  3n2+10n+3 2
_ont+n 0 142 N
S 6n’+20n+6 6+2+L "6
fiir n — co. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim 377, ST = 6
Aufgabe H 27. Teleskopreihen
Bestimmen Sie die folgenden Reihenwerte:
1 - 1
a b
@ 2 e i ®) 2 G D

Hinweis: Schreiben Sie die Folge der Partialsummen als Folge (ggf. mehrererer) Teleskopsum-
men.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
1 1 (k+2VE - kVE+2
k+2VEk+kvEL2 (k+2VE+hvEL2 (k+2vVk— kv + 2
_ (k+2VE—kvVE +2
T (k+22% - k2(k+2)
 (k+2VEk—kVE+2
B 2k(k +2)
1 (VE VE+2
T2\ k k+2
1/1 1 1/1 1 1 1 1
:§<ﬁ_\/k+2):§<_k_ k+1)+§(\/k+1_\/k+2)
und daher

> 1 , "1/ 1 1 1 1 1
s et DVE bR Ts o <“§<_k_ \/k+1>+25(\/k+1_\/k+2>>

1. 1 1 ) 1. (1 1 > f V3
=—lm ( — — +-lm ( — — = — 4+ —.

(b) Es gilt

1

E k+1)k+2 k(k+2) (+D)k+2)
k+2)—k 1(k+2)—(k+1)

k(k+2) 2 (k+1)(k+2)

11 1/ 1 1
:§(E_k—+2) (k—H_k—H)
111 1 1
_§<E_k+1+k+2_k+1)
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und daher
SR S S (S N WO B P
k(k+1)(k+2)  2n50\1 n+l1 n+2 141/ 4
und daher
- 1 B i 1
(b +2)(k+3)(k+4) = k(k+1)(k+2)
B i 1 _22: 1
—k(k+1)(k+2) < k(k+1)(k+2)
Ll 1y
4 \6 24) 24
Aufgabe H 28. Geometrische Reihe
Sei x € (1,00). Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte:
> T\ \* > /1 = =< /22 —1\"
@ X (D)) »x(}) © > (5)
k=2 k=3 k=0
Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt
k k+2
= ™V = (V2 = (V2 1 1 1 V2
> (s (F)) —Z<7> —Z<7> b IEpv by Iab s
— k=2 k=0 2
(b) Es gilt
SNYA AN SRS e TN T 1
Z‘ :Z_ :_Z_ T4 1 LT 4434
k=3 (4) k=0 4) 4 k=0 (ﬂ) 4 1 41/4 4 4 /
4 dd g 11
S 16-43 2 2 (V2
(c) Wegen z > 1 gilt (3z —2) — (22— 1) =2 — 1 > 0 und somit |22=1| < 1. Daher folgt
i(2x—1>k_ I 3z — 2 _ 3r -2
= \3r —2 1-2= 3r-2-(22-1) z-1

Aufgabe H 29. Folgen komplexer Zahlen

Eine Folge komplexer Zahlen (z,),en konvergiert gegen z € C genau dann, wenn sowohl

lim Rez, = Rez als auch lim Im z, = Im z gilt.Gibt es kein solches z € C, dann nennt
n—oo n—oo

man die Folge (z,)nen divergent.

Untersuchen Sie die folgenden Folgen (a,)nen, (bn)nen, (¢n)nen und (dy,)nen auf Konver-
genz. Sie konnen dabei ohne Beweis nutzen, dass 2.5.3, 2.5.4 und 2.5.8.1 auch fiir komplexe
Zahlenfolgen gelten.
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e (4 050

k=2

ni + 2n?
(b) bn:m (d) dn:min{lmw‘ w”:3+3\/§i}
Hinweis zu (d): Begriinden Sie zunichst, dass fiir jedes n und jedes ag € [O, %”) ein j €
{0,1,2,..n — 1} mit ayp 4—‘7'277r € (%71’ — %’T, %W + 27”) existiert.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Esist % = cos(%) +1isin(§) und daher infolge der Periodizitat

Re(aiok+;) = cos (%) fir alle K € No und alle j € {1,2,3,...,12}.

Wegen cos (%) = \/\“Egi # —1 = cos (% . 6) hat die Folge (Re (%)n)neN mindestens

2 verschiedene Haufungspunkte und kann damit nicht konvergieren. Die Folge (a;)nen
divergiert also.

(b) Es gilt

ni+2n*  (ni+2n?)((Tn?)i+3)  (14n* + 70 + 3n)i — ™’ + 6n°

—(Tn?)i—-3 4904 +9 49n* +9
-I+5 Z4+Ii14 4. 2

+ -2
549 5o 9 "7
—_—  —,

—0 _14
710

fir n = oo.

(c) Mit g := 33—Ji1 gilt, wie fiir reelle Zahlen, analog zu Beispiel 2.8.5

iq’“= L _ 1 4 q"
— l—q¢ 1-q 1-q¢ 1-—¢

und es geniigt die Folge mit Folgengliedern ¢, := ¢ = (33—J;)n auf Konvergenz zu
untersuchen. Dazu berechnen wir
"_‘31_3_3_3<i_1
T334 T 1341 VO+r1 V0 0

und wegen 2.5.8.1 folgt daraus lim ¢, = 0. Insbesondere folgt damit

n—oo
3 - 1 1 () 99 27
quzzqk+2:q2 _ q RN _ 3+13_ __ P .
== k=0 l—q "1—g~= 1-q¢ 1-g5 130 130

(d) Wir zeigen zunichst: Fiir alle n existiert ein j € {0,...,n — 1} mit

2mj 3 2 3 2m
ay+—~€|l=zn——, =1+ — ).
n 2 n' 2 n
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6. Gruppeniibung
Ist n =1, kommt nur j = 0 in Frage und die Behauptung folgt wegen
2m T 7
0,— )< |(—=,=
e ) e (57)
Fir n > 1 nehmen wir an, die Behauptung sei falsch, das heiBt, kein o; = g +
liegt in dem Intervall ( m— 2” ‘37r + 2”) Wegen

27rj

2 —1 3 2 3
aO+M§— ——7r<:)a0<—7r—27r<0
2 n 2
folgt einerseits v, = 3 , andererseits gilt
2 3 2
n 2

Damit existiert ein kleinstes j mit a; < %7? — 7” fiir welches insbesondere 7 <n — 1
gilt. Nach der Annahme gilt o1 = %7‘(‘ + %’r und somit:

Dies ist ein Widerspruch, mindestens ein a;; muss im Intevall (37 — 2% 271 4+ 2T) liegen.

Es gilt |3 + 3v/3i| = v/9 + 27 = V/36 = 6 und damit
. VARRVE] T . (T
3+3\/§1—6<——|—1— —6<cos<§>+1sm<§>).

2 2

Die n-ten Wurzeln wy, ..., w,_1 von 3+ 3v/3i sind daher gegeben durch

2 2
wj:(L/é COS l—f—j—w + isin l—l—j—ﬁ .
3n n 3n n
Der Imaginarteil einer solchen Wurzel ist
, 2
Imw; = V/6 sin < T +j—7T>
an

Damit koénnen wir d,, darstellen als
2
d, = {L/émin{sin(l—i-j—w) ’ JE€ {0,...,n—1}}.
3n n

Insbesondere haben bekommen wir fiir n > 1 infolge der Monotonie der Sinusfunktion
) mit unserer Hilfsaussage

auf(w—@,%ﬂ} und[ﬁ s+
3 2 3 2
d, < V6 max < sin 7T+—7T ,sin om_ T
2 n 2 n
( 3\
3 2 3 2
= /6 max { sin —W—i——ﬂ , sin or _ A — -1,
~~ 2 n 2 n
—1 ~~ ~~
N —0 N —0 ,
L 1 NG J
Seite 38
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fiir n — 0o und wegen cos(z) = —1 fiir alle x € R
—1<d, £6 — —1 fir n— .

Mit dem Sandwichsatz folgt daher lim d, = —1.

n—oo

p Frischhaltebox

Aufgabe H 30. Komplexe Zahlen, Polarkoordinaten

Ordnen Sie die Zahlen {6 — 5i, —8+ 5i, 3.1+ 4i und —8 — 3i} jeweils ihren ndherungsweise
angegebenen Argumenten und Betragen zu:

arg(z) € {0.2907, 0.8227, 1.1147, 1.7797}
2] € {5.06, 7.81,8.54, 9.43}

Loésungshinweise hierzu: Es ist

6 — 51| = V62 +52=+/36+25=1+51=7<|6—5i <8
| —8+45i| = V& +52=v64+25 =90 =9 < | —8+5i| < 10
3.1 +4i] = V3.124+ 42 = v/9.61 + 16 = v25.61 = 5 < [3.1 +4i| < 6
| -8 —3i|l=V& + 32 =64 +9=VT3=8<|-8-3i] <9

Komplexe Zahlen mit positiven Real- und Imaginarteil liegen im 1. Quadranten der kom-

plexen Ebene, das Argument der komplexen Zahl liegt also zwischen 0 und 7. Somit ist

0 < arg(3.1 + 4i) = 0.2907 < 7. Analog folgen arg(6 — 5i) ~ 1.7797 (4. Quadrant),

arg(—8 4 5i) ~ 0.8227 (2. Quadrant) und arg(—8 — 3i) ~ 1.1147 (3. Quadrant).
Somit haben die komplexen Zahlen ndherungsweise die folgenden Polarkoordinatendarstellun-
gen:

1.7797))
0.8227))
0.2907))

)

6 — 5i ~ 7.81 (cos(1.7797) + isin
8+ 5i ~ 9.43 (cos(0.8227) + isin
3.1+ 4i =~ 5.06 (cos(0.2907) + isin
(cos( )

—8 — 31 =~ 8.54 (cos(1.1147m) +isin(1.1147

A~~~ I~
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31. Untervektorrdume
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(@) Uy :={(z,y) eR?*| 0= 2 <2,y <0} ist ein R-Untervektorraum von RZ.
(b) U:={p:R—=R:z+> az®+bz*+cx+d| a,b,c,decR} istein R-Untervektorraum
des R-Vektorraums Pol R aller Polynome mit reellen Koeffizienten.
(c) Us = {z eR"| (z|y) =(x|2) =0} fiir festen Vektoren y,z € R" ist ein R-
Untervektorraum von R".

(d) Us:={z € C| Im(2) + Re(z) = 0} ist ein C-Untervektorraum von C.

Losungshinweise hierzu:
(@) (i) Seien (z1,91) = (1,0) € Uy und (z2,y2) = (1,0) € Uy, dann ist (z1,y1) +
(x2,72) = (2,0) € Uy, da 2 < 2 gilt nicht.
(ii) Seien (z,y) = (1,0) € U; und s = —1 € R, dann ist s(z,y) = (—1,0) € U; .
(iii) Es gilt (0,0) € U,
Kriteria (i) und (ii) sind nicht erfiillt. Daher ist U; kein R-Vektorraum.
(b) (i) Seien f(x) = a1x®+bi2*+c1x+dy € Uy und g(x) = agx® +byx®+cox+dy € Us,
dannist (f+g)(z) = f(x)+g(z) = (a1+ag)z3+(by+b)x?+(c1+co)x+(di+ds) €
Us.
(ii) Seien f(z) = ax®+bzx* +cxr+d € Uy und s € R, dann ist (sf)(z) = sf(z) =
sax® + sbx® + scx + sd € Us,.

(iii) Das Nullpolynom, also der Nullvektor des Vektorraums Pol R, besitzt Grad —oo <
3 (Definition 1.8.11), daher liegt der Nullvektor von PolR in Us,.

Alle Kriteria sind erfiillt. Daher ist Uy ein R-Vektorraum.

(c) (i) Seien z; € Us und 5 € Us, dannist z1 + 25 € Uz, da (@1 + 22| y) = (@1 |y) +
(o |y) =04+0=0 und (z; +x2|2) = (x1]2) + (22| 2) =0 gelten.

(ii) Seien z € U; und s € R, dannist sz € Us, da (sz|y) =s(x|y) =s-0=10
und (sx|z) =s(x]|z) =0 gelten.

(iii) Esgilt (0,0,...,0) € Us, da ((0,0,...,0)|y) = ((0,0,...,0)|2) = 0.

Alle Kriteria sind erfiillt. Daher ist Uz ein R-Vektorraum.

(d) (i) Fir 2z = 2 +yi,w = u+vi € Uy gilt Re(2) + Im(z) = 2 +y = 0 bzw.
Re(w) +Im(w) =u+v=0.Da z+w = (z+u)+ (y +v)i ist, gilt Re(z+w) +
Im(z+w) =2+ u+y+v=0 und folglich z +w € Uy.

(ii) Fir z =2 +4+yi € Uy und s = a+bi € C gilt sz = ax — by + (bx + ay)i und
damit Re(sz)+Im(sz) = ar —by+br+ay. Da z:=1—1i€ Uy und i € C gilt,
aber iz=1+1¢ Uy ist (, weil Re(iz) + Im(iz) =14+ 1 =2 #0), kann Uy kein
C-Vektorraum sein.

(iii) Es gilt Re(0) + Im(0) =0+ 0 = 0 und folglich 0 € Uy,.

Kriterium (ii) ist nicht erfiillt. Daher ist Uy kein C-Vektorraum.
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Aufgabe H 32. Skalarprodukt
Sei Poly R := {Z?:o ;! ‘ a; € ]R}. Betrachten Sie das folgende Skalarprodukt auf Pol, R:

B
(p|q) :/ p(z)g(x)dx fir p,q € PolyR und 5 > 0.
0

Gegeben seien die folgende Polynome: py(z) =22 — 2 — 1, po(z) =22 — 1.
(a) Bestimmen Sie |p1|?, |p2|> und (p1|p2).
(b) Fiir welche 5 ist (p;|p2) =07
(c) Sei nun B = 1. Bestimmen Sie ¢; € R und ¢y # 0 so, dass das Polynom ¢(z) =
322 + c1x + ¢o die Gleichung |g — pa|? = |q]* + |p2]? erfilllt.

Losungshinweise hierzu:
(a) Mittels Integration folgt

B B
|p1|2=<p1|p1)=/ (ﬁg—w—l)dez/ =23 — 2 — 2+ 1dx
0 0
1

= 258 =B - B 4B

B 8 4
|p2|2=<p2|p2):/ (2x—1)2dx:/ 4x2_4x+1d$:§53—252+5.
0

0

B B 1 1
(p1|p2):/(a:z—x—l)(Qx—l)da::/ 2933—3:B2—:)3+1dx:554—53—5524-5.
0 0

(b) Esist
(pilpe) = 5P~ 8~ 262+ 5= 0 (8 287~ B +2)
=20 (@ -p-2)
=2 nE-206+1)

Da das Skalarprodukt nur fiir 5 > 0 definiert ist, ist (p; | p2) = 0 nur wenn 8 =1 oder
B=2.

(c) Zuerst bemerken wir, dass |q¢ — p|* = |q|* + |p|* — 2{q|p) und damit |¢ — p|* =
lq|*> + |p|* & (q|p) = 0. Daher suchen wir nach ein Polynom ¢(x) = 32% + c17 + ¢,
das (q|pa2) = 0 erfillt. Es ist

(q|p2) = /0 (32% 4+ c12 + ¢o)(2x — 1) d =

1

= / 62° + (2¢; — 3)2® + (2¢co — 1)z — cpd
0

3 201 -3 200 — C1 1 1

2

= + 3 + 5 _COZ§+661'

Die Gleichung (¢ |p2) = 0 genau dann gilt, wenn ¢; = —3. Die Konstante ¢, darf eine
beliebige reelle Zahl sein. Daher ist z.B. 32? — 3z + 1 ein Polynom ¢, das |p — ¢|* =
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P2+ |q|? und co # 0 erfiillt.
Alternativ:
Es ist

g — o> = (¢ —p2lq—p2)
1
:/ (32% 4 (c1 —2)x 4+ o+ 1)*dx
0
(

1
= / 92% 4+ 6(c; — 2)2® + (6co + 6 + (c1 — 2)*)a® +2(c; — 2)(co + D + (co + 1)*dz
0

9 3 4 4
= — (01—2)+2CO+2+$+0100—|—01—200—2—|—c(2)+200+1
5 2 3
) 1 T o+ G qet
5 3 601 Co 3 CoC1 Co>
lal> = (q|q)
_/(3x2+clx+60)2dx
0
1
:/9x4+6clx3+(600+c§)x2+20001x+cgdx
0
L NS S
—5 9 Co 3 CoC1 CO
) e v 20+ D hcer +
=—-+ =c co+ — + coep + ¢
5T oa 0t 3 F Gt G,
4 1
Ipa|* = ——2+1:§.

Wir wollen |q — p|? = |q* + |p|?, also

OIS SO SPOTIL (FPAVNIID: SUR UL FASTIP AL SIPOE e
- — -+ —c o+ = +cocr + ¢y ==+ =c co+ = +coer +ch+ =
5 3 61 0 3 0¢1 0 5 21 0 3 0C1 0 3
:>—1+Zc—§c
6' 2"
>
:>—1:601:>01:—3,00€R.

Daher ist z.B. 322 — 3z +2 ein Polynom ¢, das |p—q|? = |p|* +1q|? und ¢y # 0 erfiillt.

Aufgabe H 33. Ebenen und Geraden

1 4 3 2
(a) Gegebenseieng=| 0 | +R 3|, hy=[—-4|+R|[y]|], 7R
—2 3 0 1

(i) An welchem Punkt schneiden sich die Geraden? Bei welchem ~ ist dies der Fall?
(ii) Bestimmen Sie die Ebene , die die Geraden g und h. enthilt.

(b) Gegeben seien die Punkte A = (5,3,1), B = (7,10,2), C' = (9,6,4). Berechnen Sie
(i) den Umfang des Dreiecks ABC'.
(ii) den Kosinus jedes der Innenwinkel des Dreiecks.
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Losungshinweise hierzu:
(@) (i) Die Geraden g und h schneiden sich wenn es A\, i € R gibt mit

1 4 3 2

Ol +A3]|=|—-4]|+nply

-2 3 0 1
4 -2 -2 0
A3 +ul—]+ 4 |=1]0
3 —1 -2 0

Aus den ersten und dritten Zeilen erhalten wir 4\ — 2y —2 —6A+2pu+4=0=
—2XA+2 =0 = X = 1. Setzen wir dies in die dritte Zeile ein, so ergibt sich u = 1.
SchlieBlich setzen wir A = p = 1 in die zweite Zeile ein, so ergibt sich v = 7. Also
schneiden sich die beiden Geraden genau dann im Punkt (5,3,1)", wenn v = 7.

(ii) Da eine Ebene, die sowohl ¢ als auch h enthilt, insbesondere g enthalten und zu
h parallel sein muss, ist der einzige Kandidat die Ebene

1 4 2
E=10|+R{[3]+R
-2 3 1

Wenn nun irgendein Punkt von h in E' liegt, so liegt ganz h in E. Die Geraden ¢
und A sind nicht parallel, da die Richtungsvektoren linear unabhangig sind. Daher
liegen g und h genau dann in einer Ebene, wenn sie sich schneiden, d.h. nur wenn

v=T:
1 4 2
E=|10]+R[3]+R|7
-2 3 1

(b) (i) Die Kantenlangen sind gerade die Langen der Vektoren Aﬁ, AC und BC:

7 5 2

4B =|{10] = [3]|=||7| =vZ+7 T =Voi=3V5
2 1 1
9\ (5 4

AC =6 = [3]|=|[3]|=vET3 =31,
1) \u 3
9 7 2

BE = |[6] - [10]]|=|[-4]| == vZF+2 T2 =v2i=2VG
4 2 2

Der Umfang des Dreiecks ist daher V34 + 56.
(i) Wir bezeichnen den Winkel bei A mit «, den Winkel bei B mit 5 und den Winkel
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bei C' mit . Dann ist

2\ | /4
(0IE)
apiacy  \\iJ1\3)/ 32 16
V6-v34 o 3-2V3V1T 35T

|
BRI <(})(§> » 1
[

3v6  6-6 18
—4
—3
-3

).

6-v34 22317 251

Aufgabe H 34. Lineare Unabhangigkeit und lineare Hiille
(a) Sei w; =(3,—1,2) € R3 und wy, = (—10,3,6) € R3.
(i) Sind w; und wy linear unabhangig?
(ii) Zeigen Sie, dass u = (—8,2,20) € L(wy,wsy) gilt, aber v = (24,-8,3) €
L(wq,ws) gilt nicht.
(b) Gegeben seien v; = (1,1, 1+1), vg = (1 +3i,4 + 2i,5i), v3 = (2—1,—i,3) € C3. Sind
v1, V9, v3 linear unabhingig, wenn man C? als C-Vektorraum betrachtet?
Lésungshinweise hierzu:

(@) (i) Die Vektoren w; und wy sind linear unabhangig, wenn ajw; + asws = 0 nur gilt,
wenn a; = oy = 0. Es ist

30(1 — 100&2 0
arw; +oawy = | —a14+3a2 | =10 =120 =0=ay=0= a1 = 0.
201 + 6ag 0
Daher sind w; und ws linear unabhangig.
(ii) Es gilt

12 — 20 -8
dur 4+ 2wy = | —44+6 | = | 2
8+ 12 20

Damit ist u € L(w;,ws).
Angenommen v € L(wq,ws) dann gibt es a;, s € R mit v = ayw; + aswsy, d.h.

3061 - 100[2 24
—o1 + 3(1/2 = —8
2041 + 6042 3

Aus den ersten und zweiten Zeilen erhalten wir 3a; — 10y — 3y + 3 - 3y =
24 —8-3 = —an = 0. Setzen wir dies in die dritte Gleichung ein so folgt a; = %
Setzen wir ay = 0 jedoch in die zweite Gleichung ein so folgt a; = 8 # % Damit
ist gezeigt, dass unsere Annahme v € L(wy, ws) nicht gilt.
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(b) Um zu zeigen, dass vy, vy, vz linear (un)abhangig sind, betrachten wir cjv; + covg +
c3v3 = 0 mit cg, c9, c3 € C. Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

a+1+3)c+2—-i)c=0
ic; + (4 + 21)02 —ic3 =0
(1 + i)Cl + 5102 + 303 =0

Aus der zweiten Gleichung gewinnen wir ¢; = ¢3 — (—1)(4 + 2i)ca = ¢35 + (=2 + 4i)co
Setzen wir dies in die erste Gleichung ein, so ergibt sich

Cg+(—2+41)C2+(1+31)02+(2—1)63 =0= (—1+71>C2+(3—1)03 =0
1-7i
3—1

= C3 = = (1 — 21)02

Dies ergibt dann ¢; = (1 — 2i)es + (—2 + 4i)ce = (—1 + 2i)co. Einsetzen in die dritte
Gleichung liefert schlieBlich

(1+1)(=1+ 2i)cy + bica +3(1 = 2i)ca =0 = (=3 +1)ea+ (3 — i)y =0 < 0 = 0.

Das bedeutet (—1 4+ 2i)covy + covg + (1 — 2i)cov3 = 0 Ve € €. Damit sind vy, vy
vs linear abhangig. Insbesondere kann man ¢; = —1 4 2i,¢o = 1,c3 = 1 — 2i oder
c1 =5H,c0 =1+ 2i,¢c3 = —5 wahlen.

p Frischhaltebox \

Aufgabe H 35. Summen

15 n+2 n| 22 n— j
Vereinfachen Sie soweit wie moglich: = Z (Z ) :

(j—2)(n—j7+2)!

Lésungshinweise hierzu:

n—+2 . 22 n—j 1 15 n |
—Z > G2 =3 T ) (k= -2
(7 —2)(n—j7+2) 8 £ \ e kl(n — k)]
15 n n+k
1 n 1
ZEO6)
n=0 k=0
-8 k)\2 2
n=0 k=0
15 n
1 1 1
(1.3.5 Binomischer Lehrsatz) = Z (5 + Z)
n=0
-2 ()
8§ £~ \4
11— ()" 1 16
(2.8.4 Geometrische Reihe Beweis) = ——(42 =-11- 3 :
8 1-% 2 1

L
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 36. Vektorraum der Polynome

Es sei Poly R die Menge aller reellen Polynome p mit Grad kleiner oder gleich 2.

(a) Verifizieren Sie, dass Poly R ein Untervektorraum von Pol R ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Polynome p;(X) =3X%+2X +6, po(X) =X —1 und
p3(X) = X% + X + 2 linear unabhingig sind.

(c) Stellen Sie das Polynom ¢(X) = X als Linearkombination von p;, p; und p3 dar.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir miissen folgende grundlegenden Bedingungen fiir einen Untervektorraum priifen:

(i)
(ii)

(iif)

Das Nullpolynom, das durch p(X) = 0 beschrieben wird, hat den symbolischen
Grad —oo und ist somit ein Polynom vom Grad = 2.

Seien Py (X), P,(X) € Poly R. Dann kdnnen wir diese Polynome schreiben als P; (X))
G,ZX2 + CLlX + ag, und pQ(X) = b2X2 + le + b() mit ag,al,ag,bl, bg,bg € R.
Die Summe

p1(X) + pa(X) = (az + b2) X + (a1 + b1) X + (ag + bo),

ist wieder ein Polynom vom Grad hochstens 2. Daher ist die Menge Poly R unter
er Addition abgeschlossen.
Sei P(X) = ayX?+ a1 X + ag ein Polynom in Pol; R und ¢ € R ein Skalar. Das
Produkt

c-p(X)=c-aX*+c-a; X +c-ap,

ist ebenfalls Polynom vom Grad hochstens 2. Daher ist Pol, R auch unter Skalar-
multiplikation abgeschlossen.

(b) Um zu zeigen, dass die Polynome p;(X) = 3X? 42X 4+ 6, po(X) = X — 1 und
p3(X) = X% + X + 2 linear unabhingig sind, miissen wir zeigen, dass die Gleichung
c1p1(X) + copo(X) + c3p3(X) = 0 nur die triviale Losung ¢; = ¢o = ¢3 = 0 hat. Wir
schreiben die Linearkombination der drei Polynome:

0=c1(3X?+2X +6) + ca(X — 1) + c3(X* + X +2)
=301 X2+ 20;X +6¢; + 2. X — o+ c3X% 4+ c3X + 2¢3.

Nun ordnen wir die Terme nach den Potenzen von X, Die Gleichung lautet also

(3C1 -+ Cg)X2 + (2C1 + co + Cg)X -+ (661 — Cy + 2C3) =0

Damit die Gleichung fiir alle X gilt, miissen die Koeffizienten jeder Potenz von X gleich
Null sein:

(i)
(if)

(iif)

Aus 3¢y + c3 =0 folgt c3 = —3¢;.

In 2¢1 + ¢ + ¢35 = 0 setzen wir ¢ = —3c¢; ein. Dann erhalten wir
2¢1 + ¢y — 3¢y = —c¢1 + ¢ca = 0 und somit ¢; = 3.
Wir setzen ¢y = ¢; und ¢ = —3c¢; in den dritten Term 6¢; — ¢ + 2¢3 ein und

erhalten 6¢; — ¢; — 6¢1 = 0.
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Hieraus folgt dann ¢; = 0 und somit ¢5 = —3(0) = 0 und ¢2 = —(0) = 0. Die einzige
Losung des Gleichungssystems ist also ¢; = co = ¢3 = 0. Daher sind die drei Polynome
linear unabhangig.

(c) Wir suchen nach Zahlen oy, ay und as, so dass
q(X) = aipi(X) + aopa(X) + azps(X)
Wir setzen die Ausdriicke fiir p;(X), p2(X) und p3(X) in die Gleichung ein.

X =301 X% 4 200 X + 6071 + X — as + a3 X* + a3 X + 204
= (30(1 -+ Oég)Xz -+ (20(1 + ao + 043)X + (6&1 — Qg + 20(3)
Nun vergleichen wir die Koeffizienten der gleichen Potenzen von X auf beiden Seiten

der Gleichung. Auf der linken Seite haben wir nur X, also sind die Koeffizienten der X?
und konstanten Terme gleich null, d.h:

(i) Der Koeffizient von X? ist 3a; + a3 =0
(ii) Der Koeffizient von X ist 2aq +ag + a3 =1
(iii) Der konstante Term ist 6a; — ag + 2a3 =0

Aus der ersten Gleichung folgt a3 = —3a;, was wir in die zweite Gleichung einsetzen:
200 + ap — 3y = 1, dann gilt as = oy + 1.
Setzen wir nun a3 = —3a; und as = ay + 1 in die dritte Gleichung ein, erhalten wir
6a; — (1 + 1) —6ag =0,

mithin also «; = —1. Deshalb ist s = 1 —1 = 0 und a3 = —3(—1) = 3. Die
Linearkombination von p;(X), p2(X) und p3(X) lautet also

q(X) = —1-pi(X) + 0 pa(X) + 3p3(X)

Aufgabe H 37. Orthonormalsysteme

Gegeben seien die Vektoren

1 1

Lo 2 1
u=—1\ — , Uy = —
1 \/5_1 2 \/6

(a) Zeigen Sie: uy,us ist ein Orthonormalsystem.

(b) Konstruieren Sie den Vektor uz € R3, so dass —uy, ug, u3 ein Rechtssystem ist.

(c) Sei P = <§> und Q = <§> Bestimmen Sie die Hesse Normalform der Ebene, welche
die Punkte P, () sowie die Gerade {P + Auz ‘ A€ ]R} enthalt.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

w
I
—_

(ui|uy) =

(uglug) =

1
(ulug) = (

Foglich ist uy,us ein Orthonormalsystem.
(b) Wir berechnen

@I»—wlr—'

Uz = UL X Uy = —— =—10
V18 |\ 5 V2 |4
AuBerdem gilt offenbar |u; X uy| = \/ii\/l—i—l = 1, also ist —uy,us, u; X us eine
Orthonormalbasis von R3. Wir wissen jedoch zunichst nicht, ob es sich auch um ein
Rechtssystem handelt. Wir berechnen also

1 —1 -1 _1
1 1 1 2 2
(U1X'LL2)X—'LL1:— 0] x — 1 = — | 2| =— 1 — = —Us.

e\ i) T\ T
Es ist also —wuq,u; X us, us tatsachlich ein Rechtssystem und

1
uz=— {0

V2 1

ist der gewiinschte Vektor.
(c) Wir bendtigen zwei Vektoren, die in der Ebene liegen:

(DDaWMmPQ:Q—P:<§>

(i) Der Richtungsvektor der Geraden u; = - ((1))

Wir suchen den Normalenvektor 7 der Ebene: 7 ist orthogonal zu beiden Vektoren PQ

und us:
n*:Pqu;;:\/é(_%l) .

mit |n*| = /2 /6 erhalten wir also den Normalenvektor n = \/Lé (_%1) = uy. Fiir den
Abstand berechnen wir

1 2 1
<PW>:%< )i >:—

Die Hesse Normalform ist also gegeben durch

Sl

reR3

{x€R3 Lx 2$+1 —L}
Vol TV TG 6
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Aufgabe H 38. Vektorprodukt
Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Rechenregeln fiir beliebige Vektoren u,v,w, & € R?
korrekt sind.

(@) (vjw)u—(vjuvyw=1vx(uxw)

(
)
(c) vx(uxw)=ux(wxwv)

(d) (vxulwx&)+ (ufw)(v|&) = (v]w)(u]) + {v]vxE)

(b) —(v|wxw)=(vxu|lw)—(v|uxw)

Losungshinweise hierzu: Wir stellen w, v, w, als u = (ug, ug, uz), v = (v1,v9,v3),
w = (wy, wy,w3), &= (&,&, &) dar.
(a) Die Aussage ist korrekt:

v X (uxw) = (v1,v2,V3) X (UgW3 — U3We, UW] — UTW3, UTWy — U1 )

= (Uz(ulwz - u2w1) - U3(U3w1 - Ulws), vg(u2w3 - u3w2) - U1(U1w2 - u2w1),

U1 ('LL3U)1 — U1U)3) — UQ(Ung — u3w2))

nach wu;, w; sortieren :

= (ul(vgwg + U3’UJ3) — W (UQUQ —+ U3U3), U9 (v1w1 —+ U3UJ3) — Wy (v1u1 -+ U3U3) s

us (v1w1 + U2w2) — Ws (vlul + UQUQ))

Wir addieren (0,0,0) = (u1(viwq) — wy(viuy), us(vews) — wo(vaus), uz(vsws) — wz(vzus))

zur Gleichung und bekommen:
vX (uxw) = (u (v]w)—w(v|u),us{v|w) —ws(v|u),us(v|w)—ws(v|u))
= (v|w)u—(v|u)w.
(b) Die Aussage ist korrekt: Da (v|w x w) = (v|0) = 0 ist, bleibt nur noch
(v X ulw)=(v|uxw)
zu zeigen. Es ist:

(viuxw) = (v|(ugws — uzwsy, uzwy — UWs3, U We — UsW1))
= v1(ugws — uzws) + vo(ugw; — ugws) + va(ugwe — ugwy )
nach w; sortieren
= wi(vous — v3uz) + wa(vsup — viug) + ws(viup — vouy)

= (vxu|w).
(c) Die Aussage ist falsch, ein entsprechendes Gegenbeispiel ist durch u = (é) , U= (é)

und w = <§> gegeben: Es gelten

1 1 0
vX (uxw)=[0] x|=1]=|0
0 0 —1
und
1 0 0
ux(wxv)=[1]x1]=1{0
0 0 1
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(d) Die Aussage ist korrekt: Da (v|v x &) = 0 ist, bleibt zu zeigen, dass :

(v xufwx &)+ (ulw) (v][§) = (v]w) (u]§)

In der zweiten Teilaufgabe haben wir ferner gezeigt, dass fiir z,y, 2 € R?:

(zxylz)=(x]yx2z)

gilt. Mit z = v,y = u, z = (w x &) folgt

(vxulwx& =(v|ux(wxf§)).

In der ersten Teilaufgabe haben wir gezeigt, dass fiir z,y, z € R3:

X (yxz)=(r[z)y—(z|y) =

gilt. Mit x = u,y = w, z = £ fogt

ux (wx &)= (u|)w—(u|w)k.

Zusammengefasst gilt also:

(vxulwxg) = (v]ux(wxg))

= (v[{ul&w = (ulw)E)
= (v|w)(u|&) = (uw) {v]E).

Deshalb ist

(v xufwx &)+ (ufw) (v]§) = (v]w) (u]E).

Aufgabe H 39. Matrizen

0 3

1 3.(3"—1)
0 3n

Gegeben seien die Matrizen A := (

(a) Zeigen Sie: A" = ( ) fur alle n = 1.

(b) Bestimmen Sie B®.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Induktion iiber n € N:

n = 1: Es gilt:
o a— (YA _ (1 53-2)_ (1
-~ \0o 3/ \0o 3 ~\0

5.(3n —
@ Es gelte A”:((l) 2 (gn 1)) fir ein n = 1.

).

)

)

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /

Seite 50



8. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

@ n—n+1:

wegen 5+3-2- (3" —1) =5+ 23" — D =2.3nF _ 5 5(3ntl 1),

Mit vollstandiger Induktion folgt A" = ((1) 2l 3”_ 1)) fur alle n = 1.

(b) Es gilt B =+/3A und somit B® = (/3 ) ( ) A8, Mit|(a)| folgt also
5
2

81 2(3%-1 81 2(3"? -8l
m- () 3 2% (5 1)
- Frischhaltebox

Aufgabe H 40. Geometrische Reihe

Stellen Sie sich vor, Sie befinden sich in der Mitte eines offenen Feldes. Sie gehen 16 Meter nach
vorne, drehen sich nach rechts und gehen 8 Meter, drehen sich wieder nach rechts und gehen
weitere 4 Meter, und so weiter. Dies geht unendlich weiter. Wenn Sie schlieBlich unendlich
viele Wendungen gemacht haben, wie weit sind Sie dann vom urspriinglichen Ausgangspunkt
entfernt?

Hinweis: Betrachten Sie die Wege in einem kartesischen Koordinatensystem und trennen Sie
zunachst nach horizontaler und vertikaler Laufrichtung.

.

Losungshinweise hierzu: Wir starten im Ursprungspunkt (0,0) und fiihren eine Reihe von
Bewegungen aus, wobei sich bei jeder Wendung die Richtung um 90 Grad andert und die
zuriickgelegte Strecke in jedem Schritt halbiert wird. Nun verfolgen wir, wie weit Sie sich in
den z und y Richtungen bewegen:

Die Bewegungen in der y-Richtung sind: 16 Meter (nach Norden), —4 Meter (nach Siiden),
1 Meter, —0.25 Meter und so weiter. Diese bilden eine geometrische Reihe mit dem ersten

Term a; = 16 und dem Verhiltnis ¢ = —i. Die Summe dieser Reihe ist:
- 1\’ 1 4 64
S:E 16-({— ) =16- =16-- = —.

v g ( 4) 1-= 5 5

Die Bewegungen in der x-Richtung sind: 8 Meter (nach Osten), —2 Meter (nach Westen),
+0,5 Meter, —0,125 und so weiter. Auch diese Bewegungen bilden eine geometrische Reihe
mit dem ersten Term a; = 8 und dem Verhiltnis ¢ = _Tl. Die Summe dieser Reihe ist:

> 1\’ 8 4 32
S’E—ZS'(_Z) a8
3=0 4
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Der Abstand vom Ursprung (0,0) zum Endpunkt (S,,S,) ist nach dem Satz des Pythagoras:

26 25 210 4 1)
Enfernung = /(S =\ +

die Entfernung zum Ausgangspunkt ist also \3/—25 Meter.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 41. Neujahrspartygerichte

Fiir eine Neujahrsparty mochten Sie verschiedene Gerichte zubereiten, die hauptsichlich die
folgenden Zutaten benétigen:

e Gericht 1 (35 Port.): 1 kg Hahnchen, 120 g Mehl, 150 g Butter
e Gericht 2 (25 Port.): 2 kg Rindfleisch, 250 g Mehl, 125 g Butter, 125 g frische Krauter

e Gericht 3 (30 Port.): 2 kg Hahnchen, 100 g Mehl, 100 g Butter

Ihre Vorrate zum 1. Januar 2025 sind 10 kg Hahnchen, 250 g frische Krauter, 1250 g But-
ter, 1350 g Mehl, sowie reichlich von allen iibrigen Zutaten. Wieviele ganzzahlige Portionen
jedes Gerichts konnen Sie damit maximal zubereiten, wenn Sie lhre gesamten Hahnchen- und
Mehlvorrate aufbrauchen wollen?

Hinweis: Stellen Sie zuerst mit den Informationen iiber die Hihnchen und das Mehl ein Glei-
chungssystem auf und l6sen Sie dieses. Eliminieren Sie anschlieBend alle nicht realisierbaren
Losungen.

Losungshinweise hierzu: Im folgenden sei X die Anzahl der Gericht 1, Y die Anzahl der
Gericht 2 und Z die Anzahl der Gericht 3. Da wir das Hanchen komplett verbrauchen wollen,
ergibt sich aus den Rezepten die Gleichung

1 2
—X+0Y +—-7=10.
35 * * 30

Genauso liefert der Bedarf an Mehl in den Rezepten die Gleichung

120 250 100
—X+ —Y + —7 =1350.
35 i 25 * 30
Die iibrigen Zutaten wollen wir nicht exakt verbrauchen, aber wir kdnnen natiirlich nicht mehr

benutzen als wir tatsachlich haben. Damit ergeben sich folgende Ungleichungen:

150 125 100
B —X+—Y+—75<12
e Butter 3% + 95 + 30 2 = 50

125
e frische Krauter: 2—5Y < 250.

Wir ignorieren jetzt zuerst die Ungleichungen und basteln ein Gleichungssystem aus den Glei-
chungen. Dieses hat die erweiterte Koeffizientenmatrix

! 0 2 10

[Allp] = 35 30
2250 10|,
35 25 30
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Zur Losung verwenden wir nun GauB:

ro 1 2
— 0 == 10
AllB] = 35 30
120 250 100
L 35 25 30
Lo 2w
35 30
250 140
Z2 — 21120 : 0 - __- 150
L 25 30
3521t 110 g 350
1 7
Lo— _
2707 L0 1 15 15
Alle Losungen sind also gegeben durch
X 350 -1
V=11 |+s| £ ] mt seR
A 0 1

Da wir nur ganze Portionen und auch keine negative Anzahl an Portionen haben konnen,
ergeben fiir uns nur folgende Losungen Sinn:

X 350 —35
Y| =1+t 7 mit ¢ € {0,...,10}.
A 0 15

Jetzt betrachten wir noch die Ungleichungen. Wegen der frische Krauter ergibt sich

125 175

Fiir die Butter ergibt sich

150 , 125, 100

1250 > —— X + ——V + —
=3 T T
150

125 100
= —(350 = ¢35) + — (15 +17) + —t15
35 ( )+ 25 (15 +17) + 30

= 1500 — 150t + 75 4+ 35t + 50t = 1575 — 65¢,
also
3150 — 2500 5
130 N

Damit erhalten wir also ¢t = 5. Insgesamt haben wir folglich 175 Portionen von Gericht 1, 50
von Gericht 2 und 75 von Gericht 3.

t

1\

Aufgabe H42. GauB -Algorithmus | 1 =2 0 0 -4 T -9
-2 5 -1 0 8 T 18

Bestimmen Sie die Lésungsmenge des Systems | 0 4 —6 1 0 3| =1-3
0 O 1 -2 -3 Ty -3
0O 0 O 1 2 T 3
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Losungshinweise hierzu: Wendet man den GauB-Algorithmus an, so erhadlt man die folgen-
den Zwischenschritte:

1-2 0 0-—4-9 1-2 0 0 —4/-9
-2 5-1 0 8|18 Zo+2Z: | 0 1-1 0 0 0
4-6 1 0-3 0 4-6 1 0|-3
0 0 1-2-3|-3 0 0 1-2-3||-3
0 0 0 1 2| 3] 0 0 0 1 2 3]
427 [ 1 0-2 0 —4]|-9] [ 1 0-2 0 —4[-9]
0 1-1 0 0f 0 0 1-1 0 0f 0
Zy—4Zy: | 0 0-2 1 0]-3 —3 Zs 0 0 1-% o 2
0 0 1-2-3|-3 0 0 1-2-3|-3
0 0 0 1 2| 3 00 0 1 2| 3]
42 [ 1 0 0—1—4]|-6] 1 0 0—1-4]-6]
Zo+ Zs: | 0 1 0-1 o 2 0 1 0—35 0 3
0 0 1-% o0 & 0 0 1-% o 2
Zy—Zy: | 0 0 0-3-3||-3 —2-Zy;: | 0 0 0 1 2| 3
0 0 0 1 2| 3 0 0 0 1 2| 3
Zi+Zy: [ 10 0 0-2[|-3]
Zy+35Zy: | 0 1 0 0 1) 3
Zy+iZy: | 0 0 1 0 1] 3
0 0 0 1 2 3
Zs—Zy: | 0 0 0 0 0 0

Aus dem letzten Ergebnis kann man die Lésungsmenge L ablesen (vgl. 4.7.6). Man erhilt

-3 2
3 -1
L= 3 + A —1 AER
3 -2
0 1

Aufgabe H 43. GauB -Algorithmus Il
Gibt es § € R, fiir welche das lineare Gleichungssystem

1 P P 1 3
B+1 B+2 3+28 2 | =1 0
0 1 1 T3 0
(a) genau eine Losung (b) keine Losung (c) mehrere Lésungen

besitzt? Geben Sie bei positiver Antwort auf (a) oder (c) ferner die Lésungsmenge(n) an.
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Losungshinweise hierzu:

1 2 2| 8 Z: 1 22 3
[ﬂ+16+225+3(1 - ZQ(ﬁ+na:[o -8 1 W+DB]+
0 11 0

0 1 10 Zs
1 — 245 : 10 0 15} AR 1 00 15}
%:{01 1 0]% %%W”Dr[010 5]
Zo+pPZ3: |0 0 B+1||—=(B+1)p Z3/(B+1): |0 0 1] -5
Die letzte Umformung ist nur fiir 8 # —1 n&tig und maglich.
Somit
)
(a) gibt es fiir § # —1 die eindeutige Losung | 8 |.
—B
(b) ist fiir 5 = —1 die Lésungsmenge gegeben durch
—1 0
L= 0O |+t|-1]|teR
0 1

(c) gibt es kein B € R, fiir welches das das LGS keine Lésung besitzt.
Aufgabe H 44. Lineare Abbildung
Gegeben sei die Basis B : (i) , (é) , <§> sowie die Standardbasis F : (é) , (g) , <§>
von R3. Es sei f: R® — R? die lineare Abbildung mit

F(G)=(7) (@)= %) #((8)=(5)

(a) Berechnen Sie die Bilder der Basisvektoren von E unter der Abbildung f.
(b) Geben Sie die Abbildungsmatrizen ,f_ und _f, an.

Losungshinweise hierzu:
(a) Man erkennt, dass

Es gilt also (da f linear ist)

(0)(0) (6

Weiter ist
0 1 0
1]1=11]-11
0 0 0
und daher
0 1 0 -1 -1 0
i) r=r011)-f1{)l=17]1-11]=16
0 0 0 6 3 3
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(b) Die Spalten der Matrizen gl bzw. . f , sind gegeben durch die Bilder der Basisvektoren
von E bzw. B dargestellt in der Basis E. Aus [(a)| folgt also

-1 0 2
EfE: 1 6 4
3 3 =3
und
-1 3 2
EfB =17 9 4
6 -3 -3

- Frischhaltebox ~

Aufgabe H 45. Skalarprodukt
Seien u, v zwei Vektoren aus R™. Rechnen Sie nach:
(@) (ulv) = du+of? — Hu—of2.

(b) Gilt (u|u) = (v]|v), sosind u+ v orthogonal zu u — v.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt:

1 1
Z|U+ vf? — Z\U —u? =

1 1 1
= 7 (ulw) + 2 {ulv) + 2 {v]u) + 7 {v]v)
1 1 1
1—Z<u|u>+1<ulv>+1<v‘“>_Z<U|U>
=5 (ulv) + 5 (v]u) = (u]v)

wegen (u|v) = (v|u) in R™.
(b) Es gilt:

(ut+v|u—v)=(u|lu—2ov)+(v|iu—")
{ulv) + (o] w) = {v]v)

= (ulu) = (v]v) =0

= (ulu)

(.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 46. Linearitit
Entscheiden Sie jeweils, welche der nachfolgenden Abbildungen K-linear sind.

a a+b
@ a:RR=SR (0]~ |b+c]| mit K=R.
c c—a

(b) :C—-C:z—iz mit K=C.
(c) v:Pol,R—=R:p—p'(0)+2p(1l) mt K=R, neN.
(d) ¢ :Pol,R—>R:p—p(0)—2mit K=R, neN,

L6ésungshinweise hierzu:

Wir priifen alle Abbildungen ¢ : V' — W auf Additivitat — d.h. ¥(v + w) = ¥(v) + F(w) fir

alle v,w € V' — sowie Homogenitit - -also ¥(kv) = kid(v) fiir alle v € V) k € K.

(Dies kann

auch in einem Schritt gemacht werden, d. h. man zeigt ¥(v + kw) = 9(v) + k¥ (w) fiir alle

keK vweV).

(a) Sei v := (ay,by,c1)",w = (as,by,c3)" fiir ai, by, c1,a9,by,co € R und k € R. Dann

Ist
Oé(?] + w) - a((ala b17 CI)T + <a27 b27 CQ)T)
= Oé((a,l + as, bl + bz, ¢ + CQ)T)

:(al+G2+bl+b2,b1+b2+01+02,61+62—a1—ag)T
= (a1+b1,b1+01,01 —CL1>T +((12+b2,b1+62,02—a2)T

= a((ay, by, e1)") + a((ag, by, ¢2)") = a(v) + aw).
Des Weiteren ist
a(kv) = a(k(ay,by,c1)") = al(kar, kby, ker)")
= (kay + kby, kby + key, key — kay)'
= k(ay + by, by +c1,00 —ay)'
= ka((ay, by, ¢1)") = ka(v).
Somit ist a R-linear.
(b) Sei v:=z=a+ibe C fiir a,b € R. Dann ist
B(i(a +1ib)) = B(—=b+1a)) = i(—b—1ia) = a — bi

aber i3(a+ib) = i*(a—ib) = —a+bi. Somit ist i3(v) # S(iv) fiir v # 0, die Abbildung

also nicht C-linear.

(c) Seien p,q € Pol,,(R) und k € R. Laut Vorlesung ist formales Ableiten von Polynomen
linear. Des Weiteren gilt gemaB Definition fiir das Einsetzen von Werten in Polynome

(p+q)(r) = p(r) + q(r) sowie (kp)(r) = kp(r). Somit gilt:

Yp+kq) = (p+kq)(0)+2p+kq)(l)=(p"+kq)(0)+ 2p(1) + 2kq(1)
= p'(0) +kq'(0) + 2p(1) + 2kq(1) = p'(0) + 2p(1) + kq'(0) + 2kq(1)

= p'(0) +2p(1) + k(q'(0) + 2¢(1)) = 7(p) + k7(q)-
Somit ist die Abbildung v R-linear.
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(d) Wir wahlen p € Pol,R mit p(X) = 1. Dan gilt fiir alle n € N einerseits
2¢(p) = 2(p(0) = 2) = 2(1 = 2) = =2,
aber andererseits ¢(2p) = (2p)(0) —2 =2 —2 = 0 # —2. Somit ist die Abbildung ¢

nicht R-linear.

Aufgabe H 47. Links und Rechtsinverse
Bestimmen Sie den Rang der Matrizen

2 31 4 ; g j1 1 3 -2 g ;

A=10 50 —-1|,B= C=|5 2 1]|.,D=
102 3 0 5 -3 4 —1 3 -10
-3 —-10 3 4 5

sowie ferner eine Links- oder Rechtsinverse der Matrizen, falls diese existieren.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Wir wissen, dass nicht-quadratische Matrizen mit vollem Rang unendlich viele Rechts
oder Linksinverse haben (aber nicht beide auf einmal). Wir fiir die Bestimmung einer
Rechtsinversen die selben Schritte wie zur Rangbestimmung durchfiihren miissen (zumin-
dest anfangs), fangen wir gleich mit letzterem an. (Sollte keine Rechtsinverse existieren,
wiirde dies friiher oder spater auf eine unlosbare Zeile fiihren.):

231 4100\ ,, (231 4[100
050 -1l010]X1o10 ~jo1lo
102 3001 102 3/00 1
2 3 1 4|1 00

Zs—12
“2% o 1 0 ~tjo Lo
0 -2 32 1]-1 01
231 41 00

Z5+3Z
22 lo10 -0 Lo
0035 % 1-2 % 1
2, (231 401 00
“=1010 —£]0 %o
7 1 2
001 551-3 5 3

Wir sehen, die Matrix hat Rang 3, wir fahren mit der Bestimmung einer Rechtsinversen
— deren Existenz nun garantiert ist — fort.

5| 4 _1 _2
21— 75 230 R I 3
7 1 2

001 5l-35 5 3

2 00 62| 4 _4 _2

15 3 5 3

223% 00 10 ~L] 0 ;0
7 1 2

001 5l-35 5 3

31 2 2 1

iy (L0055 =5 73
21010 -0 I 0

7 1 1 2

001 551-5 5 3
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Wir kdonnen die rechte Seite zu einer Rechtsinversen von A erweitern:

> 2 1
8 15 03
A= 1 1 2
3 5 3
0 0 0

Bemerkung: Wir erhalten alle weiteren Inversen, indem wir zusatzlich die Losungsmenge des
homogenen Gleichungssystems Az = 0 bestimmen. Diese ist durch

31
15

1
al ° eR

1
1

N

ot

Die Menge aller Rechtsinversen ist nun gegeben durch:

w
—

—
[S3

[
)

A, + (1 a2 a3)| a1,a0,a3 €R

—
I3

(b) Fiir B bestimmen wir den Rang:

1 0 1 1 0 1 1 0 1
2 5 =11 z-2z1,2443z. |0 5 =3\ z5-Z»,24422, |0 5 =3
0 5 =3 0 5 =3 0 0 O
-3 —10 3 0 —-10 6 0 0 O

Wir sehen hier bereits dass der Rang 2 ist (wir kdnnten auch noch die 2. Zeile mit
normieren, um die Standardform zu erhalten). Damit hat die Matrix keine Inverse, d
Sie weder vollen Zeilen- noch vollen Spaltenrang hat.

Q) ot

(c) Wir bestimmen den Rang von C' direkt in der erweiterten Form:

1 3 2/1 00 1 3 2111 00
5 2 11010 2220 —13 —9/-5 1 0

4 —1 30 0 1 4 -1 3]0 01
122132100242 3 211 0 0
13 9 5 1 —a41 9 5 1
—= 101 |3 x5 0|0 1 Z|&% —5 0
4 -1 3]0 0 1 0 —13 =5|—4 0 1
i1ag 13 2|1 0 0Y),, 13 21 0 0

+ 9 | 5 1 143 9 | 5 1
S50 3y 5 0= 01 3% -5 0
0041 -1 1 00 1|1 —1 1

1 321 0 o0 130/ L 1

Zy— 1373 11 5 9 Zy—2Z 72 3
————EL—+ 010 52 52 = —l———ig 01 0 52 52 =
00 1[E -5 R s
100|-%5 2 &

52 52 52

Z1—37> 0 1 O %% é% -é%

ool § Gy
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Somit hat C' vollen Rang, die Inverse ist

7 oun 1
52 52 52
U
2 2 2
oA 7
4 4 4

(d) Die 1. und 3. Zeile von D sind linear unabhangig (da keine vielfachen von einander), die
Matrix hat also Rang 2. Wir bestimmen nun die Inverses dieser Teilmatrix und erweitern
dieses zu einem Linksinversen von D:

0O 1|1 0\ -z 0O 1/1 O ZowsZy (1 010 —1
-1 0|0 1 1 0|0 -1 0O 1|1 o /-

Um eine Linksinverse zu erhalten, fiillen wir nun die fehlenden Spalten mit Nullen auf:
00 -1 0
10 0 0)°

Aufgabe H 48. Invertierbarkeit, Kern, Bild
11 2 —2
4 3 7 -8
2 0 1 a—4
1 o 2046 —a+2
(a) Fiir welche o € R ist A invertierbar?

Es sei A = e R4,

(b) Bestimmen Sie fiir & = —1 das Inverse von A.
(c) Bestimmen Sie fiir & = —2 jeweils eine Basis des Kerns und des Bildes der Abbildung
o: R* - RY: 2 — Az,
Loésungshinweise hierzu:

(a) Wir bestimmen direkt die Inverse von A und miissen lediglich jene « ausschliessen, bei
welchen wir durch O teilen bzw. das 0-fache einer Zeile addieren wiirden.

1 1 2 —2 1 0 00

A 4 3 7 -8 0100

2 0 1 a—4 [0 0 1 0

1l a 2046 —a+2|0 0 0 1

1 1 2 -2 1 00 0

Zo—471,75—221,Z4—21 0 -1 —1 0 -4 1 0 O

"l o -2 -3 o -2 010

0 a—1 2044 4—a|—-1 0 0 1

1 1 2 -2 1 0 0 0

Z3—223,Za+(a—1)Z2 0o -1 -1 0 —4 1 0 0
10 0 1 « 6 -2 10

0 0 a+d 4—«a|—4a+3 a—1 0 1

1 1 2 —2 1 0 0 0

Za+(a+5)Z3 0 -1 -1 0 —4 1 0 0
0 0 1 « 6 —2 1 0

0 0 0 (@a+2)?334+2a —1l—a 5+a 1
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Die Nullstellen von (a+2)? sind @ = —2. Somit hat A genau fiir « € R~ {—2} vollen
Rang, und ist genau dann invertierbar.

(b) Fiir @« = —1 fahren wir mit dem Gauss-Algorithmus fort:

1 1 2 211 0 00
A O -1 -1 0|—-4 1 00
0O 0 -1 -1]6 -2 10
0O 0 O 1 131 =10 4 1
1 1 2 0163 —20 8 2
Zs+Z4,71+224 0O -1 -1 0l—-4 1 00O
0O 0 -1 037 —-12 5 1

0O 0 0 1}31 —-10 4 1

1 1 0 0]137 —44 18 4
Zo—Z3,71+275 0 -1 0 0]-41 13 -5 -1
0o 0 -1 0| 3r —12 5 1

O 0 0 1|3 —-10 4 1

1 0 0 0|9 =31 13 3

Z1+7 0O -1 0 0|—-41 13 -5 -1
0O 0 -1 0| 37r —-12 5 1

O 0 0 1] 31 -—-10 4 1

1 000 9 -31 13 3

—Z5,—Z3 010 0| 41 -13 5 1
0 010|-37 12 -5 -1

0001 31 —-10 4 1

Somit ist das Inverse von A fiir a = —1 gegeben durch

9% —-31 13 3
41 —-13 5 1
=37 12 -5 -1
31 —-10 4 1
(c) Fir a = —2 ist der Kern von A gleich dem Kern von
11 2 =2
0 -1 -1 0
0 0 1 «
0 0 0 O
was durch Zeilenausrdumen zu
100 —4
010 -2
001 2
000 O

umgeformt werden kann. Der Kern dieser Matrix ist durch ((4,2,—2,1)") gegeben.
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Da die ersten 3 Spalten von

1 1 2 =2
4 3 7 =8
2 0 1 -6
1 -2 4 4

linear unabhéngig sind, und nach Dimensionformel (4.8.17) das Bild Dimension 4—1 =
3 hat, ist eine Basis des Bildes durch (1,4,2,1)7,(1,3,0,—-2)",(2,7,1,4)" gegeben.

Aufgabe H 49. Lineare Abbildung, beschreibende Matrix, Komposition
20 4+ vy
Gegeben seien die lineare Abbildung a: R* — R3: (I) — T sowie die Basen
y 20—y
B: by :=(2),by:=(3') von R? und C: ¢; := (é) , Cg 1= (?) , C3 1= (é) von RR3.
Ferner seien E5 und Ej3 die jeweiligen Standardbasen.

Bestimmen Sie 50, E2(id2)B, C(idg)E3 und .

Losungshinweise hierzu: Die ersten beiden Matrizen lassen sich direkt aus der Aufgaben-
stellung ablesen:
2 1
. 2 -1
B YE T ; 01 (1) = (1 2 ) 7

Fiir die dritte Matrix miissen wir die Einheitsvektoren in E5 als Linearkombinationen der
Basisvektoren von C' schreiben:

1

(1,0,0)" = 5(01—02“3),
1

(0,1,0)T = §<—01+C2+03),
1

(0,0,1)" = §<c1+c2—(:3)

Demnach ist die Matrix gegeben durch

1 _1 1
(ids) SRS
i =|-s = =
A TR S
2 2 2
Die letzte gesuchte Matrix ergibt sich als Produkt
1 11
_ d [ A 2R f é 2 -1
c% = c(l 3)E3E3QE2E2(1 2)3_ 23 2 1 2
s 3 —2/ \2 -1
3 3
3.0 3 _3
BN AT
? 1 2 42
3 |1 2 3
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- Frischhaltebox

Aufgabe H 50. Kreuzprodukt

-1 1
Esseien v:=| a | ,w:= | 2 | € R® mit Parameter a € R.
-1 -1

Bestimmen Sie das Kreuzprodukt v x w in Abhangigkeit von «.
Wie muss o gewahlt werden, damit sin ¢ (v, w) = \/g gilt?

Loésungshinweise hierzu: Das Kreuzprodukt ist gegeben durch

a-(=1)—(=1)-2 —a+2
VX W= —(( )-(-1)—(=1)-1) | = -2
(-1)-2—a-1 -2 -«
Es gilt
(sin 4 (v, w))? = vxwl)T_ 20 +12_ o?+6
’ ~\ ljw| /) 62412 3a2+6
, 2
Die Gleichung 5% — ( %) = 2 nach « auflésen ergibt o® = 2 und somit a €
{—v2,v2}.

L
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H51. Determinante und Rang

Wir betrachten die Abbildungen A: R — R¥4: ¢

NN
NG
SN
NN

f:R—=>R:z—det(A(x)) und g : R — N: 2z — Rg(A(x)).
(a) Ist die Abbildung f linear? (b) Fiir welche z € R gilt f(z) =07

(c) Bestimmen Sie das Bild {g(z) | 2 € R} von g.

Lésungshinweise hierzu: Wir berechnen zunichst det(A(x)): Indem wir von jeder Zeile
ab der zweiten die erste abziehen (elementare Zeilenoperationen), iiberfiihren wir die Matrix
A(z) in die Matrix

4 4 4 T
r—4 0 0 4—x

0 r—4 0 4—x

0 0 r—4 4—=x

welche nach 4.12.1 die selbe Determinante hat. Durch Addieren der ersten drei Spalten zur
letzten erhalten wir die Matrix

4 4 4 124z
r—4 0 0 0
0 z—4 0 0 = B(z)

0 0 T —4 0

wobei nach 4.12.1 und 4.12.2 ebenfalls die Determinante nicht verdndert wird. Wir erhalten
letztendlich mit dem Entwicklungssatz:

4 4 4 1242
r—4 0 0 0

0 xx—4 0 0

0 0 r—4 0

x—4 0 0
=(-D'".(12+2)-det| 0 x—-4 0
0 0 x—4

det(A(z)) = det(B(x)) = det

= —(v+12)(z —4)°

(a) Fiir eine lineare Abbildung ¢: K" — K™ gilt aufgrund der Homogenitat stets ¢(0) =
©(0-0) = 0-p(0) = 0. (Hierbei ist 0 der jeweilige Nullvektor, 0 € K ein Skalar.)
Wegen f(0) = —12-(—4)3 = 3-256 = 768 kann f nicht linear sein.

(b) f(z)=0 gilt nur fir xt =4 und z = —12.

(c) Fir z ¢ {—12,4} ist det(A(x)) # 0, die Matrix A(x) ist also regulér und hat somit
Rang 4. Fiir die anderen beiden Falle nutzen wir, dass neben der Determinante auch der
Rang unter den verwendeten Zeilen- und Spaltenoperationen erhalten bleibt und setzen
direkt in B(x) ein:
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o = —12: Die Matrix

B(—12) =

O O 0 =~
O 00 O =
oo O O =
o O O O

hat Rang 3, wie man anhand der Nullspalte und der der linearen Unabhangigkeit
der letzten drei Zeilen abliest.

o 1 = 4: Die Matrix

o

~

N

N~—

|
oo oWk
o oo
o oo
—_
cocog

hat offensichtlich Rang 1.
Wir erhalten:

{g(:n) | T € R} ={1,3,4}

Aufgabe H 52. Entwicklungssatz

43 6 3 0 31000
4 0 4 5 7 23000
Seien A:=|7 0 0 -1 4{undB:=1[]2 3 1 2 3
20 0 0 0 21213
9 6 12 7 4 2 2 3 21
Berechnen Sie det(A), det(B) und det(2AB), ohne den GauB-Algorithmus zu verwenden.

Losungshinweise hierzu:

A: Wir entwickeln zunichst nach der 4. Zeile, anschlieBend nach der 1. Spalte und nutzen
danach Sarrus:

436 3 0
40 4 5 7
det(A)=det |7 0 0 -1 4
20 0 0 0
96 12 7 4
3 6 3 0
0 4 5 7
_ (_1)}4t1 o,
=(-1) 2detoo_14
6 12 7 4
4 5 7 6 3 0
=2 [ (=D .3-det | 0 -1 4| +(-=D*""-6-det |4 5 7
12 7 4 0 —1 4

= —6- ((—16 + 240 + 84 — 112) — 2 (120 + 42 — 48))
=—6-(196 —228) =6-32 =192
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B: Fiir B nutzen wir die Blocksdreiecksgestalt:

31000

23000 3 1 123
det(B)=det [2 3 1 2 3| =det (2 3) ~det [2 1 3

2121 3 3 21

2 2 3 21

=7-(1+184+12—-9—-6—-4)=84
Wir erhalten aus 4.12.1 (mZ) und 4.12.3

det(2AB) = 2° -det(A)- (B) =2°-3- 64 -(3-7-2%) =1024-(8-63)
~~~ N~ e —
=20 =210 504

= 504000 + 10080 + 2016 = 516096 .

Aufgabe H53. Volumenberechnung

Gegeben seien die Matrix A und die Vektoren vy, v5 und w3 durch

1 2 3 1 0 2
A=12 -1 1 , U1 = -2 , U = 0 , Uz = 1
3 0 =2 0 1 0

(a) Berechnen Sie das Volumen V; des von v;, vy und w3 aufgespannten Spats.
(b) Berechnen Sie das Volumen V, des von Av;, Ave und Avs aufgespannten Spats.
(c) Berechnen Sie die Determinante von A.

(d) Sei « die Abbildung a: R* — R?: 2 +— Ax. Wie hangen die Determinante von A und
die Anderung des orientierten Volumens eines Spats unter der Abbildung o zusammen?

Loésungshinweise hierzu:

(a) Sei V' die Matrix mit den Spalten vy, v und v (in dieser Reihenfolge). Das Volumen
berechnet sich als

1 0 2
Vi=|det(V)|=|det [ =2 0 1
0 10
—0+0-4-0-1-0]=5
(b)+(c) Wir berechnen zunichst
1 2 3
det(A)=det |2 -1 1 | =248+9+8=27
3 0 =2

Hieraus erhalten wir

Vs = |det(Avy, Avs, Avy)| = |det(AV)| = |det(A)] - |det(V)| = 5- 27 = 135
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(d) Die Determinante der Matrix A ist der Faktor, um den sich das orientierte Volumen des
aufgespannten Spats unter der Abbildung « andert. (Der Betrag der Determinante gibt
entsprechend den Anderungsfaktor des Volumens an.)

Aufgabe H 54. Determinanten 1200 0 0
3300 0 O
: o : 00t 6 0 O .
+ ._
Gegeben sei x € R™ sowie die Matrix A; := 0071 0 0 mit Parameter ¢ € R.
00 00 10 11
00 00 11 12
Bestimmen Sie:
(a) det(A,), det(A,%) und det(y/z A,). (b) Alle ¢t € R, fiir die A; invertierbar ist.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

det(A;): Zur Berechnung nutzen wir die Blockdiagonalgestalt: Nach 4.12.4 gilt:
det(A;) = det (; z) - det (é ?) - det (1(1) g)

= —3.(t—42)- (120 — 121) = 3t — 126
det(A,%): Wir erhalten aus 4.12.3 (1)

det(A,%) = (det(4,))® = (3t — 126)°

det(y/x A;): Wir erhalten aus 4.12.1 (VZ)
det(v/z A;) = vz (det(A)) = 2*(3t — 126)
(b) A, ist genau dann invertierbar, wenn
0 % det(A,) € 3(t — 42)

also ist A; nur fiir t € R~ {42} invertierbar.

Frischhaltebox
Aufgabe H 55. Moairchenzahlen

Zeigen Sie induktiv: Fiir jedes n € N existiert k£ = k(n) € N mit 10>"™! + 1 = 11k.
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Losungshinweise hierzu:
Sei n = 1. Es gilt:
10*"1 +1=1001 =990+ 11 =90-11 4+ 11 =91 - 11
folglich gilt die Aussage fiir n =1 mit k£ = k(1) = 91.
@ Fiir n € N existiert ein k € N mit 10! +1 = 11k.

@ n—on+1

102D 41 =100 - 10*! + 1 =99 - 10" + (10> 4 1)
By 1024111+ k(n) 11 =11- (910" + k(n))
Da 9, 10" und k(n) natiirliche Zahlen sind, trifft dies auch auf
k:=9-10"" 4 k(n)

zu.
Nach vollstandiger Induktion folgt: Fiir alle n € N existiert ein k = k(n) € N mit

102"t 41 = 11k.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 56. Koordinatentransformation 1 0
Seien ¥, G affine Koordinatensysteme. Sei .r :R* - R*:v— [3 1 0 |Jv+ | 4
fiir das Standardkoordinatensystem [E, sowie 00

T T
)

P=(10-1), Q=(-34 -2)
L=000), Q=(101),

(a) Bestimmen Sie F und G.

(b) Bestimmen Sie . und K

Rg gPp gfG FlG
Losungshinweise hierzu: Wir bestimmen zu allererst . gemaB 5.7.6: Dazu wenden wir
zunachst GauB3 auf FidE an, um F = EidF zu bestimmen:

10 =21 00

1 01010
|00 1100 1]
Zv+2Zs: [1 0 0|l 1 0 27
Zy— 32, 1 6/-3 10
|00 1|0 1]
(1 0 0] 1 0 2
Ty — 625 : 1 0/|-3 1 —6
(00 10 0 1

Sei @ der Ursprung von FF. Dann folgt aus s, (0) = F~'(—Q) insbesondere

1 0 2 —1 —1
Q=-[-31 —6|-[4]|=[-1
0 0 1 1 ~1

Nun berechnen wir . aus den angegebenen Koordinaten der Punkte P, @, R und S. Dazu

machen wir den Ansatz

pfig(v) = Gu+t mit G € R>? t e R

Die Bedingung P = _r.(,F°) liefert sofort ¢t = P = (10 —1)T. Somit bleibt noch
GG zu bestimmen. Bezeichnen wir mit g¢q, g2, g3 die unbekannten Spalten von G so, dass
G = (g1 92 g3), dann kann die Bedingung R = _r.( ) geschrieben werden als

2 —4
1
=091 9 gg)<0>+t — R=20+t — gl_—(ER—t)_<1>_
0 2 0
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Somit ist g; bestimmt. Die Bedingung .Q = (. Q) liefert weiter

1 0
Q=19 92 93) <0> +t = QRQ=qntgt+t = @g=Q-g-t= ( 3 > ;
1 —1
womit die dritte Spalte g3 von G bestimmt ist. Weiter ergibt .S = _r(,5) schlieBlich
1
g2 = (91 92 93)<_1>+t = S =n—gptgt+t
1

< ggz—ES+gl+g3—|—t: 0

-1
Damit ist auch die zweite Spalte g, von G bestimmt und wir erhalten

-4 2 0 1
gigw) =11 0 3 ]Jo+[0
0o -1 -1 —1

(a) Wir erhalten aus _x: R® = R?: v = Fu +Q

-1 1 0 2
F=1{1—-1}|;1-3|,|1],|—6
-1 0 0 1
Analog erhalten wir
1 —4 2 0
G = Ol;1t 111,10}, 3
-1 0 -1 -1

[ —4 2 0|1 00
1 0 311010
| 0 -1 —1][0 0 1
Zo: [ 10 3]0 1 0
— 75 1 110 0 —1
Zyv+4Zy: |0 2 121 4 0
Zy+3/5Zy—3/10Z3: [ 1 0 0 | —-3/10 —1/5 —3/5

3Z,—Z3: |01 —9| -1 -4 -3
1/10Zs —1/5Z,: | 0 0 1 | 1/10 2/5 1/5
[1 0 0] —3/10 —1/5 —3/5

Z2—|-9232 0

—_

0l -1/10 —2/5 —6/5
1| 1/10  2/5 1/5

=}
=}
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Also ist
1 -3 -2 -6
G—lzl—o -1 —4 -12
1 4 2
Wir erhalten somit
_ —1
ohip(v) =G (v —P)
1 -3 —2 -6 1 -3
=10 -1 —4 -12 v—i—l—o —11
1 4 2 1

Ferner ist nach 5.7.8 — man beachte die vertauschten Rollen von F und G sowie P und

Q_

#hig(V) = (g 0 ghig) (v)
el
= hp(Gu+P)=F" (Gv+ P —-Q)
1 0 -2 —4 2 0 1 0 =2
=131 0 1 0 3 lv+[3 1 0 1
00 1 0 -1 -1 00 1 0
-4 4 2 2
=|-1 6 3 v+ |7
0o -1 -1 0

Aufgabe H 57. Orthonormierung im Polynomraum

Wir betrachten den Raum Pol; R der Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad kleiner
oder gleich 2, versehen mit der Basis B: by, be,b3 mit b1(X) = 1, bo(X) = X — 1 und
b3(X) = X2 Ferner definieren wir ein Skalarprodukt (-|-),, und eine Norm || - || fiir stetig
diffenzierbare Funktionen f,g: [—1,1] — R mittels

(Flah = [ F@)g(a) + £@)g (@) da 19 = /(1 D

(a) Gewinnen Sie aus B eine Orthonormalbasis U: wuy,us, u3 von Poly R mit:
L (Ul) = POloR und L (ul,u2) = P011 R.

(b) Geben Sie id, und  id, an.
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Losungshinweise hierzu:

(a) Wir stellen zuerst fest, dass PolgR = L (b;) und Pol; R = L (by,by) gelten. Folglich
miissen wir nur das Orthonormierungsverfahren (5.5.10 in der Vorlesung) anwenden:

1 1

Il = [ @)+ t)Pdo = [ 124 do =2

_hx) 1 _ b
= ulX) = = B =5

1

Uy = by — (by |u1) yug = by — /EbQ(x)ul(:L‘)) + (by(x)uy(z))d o - uy

-1

1
:b—liag—ix} Uy
v Vel

1 1 1
(v Gvat

1

:»H@qu:/(x—1+1>(q,-—1+1)+<1—o+0)(1—o+0)dx

-1

= uy(X) = u(X) \/g <b2 + \/§u1> (X)

- laafly

= 22X
2v2

l~L3 = bg— <b3|U1>HU1—<bg|UQ>HU2

1

1
:b——
3 \/51
_ _L{wj}l u_ﬁ[l
IRRVGE N R WO A Y
V2
:bS_?ul

1

5 o 1\?2
o> Nisl% = (s | a) = / ( - 5) t (20 da

-1

1y o2, 1 4]
= [5x gx +9m+3x »

1 2 1 4 1 2 1

=44+ -4+

5 9 9 3 5 9 9

4

4

3

>u1:b2+\/§u1

1
3
x2-1+0d$-u1—i/x2-x+2x-1dx~u2
2/2
21
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_18-10+8-15 128

45 45

SRRV S
j““>HMM&@<? 3)

Bemerkung: Um zu iiberpriifen, ob man richtig gerechnet haben, ldsst sich neben einen
erneuten Nachrechnen haufig auch ein Probe in umgekehrter Richtung machen. Fiir diese
Aufgabe sihe eine solche wie folgt aus:

e Mit u; € PolgR, uy € Poly R\ Poly (R) und us € Pols R ~\ Pola R (ersteres hat Grad
0, zweiteres Grad 1, letzteres Grad 2) ist die Bedingung PolgR = L (u;), Pol; R =
L (u1,u2) und Pols R = L (uy, ug, us) erfiillt.

e Wir iiberpriifen nun Orthogonalitdt und Normierung:

1 1
1
ually = s [y = [ a(@)? + (@) da = [ 5 +0dz =1
i 3 3 1 1 1
Jusll3y = <uQ\u2>H:/8x2+8dm_ [gl’“sx]l . <_2> .
—1
45 / 2
HU3||12LI:<U3|U3>H:1728 334—§$2+§+4a?2 dzx
-1 v =22
(a1’

9 5 Doa, 5 15, !
= |—==2"—- =z —T+ =T
1287 645 1287 1327 ||

(9 5,5 15y (9 5 5 15
- \128 64 128 32 128 64 128 32

18 —20+10+120
128 a

1

1 1
3

<u1u2>H—/ul(x)ug(x)+u’1(a;)u’2(a:)dx—/\4[x+0da;—0

-1 -1

1

3v5 1 V5 1
<u1\u3>H:T6 <x2—3>+0dm:1[:ﬂ3—x]_1:0

3VI5 |
<u2\U3>HZGT (x® —2) +22dz =0

-1

wobei (uq |ug)y und (us|usz), aus Symmetriegriinden folgen (Integration einer un-
geraden Funktion iiber ein Intervall der Form [—a,a]). Somit bilden wj,us und wug
tatsachlich eine Orthonormalbasis.
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(b) Aus dem Algorithmus lesen wir ab:

1
1 V2 V2
Uy = Ebl :>B<U1) = 8 , U(bl) = 8
V3 2
3 3 2v2
Uy = ibz + £ Uy = ,(uz) = SVERY U(b2) = %ﬁ
2v/2 2 ~~ 22 03
=J5h1 0
B, B i 7
3v5 5 82 3
3 8\/5 3 8\/§ 1 B< 3) % U( 3) 83
8v/2 3v5
Wir erhalten entsprechend:
1 V3 V5
V2 2\/\/,5 8v2
1 3
BldU O m O
0 0 2
und
V2 Vi
] — 2v2
UldB 0 7 0
0 &2
ENG
Aufgabe H 58. Spiegelung 2 2 -1
Eine Spiegelung an einer Ebene in R? wird beschrieben durch A = % 2 -1 2
-1 2 2

(a) Sei a: R® = R3: v+ Av. Ist a o « eine eigentliche / uneigentliche Isometrie?

(b) Sei E die Ebene durch die Punkte P = (é) Q= (5%) und R = (?) Bestimmen
Sie die Bildebene £’ := a(F) = {a(z) ! x € E} von E unter a in Hesse-Normalform.
(c) Seien r == (-2 1 —2)T und 7o := (=2 4 —2)T. Fir welche j € {1,2} ist die

Abbildung 3, : R* — R®: v — Av + r; eine Ebenenspiegelung? Geben Sie in diesen
Fallen die Spiegelebene in Hesse-Normalform an.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt mit A= AT
A2 =A"A=E;
also ist @« o @ =id und somit eine eigentliche Isometrie (det(E,) = 1).

(b) Zur Bestimmung der Spiegelebene betrachten wir die Fixpunktgleichung Av = v. Dies
fiihrt auf das homogene LGS (A — E3)v = 0. Wir erhalten

1 2
-3 3 —3| 0 (=3)-Z: [ 1 -2 1] 0
2 -2 200 Do+ 27 0 0 0| 0],
L2 1) Zy— 7 : 0 0 0] 0

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 75



12. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 1

(c)

(d)

womit der Losungsraum

2 -1
L 11,10
0 1

ist. Der Losungsraum beschreibt somit die gesuchte Spiegelebene Ebene S, welche den

Ursprung (0,0,0) enthdlt und die Richtungsvektoren (2 1 O)T und (-1 0 1)T hat.
Wir berechnen den Normalenvektor n mittels

) 2 —1 1
n=—n, wobei A= [1|x|[0]=[-2] mit [a]=V6.
i 0 1 1

Somit ist n = \/Lé( 1 -2 1)T. Da (0,0,0) ein Punkt der Ebene ist, erhalten wir nach
Bemerkung 2.9.7.1 zwei mogliche Darstellung fiir die Hesse-Normalform:
S

0 bzw. 0.

g 1 2 n 1 1 n 2 1
e B34 —=T3 = - —= —Ty — —=I3 =
V6 V6T VG V6T Ve Ve
Die Matrix A ist uneigentlich orthogonal, da A" A = F5 und

1
det A= —(—4—4—4+1-8-8)=—1
27
nach der Regel von Sarrus (3.11.5) gilt. Insbesondere gilt A=! = AT = A weil A
orthogonal und symmetrisch ist. Somit ist (A™!)? = A? und daher a o a: R® —
R3: v+ A%v. Zudem ist mit Lemma 3.10.5

(A)T(A%) = (AA)T(AA) = AT 41/4,4 —ATA=E;

=F3

und wegen 3.12.3.1 gilt det(A?) = det(A)? = 1. Damit ist A? eine eigentlich orthogo-
nale Matrix und « o « ist eine eigentliche Isometrie und keine uneigentliche Isometrie.

Damit 3; eine Spiegelung ist, muss der Translationsanteil r; orthogonal zu der Spiegel-
ebene aus (a) sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn 7; ein Vielfaches des Normalenvek-
tors n aus (@) ist. Wir erkennen sofort, dass r # tn fiir alle t € R und ry = —26n.
Somit ist nur [y eine Ebenenspiegelung. Dies kann jeweils auch rechnerisch durch Lésen
eines inhomogenen LGS gesehen werden.

Fiir r fiihrt die Fixpunktgleichung 5,(v) =v < (A — E3)v = —r; auf das LGS

-3 3 —3| 2 (=3)-Z: [ 1 -2 1] -6
2 4 21 ~ o Ty 27 o 0 0f 3

Die 2. Zeile liefert einen Widerspruch. Somit kann es keine Losung geben und [ ist
keine Spiegelung.
Fiir 7o fiihrt die Fixpunktgleichung G2(v) =v < (A — E3)v = —ry auf das LGS

2 (—=3)- Zy : 1
—4 ZQ + 221 .
2 Zg — Zl .

o O
o O
o O
o O

Wl Wb Wl

WIN Wk wiN
Wl W Wl
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Der Losungsraum ist gegeben durch

—6 2 -1
O | +s|1]+t] O s, t € R
0 0 1

und beschreibt damit eine Spiegelebene T', welche den Punkt (—6,0,0) enthalt und

dieselben Richtungsvektoren (2 1 0)T und (=1 0 1)T wie S aus Teilaufgabe (a)
hat. Damit ist n aus (@) auch ein Normalenvektor von T' und die Hesse-Normalform
von T ist gegeben durch

1 2
- —=T1+ —F=x —
V6TV
Der Translationsanteil 75 fiihrt somit erneut zu einer Spiegelung mit einer Spiegelebene

T, welche als die um /6 Lingeneinheiten verschobene Spiegelebene S identifiziert
werden kann.

1
TI —61173 = \/6

Aufgabe H59. Spiegelung
Gegeben ist im R3 die Ebene, die beschrieben wird durch die Gleichung
—3.%’1 + 35[’2 + X3 = 0.

Finden Sie eine Matrix A und einen Vektor ¢ so, dass die Spiegelung an der Ebene beschrieben
wird durch die affine Abbildung = — Az +t.

Losungshinweise hierzu:

Um die Spiegelung an der Ebene zu beschreiben, bilden wir zu jedem Punkt (%1, Z2, i’g)T € R3
den Spiegelpunkt (il,ig,fg)T. Der Vektor n = (—3,3, 1)T steht orthogonal auf der Ebene
(Satz 2.9.5), folglich ist die folgende Gerade orthogonal zur Ebene und geht durch den Punkt

(i‘la j27 '%3)

T I [il -3
h = To | € R3 To | = | 2o | +¢ 3 , b€ R
Z3 T3 573 1

Um den Schnittpunkt der Geraden h mit der Ebene zu erhalten setzen wir die Punkte von h
in die Ebenengleichung ein:

35+ Ot + 3Ty + Ot + T3+t =0,

daher liegt der Schnittpunkt mit der Ebene bei

3T1 — 3%T9 — T3

to =
0 19

Der Spiegelpunkt (Z1, 2, 3) liegt also bei

611 — 629 — 22
U, = T 19;2 1’3’
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und ist durch die folgenden Koordinaten gegeben:

. L - -
Ty =21+ 2t0(—3> = E (Il + 18%2 + 61‘3) s

1
JAZ'Q = .C;?Q -+ 2t0(3) == E (181?1 + j'Q - 6.%3) y

1
G5 = T3 + 2o = — (6F;, — 6F + 1773).

19
Also erhalten wir
2 . 1 18 —6 i
To | = 5 18 1 6 To
23 -6 6 17 T3
Matrix A und Vektor t sind durch
1 1 18 6 0
A= I 18 1 -6 |, t=10
6 —6 17 0
gegeben.

Alternativer Losungsweg:
Die Spiegelebene S = {x € R3 { —3x1 4+ 319 + 23 = O} ist die Fixpunktmenge der Ebenen-
spiegelung, das heiBt

T=AT+t
fir alle £ € S. Da die Spiegelebene den Nullvektor enthilt, folgt hieraus insbesondere
0 -3
t =10 ].DieUrsprungsgerade G := ¢ A | 3 A € R » ist ferner orthogonal zur Spiegel-
0 1

ebene. Dies bedeutet insbesondere dass fiir den Schnittpunkt P mit der Spiegelebene S —
welcher in diesem Falle der Ursprung ist — sowie fiir alle € G gilt:

At +t=Ax—-P+P)+t=A—-P)+ AP+t
=P
=Alz—-P)=P—-12
Der Vektor von P nach = — welcher Orthogonal zur Spiegelebene ist — dndert durch die
-3
Spiegelung lediglich seine Orientierung. Setzen wir by := \/%*9 3 |, so erhalten wir wegen
1

& € G =L(b) folglich
ANAb; = —\by

fir alle A € R. Wir wahlen nun einen zu b; orthogonalen, normierten Vektor, beispielsweise
1

by = % 1 ] . Dieses Orthogonalsystem erganzen wir nun mit 3.9.3.5 zu einer Orthonormal-

basis von R3:

1 — —
b31:b1><b2:— 3 X 1 = — 1

vas \\ 1 0 V38 \ g

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 78




12. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Sowohl b, als auch b3 sind in der Spiegelebene enthalten, erfiillen also

by = Aby

b3 == Abg
Somit hat die Spiegelung ¢: R?* — R3: 2+ Az beziiglich der Basis B: by, by, bs die Dar-
stellungsmatrix
-1
0
0

BSOB

O = O
_ O O

Ist nun £: ey, ey, e3 die Standardbasis von R3, so ist die Basiswechselmatrix ¢ 1d, gegeben
durch

. -3v2 V19 -1
dy=—=13/2 V19 1 |,
VB V2 0
die Inverse — da auch &£ eine ONB ist — hingegen durch
o [3V2 3V2 V2
BldS:((‘,’ldB) :\/ﬁ \/E \/1_9 0
-1 1 —6
Hieraus erhalten wir
A= £ idBBSOBB idg
) —3v2 V19 —1\ /=1 0 0\ /=3v2 3v2 V2
=33 3v2 V19 1 0 10 V19 V19 0
V20 -6 0 01 —1 1 —6
13\/§¢E—1 —3v2 3v2 V2 L (2 36 12
=% -3v2 V19 1 V19 /19 =% 36 2 —12
-2 0 -6 —1 1 -6 12 —12 34
L [1 18 6
6 —6 17

Frischhaltebox

Aufgabe H 60. Nullstellen von Polynomen

Schreiben Sie die folgenden Polynome als Produkte von Linearfaktoren:
(@) p(X)=X2+iX +6 (b) ¢(X)=X3+X-10
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Losungshinweise hierzu:

(a) Wir nutzen zur Bestimmung der Nullstellen z; und z» die Mitternachtsformef| und
erhalten :

—i+Vi?—4.6 —ity/-25 —it5i
2 - 2 2

Ty/2 =
Entsprechend ist
p(X) = (X + 3i)(X — 2i)

(b) Die erste Nullstelle finden wir durch geschicktes Raten: ¢(2) = 0. Wir spalten den
entsprechenden Linearfaktor mittels Polynomdivision ab:

(X3+0X2+ X —10) : (X —-2) = X?2+2X+5

— (X3 —2X72)
2X2 4+ X
—(2X?%—4X)
5X — 10
—(5X —10)
0

Anwendung der Mitternachtsformel liefert

—2+4—-20 —2+d4i
2 )

T1/2 =
und somit

g(X) = (X —2)(X + 1 —20)(X + 1+ 2i).

*Falls Sie Skrupel haben: sehen Sie sich das Zusatzmaterial an in
https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /Mitternachtsformel-komplex /
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 61. Eigenwerte
Sei A € C™"™ eine komplexe Matrix.
(a) Sei \ ein Eigenwert von A. Zeigen Sie, dass A\* ein Eigenwert von A* fiir k € N ist.

(b) Sei A eine Matrix mit der Eigenschaft A™ = 0 fiir m € N. Zeigen Sie, dass A = 0 der
einzige Eigenwert von A ist.

(c) Sei A =0 ein Eigenwert von A. Zeigen Sie, dass A nicht invertierbar ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir erhalten mit vollstandiger Induktion:

EL=1: Alv=\v < Av=)\v.

@ Fiir ein k € N gilt Ay = \Fo.
@ k—k+1:

Aty = A (AMv) Y4 (M) = N (Av) = Ndw = Ao,

(b) Wenn wir einen anderen EW X\ # 0 von A hétten, dann ware A\ # 0 ein EW der
Matrix A™ (siehe Teil (a@)). Wir wissen aber, dass die Nullmatrix nur den Eigenwert 0
hat. Deshalb kann es keinen EW X\ # 0 von A geben.

(c) Sei A =0 ein EW der Matrix A. Dann ist das Produkt der EW auch gleich 0. Dieses
Produkt ist aber gleich det(A). Deshalb ist A nicht invertierbar.

Aufgabe H 62. Parameterabhingige Matrix
Bestimmen Sie fiir alle ¢ € R die Eigenwerte der Matrix

1 —t 0 1
-1 t t 0
At_OOlt
0 0 0 1

sowie deren algebraische und geometrische Vielfachheiten.

Loésungshinweise hierzu: Wir berechnen das charakteristische Polynom durch Entwicklung
nach der letzten Zeile und erhalten

X Az ()\) = det (At — /\E4) = det
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Nochmal entwickeln nach der untersten Zeile liefert

Xa,(A) = (1= X)? - det (1__1A N

/) = (== -0 -0

= (1 - X2\ — (141)).

Es sind also drei interessante Falle zu unterscheiden:

e Ist £ = 0, so gibt es die beiden Eigenwerte \y = 0 und Ay = 1 mit algebraischen
Vielfachheiten ey, =1 und e, = 3. Wegen 1 < d,, < e, =1 (sieche Lemma 5.3.4 im
Skript) folgt d), = 1. Fiir dy, berechnen wir den Rang der Matrix (Ay — E4): Es ist

0 0 01
-1 -1 0 0
0 0 00
und daher dy, =4 -2 = 2.
e Ist t = —1, so gibt es die beiden Eigenwerte \; = 0 und Ay = 1 mit algebraischen
Vielfachheiten ey, = 2 und ey, = 2. Fiir d,, berechnen wir den Rang der Matrix A_;:
11 0 1 1 1 0 0
-1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0
Re(d)=Re| o o | 1|=Rel g o 1 o
0O 0 0 1 0O 0 0 1
1100
0000
=R8lg 01 0]73
0001

und daher d), = 4—3 = 1. Fiir d, berechnen wir den Rang der Matrix Rg (A_; — Ey4):

0O 1 0 1
-1 -2 -1 0
0O 0 0 O

und daher dy, =4 -3 =1.

0O 1 0 0
-1 -2 -1 0
0o 0 0 -1 =3
0o 0 0 0

o Ist t € R~ {0,—1} so gibt es die drei Eigenwerte \; =0, A\o =1 und A3 =1-+¢ mit
algebraischen Vielfachheiten ey, =1, ey, = 2 und ey, = 1. Wie im ersten Fall folgen
dy, =1 und dy, = 1. Fiir dy, berechnen wir den Rang der Matrix Rg (A; — E4):

0 -t 01 0 t 00
-1 t—1 ¢t 0 -1 1—t t 0
Re(A—E)=Re| o o |=Rel ¢ o 01
0 0O 00 0 0 00
0 1 00
-1 0 ¢t O
=Rel g g0 1]73
0 000
und daher dy, =4 -3 =1.
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Aufgabe H 63. Koordinatensysteme
Wir verwenden das Standardkoordinatensystem E des R?® und betrachten die Punkte

2 3 3 2
P = —1 ) Ql = 0 ) QQ = —1 ) Q3 = —2 ;
1 1 2 0

(a) Uberpriifen Sie, ob F = (P; P@, PfQ;, P@) ein affines Koordinatensystem ist.

(b) Berechnen Sie .x_ und r.

. s 5 e : : _ (142 1
(c) Sei a: R® — R’ die affine Abbildung mit _(a(z)) = (91 ! g) gL+ ( 0 >
Bestimmen Sie die Matrix B und den Vektor v so, dass _(

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

3|
I

)-(9-0
)-(-0
-0

Wir miissen nun priifen, dass diese drei Vektoren linear unabhangig sind. Fiir z,y,z € R

)
S|
Il
|
o —
N~
|
/N
|

3|
I

mit
1 1 0 0
(1) 4+ylO|+2-1|]=10
0 1 -1 0
erhalten wir
r+y =0,
xr—2z=0,
y—z=0

Das gibt x =y = 2z und 22 = 0, also ist = y = z = 0 und die drei Vektoren sind
linear unabhangig.

(b) Weil E das Standardkoordinatensystem ist, haben wir

1 1 0 2
phpt U 1 0 -1 v+<—1>.

01 -1 1
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0
Fur . missen wir ) berechnen:
11 0|1 00 1 1 0 1 00
1 0 -1|/0 1 0 — 0 -1 —-1]-1 10
01 —-1]0 0 1 0o 0 —-2|-111
1 0 =110 1 0
— 0 -1 —-1]-1 1 0
00 1|} -1
oot g -
ool S
o0/t -f
also ist )
11 0 1 1 1 -1
1 0 —1 =3 1 -1 1
01 —1 1 -1 -1

Dann ist ., (v) = w dann und nur dann, wenn

11 0 2
v=_kp(w)=[1 0 -1 w—l—(—l),

01 -1 1
also ist
11 0\ " 9
w=|1 0 -1 (v—(—l))
01 -1 1
1 1 1 -1 1 1 1 -1 2
25 1 -1 1 U—§ 1 -1 1 —1
1 -1 -1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 0
=3 1 -1 1 v+<—2).
1 -1 -1 -1
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(c) Wir haben

Wir erhalten folglich B = % 3 -3 —4

plp (g())
(11
51 -1
1 -1
11
1
5|1 -1
1 -1
0 3
1
520
0 1
0 3
1
520
0 1

0 3
-2 5
0 1
3 5
3 -3
1 -1
3 5
3 -3
1 -1

3

1

1 0 2
0 — Fx—l—(—l),alsoist
1 — 1
1 1 0 2 1
1 0 —1 Fx—i—(—l) —|—(—2)
01 -1 1 0
1 1
-Fm+<—5>+<—2>
-1 0
2
x4+ =7,
’ <—1>
5 =8 2
undv:<—7>.
-1

-1 0

Aufgabe H 64. Diagonalisierung und Matrixpotenzen

Gegeben sei die Matrix A = (

0—-1-1
01
10

)

(a) Bestimmen Sie das charakteristischen Polynome x4 ().

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von A.

(c) Geben Sie eine invertierbare Matrix S so an, dass S™'AS eine Diagonalmatrix ist und
bestimmen Sie (S™'AS)* sowie A%.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Allgemein gilt x,,(\) = det(M — AE,,) fiir jede n x n Matrix M, also
-2 -1 -1

xaA) =det| 0 1—X 0 | ==XN+A-A+1
1 0 —A

= (A= DR+ 1) = (A= DA+DA ).

(b) Damit sind die Eigenwerte von A gegeben durch 1, —i,i. Wir berechnen die Eigenrdume.
Fir A =1 erhalten wir:

1 -1 -1 Ze: [1 0 —1
A-E;3=(0 0 0| —-Z;:]1 1 1
1 0 -1 Zy: (00 O

1 0 —1

— Loy — 1 0 1 2

00 O

Der Eigenraum zum EW 1 ist also
V(1) =L -2
1

Fiir die Eigenraume zu —i und i geniigt es, einen Eigenvektor v zu —i zu berechnen,
ein entsprechender Eigenvektor zu i ist dann durch v gegeben. Es gilt

i -1 -1 A3 1 0 i
A+iE3=(0 14i 0 | —1/2(1—=1)Zy: |0 1 0
1 0 i i1+ Zs - 0 —i 0

1 0 i

— 10 1 0

0 0O

Hieraus erhalten wir die Eigenraume

—1 1
V(-i) =L 0 , V({i)=L
1 1

(c) Aus der letzten Teilaufgabe erhalten wir

1 —i i 1 00
S=| -2 00 | undS'AS=[ 0 =1 0
1 11 0 0 i

Damit ist (S7'AS)! = E3 und A* = S(S71AYS)S™! = S(S71AS)IS™! = SE357! =
Es.
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Vs

Aufgabe H 65. Komplexe Zahlen und Summe

Es seien z; :% und 25 =1 —1.

Frischhaltebox

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /

5 3 \/E ]{—{- 1
. . k v
Bestimmen Sie: (a) ;zl. (b) ; <z§—|—2k‘ Tk
\. J
Losungshinweise hierzu:
(a) Allgemein gilt:
(1 _ Z) zk — _ Zk-i—l —1— Zn—&—l’
k=0 k=0
daher
n n+1
K z
Z ‘ 1—=2
k=0
Wir erhalten:
=729+1
5 6 —6 6 :6 /E/\
sz_]_—Zl_S_'?)—l _i 3+1
T l—z 0 3-1 0 3 3
1 3-730+7300 73 ﬁi
e 10 81 243
(b) Teleskopsumme:
i VE o VEFT VI VBHI
ce \ 2 +2k B +2k+2)  24+2 2 +23+1)
1 2 242  4+4i
S 2-2i 8-2 8 17
174171 16441 1 +13.
= — =— 4+ —i
68 68 68 68
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 66. Grobeinteilung von Quadriken

Geben Sie zu den folgenden Quadriken jeweils die erweiterte Matrix an und bestimmen Sie
ihren Typ (kegelige Quadrik, Mittelpunktsquadrik oder parabolische Quadrik):

(@) Qo= {z € R*| 22} + 2,3, + 22, + 1 =0},

(b) Qs := {x€R2| Az} + dayzy + a5 + 22, +2 =0},

(c) Q,:={zeR®| af+6xy3,+ 923 + 22, + 6z, + 1 =0},

(d) Qs:={z € R®| 4]+ 12z 2y + 23 + 2z,25 + 4z, + 6x5 + 1 = 0}.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Quadrik l3sst sich in der Form z' Az + 24"z + ¢ = 0 mit

2 1
(1)
schreiben, wobei Rg A = 2 gilt. Fiir den Rang der erweiterten Matrix
111 0
Aewv=1| 1]2 1
01 0
erhalten wir wir
1110 110 0 110 0
Rg| 12 1 |=Rg| 1/0 1 |=Rg| 0|0 1 | =3
0(1 0 01 0 01 0

Damit ist die gegebene Quadrik eine Mittelpunktsquadrik.
(b) Die Quadrik lasst sich in der Form 2" Az + 24"z + ¢ = 0 mit

(1)

schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

210 1
Aew=1| 04 2
112 1
erhalten wir
210 1 210 1 0|0 1
Rg| 0(4 2 | =Rg| 0/4 2 | =Rg| 04 2 | =3
112 1 110 0 110 0

Damit ist wegen Rg A = 1 die gegebene Quadrik eine parabolische Quadrik.
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(c) Die Quadrik lsst sich in der Form ' Az + 2a'z + ¢ = 0 mit

1 30
A=13 9 0
000

mit Rg A = 1 schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

Aerw =

erhalten wir

Damit ist die gegebene Quadrik eine kegelige Quadrik.
(d) Die Quadrik lisst sich in der Form 2" Az + 2a"x + ¢ = 0 mit

4 0 6
A=10 1 1
6 1 0

mit Rg A = 3 (wegen det A = —40) schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

Aerw =

erhalten wir

Rg

Damit ist die gegebene Quadrik eine kegelige Quadrik.
Aufgabe H 67. Eigenwerte, Definitheit

Sei o € R ein Parameter. Sei A, = (i 8) )

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A in Abhingigkeit von «.

(b) Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte in
Abhangigkeit von «.

(c) Fiir welche Werte des Parameters « ist v = G’) ein Eigenvektor von A?

(d) Ist die quadratische Form g¢4,: R? — R: x + z'Asx positiv definit, negativ definit
oder indefinit? Geben Sie (in den letzten beiden Féllen) einen Vektor y € R? an mit
dAs (y) <0.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Die Eigenwerte von Matrix A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

X4, (A) = det (2 " 4 _SA) = —A2-A) - 3a.

= A -2\ -3a
Wir erhalten:

/\1:1+\/1+30é, /\2:1—\/1+3a.

(b) Fiir v # —5 ist Ay # A und die algebraische und damit einhergehend die geometrische
Vielfachheit beider Eigenwerte gleich 1.

Fir a = —% gilt Ay = Ay = 1. Die algebraische Vielfachheit ist also 2. Der Eigenraum
ist gleich dem Losungsraum des homogenen LGS

(1)

Wir addieren 3 mal die erste Zeile zur zweiten Zeile (Z + 37):

| )
(7))

Die geometrische Vielfachheit ist in diesem Fall also 1.

Der Eigenraum ist also gleich

(c) wv ist ein Eigenvektor von der Matrix A, wenn gilt:

Av = .

(o) (1) ()

ist, ist A = 3 der einzige mogliche Eigenwert. 3a ist also gleich 3. Somit ist v ein
Eigenvektor von der Matrix A genau fir a = 1.

(d) Die Eigenwerte von Aj sind gleich 1+ V10 > 0 und 1 — /10 < 0. Die Quadrik ist
also indefinit. Fiir y = (_11) gilt

o= () 6 (2)-

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 90

Weil




14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 68. Hauptachsentransformation
Gegeben sei die Quadrik

Q= {I € Rg’ x%+4$%+$§+2$1$2+4$1$3+2$2:L‘3+2\/§:L‘1 +2V2 14 = 0},

Bestimmen Sie ein kartesisches Koordinatensystem, beziiglich dem () euklidische Normalform
besitzt und geben Sie die zugehorige euklidische Normalform an.

Losungshinweise hierzu: Zunachst formulieren wir die Quadrikgleichung in Matrixschreib-
weise 2" Az + 24"z + ¢ = 0 mit

112 V2
A=|1 4 1), a=1 0], ¢=0
2 11 V2
Wir bestimmen zunachst die Eigenwerte von A. Es ist
1—A 1 2

det(A — AE3) = det I 4-x 1
2 1 1—-A

=(1=A?@A=AN)+2+2-4(4 =N —(1=X)—(1=X)
= (1 =22+ A4 —A) +4+4X—16 — 2+ 2\
= —10 — 3A + 6A* = \°
=(-1=-X)2-NbB-=-2X)
Damit sind die Eigenwerte von A gegeben durch

M=-1, XA=2 A=05

Wir bestimmen die zugehdrigen Eigenraume:

e V(—1): Esist
21 20 0 -9 010 5.1 10 110
_ 71 _9. 2245721, —5-Z1;, 2271
15 100 |22W22 11 5 1|0 07T 0 1 0o
21 210 0 0 010 00 00
—1
Damitist V(—1) =L 0
1
e V(2): Esist
-_1 1 2 Z14+72: 73—-2-Z2: 7271 1 2 1 0
12 1 ramaRenese 0 3 30
2 1 —1 0 -3 —31/0

3 3

0

0

0
72473, 21-2.22, L. 70 L0 —1)0
~s 0 1 110
0 0 010

1
Damit ist V(2) =L 1)
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e V(5): Esist

—_4 1 2 O Z14+4-7Z2: Z3—-2-Z2 _3 6 O
1 -1 110 442252 1 -1 110
2 1 40 0 3 —61o0

1 1 -1 10 10 =10

Z34+71;—%71; 2122
T 0 1 22llo | P2 01 —2|o
0 0 o0lo 00 0lo

1
Damit ist V(5) =L 2)
1

Eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren ist damit zum Beispiel gegeben durch

b () ()
V2l ) VBl ) VB
-V3 V2 1
Setzen wir nun x = Ty mit T = \/Lé 0 —v2 2], so lautet die Quadrikgleichung
V3 V2 1

beziiglich y

4 2
2 2 2
P 2R B A2 =y + 2 —=ys = O
U1 Ys Y3 \/gyZ \/§y3

4 8 8 2 4 4
= —yf+2<y§+2~%yg+§>—2-§+5<y§+2~%y3+7—5)—5-%:0

VN 2+2< + 4)2+5( + 2 )2 28—0
Y1 Yo \/6 Y3 5\/§ 5 .
0
Mit z =y + \/ig gilt dann
p)
53

28
—zf+22§+5z§—g =0,

woraus sich die euklidische Normalform
5 5 o 25,

SO VE IR TE A
0 11
ergibt. Dax =Ty =T |2 — \/ig =Tz — \1/—55 —8 |, ist das zugehdrige kartesische
= 11

. 5v3
Koordinatensystem gegeben durch

eo (v} () L (L) 2
15 \q1) v2\ 1) v3\ 1) V6
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Aufgabe H 69. Euklidische Normalform
Die Quadrik () sei gegeben durch

Q={z e R®| 32% — 22 4 322 — 20125+ 2v/221 + 2V225+ 1 = 0} .

(a) Geben Sie die Matrixbeschreibung dieser Quadrikgleichung an.

(b) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform und die Gestalt von Q.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Matrixbeschreibung von @ ist:

Q={reR®| z'Az 424"z + ¢ =0} mit

30 -1 V2
A= 0 -1 0 ]; a=|01]; c=1
-1 0 3 V2
(b) Zuerst diagonalisieren wir A. Hierzu bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenrdume von

A.
xa=det(A—AE3) = (=1 =X)((3=X)?*—=1) = —(A+1)(\> — 6\ +8)

= —(A+ DA —2)(A—4).

Die Eigenwerte sind —1,2,4, jeweils mit algebraischer und somit auch geometrischer
Vielfachheit 1. Berechnung der zugehdrigen Eigenrdaume ergibt:

4 0 =1 0 4 0 =1 O
(A+ E3)x =0: 0O 0 0} 0].— 0O 0 0 0
-1 0 41 0 AZs + Zs - 0 0 15 0
0
Also gilt V(—1) =L 1
0
1 0 =1 0 1 0 =1} 0
(A—2E3)x =0: 0 -3 0 0].% 0 -3 0 O
—1 0 1] 0 Z3+ 72y - 0 0 0l O
1
Also gilt V(2) = L 0 .
)
-1 0 =14 0 -1 0 =1 0
(A—4E3)x = 0: 0 -5 0 0].—> 0 -5 0
-1 0 -1 0 VARAR 0 0 0f O
1
Also gilt V(4) = L 0
-1
Normieren wir die erhaltenen Eigenvektoren, um die folgende Orthonormalbasis zu be-
0 1 1
kommen: f; := (1)  fo = \/Li (1) , f3 = \/Li O1
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1 1
V2 V2
Entsprechend gilt fir FF = |1 0 0
1 1
0 7%
. -1 0 0
A=F'AF={0 20
0 0 4
0 1 0 V2 0
i=Fla= ?ﬁ 0 %21 1o =12
% 0 -7 V2 0

Im Koordinatensystem F = (0; f1, f2, f3) hat die Quadrik @) die Gleichung
Q={yeR®| y' Ay +2a'y+c=0} ={y € R*| —y7 + 205 + 4y + 4yp + 1 =0}

Nun verschieben wir gegen die linearen Terme:

O:—yf—|—2y§+4y§+4y2+1:
=y +2(ys + 2+ 1 1) +4y; + 1
= =y 20+ 1) +4y5 - 1
21 =Yy, 22 1 =Yo — (—1),23 :=y3
= -2l +222+425 -1

0
Der neue Ursprung P hat also die F-Koordinaten . = [ —1 |, seine Standardkoor-
0
—1
. . o 1
dinaten erhélt man als . P = F P = % 01
—1 0 1 1
In dem Koordinatensystem \/Li 0 |; (1) 7\% (1) ,% 0 hat ist Quadrik
Q durch die Gleichung 27 — 222 — 422 + 1 = 0 gegeben. Das ist ein einschaliges

Hyperboloid.

Frischhaltebox

Aufgabe H70. Hessesche Normalform

Sei E die Ebene durch die Punkte P, = (0,0,3), P, = (0,3,0), P; = (1,1,0).
Berechnen Sie die Hessesche Normalform von E.
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Loésungshinweise hierzu: Die Ebene kann beschrieben werden als

T T 0 0 1
E = v | €R¥| [ | = (0] +s| 3 |+t 1 ],steR
T3 T3 3 -3 -3
—6
Der Vektor n = [ —3 | steht orthogonal auf E (er ist das Vektorprodukt der Richtungsvek-
-3

toren; ein orthogonaler Vektor kann aber auch durch das Losen eines LGS bestimmt werden).
Wir erhalten somit durch Normierung

L
n=——7= )
CRV!
die Hessesche Normalform von E lautet wegen (P |n) = — % folglich
X1 T 2
1
E = o | €R3 < Ty — |1 >:§
T3 T3 \/6 1
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