A. Kirchhoff, .
T. Pfrommer. 1. Gruppeniibung zur Vorlesung Prof. Dr. M. Stroppel

M. Kutter, Dr. I. Rybak Hoéhere Mathematik 2 Prof. Dr. A. Sandig

Sommersemester 2010

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 1. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Untersuchen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:

(2) Zonil

> 1
(b) ;k2+k+1

© OOZ—

k=1

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt ;%5 — 1 fiir n — oco. Die Reihe ist daher divergent.

(b) Hier kann man das Majorantenkriterium anwenden. Es gilt fiir alle £ € N

1

0 ———
T k+Ek+1

A

1
ﬁ.

Aus der Konvergenz von >’ k—lz folgt die Konvergenz der Reihe
k=1

= 1 > 1
S e S——
kz%kukﬂ +;k2+k+1

(c) Das Quotientenkriterium liefert

1)3 47 13 e 1
(n+ 1’4 (1) 1

0 —
4n+1 ’I’L3 4”3 4

A

Daraus folgt die Konvergenz der Reihe.
(d) Hier weisen wir die Konvergenz der Reihe mit dem Wurzelkriterium nach. Es gilt

’“_’—°>°g<1.

10

k

—9k — 101"
10k

| -9k —10
a 10k

Aufgabe H 2. Stetigkeit
Betrachtet wird die Funktion f: [1,4] — R: 2z — /.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(a) Berechnen Sie fiir jedes € > 0 ein passendes § > 0 so, dass gilt
Ve e [1,1+0]:  |f(z)— f(1)| <e.

(b) Finden Sie fiir jeden Punkt zo € [1,4] und fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 so, dass die
Bedingung
Ve e [1,4]: (Jr — x| <0 = |f(x) — f(z0)| <€)
erfiillt ist.
(c) Betrachtet wird nun die Funktion g: R — R

)L x#E2
g(x)—{Q’ o

Kdnnen Sie auch hier ein § wie in (b) finden?

(d) Was hat das Ganze mit Stetigkeit zu tun?

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Fiir jedes ¢ > 0 gilt

Wz—1ll<eeVr<ltecsr<(l+te)lslr—1<(l+e)?-1=4.
(b) Sei xy € [1,4]. Fiir jedes £ > 0 gilt dann
Vz —/To| < e < |z — x| < e(Vr+ VTo) < |1 — 0] <26 =26

Die letzte Implikation gilt, da 2 < \/x + /7o < 4 fiir alle x, zq € [1,4] gilt.

(c) Fiir o = 2 findet man hier nicht fiir jedes € > 0 ein entsprechendes § > 0, denn es
gilt fiir alle x # 2 :

9(x) = g(wo)| = 1 = 2] =1,
und zwar unabhdngig von §.

(d) Die Tatsache, dass ein solches § > 0 existiert, ist dquivalent zur Stetigkeit in o = 1
in Aufgabenteil (a) bzw. zur Stetigkeit im gesamten Intervall [1,4] im Aufgabenteil
(b). Im Aufgabenteil (c) findet man kein solches § > 0, da die Funktion ¢ unstetig in
To = 2 ist.

Aufgabe H 3. Konvergenz in metrischen Raumen

Auf der Menge C°([0,1]) der reellwertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall [0,1] ver-
wenden wir die durch po.(f,g) := max {|f(t) — g(t)|| t €[0,1]} festgelegte Metrik po.
Die Folge (fn)nen in C°(]0,1]) wird definiert durch

fult) = \/t2+% fir t € [0,1].
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Uberpriifen Sie, ob die Folge konvergiert und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

Lésungshinweise hierzu: Wir bestimmen zunachst den moglichen Grenzwert der Folge und
klaren anschlieBend die Konvergenz. Nehmen wir also an, dass die Folge tatsachlich gegen
eine Funktion f € C°([0, 1]) konvergiert. Dann wiirde fiir alle s € [0, 1]

Nomar

fir n — oo gelten, und somit (punktweise) f(t) = |t| = ¢ implizieren. Um nun auch die
Konvergenz im metrischen Raum (C°([0,1]), pso) gegen die Funktion f einzusehen, sei ¢ > 0
gegeben. Dann finden wir ein K > 1 mit VK > % Also gilt

= [fn(s) = f(s)| = max [fu(t) = f(t)] = poc(fu, [) = 0

t€[0,1]

max | fn(t) — f(t)] = mnax

(t+ L)2 _ 2t t
t€[0,1] ] \/ﬁ \/ﬁ
(t+1/Vm)2 —t

1
= —=<c€

LD

fir alle n = K. Da € > 0 beliebig war, zeigt dies die Konvergenz der Folge {f,}.cn gegen

f.

< max
t€[0,1]
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 4. Stetigkeit

Bestimmen Sie moglichst groBe Teilmengen von R, auf denen die folgenden Definitionen
sinnvoll sind:

(a)

(b)

oo os (%)
f1-17'—>m

Lésungshinweise hierzu: Der Definitionsbereich ist D; = R ~ {0, 1}. In D, ist die
Funktion, als Verkniipfung stetiger Funktionen, stetig. Aus Beispiel (1.12.5) ist bekannt
dass

sin(x)

lim =1
x—0 €
Daran ist ersichtlich dass
sin(x sin(x
lim L:1 lim ():—1
=040 || 2—0-0 ||
Bereits aus der Schule ist bekannt dass sin (z) = cos (x+ g) Wir substituieren

zunachst u = x+ 1 beziehungsweise © = u+ 1 und beachten dass sich im Limes auch
die Grenzen andern.

i cos (%) _ .. cos (’;—“—i—%) e sin ("’2—“)
oot 2w — 1] we0 (ut D2fu] w0 (ut 1)2[u]

[\

substituiere v = Ju beziehungsweise u = Zv

™

) _r (%
= lim =—
v=0 (2 4 1)2 2lo] 2 \im,—o (20 + 1)2

{—I—g als linksseitiger Grenzwert

—% als rechtsseitiger Grenzwert

Wir erhalten also die Grenzwerte

| | _ | ]
A —ee o Im Al =45 w AG)=—5-

Somit ist die Funktion nicht stetig fortsetzbar.
for z— In (In(1+ 2?))

Losungshinweise hierzu: Die In-Funktion ist definiert fiir alle x > 0, streng monoton
steigend und groBer oder gleich 0 fiir alle = 1. Fassen wir diese beiben Aussagen
zusammen, und verwenden wieder das Argument der Verkniipfung stetiger Funktionen,
erhalten wir, dass die Funktion f; stetig ist fiir alle x # 0. AuBerdem ist Dy = R~{0}.
Wir erhalten xg{)rion(x) — —o00. Die Funktion ist nicht stetig fortsetzbar.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

1
(€) foro ——
14277
Losungshinweise hierzu: Mit den gleichen Argumenten wie zuvor folgt
D3 =R~ {1}. In Dy ist die Funktion stetig. Wir betrachten zunachst

im — —00 im — 00
Hiermit folgern wir
ﬁglﬁof?,(m) =1 xggf}rofs(w) =0
Die Funktion ist also nicht stetig fortsetzbar.
3zt + 62 — 272% — 62 + 24
d :
(d) fizaw— 23— 222 —x+2
Lésungshinweise hierzu: Wir konnen f; schreiben als
i 3(z+1)(x—1)(x—2)(x+4)
(x4 1)(x—1)(z—2)
Fir Dy = R~ {—1,1,2} ist die Funktion stetig. Ferner gilt
x—l>l—nll:|:0 fa(@) =9 x—1>l-i-Hll:|:0 fa(w) =15 J;—1>1-i1-1;:|:0 fa(w) =18
Durch fy(—=1) = 9, f4(1) = 15 und f4(2) = 18, ist die Funktion folglich stetig
fortsetzbar.
_ cos(3x)
() fo:ar sin(2x)

Lésungshinweise hierzu: Zunachst sei bemerkt, dass sin(2z) = 0 fir x = k7 mit
kelZ.

Folglich ist D5 = R~ {kZ: k € Z}. Wir wissen cos(3z) ist 27-periodisch und sin(2z)
ist m-periodisch. Somit ist f5 eine 2mw-periodische Funktion, die auf D stetig ist. Unter
Verwendung der Additionstheoreme (1.14.21) erhalten wir

sin(2x) = 2 cos(z) sin(x)
cos(3z) = cos(x + 2x) = cos(x) cos(2z) — sin(z) sin(2x)
Hiermit konnen wir den Limes schreiben wie folgt

cos(3x) o cos(z) cos(2z)  sin(z)sin(2z)
v—wo sin(2x)  a—ao ( sin(2x) sin(2z) )

- i () )

z—zo \ 2 cos(z) sin(x)

-l (S o)
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Also
2 —1 3
lim Coé( 7) —sin(z) ) = ——1=—=
e—T+2kr \ 2sin(x) 2.1 2
_ cos(2x) . -1 3
1 — = 1=2=
os 35 2k (2 sin() Sm(‘%)) > (-1 2
Also gilt mit k£ € Z
lim  f5(x) 00 lim  f5(z) — 400 lim f5(z) 5
— — — — —=
2—(04+2k7)—0 > z—(0+2km)+0 > xﬂ(gwlm)io ’ 2
li li - li —
B P el ) e ()
Durch
T 3 3T 3
T4 ok ) — 2 M okr) =42
f5<2—|— 7T 5 f5(2—|— 7T> +5
mit k € Z konnen wir die Funktion stetig fortsetzen.
(F) fo:z yi:; wobei abe R

L6sungshinweise hierzu: Unter Beachtung des Nenners folgt, dass fg fir Dg =
R~ {b}, als Verkniipfung stetiger Funktionen selbst wieder stetig ist. Wir unterscheiden
folgende Fille

a = b: Dann ist

i, o) = 1 i fole) 1

a > b: Dann ist

Jig ) = o

a < b: Dann ist

.
im fo(z) — +00

Im Fall @ = b, und nur in diesem Fall, ist die Funktion durch fs(b) = —1 stetig
fortsetzbar.

Untersuchen Sie diese Funktionen auf Stetigkeit, und bestimmen Sie jeweils die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte an den Liicken in den Definitionsbereichen.
An welchen dieser Liicken sind die Funktionen stetig fortsetzbar?

Aufgabe H 5. Stetigkeit und Folgen
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Sei f:(0,00) — (0,00) stetig und f(z) < z fir alle x > 0. Fiir die reelle Folge (a,)nen
gelte a, > 0 und a,1 < f(a,) fir alle n € N. Zeigen Sie, dass (a,),en konvergiert und
bestimmen Sie lim a,,.

Loésungshinweise hierzu: Es gilt
0<ant1 S flay) < ay, fur alle n € N, (1)

daher ist die Folge (a,) monoton fallend und beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano und
WeierstraB existiert dann lim a,, =: a € R.

n—o0

Waire a < 0, so gabe es ein N € N, so dass a, < 0 fiir alle n = N gelten wiirde. Da
jedoch a,, > 0 fiir alle n € N gilt daher aber a = 0.

Ware a > 0, so wiirde aus lim f(a,) = f(a) (f ist stetig auf dem Intervall (0,00) )
aus (1)
as fla)Sa

und somit f(a) = a folgen. Da wir aber a > 0 angenommen haben, gilt laut Voraussetzung
f(a) < a. Insgesamt ergibt sich daher mit

a= fla) <a

ein Widerspruch zu a > 0, also folgt a < 0.
Insgesamt folgt aus @ = 0 und a < 0 letztendlich a = 0.
Aufgabe H 6. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, ohne die Regel von I'Hospital zu verwenden:

T —2
lim —
(@ s
(b) lim sin(z) — cos(x)
z—T cos(2x)

r—a r—a

Tr—-+00

Lésungshinweise hierzu:
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

0 ,
(a) Der Ausdruck lim 7% ist von der Form “~". Man findet den Grenzwert
=2 12 — 3z + 2 0

durch die folgende Umformung

. T — 2 . T — 2 . 1
lim —————— = lim = lim —— = 1.
=2 22 = 3r+2 =2 (x—2)(x—1) +—22-—1

(b) Der Ausdruck lim sin(x) — cos(z)
T cos(2x)

durch die folgende Erweiterung

ist von der Form g Man findet den Grenzwert

lim sin(x) — cos(x) _ lim sin(x) — cos(z)
o—T cos(2x) e—T cos?(x) — sin’(x)
— lim sin(x) — cos(x)
z—= (cos(z) — sin(x)) (cos(x) + sin(x))
= lim -1
z—7% cos(z) + sin(z)
1

7

(c) Mit den Rechenregeln fiir Funktionsgrenzwerte (1.12.1) erhalten wir

52 52
lim (19” +2i): lim —% 4 lim 2F

T——+00 — ,1'2 T——+00 — ,1'2 T—+00
. . 1
= lim ~ + lim 2=
T—+00 = — r—+00
T
. . 1
= lim + lim 2=
T—+00 5 — 1 r—+00
T
)
=—+ 20 =4

(d) Der Ausdruck lim | — z___ sin(@) ist von der Form 9 Man findet den Grenz-
z—0 \ sin(3z) x 0

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

wert durch die folgende Umformung

lim < T _ sm(x)) tim % pm sin()
sin

20 (3z) x v—08in(3z) «—0 x
1. 3x . sin(z)
= — lim — —
3a—0sin(3z) 2-0 x
[t = 3z]
1 i — t i sin(z)
3 t—0 sul(t) z—0
1 1 . sin(x)
B 3 hmt_>0 w z—0 x
[siehe Beispiel 1.12.5]
1
R
3 3

(e) Der Ausdruck lim VAT~ T it von der Form g Man findet den Grenzwert durch
T—a T —a
die folgende Umformung

VAT —x . (aT — ) (JaE + 1)

M R TG aar )
i O
z—a (z— a) (Vaz + )
_ lim —z(z —a)
a—a (z—a) (Vaz + )
— lim "
A Var+ o
— L fira>o0
9 ur a .

Fir a = 0 erhalten wir

. v ar — T . —T
lim — = lim — = —1.
T—a TrT — Q z—0 2

Fiir a < 0 erhalten wir wegen lim(z —a) =0 und lim (yax —2) = —a—a = —2a,

T—a rz—at

sowie z —a<0firz<aund z—a >0 firz>a

. v/ ar — T
lim Y—— = 400.
r—at €T —a

(f) Der Ausdruck lir+n <\/:1: +a— V- b> ist von der Form "“oo — 00”. Man findet
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

den Grenzwert durch die folgende Erweiterung

.  (Vrt+ta—vVz-b) (Vrta+Vz—D)
mE?@(\/x+a—\/x—b):xEIiloo (Vite+vish)
— lim r+a—(x—0>)
v=+oo (/x +a+ vz —b)
= lim atb
v=+o0 (y/x +a+Vz—b)
= 0.
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H7. Potenzreihen
Bestimmen Sie die Konvergenzradien und Entwicklungspunkte der folgenden Potenzreihen:

(a) Z(z;i)” (d) Z Z—i—\/_—z
(b) Zn2(2—1+22’)" (e) Z on "

(c) Z (f) fpn (2 +4z+4)"

Sk|ZZ|eren S|e Jewe|ls den Konvergenzkreis. Geben Sle an, fiir welche z € R die Reihen kon-
vergieren.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Der Entwicklungspunkt ist zo = —1. Wir berechnen den Konvergenzradius p mit Hilfe

1
des Wurzelkriteriums. Mit Koeffizienten a,, = nry ergibt sich
"n

1
hm Vlan| = hm { | = 5

i

1
Der Konvergenzradius ist p = — = 2. Die Reihe konvergiert fiir jedes z aus dem

a
offenen Intervall (—3,1). Um den Konvergenzbereich festzustellen, miissen wir noch
das Verhalten in den Randpunkten —3 und 1 untersuchen. Fiir z = —3 ergibt sich

die Reihe - -
-9 —
2 <2 i B Z_l (

n=1
Diese Reihe ist eine alternierende Reihe, die nach dem Leibnizkriterium konvergiert.
Fir 2 =1 dagegen ergibt sich die Reihe

n=1 n=1

n n

Sl

Diese Reihe ist divergent (Beispiel 1.9.16 im Skript). Daher konvergiert die Reihe
(o.9] 1 n
Zm auf dem Intervall [-3,1).

2"
n=1
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Wir berechnen

. an—l—l
a= lim
n—oo

=1.
Qn

So gilt fiir den Konvergenzradius p = 1. Der Entwicklungspunkt ist zp = 1 — 2i.

Wie, aus der Skizze ersichtlich ist, konvergiert die Reihe fiir kein z € R.

(c) Wir erkennen, dass

> (—4)nz2n 2 (—=1)"(2z2)2"
Z( ) Z( )" (22)

2n! - 2n/!

n=1 n=0

—1=cos(2z2) — 1.

Das ist eine Potenzreihe fiir cos(2z), die aber fiir jedes beliebige z € C' konvergiert

(p = 4+00). Es gilt das selbe auch fiir die gegebene Reihe. Der Entwicklungspunkt ist
20 = 0.
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(d) Wir berechnen

Qp+1
Qn

()t 1

o= lim Jim gy = i g =0

n—oo

So gilt fiir den Konvergenzradius p = +o0o. Der Entwicklungspunkt ist zg = —v/2 4.

(e) Wir berechnen den Konvergenzradius mit Hilfe des Wurzelkriteriums

lim VZ_%zﬂ

n—o0

1
So gilt fiir den Konvergenzradius p = —. Der Entwicklungspunkt ist 2y = 0.

V2

1
Die Reihe konvergiert fiir jedes z aus dem offenen Intervall

—,——=]. Um den
2

Konvergenzbereich festzustellen, miissen wir noch das Verhalten in den Randpunkten
! d - t hen. Fii 1 ibt sich die Reih

——— und —= untersuchen. Fiir z = ——— ergibt sich die Reihe
NI 2 e

—1.

n=1

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Stroppel /
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Diese Reihe ist divergent. Fiir z = dagegen ergibt sich die divergente Reihe

n=1

2

ol

1 1
Daher konvergiert die gegebene Reihe auf dem Intervall <——2, —2> :

(f) Es gilt
Z 2" (2* + 4z + 4)" = 22” ((z+2)%)"
n=0 n=0
Der Entwicklungspunkt ist zp = —2. Es bietet sich an durch u = (2 + 2)? zu substi-
tuieren. Wir wissen
lim V27 =2

n—oo

Es folgt, unter Beriicksichtigung der Substitution, dass
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

fe'e) 2n
Da 3 2" <i\%>

1 1
reellen Intervall <—2 -7 -2+ 75)

> 1™ divergiert, konvergiert die Reihe nur auf dem offenen

n=0

Aufgabe H8. Ableitungen
Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die Ableitung nach z:

. 1
(@ fi:(0,3) —=R:z— T
Losungshinweise hierzu: Mit der Quotientenregel ergibt sich:
d d [cosx sinx(—sinz) — cos x cos «
)= () = e -
dx dx \sinz (sinx)
-1
(sin x)?

(b) fo:R—R:xz+ sinh(V1+ 2?)

Losungshinweise hierzu: Zweifaches Anwenden der Kettenregel liefert:

d%fz(x) = d%(sinh(m)) —

1 x
= oV ) e T e
(c) f3:(0,00) = R: 2 Jon(l+ 2

L6sungshinweise hierzu: Diesmal mit Produkt- und Kettenregel:

%fg@ = %WS In(1 + %)) =

1 1
= §$_2/3 111(1 —|— 1'4) + I1/3m4$3 =
C In(1+a") 42w
T sV 1t

cosh(v1 + x2)

-1,
€
xt+1
Lésungshinweise hierzu: Mit Produkt- und Quotientenregel berechnet sich:

d d (z2—-1
%f4(x>_%(x4+1'6>_

-1, (z*+1)20 — (22 — 1)4a?

d fi R>R:zx+—

xT

:x4+16 (x* 4 1)2 ©=

(b=t =1 20° 420 —da® + 42

_( @1 (zt 4 1)2 )e B
28 — 225 —at + A3 + 2P+ 20 -1

- (z7 + 1) ¢
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

sin(x) cos(x)
1+ (sin(z))?

Lésungshinweise hierzu: Man benétigt Produkt-, Ketten- und Quotientenregel und
erhalt:

d sin x cos x
_f5( )= dx (1+(sin:z:)2) -

_ (I+(sin 7)?)((cos r)* — (sinz)?) — sinx cos x 2sinz cos r
(14 (sinx)?)?
(cosz)? — (sinx)? + (sinz)?(cosz)? — (sinz)! — 2(cos x)*(sinx)®
(1 + (sinx)?)?

(e) s:R—>R:z—

=1—(sinx)?
—— N
(cosx)? —(sinz)? — (sinz)?((sinx)? + (cos 1)?)

b

(1+ (sinz)?)?
_ 1—3(sinxz)?
(14 (sinz)?)2
(f) fo6:(0,m) =R :z— (sin(x))”
Lésungshinweise hierzu: Aus der ldentitat

Ina

a=-e"",

fiir a > 0, sowie aus Ketten- und Produktregel folgt:

d d d . d .
%fﬁ(l’) = % ((sm:c)x) — % ((eln(SmI))x) — d_ (exln(smx)) _

x
= ¥ InsinT) (ln(sin x) + x—
sin

)
Cosx | =
i

Cos T
it (s )
(sinx) ( n(sinz) + p——

Aufgabe H9. Fibonacci-Zahlen
Die Folge (a,,) der Fibonacci-Zahlen ist definiert durch

ag = 17 ai = 1, Ap+1 = Ap + Ap_q fur n € N.

Zeigen Sie: Fiir den Konvergenzradius p der Potenzreihe

gilt p= 1.
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Losungshinweise hierzu: Wie man mit vollstandiger Induktion sieht, gilt a,, < 2":
Induktionsanfang: Es gilt ap = 1 < 2° und a; = 1 £ 2!, die Behauptung ist somit fiir n = 0
und n =1 richtig.

Induktionsschluss: Sei nun n € N. Ist die Behauptung fiir n — 1 und n bewiesen, so folgt

Apt+1 = Ap + Ap—1 é om 4 2n—1 § " 49" — 2n+1‘

Folglich ergibt sich limsup {/|a,| = 2 und damit gilt fiir den Konvergenzradius p der zu
betrachtenden Potenzreihe r = (limsup {/|a,|)~* = 1.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 10. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit der Regel von I'Hospital

() lim )

Tr—00 x4

(b) lim tan(3z)

e—1 tan(x)

. 1 1
(c) 916131[1) (:1: sin(z) ﬁ)
(d) Zl_i}llii() In(z) In(1 — z)

(@) limm (x(ex F1) - 2(eF — 1))

x—0 ,’1;2

Losungshinweise hierzu:
(a) Der Ausdruck ist von der Form “22“. Die Regel von I'Hospital liefert
In () 1

lim = lim — = 0.
T—00 €T T—00 4$4

(b) Der Ausdruck ist von der Form “22“. Die Regel von I'Hospital dreimal angewandt

liefert
lim tan (3x)  lim 3(cos (z))? _ lim 6 cos (z)(—sin (x))
e—= tan(zr) -2 (cos(3x))? 2—= 2cos(3x)(—3sin (37))
i % (z)sin (z) . (cos (x))? — (sin ())?
e—2 cos (3z)sin (3z)  «—% 3((cos (3z))? — (sin (3x))?)

~ im 2(cos (1))* — 1 _
e—2 3(2(cos (3x))% — 1)

W[

0«
0

y ( 1 1):1, rosin(@) . 1—cos(a)

(c) Der Ausdruck ist von der Form “2“. Die Regel von I'Hospital dreimal angewandt liefert

a—0 \ zsin (z) 22 220 2Zsin (x) ~ 40 27sin (x) + 2% cos (x)
B sin (z)
~ 220 28in (x) + 4x cos (x) — 22 sin ()
cos () 1 1

— 1 _ _1
220 6 cos (x) — 6zsin(x) —x2cos(x) 2+4 6
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(d) Der Ausdruck ist von der Form “8“. Die Regel von I'Hospital zweimal angewandst liefert

1

In(1— _ 1
liql In(z)In(l—x)= hr{l M _ hr{l _11_9C
r—1— r—1— @) z—1— W
g PO @) (@) 42l () _04+2-0
r—1- 1—=z r—1— —1 1 .

(e) Der Ausdruck ist von der Form “%“. Die Regel von I'Hospital zweimal angewandt liefert

z(e®+1)—2(e” = 1) , e’ + 1+ ze® — 2e” ’ e +xe* —e* 0 0
= lim =lim——=—-=0.
2 z—0 2z z—0 2 2

lim
z—0 x

Aufgabe H 11. Taylorpolynom
Fiir ein festes k € N ist das Intervall [ := [—27k,27k| gegeben. Weiter ist auf [ die
Funktion sin‘l: I — R: z + sin(z) definiert.

(a) Uberpriifen Sie, ob die Funktion sin’l die Voraussetzungen des Satzes von Taylor in
dem Intervall I erfiillt.

(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T5(sin|,, z,0).

(c) In anwendungsbezogenen Vorlesungen wird Ihnen haufig eine Aussage der Form |, fiir
kleine Winkel kénnen wir sin(x) durch x ersetzen" begegnen. Darf man das wirklich?
Was sind ,, kleine Winkel“? Stellen Sie diese an sich gewagte Behauptung auf ein solides
mathematisches Fundament, indem Sie sich das Restglied Ry(sin |, ,0) anschauen.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Da die Funktion sin |;: [ — R stetig und unendlich oft stetig differenzierbar im Inter-
vall I ist, sind die Voraussetzungen des Satzes von Taylor im Intervall I erfiillt.
(b) Esgilt f(x):=sinz = —f"(z) = fW(x), sowie f'(z) =cosz = —f"(x) = fO)(x).
Damit berechnen wir f(0) = f”(0) = f®(0) = 0 und f'(0) = —f"(0) = f®)(0) =
1. Damit konnen wir das Taylorpolynom 5. Stufe angeben:

5
fn(o) ZE3 .I‘5
T 0 p— —_— n g _—— —_
»(flr,2,0) 1;0 I A D
(c) Das Restglied R, hat die Form
11
Ry(sin |7, x,0) = / ?Elgx)x?’,

wobei 0 < &, < z. Da das Restglied R, gerade den Fehler bei der Approximation von
sin durch das Taylorpolynom 1. Stufe beschreibt, gilt
sin x Ry(sin |y, x,0)

sinz = x + Ra(sin |7, 2,0) und damit =1+ ———F-2 firz #0.
T T
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Eine Abschatzung der rechten Seite ergibt

3 2

§1+I.3!:1+‘%—>1 fiir 2 — 0.

sin x

T

Aufgabe H 12. Umkehrfunktion der Cosinus-Funktion

(a) Schranken Sie die Cosinus-Funktion cos im Definitionsbereich so auf ein geeignetes
Intervall ein, daB die Umkehrfunktion Arcuscosinus arccos existiert und skizzieren Sie
diese.

d
(b) Berechnen Sie 1o arccos(z) mit Hilfe der Ableitung der Umkehrfunktion.

z T=x0

(c) Zeigen Sie arccos(r) = § — arcsin(x).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir betrachten die Funktion cos|j: [0,7] — [—1,1]. cos | ist bijektiv und
besitzt somit eine Umkehrfunktion arccos.

35

3

25

2k

151

1F

0.5

ok

(b) Der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion liefert mit 2o = cosyo und der Formel
aus der Prasenzaufgebe P11 (b)

d 1 1

—— arccos = =

1 1
dx @=x0 %COSZ/ —sinyo  —4/1 — cosy? V1— a3

Y=Yo

(c) Mit Hilfe des Additionstheorems
cos (z +w) = coszcosw — sinzsinw  fiir alle z,w € R

berechnen wir

™ . ™ . . T\ . .
cos (5 —arcsinz ) = cos ( 7 | cos (— arcsinz) — sin 5 ) sin (— arcsin x)

=0—1-(—sin(arcsinz)) = .
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Da cos eine bijektive Funktion auf dem Intervall [0, 7] ist, gilt somit

m .
arccosxr = 5 — arcsinx.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 13. Taylorpolynome

Sei f:R— (—5,5): z+ arctanz.

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3. Stufe T3(f,x,zq) beziiglich des Entwicklungs-
punktes zo = 0.

Lésungshinweise hierzu: Um das Taylorpolynom 3. Stufe samt Restglied angeben
zu konnen, brauchen wir die ersten vier Ableitungen von f.

1
/ —_—
—2x
" -
f (l’) - (1 +m2)27
32?2 —1
" _
f (‘T) - (1 + .TQ)?’,
1 — a2
W (z) = 240— .
f (l’) x(l + 1,2)4
Das gesuchte Taylorpolynom 3. Stufe lautet dann wie folgt:
3 .
F®(0) 4 : J'0) 5 J"(0) 4 x’
T = E— —= _— - 7 — _ —.
3(f,,0) E R F0) + f(0)x + 5 %+ g & =3

k=0
(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von T3 eine N&herung fiir arctan0.1.

L6sungshinweise hierzu: Eine mogliche Naherung fiir arctan 0.1 ist gegeben durch
T3(f7 017 0)
000 01— QDF 1L 1 29
S ER R 3 10 3000 3000
(c) Untersuchen Sie das Restglied R3(f,2,0), um eine Schranke fiir den Fehler
|f(0.1) — T5(f,0.1,0)| zu erhalten.

L6sungshinweise hierzu: Das Restglied R3 lautet
(4) 1 — &2

0@ 4 1-€
41 (1+ &)

wobei ¢ € [0, z]. Wir wahlen nun 2 = 0.1 und erhalten mit 1—¢2 < 1 und (1+&£%)* >
1 eine mogliche Restgliedabschatzung durch

R3<JZ) =

1
[Rs(w)| = 0.1- - 0.1 =107°.

3
Wenn wir als Naherungsformel arctanz ~ x — 3 verwenden, dann ist der Fehler bei

2 = 0.1 also maximal 107°.
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Aufgabe H 14. Potenzreihen und Differentialgleichungen
Gegeben sei die Differentialgleichung

f'=af,
wobei a € R ist. Eine Losung dieser Differentialgleichung ist eine differenzierbare Funktion
f: R — R, fiir die gilt
f'(z) = af(x) fir alle z € R.
Sei nun f eine solche Funktion.

(a) Bestimmen Sie fiir beliebiges n € N die n-te Ableitung f™ und schlieBen Sie dabei
induktiv, dass f beliebig oft stetig differenzierbar ist.

Lésungshinweise hierzu: Da f stetig differenzierbar ist, so folgt aus der Differential-
gleichung

f'=af,
dass auch f’ stetig differenzierbar ist und somit induktiv auch f fiir beliebiges
n € N. Ebenso induktiv ergibt sich damit

f(n) _ O{f(n_l) _ a2f(n—2) — .= anf‘

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von (a) die Taylorreihe T'(f,x,0) und anschlieBend deren
Konvergenzradius.

Lésungshinweise hierzu: Die Taylorreihe von f ist gegeben durch
R A (PR o PO

Das Quotientenkriterium liefert
n+1 1
O |, g,
a™ (n+1)! f(0)

n—oon+1
Der Konvergenzradius ist also p = oo.

lim

n—oo

(c) Machen Sie eine Probe, indem Sie sich vergewissern, dass T'(f,x,0) die Differential-
gleichung erfiillt, das heiBt LT'(f,z,0) = a - T(f,x,0).

L6sungshinweise hierzu: Nach Satz 2.6.10 des Skriptes ist eine Potenzreihe inner-
halb des Konvergenzkreises beliebig oft differenzierbar. T'(f,x,0) ist also in ganz R
differenzierbar und die Ableitung berechnet sich (wieder nach Satz 2.6.10) durch

d = d an
LT =3 o (10%)

n=0
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Also erfiillt T'(f,x,0) die Differentialgleichung.
(d) Welche Reihe erhalten Sie fiir den Anfangswert f(0) =17

Lésungshinweise hierzu: Im Fall f(0) =1 erhdlt man die Exponentialreihe

T(f,2,0)=Y (az)

n!
n=0

n
ax
= € .

Aufgabe H 15. Kurvendiskussion
Die Funktion f sei gegeben durch

1 1
J@) =G ~ T

(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von f in R und untersuchen Sie
das Verhalten von f an dessen Randern (gegebenenfalls in +00). Uberpriifen Sie die
Funktion auf Stetigkeit.

Lésungshinweise hierzu: Der maximale Definitionsbereich von f in R ist D =
R~ {—1,1}. f ist in ganz D stetig. An den Randern von D zeigt f folgendes

Verhalten:
L ) =0
:E—1>1—H11:|:0f(w) = 1o,
(b) Untersuchen Sie f auf Symmetrie.
L6sungshinweise hierzu: Es gilt
1 1

= —f(x).

Also ist der Graph von f punktsymmetrisch zum Ursprung. f ist eine ungerade Funk-
tion.

(c) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.
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Losungshinweise hierzu: Fiir z € D gilt:

1 1
f0=0% TryE =T
s (1—2)?=1+2)?
s 1—-2r+2>=1+22+ 27
& 0=4x

S x=0

Es gibt also genau eine Nullstelle: x = 0.

(d) Berechnen Sie f’, sowie Art und Lage aller Extremalstellen von f. Bestimmen Sie
auBerdem die Tangente an den Graphen von f im Punkt x = 0.

Lésungshinweise hierzu: Fiir die Ableitung ergibt sich:

1@ =3 (aree )
_ -2 _ 2

(1 +x)32 (1- m)32
:‘(<1+x>3+<1—x>3)

Um Extremalstellen in D zu ermitteln setzen wir f” gleich Null und erhalten:

, 2 2
Fe) =0 g ="a=—ap
s (1-2)P=-14+2)?
& 1-3r+32" —2° = —(1 + 32 + 32* + 2°)
2462 =0

2 _ _1
=T = 3

f" hat somit keine reellen Nullstellen und damit gibt es keine Extremalstellen von f in
D. Die Tangente an den Graphen von f im Punkt z = 0 ist durch das Taylorpolynom
1. Stufe Ty (f,x,0) gegeben:

Tl(f,iL',O) = f(O) + f/(O)l‘ = —4x.

(e) Bestimmen Sie alle Wendepunkte von f.
Lésungshinweise hierzu: Wir berechnen zunachst die zweite Ableitung:

N
PO = e
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Kandidaten fiir Wendepunkte sind Nullstellen der zweiten Ableitung:

9 6 6

Fle)=0e ayi = a=ap
s ((1-2)'=(1+2)
&1 —4r + 622 — 42° + 2t = 1 + 4o + 622 + 422 + 2*
& 0= 8r + 827

< x=0oderz? = —1

Es folgt, dass = = 0 die einzige reelle Nullstelle von f” ist. Wir iiberpriifen die dritte
Ableitung an der Stelle x = 0:

P@eo = (a7~ T

Also hat f" in x = 0 ein lokales Extremum und damit hat f in x = 0 den einzigen
Wendepunkt.

(f) Skizzieren Sie den Graphen von f.

— —48 # 0.

=0

L6ésungshinweise hierzu:

10
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 16. Integrale
Berechnen Sie die folgenden Integrale

(a) /3smx (d)/2$ _5x+1dx

cos?

(b) /mdx (e) /1 Jafevads

50+ 2 Lo,
f ze® sin(z?)dz
()/x2+2x+10 (F) /1 (=)

Machen Sie in allen Fillen eine Probe.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir substituieren t = cosx. Mit dt = —sinzdx und sin®z + cos?x = 1 erhalten

wir
sin® sin? z sin (1 —cos?x)sinx
Ly = [T, i dz
cos? cos? x cos? x

1_2
[R5 )
t2 t2

1
:[t%——}:{cosm%— }
t COS T
Als Ergebnis erhalten wir
5 sin’ o 13 1 1
/w cos?a {cosx * cos x} E cos(/3) + cos(m/3) cos(/4) cos(m/4)
1 V2 2 5-3V2

(b) Wie in Beispiel 3.3.4 im Skript substituieren wir x = V2sint. Mit dax = /2costdt
erhalten wir

/de:/mﬂmstdtzz/mcomdt

:2/(cost)2dt:2/”CT(B(2”dt:/<1+cos(2t))dt

- i e

5 } = [t + sintcost].
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(c)

(d)

Hierbei haben wir das Additionstheorem sin(2t) = 2sintcost benutzt. Durch Re-

2
substitution t = arcsin <i) also cost = /1 — (sint)? = 4/1 — v erhalt man
V3 V'

schlieBlich
NG )
/\/Q—xde: arcsin 2 +x2—x )
V2 2

Um dieses Integral zu berechnen, zerlegen wir es in zwei bekannte Integrale aus Lemma
3.4.8 und 3.4.9:

./ br+2 é/ 2r + 3 4 5/~%+2_gd
B — Tr = — _—_— Tr = — _—_— T
2 4+ 22+ 10 2 ) x224+22x4+10 2 ) 22422410

5 20 + 2 1
S . S DY O R S—, P
2] 22+ 22 +10 22+ 22+ 10

r+1

= E In (w2 + 2z + 10) — arctan (T)} )

Hierbei haben wir § =2, v =10, A =~ — %2 = 9 benutzt.

Die reelle Faktorisierung von z® — x ist z(z — 1)(z + 1). Die Partialbruchzerlegung

2¢2 —bxr +1
von —— |autet
3 —2x 4+

202~ 5:+1 A B C

»—-2r+x x wx—-1 x+1
Um die Koeffizienten A, B und C' zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten mit
z(x—1)(z+1):
20 —br + 1= A(2* — 1)+ B(z* + ) + C(2* — 2).
Diese Bedingung muss fiir unendlich viele reelle Zahlen in R ~ {—1,0,1} erfiillt sein.

Also stimmen die beiden Polynome links und rechts iiberein. Wir kénnen A, B und
C' durch Koeffizientenvergleich berechnen:

2=A+B+C,
5=B-C,
1=-A.

Als Losung dieses inhomogenen LGS ergibt sich
A=-1, B=-1, C=4
Damit ist
39,2 3 3 3
/2 %:_/2 édx_/Q xildx+4/2 xi1
=[~Injz| —In|z — 1| +4In|z + 1| =
=—In3—In2+4n4+In2+Inl—-4In3 =

44 256
=4In4—-5In3=1In (?) =In (%) :

dzx
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(e) Es gilt

(f) Der Integrand ist eine ungerade Funktion. Wir wissen, dass das Integral iiber eine
ungerade Funktion von —a bis a gleich 0 ist. Mit diesem Wissen kann man sich viel
Arbeit, wie in der nachfolgenden Rechnung, sparen.

Wir substituieren u = 2% und erhalten

1
/:I:e’”2 sin(z?) dz = 5 /e“ sin(u) du

Partielle Integration mit f = e und g = sin(u) liefert

Lo L[
= 5[6 31n(u)] —5/6 COS(U)du

Partielle Integration mit f = e* und g = cos(u) liefert

1 1
=3 [e" sin(u) — e" cos(u)] — 5 /e“ sin(u) du
Also ist
1
/e sin(u =35 [e" sin(u) — e* cos(u)],
1 L e sin(u) — e cos(u)]
5 e sin(u = 7 [¢"sin(u) —e" cos(u)],
und damit

[exz (sin(z®) — (:os(az:Q))}1

(e'(sin(1) — cos(1)) — e'(sin(1) — cos(1))) =0

1
/ ze” sin(z?)dz =

1 1

N S

Aufgabe H 17. Geschlossene Form

Bestimmen Sie fiir die folgenden Reihen den Konvergenzradius und eine geschlossene Form
im Inneren des Konvergenzkreises. Der Begriff ,, geschlossene Form™ ist zu verstehen, wie in
Aufgabe P 18.
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3 5

@ v+=+ 4
l’ —_— — DI
35

(b) 1-22+2-32%+3 42 +--.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir haben die folgende Reihe

x2n+1

— on+1°

Mit dem Quotientenkriterium erhdlt man den Konvergenzradius p durch

_ 1 am+1\"" . 2n+3
p:hm 2( . = lim =1.

n—00 n+1)+1 1 n—oo 2n + 1
2+
Leitet man ab, so erhilt man
2n +1

i x2n+1 _ x2n.
de \2n+1

Die Reihe iiber 22" lisst sich explizit berechnen, man erhilt

oo

I N

n=0

und

Weiter berechnet man auf {x € R| |z| < 1} eine Stammfunktion von T
-
erhalt

J it iz s )
1 — a2 (1—3:)(1—{—:5 21—2z) 2(1+x)
:1/ 1 do+ {—ln]l—x!+ln\1+x|]
2) 1—=x 2
:{lln(1”)+c’c€m}_
2 11—z

1 1
Da §1n (1 + az) + C' mit der Reihe iibereinstimmen muss, kdnnen wir mit
—x

1 142 oo 2n+1
~1 +C =
2”(1—x) ZZn—l—l

fir x = 0 sofort bestimmen, dass C' = 0 ist.
Als Ergebnis erhalten wir
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(b) Wir erhalten die folgende Reihe

o
Z n(n+ 1)z"
n=1
Mit dem Quotientenkriterium erhalten wir den Konvergenzradius p durch

((n+1)(n+2))_1: N L

n(n+1) n—too N2+ 3n+2

= lim
P n—+o00

Um die Reihe in eine geschlossene Form zu bringen, integriert man n(n + 1)z" und

erhalt
/n(n +1)z"dz = [na"™] .

Die Reihe iiber naz™*! lisst sich wie in Aufgabe P 18 berechnen, man erhilt

oo oo
ntl _ 2 n—1
;nx x ;nx
Integriert man na" !, so erhilt man
/nm”_ldm =xz"+C, C;eR
Die Reihe iiber x™ lasst sich explizit berechnen, man erhalt

ixn:i$n_1:1i
n=1 n=0

— 1.

Also erhalten wir

gnx =x an —mi<1ix—1+C’2).

o0

1
Da (1 -1+ Cg> mit der Reihe Zx” tbereinstimmen muss, konnen wir fir
-
n=1
x = 0 sofort bestimmen, dass Cy = 0 ist. Als Ergebnis erhalten wir durch zweimaliges
Differenzieren
i n(n + 1 2z
— )3
o (1 x)

Aufgabe H 18. Integration fiir Fortgeschrittene

Verwenden Sie die Resultate der Universalsubstitution aus Aufgabe P 19 um folgende Inte-
grale zu berechnen
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@ [

L6sungshinweise hierzu: Einsetzen ergibt

/ cos1<x> A= / iiﬁ%i | 1+i<x>z du

2 2
/1—u<w> = @) ra@)

[\

mit Partialbruchzerlegung

1 1
- / T @) O+ u@) "
= [In|u(z) + 1| — In|u(z) — 1|] = {ln

- [l ]

ponal

1
(b) /sin(x)cos(x)dx

L6sungshinweise hierzu: Einsetzen ergibt

1 b 1+u(z)® 14+u()? 2 y
/ sin(z) cos(x) d / 2u(z)  1—wu(x)? 1+u(z)? ‘
:/ 11 + u(x)? du

u(r) 1—u(x)?

mit Partialbruchzerlegung

1 1 1
-/ @) w1 @1t

— 1| = Inu(z) + 1]]
1
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 19. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Zeigen Sie, dass fiir alle z = 0 folgende Ungleichung gilt:

3 z(r+6)

In(1 >

n(l+z) = > wra?

Betrachten Sie hierfiir die Ableitung der linken und der rechten Seite, und verwenden Sie den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Losungshinweise hierzu: Wir definieren

f(z) :==1In(1 + 2)

3 x(r+06)
10 =3 G ap
Ableiten ergibt
o1 L3
F@) =1 g =3 (z + 3)3
Wir zeigen nun, dass f'(z) 2 ¢'(z), firalle z 2 0.
1 > 27

l+z = (x+3)3

(z+3)> 2271 + )

x® + 92° 4 27w + 27 = 27 + 27z
23+ 927 >0,

was wegen = = 0 erfiillt ist. Auf dieses Wissen wenden wir nun zweimal den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung an. Es gilt wegen f’ = ¢’ auf dem Intervall [0, 00) und

£(0) = g(0) = 0: B

f() — £(0) = / N / g1 dt = gla) - g(0)
f(x)Z/Oxf’(t)dtz/Oxg’(t)dtzg(w),

und somit f(z) = g(x), was zu beweisen war.

Aufgabe H 20. Uneigentliche Integrale
Bestimmen Sie, falls moglich, die folgenden uneigentlichen Integrale:
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(a) /0+00x265da: (©) /llﬁdx
(b) /lm L s (d) /1+0012—2xd:c

24+

Losungshinweise hierzu:

(a) Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir

/332€_§ dx = [—23326_%} —I—4/a:e_§dx
= [—2x2e*%} +4 [—2xe’%] —1—8/63 dz
= [e7% (—22° — 8z — 16)] .

Als Ergebnis erhalten wir

/ 2’ 2dzr = lim 22 2dzr = lim [6_5 (—2x2 — 8z — 16)}0
0

B—4o0 0 B—400
—23* - 83 — 16 16
= lim ( G >+—0:0+16:16.
(b) Die Partialbruchzerlegung von — lautet
e
1 1 1

Damit ist

1 1 1
/ 5 dx:/(—— )dx:[ln]x|—ln|a:+1|]: [ln
i+ r x+1

Als Ergebnis erhalten wir

—+o00 1 B 1
/ dzx = lim dz= lim |ln
1 4z B—too J; 22+ B—+oo

x
x+ 1|
x

B8
5’7"‘1}1

— lim <ln b D I <1> — (1)
B—+oo B+1 2 2

=—Inl+1In2=1In2.

(c) Mit Hilfe von Stammfunktionen von Standardfunktionen 3.1.7 erhalten wir

dx = arcsin(x).

=
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Als Ergebnis erhalten wir

! 1 L | |
———dz = —d:l:—i—/ —dux
/_1m /_1m 0o V1—a2
= lim dz + lim

S| LA
R —dz
OHl/a V11— 22 5*1/0 VA

= lim1 [arcsin(z)]) + %mi [arcsin(z)])

= arcsin(0) — lim1 arcsin(a) + },H% arcsin(3) — arcsin(0)
Tow
—0+ 4T _g=n
+ 5 =+ 5 us

(d) Durch partielle Integration erhalten wir

/lnaj [ lnx}
—dr=|——|+
x x

+o00 B B
/ ln—xdx: lim / ln—:Edzzc: lim {_ln_x_l}
1

Damit ist

x? B—too J; X2 B—+o0 r x|,
In In1 1 1
— _ 1 = N [ ).z
ﬁirfoo< 3 )+ 1 5irfoo(ﬁ)+1

=1— lim @

f—too [3
Die Regel von |'Hospital liefert
1 1
lim n_ﬁ = lim — =0

Als Ergebnis erhalten wir

Aufgabe H 21. Bogenlinge und Rotationsflache
Sei r > 0. Skizzieren Sie die Kurve
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bestimmen Sie ihre Bogenlange
s= [ VI @)y,
sowie die Rotationsflache

A= 27T/f(l‘)\/ 1+ (f'(z))%du.

Das Ergebnis sollte aus der Schule bekannt sein.

L6ésungshinweise hierzu:

0.9
0.8
0.7
0.6

> 05
0.4
0.3
0.2

0.1

Es ist
f'(e) = ——
VITT@F = —

Mit der Substitution z = rsint erhalt man dx = r costdt und damit

r . z
1 t
s:/\/l—i-(f’(m))de:/‘/1_%dx:r/%dt:7rr.

vl
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Fir die Flache A erhalten wir
T /1 . f—;
A= 27rr/ Y dx = 4nr?,
£L‘2
Soyl—=

was der Kugeloberflache einer Kugel mit Radius r entspricht.
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 22. Konvergenz mehrdimensionaler Folgen

Untersuchen Sie die angegebenen Folgen in R? auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls den Grenzwert:

@ (s ) sinamn 2 )
(b) (sin(gn + %) , sin <7m + %) )

~-1 - (D,
(c) (;?’”;(%H)!” )

Lésungshinweise hierzu:

neN

(a) Wegen lim £ =0 und der Stetigkeit der Sinusfunktion erhalten wir

n—oo n n—oo

1
lim sin (7m + —) = lim sin (mn) = 0,

2
lim sin (27m + —) = lim sin (27n) = 0,
n

n—oo n—oo

1 2
und daher lim (sin <7m + —) , sin (27m + —) ) = (0,0).
n—00 n n

(b) Es gilt
.. 1 ) LT
lim sin{ =n+ — )] = lim sin (—n>

0, n=2k, keZ
sin(zn>: 1, n=4k+1, kelZ
-1, n=4k—-1 keZ

Wegen

existirt hier kein Grenzwert in R, und daher existiert auch

) (T 1 i 2

lim [ sin{=n+—) ,sin(7mn+ —

n—00 2 n n
neN

nicht als Grenzwert in R2.
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(c) Es gilt

A | 1) 1
lim » or=—lm> () =—(—7-1)=-1
k=1 k=1

2

N S Gl ) L SR
JL%ZWW =SsSm7m = 0,

k=0

- ~-1 (D
und daher lim g —, T E —7T2k> = (—1,0).
n—s 00 k ) )
(k:l 2 — (2k + 1)!

Aufgabe H 23. Funktionen in mehreren Veranderlichen
Es ist die Funktion f: R? — R: (z,y) ~ sin(z? + y?) gegeben.
(a) Skizzieren Sie die Niveaulinien von f zu den Niveaus —1,0 und 1. Skizzieren Sie mit
Hilfe der Niveaulinien und achsenparalleler Schnitte den Graphen.

Losungshinweise hierzu: Zunichst bestimmen wir die Niveaulinien von f zu den
Niveaus —1,0 und 1. Es gilt

sin(2 +9y°) =0 & 2*+y*=kr, keNU{0},

sin(z? + %) = -1 & xz—i—ygz—g—l—%w, keN,

sin(e? +3?) =1 & o4y’ = +2%m, ke NU{0}L
Es ergeben sich also Kreise um 0 mit den Radien vVk7, /2km — 5, sowie /2km + 5
Als achsenparallelen Schnitt erhalten wir fiir y = 0 die Funktion f(z,0) = sin(z?).
Wegen der Rotationssymmetrie beziiglich des Ursprungs f(x,y) = sin(z? + 3?) =
sin(r?) lasst sich der Graph damit vollstindig beschreiben.
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sin(x2+y2)

m v “""H )

N
"'//

- gy, i
i T

" "’MM WAo.t.m.‘.‘.‘.‘.ln\. \-\\‘*“
g
lll ’ll'ﬂ“’“

//,l, m.o.uu‘ |

il
W"'N “‘ |‘ i) \\\\U

I
i

(b) Weiter sind die Folgen (a,),cyy und (b,),cy gegeben mit a, := (Lsin(n), L cos(n))
und b, := (2,,/5 + 2). Bestimmen Sie

lim f(an), lim f(by).

n—-+4oo n—-—4oo

Losungshinweise hierzu: Es gilt

lim f(a,) = lim s1n( 12> =0,

n—-+00 n—-+00

sowie

4 9 6
Jim f(by) = lim sin <n2+g+ﬁ+ﬁ g>zsing:1.

Aufgabe H 24. Funktionen in mehreren Veranderlichen
Gegeben sind die Funktionen

frRNA0) xR = R: (2,y) — a ;:cxy2
g (R (0D x (R~ {0)) = R (1,0 o T2

(a) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f und g. Verwenden Sie dazu als Hilfsmittel
Niveaulinien und achsenparallele Schnitte.
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8. Gruppeniibung

Losungshinweise hierzu: Wir bestimmen zunachst die Niveaulinien von f. Fiir ¢ £ 0
flay) =ce s’ -y’ =2cey=+V2? -2

erhalten wir
flr,y)=cer* -y =2c x=+y?+ 2

Fir ¢ = 0 erhalten wir
Die Niveaulinien von ¢ sind somit Hyperbeln.
Alle achsenparallele Schnitte sind hingegen Parabeln: Fiir ¢ € R gilt
-y oy
fley)=—F—=-5+5
22 g2 2
= ? —

f<x7c)::

0C-x y2)I(2 x)

Wir erhalten folgenden Graphen:
SR,
)
SO0

KK
o ()
% 0‘0’0’0“
I K
(X

)
Y
§
(K9

S
SIS
=S
RS
RN
TR
SIRRASSSECS

7
77
77

”’f’

%
7
4
22,

5’”

Z 7
77 7
/’//;/,;i
f”’

7

%
7
////,/,
7%
Z,

Z
7

7
7
7
7

777/

77

77

77 7

g
77
_

77
7
Z777 77

7

27
7

Z
7
7
7
Z

7
7
7

7
7

7
7

Yy
.

f(xay):C<:>£U2—y2:26y<:>y:_Cj:\/c2+x2_

Wir bestimmen zunachst die Niveaulinien von ¢. Fiir ¢ € R erhalten wir

Die Schnitte parallel zur x-Achse sind wieder Parabeln: Fiir ¢ € R\{0} gilt
- 2
flo)=——=5 -5
Die Schnitte parallel zur y-Achse haben allerdings Singularitdten bei y = 0: Fiir c € R
2 —y? y 2
fle,y) = % ——54‘@'

gilt
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Wir erhalten folgenden Graphen:

oC-x Y22 xy)

(b) Sind f und g stetig? Lassen sich f und g stetig auf R? fortsetzen?

Losungshinweise hierzu: Die Funktion f ist stetig auf (R\{0}) xR, denn in diesem
Bereich gilt f(z,y) = 3(2* —y?). Analog erkennt man, dass die Funktion g stetig auf

i . . 2202
(R\{0})? ist, denn hier gilt f(z,y) = Z—yy
Die Funktion f lasst sich stetig auf R? fortsetzen. Die Singularitit auf der Geraden

2 = 0 ist hebbar und

f:R2—>R: (r,y) — {f(xQ,y) _:U%O
-y x=0

eine stetige Fortsetzung von f.
Die Funktion g ist nicht stetig auf R? fortsetzbar. Fiir ¢ € R\{0} gilt ndmlich

. Ry
Jip ote) = i “F = o0
jedoch ist oy
yli%l— 9le,y) = yl—i%l— 2y = oo
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 25. Partielle Ableitungen

Die reellen Funktionen fi, fa, f3, fi sind durch die folgenden Zuordnungsvorschriften ge-
geben:

fi: (z,y) —1In <\/x2 + y2) , fa: ( — arctan(%)
fa: (u,v) — e, r, cos(2¢) .

(a) Bestimmen Sie fiir i € {1,2,3,4} den maximalen Definitionsbereich D; € R?* der
Funktion f;.

Lésungshinweise hierzu: Die maximalen Definitionsbereiche lauten

=R*\{(0,0)},
Dy = {(x,y) € R*: x £ 0},
Dy =R,

Dy = {(r,p) € R*: cos(2¢p) = 0}.

(b) Berechnen Sie von den gegebenen Funktionen jeweils die ersten und zweiten partiellen
Ableitungen.

Losungshinweise hierzu: Die partiellen Ableitungen von f; lauten

1 2z z
Oufr(my) = V2 + 32 24/22 + 12 T2ty
1 2y Y
Ovhr(@,y) = V2 + Y2 2¢/22 + 2 a2 y?
) B
oz filz,y) = (22 + y2)? = (22 + 2)?
Ry = T
yJI\T, Y) = (x2+y2)2 - ($2+y2)2
—2xy
a:pyfl(xay) :ayrfl(xay) - (x2_|_y2)2.
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Die partiellen Ableitungen von f5 lauten

1 Y Y
1 1 T
8yf2($ay) = 1+y_2 E = x2—|—y2
2zy
2 _ A
8xf2(x,y) - (x2+y2)2
—2xy
02 fo(x, y) = CEFeRp
y2 —.ZUZ
aa:yf2(x>y) = awaQ(wi = m

Die partiellen Ableitungen von f3 lauten

Ouf3(u,v) = ve™

Oy f3(u,v) = ue™

02 fs(u,v) = vie™

02 fs(u,v) = u®e™
Owo f3(u,v) = Opu f3(x,y) = ™ + uve™ = (1 + uv)e™

Die partiellen Ableitungen von f; lauten

O, far, ) = /cos(2¢)
r —rsin(2¢)

Opfalr, ) = m(—Q sin(2¢)) = o (20)

arz*fél(ra 90) =0

—2r cos(2¢)y/cos(2¢) + 1 sin(2yp) —2nZe) 9
24/cos(2¢) ——— rsin®(2p)
L%7f4(7’a 90) COS(Q(,D) r COS( @) COS% (2()0)

sin(2y)

V/cos(2¢)

Orpfa(r, ) = Opafa(r, ) = —

Aufgabe H 26. Taylorpolynom
(a) Berechnen Sie das Taylorpolynom T5(f, (z,4), (1,1)) der Funktion

f:(0,400) x (0,4+00) — R: (z,y) — z¥.

Lésungshinweise hierzu: Um das Taylorpolynom T3 (f, (z,y), (1,1)) zu berechnen,
bendtigen wir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f. Wir verwenden
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flz,y) =2Y = evnr um diese zu berechnen:

L f (@, y) = ya¥ ™,
,f(z,y) = (Inz)e!™" = (Inz)aY
2 (a,) = y(y — Da'?,
2 f(z,y) = (Inz)’e?™* = (Inz)*z?,
xyf(x,y) = Oy f(x,y) = lxy + (Inz)yrY' = (1 +yInz)z¥ .

Damit berechnet sich T, wie folgt.

1,4, (20), (1)) = LD L BT QD gy BICD )
2 82 ) 2 Ty )
+ —Qrf;!l, D (x—1)*+ —yf;l Y (y—1)"+ 2—8 f2(!1 D (x—1)(y —1)

=l+(z—-1D+@@-1)y—-1)=1—-y+uay

(b) Verwenden Sie die Entwicklung aus Teil (a), um 1.05"%2 niherungsweise zu berechnen.
Vergleichen Sie dieses Ergebnis mit dem exakten Ergebnis.

Lésungshinweise hierzu: Eine Niherung von 1.05%%% erhalten wir durch
Ty (f,(1.05,1.02),(1,1)) =1 — 1.02 + 1.05 - 1.02 = 1.051.
Der Fehler, den wir bei dieser Approximation machen, ist

1.05%%2 — 1.051 &~ 2.509 - 107°.

Aufgabe H 27. Differenzierbarkeit
Gegeben ist die Funktion:

f:R* = R: (z,y) — { ot +yt

(a) Skizzieren Sie die Mengen:

Losungshinweise hierzu: Zunichst bestimmen wir Gy und G;. Es ist

f(z,y) =0 2x=0Vy=0und
f(%?J):1<:>($2—y2)2:0<:>x:y\/x:—y.
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@ % YAl +yh)

Wy
W
Y

T
\‘\\

(b) Bestimmen und skizzieren Sie fiir ¢ € R die Niveaulinie {(z,y) € R?| f(z,y) =c}.
Losungshinweise hierzu: Fiir ¢ € R gilt f(x,y) = ¢ # 0 genau fiir

2 2
207y = c(z* +yt) & 2t + oyt — Ex2y2 = (2% — ) + (2 - E) 22y =0

/2 2
sty =dopn/Z -2y Loy /- —-2-2>=0
c c

2
Diese Gleichung ist l6sbar genau fiir — = 2, also fiir 0 < ¢ < 1. Das bedeutet, dass

c
die Funktion f nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt. Die Losung dieser Gleichung

lautet
$x\/%—2i\/(%—2)x2+4x2 VEi-2 4 /242
fry = :I:
2 T 2 | "

Y

fiir jedes ¢ € (0,1) gibt es damit 4 Ursprungsgeraden als Niveaulinien, fir ¢ € {0,1},
wie in (a) berechnet, jeweils 2 Ursprungsgeraden.

(c) Bestimmen Sie fiir alle (g, yo) € R? die partiellen Ableitungen f. (zo,%0). fy (Zo,%0),
fzy (3707 yO)v fyx (x(b yO)y f:m (l’o, yO) und fyy (3707 yO) .

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



9. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 2

L6sungshinweise hierzu: Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f lauten

fo(z,y) =
fy(x,y) =
fuo(@,y) =
fyy(xay) =

Jay(z,y) =

day?(zt + y*) — 42322%y? _ day? (y* — %)

1. A2 1. .42
(z* +y*) (z* +y*)
da*y(a* —y*)
(@4 + 42
(49% — 202%y*) (2 + y*)? — 2(2? + y*) 423 (4zy® — 42°y?)
(2% + yh)
4o (B + 3% — 122%y4)
(@ + yo)? ;
4% (28 + 3y® — 122%y?)
(2% + yb)? y
fooy) = 8ry(6zty* — 28 — ¢8)
YT\ (I’4 +y4)3

(d) Untersuchen Sie die Funktion f auf totale Differenzierbarkeit.

Lésungshinweise hierzu: Es gilt f(0,0) = 0, aber

—140.

:,nl N|:u>| g

11
lim f (—,—) = lim
n—oo n n n—oo

Daraus folgt, dass f in (0,0) unstetig, und somit nicht total differenzierbar ist. Die
reine Existenz der partiellen Ableitungen reicht also als Kriterium fiir die totale Diffe-
renzierbarkeit nicht aus, sie miissen auch stetig sein.
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 28. Extrema
Gegeben ist die Funktion

f(z,y) =sin(x)sin(y)sin(z +y), O<z<m 0<y<m.

(a) Berechnen Sie grad f und Hf.
(b) Geben Sie alle kritischen Punkte von f an (d.h. Punkte mit grad f = 0).

(c) Berechnen Sie an allen kritischen Stellen (z,y) das Taylorpolynom Ty (f, (z,v), (Z,9))
und bestimmen Sie den Typ der Schmiegquadrik an den Graph von f in den kritischen
Punkten.

(d) Bestimmen Sie alle Extrema von f.
(e) Geben Sie den Wertebereich von f an.

Losungshinweise hierzu:
(a) Als Gradient erhalten wir

cad f — fo\ _ (cos(z)sin(y)sin(z + y) + sin(z) sin(y) cos(z + y)
grad f <fy) (sin(a:) cos(y) sin(z + y) + sin(z) sin(y) cos(z + y)> '

Mit Additionstheorem 0.4.3, erhalten wir

sin(y) sin(2z + y)) |

grad f = (sin(x) sin(z + 2y)

Als Hessematrix erhalten wir
fyz fyy

fee = 2sin(y) cos(2x + y),
fay = cos(y) sin(2z + y) + sin(y) cos(2z + y) = sin(2z + 2y) = fya,
Jyy = 2sin(x) cos(x + 2y).

mit

(b) Wir berechnen grad f = 0 und erhalten zwei kritische Punkte von f:

P1:<Z7E>7 P2: 2_7T72_7T :
33 3 3
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(c) Die Schmiegquadrik an den Graph von f im Punkt P ist durch die Gleichung z =
To(f, (z,y), P) gegeben (Spezialfall 4.4.15). Wir berechnen das Taylorpolynom der

Stufe 2 in den kritischen Punkten. Fiir P, = (g, g) erhalten wir

) B R CHI G G [
S -5 mEDE-D 6
S0 6-3)

ST T D)

8 2 3 3
S5
5> W—3) >

und damit ist die Schmiegquadrik im Punkt (g, g) gegeben durch

A SRy

2m 2
Analog erhalten wir das Taylorpolynom der Stufe 2 in Punkt P, = (—7T —W) ;

3v3 V3 o\’ V3 o 2o\ V3 o
T P)=_—2Y2 Vo 20 M2, 2 A NI Pl
> (fs (2,y), P2) Tt (m 3) + (a: 3)(y 3)+ 5 (y 3
Die Schmiegquadrik im Punkt (2%, 2%) ist durch
3v3 V3 2r\*> V3 27 2\ V3 21\ ”
=0t 5\ | +t5 25|\ Y—5 )|t |V 5
8 2 3 2 3 3 2 3
gegeben.

(d) Wir berechnen die Hessematrix in den kritischen Punkten:

T - _ V3 T 2 V3
Hf(§’§>:(_\§ _\;3) iy <23 23) (\g \/§>

Wir berechnen d(P)) = detHf(P) = fuu(P1)fyy(PL) — foy(P1)* = Z Wegen

d(Py) > 0 und f..(P;) < O liegt bei P, ein lokales Maximum vor (Satz 4.5.8).

Weiter berechnen wir f(P)) = %3
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Analog erhalten wir d(P,) = Z Wegen d(P,) > 0 und f..(P1) > 0 liegt bei P» ein
3v/3
g

Zum Schluss bestimmen wir den Typ der Schmiegquadrik an den Graphen von f in
den kritischen Punkten.

Bei P, liegt ein Maximum vor. Die Hesse-Matrix in diesem Punkt ist negativ definit
(Satz 4.5.5), deshalb hat die quadratische Form

lokales Minimum vor (Satz 4.5.8). Wir erhalten f(P,) = —

n=—5\rm3) ~5 lmg)lmg) 5 g

zwei negative Eigenwerte: \; < 0 und Ay < 0 (Lemma 4.5.4). Die Quadrik hat die
Form \jz? + Ayy? + 22 = 0 (elliptisches Paraboloid).

Bei P, liegt ein Minimum vor. Die Hesse-Matrix in diesem Punkt ist positiv definit
(Satz 4.5.5), deshalb hat die quadratische Form

V3 ™2 /3 T T V3 T 2
q2=73(f”—§) +73<f”—§) (y—§)+73(y—§)

zwei positive Eigenwerte: A\; > 0 und X2 > 0 (Lemma 4.5.4). Die Quadrik hat die
Form \jz? + Ayy? + 22 = 0 (elliptisches Paraboloid).

B e G R o )

(e) Fiir den Wertebereich von f erhalten wir W, = [f(F2), f(P1)] = [—ﬁ’ ¥] |

Aufgabe H 29. Extrema unter Nebenbedingungen

Es soll eine Konservendose mit vorgegebenen Volumen V() > 0 hergestellt werden. Die Dose
wird als idealer Zylinder mit Hohe h, Deckel- bzw. Bodenradius r und Volumen V' angenom-
men. Um Materialkosten zu sparen stellt sich folgende Optimierungsaufgabe: Man bestimme
r und h so, dass die gesamte Zylinderoberflache minimal wird unter der Nebenbedingung,
dass V =V} gilt. Zur Lésung dieser Aufgabe soll die Multiplikatormethode nach Lagrange
verwendet werden.

(a) Geben Sie die Gesamtoberflache des Zylinders in Abhéngigkeit von r und h an.
L6ésungshinweise hierzu:
A(r,h) = 2mr® 4 27rh

(b) Formulieren Sie die Nebenbedingung V' = V; als Nullstellenbedingung ¢g(r, h) = 0 mit
Hilfe einer Funktion g(r,h) in Abhangigkeit von 7 und h.

L6sungshinweise hierzu: Fiir das Volumen eines Zylinders gilt:
V = ar?h.

Definiere
g(r,h) = 7r*h — Vj.

Dann ist V' =V}, aquivalent zu g(r,h) = 0.
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(c) Geben Sie das Gleichungssystem an, auf das die Multiplikatormethode nach Lagrange
fiihrt. Berechnen Sie alle reellen Losungen dieses Gleichungssystems.

Losungshinweise hierzu: Nach der Multiplikatormethode gibt es ein A € R, so dass
fiir ein Extremum unter der Nebenbedingung g(r, h) = 0 gilt:

A (Al B) + Aglr, 1) =0,

% (A(r,h) + Ag(r,h)) = 0.

Daraus ergibt sich

7r?h — Vo =0,
dmr + 2mh + A 2nrh = 0,
21r + A 7r? = 0,

wobei die erste Gleichung die Nebenbedingung selbst ist. Die Lésungen sind
s/ Vo s/ Vo 27
=\/—, h=2{—, A=-2¢—.
" Vaor Vor V7%

Aufgabe H 30. Kugel- und Zylinderkoordinaten
(@) Sei Dy ={(r,p,¥)"|0<r <o00,0< 0 <2m,0=<¢ < 7} und

r r cos(p) sin(1))
fi: Dy —R*: | ¢ | — [ rsin(p)sin(y)
W rcos())

Man nennt f; Parametrisierung von R3 \ (0,0) durch Kugelkoordinaten. Berechnen
Sie die Jacobimatrix von f; und deren Determinante.

Lésungshinweise hierzu: Die Jacobimatrix ist

(e 0) = (e ) Lrew) Linew)

cos(p)sin(vp) —rsin(p)sin(y) rcos(p) cos(y)
= | sin(p)sin(¢))  rcos(p)sin(y))  rsin(p) cos(v)
cos(v)) 0 —rsin(¢)

Daraus errechnet sich die Determinante

det(J fi(r, 0, %)) = —r*sin(z)).
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(b) Sei Dy ={(r,,2)"|0 <r < 00,0 < ¢ <2m 2 €R} und

r rcos(p)
fo: Dy =R | | — | rsin(p)
z z

Man nennt f, Parametrisierung von R3~ (0, 0) durch Zylinderkoordinaten. Berechnen
Sie die Jacobimatrix von f; und deren Determinante.

L6ésungshinweise hierzu: Die Jacobimatrix ist

Ihire.2) = (Bne2) ez Birne2)
cos(p) —rsin(p) 0

= | sin(p) rcos(p) 0O
0 0 1

Daraus errechnet sich die Determinante

det(J fi(r,p, ) = 1.
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31. Differentiationsregeln

Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen der folgenden Felder direkt und unter Verwendung der
Kettenregel. Untersuchen Sie Definitions- und Wertebereich aller dabei auftretenden Funk-
tionen.

(@) f(z,y,2) = fa( fi(z,y, 2))
mit fi(z,y,2) =22 +y* + 22+ 1 und fo(t) = In(t),

(b) g(l’, Y, Z) = 92(91($, Y, Z))
mit g1(z,y,2) = (x+y, v —2)" und ga(u,v) = (uv, cos(u + v), sin(u — v))",

(c) A(t) = ha(ha(t))

mit hy(t) = (cost, sint)" und hy(z,y) = (22, zy, y°)".

Lésungshinweise hierzu:
(a) Direkt (Definition 4.7.1):

Jf(z,y,2) = (grad f(z, vy, z))T = (grad In (12 +y? 4 22+ 1))T

B 2z 2y 2z
IR e e e o R o e o R e T o |
1
= - (22, 2y, 2z).
Trproil oW )

Kettenregel (4.8.3): mit fo(t) = In(¢) und fi(z,y) = 2> +y* + 22 + 1 gilt

Jf(!L‘,y, Z) = J(fQ o fl)(x7y) = (JfQ(fl(xvya Z))) ’ (Jfl(m7y7z))
1

T
= F@,2) - e il 2) = - (20,29, 22)
Definitionsbereiche und Wertebereiche:
D; = R* D = R D; = RY,
W, = R, Wy = 1+R{, Wy, = R
(b) Direkt:
(x4 y)(x—2) ?+ oy —xz—yz
Jg(z,y,z) =T |cos(z+y+a—2)| =T cos(2x+y—2)
sin(z +y — v + 2) sin(y + z)
2 +y—z T —z —r =y
= | —2sin(2z+y—2) —sin(2r+y—2) sin(2x+y— 2)
0 cos(y + 2) cos(y + 2)
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Kettenregel:

Jg(z,y,2) = J(g2 0 91)(x,y, 2) = Jgo (91 (2, y, 2)) - Jgu (, y, 2)

Tr—z T+y 11 0
= | —sin(2xr+y—2) —sin(2x +y — 2) ( >

cos(y + z) —cos(y + 2) Lo -
20 +y— =z T —z —r—vy
= | —2sin(2r+y—2) —sin(2r+y—z) sin(2r+y— z2)
0 cos(y + z) cos(y + z)

Definitionsbereiche und Wertebereiche:

D, = R, D, = R D, = R?,

W, = Rx[-1,1]x[-1,1], W, = R? W, = Rx|[-1,1]x[-1,1].
(c) Direkt:
(cost)? —2costsint
Jh(t)=J | costsint | = [ —(sint)? + (cost)?
(sint)? 2sint cost

Kettenregel: mit hy(t) = (cost, sint)" und ho(z,y) = (22, zy, y*)" erhalten wir

2cost 0 )
Jh(t) = J(hy o ) (t) = Jha(ha(t)) - Jhu(t) = | sint  cost .(—Smt)

0 2sint cost
—2costsint
= | —(sint)? + (cost)?
2sintcost
Definitionsbereiche und Wertebereiche:
D, = R, D,, = R, D, = R?
W, = [0,1] x [-3,3] x[0,1], W,, = [-1,1>, W, = R{ xR xR{.
Aufgabe H 32. Potential
Gegeben ist das Vektorfeld
i 20y
FRxRT xR =R [y | — | a?=+afze?
Yy
z

e_y

mit o, f € R.
(a) Fiir welche v und (3 besitzt das Vektorfeld ein Potential?
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(b) Bestimmen Sie fiir die oben bestimmten « und [ die Menge aller Potentiale.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Jacobimatrix lautet

21n(y) P 0
()
2
Jf = 202% —042:16—2—@626_9 afe Y
Yy Y
0 —e Y 0

Ein Potential liegt genau dann vor, wenn diese Matrix symmetrisch ist. Also wenn
a==x1und §=—a.

(b) Wir definieren

fi(z,y, z) == 2x1n(y)

1.2

fZ(xvyu Z) =— —ze ¥
Yy

fg(l', Y, Z) = e_y
Wir berechnen
/f1 dz =22 In(y) + c(y, 2) =: q1(2,y, 2)
Diesen Ausdruck leiten wir nach y ab

09y _ 2*  Ocly, )

dy y Ay
und setzen mit f5 gleich. Es folgt

ey, 2) = / e Vdy = ze + o(z) = gala, g, 2)

Nun wird nach z abgeleitet
% — 6*1’ + 80(2)
0z 0z
und mit f3 gleichgesetzt. Wir erhalten ¢(z) = c.
Die Menge aller Potentiale ist somit

U(z,y,2) = 2°In(y) + ze + ¢
mit ¢ € R.

Aufgabe H 33. Gradient, Jacobi-Matrix und Rotation
Gegeben ist die Funktion h: R?* — R: (z,y) — z%y?.
(a) Bestimmen Sie Vh(z,y).

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



11. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Berechnen Sie den Funktionswert der Funktion h: R? — R?: (z,y) — Vh(z,y) in den
Punkten (+1,£1)", (£2,+2)", (£, £2)" und skizzieren Sie damit die Niveaulinie
h(z,y) = 1.

(c) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix Jh(z,y).

(d) Fiir eine Funktion f: R* — R?: (z,y) — (fi(z,y), fo(z,y)) ist die Rotation rot f
durch folgende Zuordnung definiert:

0 0
rot f(z,y) = gfg(x,y) - a—yf1($7y)-

Bestimmen Sie rot h(x, ).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Der Gradient von h lautet

hz,y) == Vh(z,y) = (2zy?, 22%y)".
(b) Die Funktionswerte von % an den angegebenen Stellen sind
h(1,1) = —h(—1,-1) = (2,2)"
h(1,-1) = —h(-1,1) = (2,-2)"

P2, %) _ _h(-2, —%) — (1,4
W(-2,5) = ~h(2,3) = (-1,4)"

~ 1 - 1 T

W(5.2) = ~h(~3,~2) = (4,1)
ﬁ(%, o) = 43(-%,2) — (4,1,

Daraus ergibt sich die folgende Niveaulinie h(z,y) = 1:
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(c) Die Jacobi-Matrix von h ist gerade die Hesse-Matrix von % und lautet

sitea) = (32, 54).

dry 22

(d) Die Rotation von A lautet dann

rot h(x,y) = day — day = 0.
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 34. Parametrisierung, Kurvenintegrale
Berechnen Sie das Kurvenintegral

/ (:102 + y2) ds
K
iber die unten skizzierten Wege K;, K3 und K3 vom Punkt (0,0) zum Punkt (1,0).

A A
Ko

v

v

K, 1 1 1

L6sungshinweise hierzu: Eine Parametrisierung von K lautet
Ci(t) = (t,0)" t€[0,1]

Damit gilt
1

/(x2+y2)ds:/t2dt: v 1:1.
3], 3

K 0
Eine Parametrisierung von K lautet

Coa(t) = (0,8)T, Con(t) = (t,1)7, Cos(t) = (1,1 —t)" te0,1].

Damit gilt
; 1
2, .2 2 2 2 2 3 (1-¢)°
(" +y)ds= [(t*+1+°+ 1+ (1—1)")dt = A =3,
Ks 0 0
Eine Parametrisierung von K3 lautet
1
Cs(t) = 5(1- cos(t),sin(t))" ¢ e [0,7]
Damit gilt
1
/(:c2 +y7)ds = ¢ /((1 — cos(t))? + sin®(t))dt = %

K3 0

Aufgabe H 35. Potential mittels Kurvenintegral
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(a) Gegeben seien die vier Punkte
Plz(0,0,0), PQI(CL,O,O), sz(a,b,O), P4:(a,b,c).

Finden Sie fiir i € {1,2,3} Parametrisierungen C; von Kurven, welche vom Punkt P,
zum Punkt P, laufen.

L6ésungshinweise hierzu: Mogliche Parametrisierungen der Kurven K; und deren
Ableitungen lauten

Ci(t) = (t,0,0)" tel0,a] Ci(t)=(1,0,0)",
Cy(t) = (a,t,0)" te[0,6] C4(t)=(0,1,0),
Cs(t) = (a,b,t)" te€[0,¢ C4(t)=(0,0,1)".

(b) Berechnen Sie ein Potential des Vektorfeldes
g: R> - R*: (z,y,2) — (sin(z), 2yz, « cos(z) +y2)T

indem Sie die Wegintegrale liber C;, C5 und C3 summieren.

L6sungshinweise hierzu: Ein gesuchtes Potential U berechnet sich dann folgender-

maBen:
Uy, 2) = / g(CL(1))CL()dt + / 9(Colt))Ch(t)dt + / 9(Cs() (1)t
= /Odt + / 0dt + /(3: cos(t) + y?)dt = zy* + [wsin(t)];

= zsin(z) + 2y°.

Aufgabe H 36. Kurvenintegrale
Bestimmen Sie die folgenden Kurvenintegrale langs K:
(@) [ (22 +2)ds mit C:[0,1] —K:t— (¢, cosh(t) )
Zusatz: Skizzieren Sie die Kurve K in einem Koordinatensystem.
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L6sungshinweise hierzu: Es gilt

1 1
/(xf + 29)ds = / (t2 + cosh(t))y/1 + sinh(t)dt = / (t* + cosh(t)) cosh(t)dt
K 0 0
1 1
= /t2 COSh(t)dt+/cosh2(t)dt
0 0
/ inh(t) cosh(t) ¢]'
_ [P sinh(t)]} — / ot sinh(#)dt + [M N _}
0 2 210
/ inh(1 h(1 1
= sinh(1) — [2t cosh(t)]5 + /2COSh(t)dt+ sinh( )QCOS (1) n ;
0
inh(1 h(1 1
= sinh(1) — 2 cosh(1) + [2sinh(#)]§ + sinh(1) cosh(1) 4=

2 2
= 3sinh(1) — 2 cosh(1) + %(1 + sinh(1) cosh(1)).

17 T T T T T T T T T 7

15F

1.4

121

1.1F

(b) [ Va2 +al+alds mit C:[0,27] — K:t (tcos(t), tsin(t), t)

Zusatz: Skizzieren Sie die Kurve K in einem Koordinatensystem.
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Losungshinweise hierzu: Mit

|IC'(t)] = Vcos?t — 2tsintcost + 2sin?t — sin? ¢ + 2tsint cost + t2cos?t + 1 = /2 + 2

berechnet man

2 21
/\/x%+x§+:c§ds:/\/2t2\/2+t2dt=\/§/tv2+t2dt
K 0 0

- g 72\/2+—udu _ ? {% 2+ u)3]

472

0

- %( (1+2m2)° — 1).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 37. Potentiale und Kurvenintegrale
Gegeben ist das Vektorfeld

z
x a—
T
FRTXRYXR-RY: [ 4] —] 2
y
? In(zy)

mit o € R.
(a) Berechnen Sie rot f und div f.

L6sungshinweise hierzu: Es gilt
1
rot f = (0,—— + g,O)T7
r

sowie

(b) Bestimmen Sie, fiir welche Werte von « die Funktion f ein Potential besitzt und
berechnen Sie dieses.

Lésungshinweise hierzu: Es gilt rot f =0 < a = 1. In diesem Fall berechnen wir
das Potential wie folgt:

Uwe2) = [ Zdo=2Infa) + cly.2),
T
Differentiation nach y liefert
z
ayc(% Z) = 57
und damit
c(y,z) = zIn(y) + é(2).
Differentiation nach z liefert

0-(zIn(x) + zIn(y) + &(2)) = In(z) + In(y) + 0.¢(2) = In(zy),

und damit
¢(z) = const.

Ein Potential ist damit gegeben durch

U(z,y, z) = zln(zy).
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(c) Berechnen Sie jeweils fiir « = 0 und o = 1 das Kurvenintegral von f langs K, wobei
K folgende Parametrisierung besitzt:

e()
C:[-L,1] - K:tw— 1
sin(7t)

Losungshinweise hierzu: Da f fiir « = 1 ein Gradientenfeld ist wissen wir, dass

/f(x)dx =0

gilt, falls K eine geschlossene Kurve ist. Dies ist wegen C'(—1) = C(1) = (e,l,O)T
erfiillt. Im Fall e = 0 besitzt f kein Potential, den Wert des Kurvenintegrals miissen
wir also explizit berechnen. Es gilt

1 1

/f(x)dx = /(mﬁ2 cos(mt))dt = m [g Sin(mf)] - /%sin(mﬁ)dt
= {% COS(ﬂ't)} - / %cos(mf)dt = —% - % = —%.

Aufgabe H 38. Wegabhangigkeit von Kurvenintegralen
Gegeben seien die Vektorfelder

.2 2. (21 —Z2 L2 2. (T1 To
fi: R — R*: ($2>|—><$1), fo: R — R*: (:EQ)'—)<:E1>’

sowie die Kurven

Crt [—1,1] — R%: £ (8) G 0,7 Rt (‘Siclf(st()”) |

(a) Skizzieren Sie die Kurven C; und Cj in der Ebene.

L6ésungshinweise hierzu:
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C1

Cc2

(b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale von f; langs C; bzw. C5, sowie die Kurvenintegrale
von f5 langs C7 bzw. C5. Warum sind die Ergebnisse jeweils verschieden?
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L6ésungshinweise hierzu:

NR:
/0 (cos(t))? dt = [~ sin

(t) sin(t))? dt
= [—sin(t) cos

COSs

(0] + / K
@i+ [

— (cos(t))?) dt
)2 dt

(
= [—sin(¢) cos(t) + t]; — /Oﬂ(cos(t)

= /OW(COS(t))Q dt = % [—sin(t) cos(t) + t]; = =

Aufgabe H 39. Wahl der Parametrisierung

Eine Ellipse K habe den Mittelpunkt (—2,3). Die Lange ihrer groBen Halbachse sei 4
und verlaufe parallel zur z5-Achse. Die Lange ihrer kleinen Halbachse sei 1. Ferner sei das
Vektorfeld v definiert durch

v: R? - R?: (ml,xQ)T — (Qxlxg,xg)T

(a) Parametrisieren Sie die Ellipse durch eine Abbildung C': [0,a] — R? mit @ € R und
a>0.

L6sungshinweise hierzu: Man sieht schnell dass die Ellipse durch
. s ( cos(t) —2
C*:[0,271] > R*: t — <4Sm(t)+3
parametrisiert wird. Es ist lediglich noch der Definitionsbereicht anzupassen:

. . R2. cos (2£t) — 2
C: [0,q] R'tH(4sin(2§t)+3)
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(b) Berechnen Sie / vedu.
K

Losungshinweise hierzu: Da das Kurvenintegral unabhangig von der Parametrisie-
rung ist wahlen wir nicht C' sondern C*. Es folgt

s — sin(t)
() = (4cos(t))
und
[P (2 (cos(t) — 2) (4sin(t) + 3) — sin(t)
/KU -dr= /0 (16 (sin(t))* + 24sin(t) + 9) * (4cos(t)) di
= /0 56(sin(t))? cos(t) + 90sin(t) cos(t) + 16(sin(t))?
+ 125sin(t) 4 36 cos(t) d t
56

_ [E(sin(t))z — 45(cos(£))? + 8 — 4 sin(2¢) — 12cos(t) + 36sin(?)

= (16m — 57) — (—57) = 167

2w
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