O. Alaya, R. Bauer
K. Sanei Kashani, 1. Gruppeniibung zur Vorlesung Dr. M. Kiinzer

F. Kissling, B. Krinn, Hohere Mathematik 2 Prof. Dr. M. Stroppel
J. Schmid, T. Vassias

Sommersemester 2013

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 1. Konvergenz und absolute Konvergenz von Reihen
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz

@ > () ()Z " ()Zf+1 (d)Z yow el

Losungshinweise hierzu:
(a) Wegen

. n o \" } 1 n . 1 ntl 1
lim ( > = lim (1— ) = lim (1— ) - lim (1—
1
=—-1=e¢t#0
e

ist die Reihe divergent. Wurzel- und damit erst recht Quotientenkriterium liefern hier

iibrigens — wie man sofort sieht (es gilt ja lim, . {/(n/(n+ 1)) = 1) — keine

Aussage.
(b) Wegen
n® 3" 0 3 3
S — S V. VY N
Q5+04WW> s = Vg hEN)
gilt

- n3 3n 1
i () <<
oo \(5+ (—1)m)n) =14

und damit ist die Reihe absolut konvergent nach dem Wurzelkriterium. Das Quotien-
tenkriterium ist hier iibrigens nicht anwendbar, denn fiir b, := ﬁ ergibt sich:

e OMVIONE T O
n—00 an —n—>oo 4 6 n—)oo4 2 n

— b2n+2 — 73\ 2n+2 3\ 2n+1 — 1 /2\2n+1
lim = lim (—) /<—> = lim —(—) =0
n—o00 b2n+1 n—oo 6 4 n—oo 2 3

(c) Wegen
v+l _2yn

nd T nd

2

<

(n € N)

S
njot o

ist die Reihe absolut konvergent nach dem Majorantenkriterium. Wurzel- und damit
erst recht Quotientenkriterium liefern hier iibrigens — wie man leicht sieht (es gilt ja

lim,, o0 v/ (v/n +1)/n® =1) — keine Aussage.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Wegen
3n?+1 3n? n 1 3 n 1 ( c N)
= — TL
n3—|—2n nd+2n  n3+2n n—l—% n3 4+ 2n ’
n—|—2\0 (n — 00) sowie n3—|—2n\0 (n — 00)

ist die Reihe konvergent nach dem Leibnizkriterium. (Dass die zweite Folge monoton
gegen 0 fallt, ist klar. Dass die erste Folge monoton gegen 0 fallt, folgt daraus, dass
die Nenner-Folge (c,) := (n + 2) monoton wachsend ist und die Folge im Zahler
konstant ist.) Wegen

3n2+1>3n2+1 3n?
n3+2n — nd + 2n3 = 3n3

:% (neN)

ist die Reihe aber nicht absolut konvergent.

Aufgabe H 2. Konvergenz und absolute Konvergenz von Reihen
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

1 (n?) =1
(a) Z (3 + cos(nm))" (b) Z ”2 () Z (n—l—l) (d) ; 9inn

Hmwe/s Beachten Sie fiir Aufgabentell (d), dass €? < 9 gllt

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen

II/\

(n € N)

N | —

1 1y 1 1
(n(3+cos(n7r))”> - Vn 3+ (=) T Yn

gilt

<1

A

()" <
n—oo \n(3 4 cos(nm))” 2

und damit konvergiert die Reihe absolut nach dem Wurzelkriterium. Wie in Aufgabe
H 1 (b) sieht man, dass das Quotientenkriterium hier nicht anwendbar ist.

(b) Wegen

n nn

D™\s  nl 12 1
((n)2> - .Qg——>0<1 (n — o)
) n-mn
konvergiert die Reihe absolut nach dem Wurzelkriterium. Alternativ konnte man auch

das Quotientenkriterium anwenden, denn

= =~ nN. =
(D2 () (al)r(n - 1Pt = G Dy (1)
< —0<1 (n— ).
n+1
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(c) Wegen

(2)") = () =<1 oo

n+1 n+1
ist die Reihe absolut konvergent nach dem Wurzelkriterium.
(d) Wegen
1 1 1 1
= = — eN
(62)11171 (elnn)z ng (n )

ist die Reihe absolut konvergent nach dem Majorantenkriterium.

[IA

9lnn

Aufgabe H 3. Grenzwerte von Reihen

Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Reihen:

Y 0o on -
(a) Z (1162 : (b) Z% : (c) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die
n=1 n=1

die Reihe Z(cos(x))% konvergiert und geben Sie den Wert der Reihe an.

n=1

(d )Z n—l—l )(n+2)

Hmwe/s. Finden Sie Konstanten a, b, ¢ € R so, dass m =r+.5 1.5 sl

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Reihe ist eine geometrische Reihe mit ¢ = —6/11 . Da |q| < 1 ist, konvergiert die
Reihe:

oo

Z —6 n—_1+;—_1+;—_1+1_1—_£
1) 1—(—6/11) 17/11 17 17

n=1

o /2\" 00 —3\"
(b) Reihe kann in die geometrischen Reihen (5) und > (?) aufgespalten
n=1

werden: "
P = /=3\" 1 3 1
> -2 (6) 2 mmois

Dabei wurde beriicksichtigt, dass die Summation bei n = 1 beginnt.
(c) Fiir z € R\7Z ist (cos(z))* < 1. Also ist die Summe in diesem Fall eine geometrische
Reihe und besitzt den Wert

N no— —1 = — —1 = (cot(x))?
2 (o)™ = —U Ty =~ T G - @)

Fir x € 7Z ist > 7, (cos(x))* = =14+ 2 1 =0
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Fir die Partialbruchzerlegung machen wir den Ansatz

2 A B C

nn+1(n+2) E+n+1+n+2

und erhalten nach beidseitiger Erweiterung mit n(n + 1)(n +2) und Koeffizientenver-
gleich das Gleichungssystem

94 =2, A+B+C =0, 3A+2B+C =0

mit der eindeutigen Losung (A, B,C) = (1,—2,1).
Da wir also gezwungen sind, mit (divergenten) harmonischen Reihen zu rechnen, deren
Glieder wir gegeneinander verrechnen mochten, betrachten wir als nachstes die Parti-
alsummen s;, == ¢, m und t), == 3¢, L. um das zunichst bestehende
Problem der Umsortierung dieser Reihen zu umgehen. Mit diesen Bezeichnungen und
unter Verwendung von t,,, =t + k:+r1 erhalten wir

k

2
li = li
s e nz::l nn+1)(n+2)
L Foog k
— li 9N "1
o (7] S )
k+1 k+2
— li A
;n( RPN DY) )
—tk+1—1 *tk+2 1_,
= lim (2 k_th+1+tk+2)+1)
k—>o00
= k+1+k+2

Aufgabe H 4. Stetigkeit
Gegeben sind die folgenden Funktionen f;: D; = R, j=1,...,4:

fu(e) = {g”fos“/ 7o fala) = H(z) = {(1) T
= L
fa(z) = {17 o = 1 fa(z) = /sin(z)

(a) Bestimmen Sie jeweils den maximalen Definitionsbereich D; & R, fiir den die ange-
gebene Abbildungsvorschrift sinnvoll ist. Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen

fi
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Finden Sie zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 so, dass
f3(Us(1) N D3) & Ue(f5(1)).

(c) Untersuchen Sie, ob zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 so existiert, dass f2(Us(0) N Dy) €
(d) Untersuchen Sie die Funktionen f; auf Stetigkeit in jedem Punkt von D;.

Losungshinweise hierzu:
(@) e Das Schaubild von f;

05

N
N
N
N

e Das Schaubild von f

20

15F

10}

05}

—os5l

e Das Schaubild von f3
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

An der Stelle £ = —1 ist der Funktionswert 1.
e Das Schaubild von f;

w |-
NS
N
B

w0
N

Die Funktionen f; und f5 konnen auf ganz R definiert werden, d.h. D; = Dy = R.
Die Funktion f3; kann man in R\{0} schreiben als

fe) = {;, z € R\{0, -1}

1, x=-1

Daher ist R\{0} ihr maximaler Definitionsbereich. Die Funktion f; ist genau dort
definiert, wo der Sinus nicht negativ wird. Man erhalt daher den maximalen Definiti-
onsbereich

Dy ={zeR|sin(z) 20} = {z€R| Ik eZ:2kr Sa< (2k+ 1)1} = Upez[2km, (2k+1)].

(b) Sei e >0 und ¢ := 1= < 1. Wenndann x € Us(1)N D3 = (1 —4,1+4) ist, so gilt

=1 _ )
oz 1—-9

| fa(z) — f3(1)]

:87

mit anderen Worten f3(Us(1) N D3) € U.(f3(1)), wie gewiinscht.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(c) Weil fiir alle z € (0, 00)

| fo(x) = f2(0)] = | fo(2)| = 1

gilt, existiert beispielsweise zu ¢ := 1 (allgemeiner: zu ¢ € (0,1]) kein § > 0 mit
f2(Us(0) N Dy) € U(f2(0)).
(d) e Die Funktion f; ist als Verkettung und Produkt der stetigen Funktionen R >
i gi(x) =z, R> x> go(x) := cos(z) und R\{0} > z — g3(z) := 1
stetig auf R\{0}. Fiir z — O ergibt sich

:cg%l—o fl(x) - 07 xg%l-ﬁ-l) fl (ZL’) =0

d.h. fi ist bei 0 links- und rechtsseitig stetig (und damit stetig).

e Die Funktion f ist als stiickweise konstante Funktion mit einziger Sprungstelle
0 stetig in jedem Punkt von R\{0}. Fiir z — 0 ergibt sich

zi%lfo fo(x) =0 = f2(0), xi%lw fo(z) =1
d. h. f5 ist bei x = 0 linksseitig stetig aber nicht rechtsseitig stetig (und damit
unstetig).

e Die Funktion f5 ist stetig in jedem Punkt von Ds;\{—1} = R\{0,—1}, weil
f3(z) = X fiir v € R\{0,—1}. Im Punkt —1 ist f3 unstetig, denn

Tz

lim1 fs(z) = lim 1 —1#1=f3(-1).

T—— z—=—1 72

e Die Funktion f; ist als Verkettung der stetigen Funktionen [0,00) 3 x
g1(x) := /r und Dy >z — sin(z) € [0,00) stetig auf Dj.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 5. Stetigkeit
Gegeben ist die Menge
lh:{kg)kez}

und die folgenden Abbildungen:

ffRNL—R:z— g RNL—-R:z—

sin(2x)

h: RNL—R: 2~ M_2x)+1 M
|sin(2z)| sin(z)
(a) Skizzieren Sie die Graphen der gegebenen Funktionen.
(b) Untersuchen Sie die Funktionen auf Stetigkeit.

|sin(2x

sin(2x)

)|

cos(z)

(c) Untersuchen Sie fiir f, g und h an allen Stellen xy € L die rechtsseitigen und

linksseitigen Grenzwerte.

(d) An welchen Stellen zy € L lassen sich f, g und h linksseitig stetig erganzen, wo

rechtsseitig? An welchen Stellen kann man sie stetig ergdnzen?

Losungshinweise hierzu:
e Das Schaubild von f:

\/K J

A A

!
27 s
2

N
o |4

Die Funktion f ist auf ihrem Definitionsbereich als Verkettung und Multiplikation von
stetigen Funktionen stetig (Satz 1.12.14). Fiir die Definitionsliicken zy = k3 € L mit

keN gilt:

lim @ ——
e—kr/2+0 sin(2z)

x — 00 k gerade
— —o0o k ungerade

z—km/2-0 Sin(21)

. x — —oo k gerade
lim :
— 00 k ungerade
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aus Symmetriegriinden ergibt sich damit fiir die Definitionsliicken o = —k5 € L mit
k € N:

x {—> 00 k  ungerade

lim _
e——kr/2+0 sin(2x) | = —oco Kk gerade

) x — —oo0  k ungerade
lim - .
w——km/2-0 sin(2x)

— 00 k gerade

An keiner der Sprungstellen kr/2 € L ~ {0} kann man die Funktion f also stetig

erganzen. Fiir die Definitionsliicke xg = 0 - 5 erhalten wir

T 1

im - =
2—0+0 sin(2z) 2
und damit ist f in 0 (beidseitig) stetig fortsetzbar.

e Das Schaubild von g¢:

Die Funktion g ist auf ihrem Definitionsbereich als Verkettung und Multiplikation von
stetigen Funktionen stetig. Es gilt

sin(2r) ) -1 x€ ((2k—1)7/2,kn)

sin(2z)] |1z e (kr, (2k+1)r/2)’
Damit gilt fiir die Grenzwerte Folgendes

in(2
lim M cos(x) = 0.
o—(2k+1)7/2+0 |sin(22)|

Die Funktion g l3sst sich in den Stellen (2k + 1)7/2 € L stetig (d.h. links- und
rechtsseitig) durch Null ergdnzen. Wegen

sin(2x) 1 k gerade
1 , cos(z) =
z—kr+0 [sin(2x)| —1 k ungerade
sin(2x) —1 k gerade
lim — cos(z) =
z—kr—0 [sin(2x)| 1k ungerade

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

liegen an den km-Stellen Spriinge vor. Somit kann die Funktion g entweder nur rechts-
seitig oder nur linksseitig stetig erganzt werden.

e Das Schaubild von h:

2 _3r _r _n L - 3r 2x
2 2 2 2

Die Funktion h ist auf ihrem Definitionsbereich als Verkettung und Multiplikation von
stetigen Funktionen (plus eine Verschiebung) stetig.

sin(2x) cos
im - 1
o—(2k+1)7/2+0 \ [sin(2x)]
lim s?n(2x) 41 c9s(x) N
z—kr+0 \ [sin(2z)] sin(z)
(S0 ) cos@)
e—kr—0 \ [sin(2z)] sin(z)
Somit lasst sich die Funktion A an den km-Stellen nur linksseitig stetig erganzen aber

nicht rechtsseitig. An den (2k + 1)m/2-Stellen kann man die Funktion beidseitig stetig
durch Null ergénzen.

Aufgabe H 6. Funktionsgrenzwerte
Untersuchen Sie die folgenden Grenzwerte, ohne die Regel von I'Hospital zu verwenden:
(@) lim o= (b) lim (55— (r ) +27)

T—— T—r+00

. . cos(x)—1
(©) Jim o (VZ+1-vat=1) () lim S
Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen aus (a) und (c).

Losungshinweise hierzu:

(a) Durch Einsetzen sieht man zunéchst, dass © = —1 eine Nullstelle des Nenners ist.
Nach Polynomdivision und Losen der zugehorigen quadratischen Gleichung stell sich
heraus, dass x = —1 eine doppelte Nullstelle des Nenners ist und = = 2 eine einfache.

Die Faktorzerlegung des Nenners lautet also

2 =3 —-2 = (v +1)*(z —2).
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(b)

(c)

Somit l3sst sich der Bruch innerhalb seines Definitionsbereiches schreiben als

r+1 B 1
3 -3r—-2 (z+1D)(z—2)

Der Zahler besitzt in dieser Darstellung keine Nullstellen mehr. Da die Auswertung von
x_£2 in x = —1 existiert und negativ ist und die Auswertung von x%l links von ©x = —1

negativ ist, rechts aber positiv, erhalten wir, dass

1 ) 1

li = 1 = —o0.
i ol (z+1)(z —2) 0 x—>1—nll+0 (x4 1)(x —2) >

Da alle 3 Teilgrenzwerte existieren, diirfen wir sie einzeln berechnen und danach ent-
sprechend miteinander verrechnen. Der erste Ausdruck ist eine rationale Funktion,
wobei Zahler und Nenner Polynome desselben Grades sind. Der Grenzwert ist damit
der Quotient der Leitkoeffizienten dieser Polynome, d.h. lim, % = }1 = —1.
Alternativ kann man auch folgendermaBen argumentieren: man erweitert Zahler und

Nenner mit % und erhilt den Ausdruck

1‘2
1
-1+
Nach den Grenzwertsatzen ist dann
. 1 lim, oo 1 1
lim T = = - = — = —L
z—4o00 —1 + 22 hmx_)_;,_oo 1+ 22 —1

Beim zweiten Term bemerken wir zuerst, dass 0 < m — e < 1 und schreiben (7 —
e)* = e*™("=¢) Da In(r —e) < 0 ist der Grenzwert dieses Ausdruckes fiir  — oo
offensichtlich null.

Zuletzt bemerken wir bei dem Term 2=, dass der Exponent fiir + — oo gegen 0

strebt und erhalten aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion und der Darstellung
1 n

2+ = exp(™2) den Grenzwert 20 = 1.

T

Wir erweitern mit (V22 + 1+ /22 — 1) und erhalten

2
lim x(\/x2+1—\/x2—1> = lim z
T——00 T——00 \/I2+1—|—\/ZE2—1
T o VAT | Vet
B 2
hmxﬁfoo#_'_hmm—)foo Iiil
B 2
C—14(=1)
— 1
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(d) Hier erweitern wir mit cos(z) + 1 und erhalten

cos(x) —1 cos(z)? — 1
e=0 sin(27)2 20 sin(2z)2(cos(x) + 1)
cos(z)? -1 . 1
T 250 sin(2z)? @0 cos(x) + 1
1 — sin(z)?
"~ 220 (2sin(z) cos(z))?
1 1

8 250 cos(z)?

ol

Aufgabe H 7. Gleichheitsproblem
(a) Besitzt die Gleichung 2% = 5z mehrere reelle Losungen?
(b) Seien die Funktionen f: (0,00) — R und g : R — R gegeben durch

fz) =(x—-2)(2—2)ln (g) und g(z) := 22" — 152 + 24x.

Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z) = g(z) im Intervall (0, 00) mindestens drei Losun-
gen hat. Sie diirfen dabei benutzen, dass In stetig ist auf (0,00).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Ja. Seien namlich f(z):=2% = e"?? ynd g(z) := 52 fiir x € R. Wegen

f0)=1>0=yg(0), f(1)=2<5=g(1), f(5)=32>25=g(5

hat die stetige (!) Abbildung f — ¢ : R — R mindestens zwei Vorzeichenwechsel
und damit hat f — g nach dem Zwischenwertsatz mindestens zwei Nullstellen in R.
(AuBerdem — dies nur nebenbei — sieht man durch Ableiten von f — g mithilfe der
Injektivitat von exp : R — R, dass h := f — g genau ein lokales Minimum z( hat
und dass h|(_ooq Streng monoton fallend (insbesondere injektiv) und A, ) streng
monoton wachsend (insbesondere injektiv) ist. Also hat f — g auch nicht mehr als zwei
Nullstellen.)

(b) Wir zeigen, dass die stetige (!) Abbildung f — ¢ : (0,00) — R mindestens drei
Vorzeichenwechsel hat. Wegen Iny — —oo (y — 0+) und wegen Iny — oo (y —

o0) gilt
: T ()2 TN 0 _9\2.(_ _ — T
Ji (@) = T (=270 (5) = (0= 2 (=) = 00> 0= Ty g()
sowie
wh_}n;()f(m) :Ih_)ngo—(sc —2)?In (5) = —00-00=—00< 00 = J;I{}Og(x)
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AuBerdem gilt wegen % < e und der Monotonie von In, dass
3
f(2)=0<4=g(2) sowie f(3)=—In (5) > —Ine=—-1>-9=g(3).

Also haben wir: f(z) — g(x) ist gréBer O fiir x nahe 0, kleiner 0 fiir z = 2, groBer 0
fir x = 3, kleiner O fiir  nahe bei co — mit anderen Worten: die stetige Abbildung
f —g :(0,00) — R hat mindestens drei Vorzeichenwechsel und damit nach dem
Zwischenwertsatz auch mindestens drei Nullstellen, wie behauptet.

Aufgabe H8. Zwischenwertsatz beim Zugfahren

Ein Zug benétigt fiir 500 km genau 10 Stunden, fahrt also mit 50 km/h Durchschnittsge-
schwindigkeit. Auf der Strecke fahrt er mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten. Zeigen Sie
mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass es mindestens einen Zeitraum von einer Stunde gibt,
in dem der Zug genau 50 km zuriicklegt.

Hinweis: Sei f(t) die zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegte Strecke. Betrachten Sie f(t+1)— f(t)
fur t € [0,9].

Lésungshinweise hierzu: Sei f(t) die zum Zeitpunkt t € [0,10] zuriickgelegte Strecke
(Kilometerstand) und sei

g(t) == ft+1) = f(t) (t<]0,9])

die zwischen dem Zeitpunkt ¢ und dem Zeitpunkt ¢ + 1 zuriickgelegte Strecke. Wir miissen
zeigen, dass ein Zeitpunkt ¢, € [0,9] existiert, sodass ¢(ty) = 50 ist, und das machen
wir mithilfe des Zwischenwertsatzes. Zunachst mal ist die Abbildung f stetig, weil sie — als
Kilometerstandsfunktion — monoton wachsend ist und keine Sprungstellen hat (es gibt keine
Stelle s € [0,10], sodass lim; s f(t) < lim s f(t), denn natura — classice — non facit
saltus). Also ist auch ¢ stetig und um den Zwischenwertsatz auf g anwenden zu kdnnen,
miissen wir daher nur noch zeigen, dass t1,, € [0,9] existieren, sodass

1. g(t;) £50 und 2. g(tz2) = 50.

Aber dies einzusehen ist leicht. Angenommen namlich solche t;, t5 existierten nicht. Dann
galte

1. g(t) > 50 furallete[0,9] oder 2.g(t) <50 firallete[0,9].

Insbesondere gilte eine dieser beiden Ungleichungen also fiir alle & € {0,1,...,9} und damit
(teleskopierende Summen!)

F0) = £(0) =) " flk+1)— f(k) =) _g(k) > 50 =500

B oder "?:0
F0) = f(0) =D flk+1) = f(k) = _g(k) <> _ 50 = 500.
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Aber beides kann nicht sein, weil nach Voraussetzung die insgesamt zuriickgelegte Strecke
f(10) — f(0) eben gleich (und nicht gréBer oder kleiner) 500 ist. Widerspruch und wir sind
fertig.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H9. Konvergenzradien von Potenzreihen

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe Y a,z2" fir
n=1
(i) an=(1-2/n)"
(i) a,=n""

(b) Bestimmen Sie die Konvergenzradien der Potenzreihen und skizzieren Sie die Konver-
genzkreise. Untersuchen Sie, fiir welche Werte von 2z € R die Reihen konvergieren
bzw. divergieren.

Zl"
(i) ngi)l,

e 7"
(") ngl n((n—?—l)

Lésungshinweise hierzu:
(@) (i) Wegen lim {/(1 —2/n)" = lim (1 —2/n)" = e? ist der Konvergenzradius
n—oo

n—o0
der Potenzreihe p = €.
(i) Wegen lim v/n=" = 0 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe p = oo

n—o0

(b) (i) Der Konvergenzradius fiir diese Reihe lautet:

: n? +1 : 1+
p = lim = lim 4| ——5—7 =1
noee/(n+1)2+ 1 moee | (14 0)2 + 5

Die Potenzreihe divergiert damit auf R\[0,2] und konvergiert auf (0,2). Die
Randpunkte {0,2} des Konvergenzkreises miissen separat betrachtet werden. In
z = 0 erhalten wir die alternierende Reihe

— (="
2 T

n=1

die nach dem Leibnizkriterium konvergiert (denn (\/n;i—&-l) konvergiert ja mono-
ton fallend gegen 0). In z = 2 findet man die harmonische Reihe als untere
Abschatzung:

II\/

N | —
3I+~

)
n=1

Also hat man Konvergenz in z = 0 und Divergenz in z = 2.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(ii) Wir bestimmen zunachst den Konvergenzradius:

771
_ nt D)y n+2 1
p=tim e — =l e =7
(nt2)(nr1)

Damit divergiert die Potenzreihe auf R\[—21, 2] und konvergiert auf (

T AN
miissen noch die Randpunkte {—1, 1} betrachtet werden. Fiir z = —1 gilt:
> vl

n(n+1)

T N T A R
n=1 Zﬂ(ﬂ%—l)_zn(n—l—l)_;ﬁ—i_;n_i_l

n=1

A

In z =1 hat man:
ST S
T
— n(n+1) — n(n+ 1)
Damit folgt die Konvergenz auf beiden Randpunkten.

Aufgabe H 10. Summe und Produkte von Potenzreihen

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

o0 1 .
S o m oo { T
n n < .
ez fiir n ungerade

n=0

(b) Seien die Abbildungen f: U, (0) — C und g:U,,(0) — C gegeben durch

f(z):= Z(Sz)” und g(z) := Zz"

Bestimmen Sie die Konvergenzradien p; von f und p, von g. Schreiben Sie f - g als
Potenzreihe und geben Sie deren Konvergenzradius an. Was hat diese Potenzreihe zu
tun mit der Funktion

1 1
h: 1, - : _ 7
(C\{ ,3}—><C zr—>1_4z+322

Losungshinweise hierzu:
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(a)

(b)

Weil

lim {/|a,| = max{ hm 3 | agkl, hm 2"+\1/]a2k+1}

n—o0

und weil aufgrund des Sandwichsatzes und wegen lim,, .., /¢ =1 fiir ¢ € (0,00)

1
V1+n?= \/712 1+ 2"1+——>1 (n — o0)

sowie

m:(z))"(lJr%));":(w 1+3ﬁn)é—>\/§ (n — o)

gilt, ergibt sich

lim W:max{l,%} =

n—oo

und mithin p = (lim, e V/]an]) ™' =
Wegen lim,, ., V3" =3 und lim,,_, V1=1 gilt

1
Pr=73 und p, = 1.

AuBerdem ist die Potenzreihe von f - g nach Satz 1.14.11 gegeben durch

i iakbn—k P i igk . 1n—l<: 5 i 3n+1
n=0

n=0 k=0 n=0 k=0

—_

wobei wir im zweiten Schritt die geometrische Summenformel benutzt haben, nach der

1-— 3"+1 1
ng 5(371—‘,—1 . 1)

gilt fiir alle n € NU {0}. Wegen

1 1 1
\n/§(3”+1—1):§/;3 n3—3—n—>3 (n — 00)

(benutze wie in Aufgabenteil a) den Sandwichsatz und lim, ., /c = 1 fir ¢ €
(0,00)), ergibt sich der Konvergenzradius py., der Potenzreihe von f - g zu

1
Pfg = 3

(Alternativ kénnte man den Konvergenzradius py., der Potenzreihe von f - ¢ auch
folgendermaBen bestimmen: aufgrund von Satz 1.14.11 ist p;, mindestens so groB
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

wie min{pf,pg} 5 und tatsdchlich ist py., auch nicht gréBer als min{p;, p,} =

1

3
das heiBt, py., = denn die Potenzreihe von f-g ist — wie eben gesehen — die Summe
der beiden Potenzre|hen

% i 3"l und  — % io: 2"
n=0 n=0

(mit Konvergenzradius % bzw. 1) und damit divergiert die Potenzreihe von f - g fiir
alle reellen Zahlen z € (3,1), das heiBt: der Konvergenzradius der Potenzreihe von

f - g kann nicht groBer als % sein.)

Was hat nun die Potenzreihe von f - g, deren Koeffizienten wir oben bestimmt haben,
mit der angegebenen Funktion h zu tun? Weil die Potenzreihe von f - g die Summe
zweier (im wesentlichen) geometrischer Reihen ist, kdnnen wir deren Werte mithilfe
der geometrischen Summenformel explizit ausrechnen, und zwar gilt

ZZakbn g 2" —iS”HZ"—liz”:§i3”z”—liz"
n=0 k=0 n=0 2 n=0 2 n=0 2 n=0

3 1 1 1 1

=37-% 21— @one-D "

fir alle z € U;(O) = U,,,(0). Also ist die Potenzreihe von f - g auf ihrem Kon-

vergenzkreis Upf (0) nichts anderes als h|Uf )- (Alternativ kénnte man dies auch

folgendermaBen einsehen: aufgrund von Satz 1. 14 11 stellt die Potenzreihe von f - g
auf Uningp;,p,1(0) = U%( ) die Produktfunktion f-g dar und die Produkte f(z)-¢g(z)
kann man fiir z € U1 (0) explizit mithilfe der geometrischen Summenformel berechnen,
wobei sich eben h(z) ergibt.)

Aufgabe H 11. Wie hangt ps., mit py und p, zusammen?
Seien die Abbildungen f : U, (0) — C und g : U, (0) — C gegeben durch f(z2) := > a,z"
n=0

und g(z) :== >_ b,z" mit
n=0

A % firn=0 und b — 2 firm=0
T —gar firnz1 Tl 1 firn>1

(a) Berechnen Sie die Konvergenzradien p; von f, p, von g und ps, von f-g.

(b) Schreiben Sie f und g als Quotient von Polynomen.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen lim,,_,o V27! = 21im,,_,o ¥/2 = 2 und lim,,_, V1 =1 gilt

pr=2 und p,=1.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b)

Wir berechnen nun die Koeffizienten der Potenzreihe zu f - g, um deren Konvergenz-
radius bestimmen zu konnen. Aufgrund von Satz 1.14.11 ist die Potenzreihe zu f - ¢
gegeben durch

n

o) (o]
g cnznzg g apby_p2"

n=0 n=0 k=0
und fiir die Koeffizienten c¢,, ergibt sich

n—1 n—1

1 1 1
Cn:aobn‘i_zakbnfk‘i‘anboz5‘1‘1‘2(_%)‘1+(_2n+1) -2
k=1 k=1
n—2 1
1 1 1 1 1 11— 5= 1
— - N - sl ) fiirn>1
2 A4Luok p 2 4 1-1 "o =
k=0 2
. 1
Cozzakbofk—aobo—§-2:1
k=0
Also erhalten wir fiir die Potenzreihe von f - g
chz” =1 und ppy=(lim \”/|cn])_1 = 00.
n—oo
n=0

(Wir sehen damit insbesondere, dass — analog zur Situation fiir den Konvergenzradius
von Summenpotenzreihen (Aufgabe P 10) — der Konvergenzradius einer Produktpo-
tenzreihe mitnichten immer gleich min{py, p,} ist, sondern locker auch echt groBer
als max{py, p,} sein kann.)

Wir wollen die Potenzreihen f und ¢ als rationale Funktionen schreiben. Die Idee
dabei ist, dass f und ¢ im wesentlichen geometrische Reihen sind, sodass wir also
mithilfe der geometrischen Summenformel die Werte der beiden Potenzreihen explizit
bestimmen konnen.

e B N B2 R B | 1—2
=Y =31 w2510 (5) "3t
und
g(z):ibnz":2+§:z”:2—l—zz,z":2+ : 2z

n=0 n=1 n=0 1-= 1-%

fur alle z € Uy(0) bzw. alle z € U(0). (Dass f(z) und g(z) invers zueinander sind
fur z € Uy(0) ist natiirlich kein Zufall. Aufgrund von Satz 1.14.11 ist f(z)g(z) fiir
2 € Unin{p;.0,3(0) ja gleich dem Wert der Produktpotzenreihe % an der Stelle z und,
wie wir oben gesehen haben, ist i ja konstant gleich 1.)
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 12. Ableitungen

Bestimmen Sie den maximalen reellen Definitionsbereich von f. Bestimmen Sie den maxi-
malen reellen Definitionsbereich von f’ und von f”. Berechnen Sie f’ und f”.

(@) f(x)==2
(b) f(x) = In(tan(z))
(c) f(z)=(In(v7))*

()

(d) f(z) = 22

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wegen f(z) = exp(z?In(x)) gilt erstmal fiir den Definitionsbereich D = [0, 00) und
die Ableitungen berechnen sich wie folgt:

f(x) = <exp(9§2 hl([L‘)))l = exp(2? In(x)) <2:1: In(z) + 93) = 2" <2:1: In(z) + 93)
f(z) = (x(“’Q) (2zIn(z) + ZL’))I =z (2zIn(z) + x)2 + 2 (2In(z) + 3)

Die Funktionen f’ und f” haben den Definitonsbereich D = (0, c0).
(b) Der Definitionsbereich ist Dy = {x € (km, (2k+1)7/2) |k € Z}. Es gilt (tan(z)) =
(z;r;(é)))/ = COSQ(I Wir bekommen fiir die Ableitungen folgendes.

Flz) = 1 1 _ 1

tan(z) cos?(z)  sin(x) cos(x)

() = (Sm(x)l (@)’ _ —C.OS (x) + sin®(z)

Ccos sin®(z) cos?(r)

Die Funktionen f’ und f” haben jeweils D = R \ {k7/2 |k € Z} N Dy = Dy als
Definitionsbereich.

(€) f'(z) =2In(v/z) L5l = 2
F(x) = M
D =R* \ {0} ist der giiltige Definitionsbereich von f, f’ und f”.
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4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Mit der Quotientenregel erhilt man:

Fe) ( v =2 )’:m—ﬂ—(x—z)(\/ﬁ)’
Vi+1 r+1
_\/x——i—l—%(x—Z)ﬁ_ijl—%(x—Z)_ x+4
r+1 o+ D)Ve 1l 2@+ Va1
20+ Vo +1— (z+4)(2ve + 1+ Z2h)

Az +1)3

fl/(x) —
x4+ 10
Az +1)2

Der Definitionsbereich von f und f’ ist Dy = (—1,00), der von f” ist Dy =
RN A{-1}NDs = (—1,00).

Aufgabe H 13. Ableitungen

(a) Untersuchen Sie die Differenzierbarkeit der folgenden Funktion in Abhangigkeit von
n € Ny. Erstellen Sie Skizzen fir n =0, n =1 und n = 2.

0 fir x <0
n R—=R:x—
f {x” firz =0

(b) Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten: Ist die Funktion f an der Stelle
xo = 0 differenzierbar? Ist die Funktion ¢ an den Stellen z; = 0 und 2, = 1
differenzierbar? Skizzen!

z+1
T+ 2

firxz =0
f R>R:x—

s(x+1)2  firz<0

g:R—=>R:xw— zjz|+ |z —1]

Losungshinweise hierzu:
(a) Das Schaubild von fj:
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4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

»
| | | |
_4 -2 2 4
-1+
2-
Das Schaubild von f;:
5r
2
1
L | 1 1
-4 -2 : 2 4
g
of
St
Das Schaubild von f5:
3
2
1
| | | |
-4 -2 2 4

at
Die Funktionen f,, sind auf R~.{0} als Polynome laut Vorlesung stetig differenzierbar.
Es bleibt die Differenzierbarkeit im Punkt 0 zu untersuchen.
Fiir n = 0 erhalten wir fiir den linksseitigen Grenzwert des Differenzenquotienten

—0-0 r—0 001 — 0
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4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b)

Folglich ist fy in O nicht differenzierbar.
Fir n = 1 erhalten wir von links

limM: lim 0_0:0

z—0—0 x—0 z—0-01 — (0

und von rechts 0 0
A= HO) w0

—0+0 z—0 2—0+0 x — ()

Da links- und rechtsseitiger Grenzwert des Differenzenquotienten nicht iibereinstimmen,
existiert kein Grenzwert, und somit ist f; in 0 nicht differenzierbar.

Fir n = 2 erhalten wir von links

lim M —  lim 0-0 -0
z—0—0 z—0 =001 — 0
und von rechts 0 _
lim M — lim r—Yv _ 0.
z—040 x—0 z—0+0 x — 0

Da links- und rechtsseitiger Grenzwert des Differenzenquotienten iibereinstimmen, exi-
stiert ein Grenzwert, und somit ist f,, in O differenzierbar.

Das Schaubild von f:

L
Betrachtet wird der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten von f an der
Stelle g = 0.

— (0 Trz+1)2-1 1t 4o 1
m —f(x) /(0) = lim —2( it = lim 2 = lim —x+1=1
z—0—0 z—0 z—0—0 T z—0—0 T z—0—0 2
Fiir den rechtsseitigen Grenzwert berechnen wir
— £(0 z+l 1 —mx 1
f(.flf) f( ) — hm T+2 2 _ hm 2( +2) =
£—0-+0 z—0 £—0-+0 T r—=0+0 4

Grenzwerte also stimmen nicht iiberein, die Funktion ist in zg = 0 nicht differenzierbar.
Das Schaubild von g:
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_4-

Die Funktion ¢ lasst sich abschnittsweise ohne Betrdage schreiben:

—22—zx+1 fir 250
g(z) = ?—r+1 fir 0<z=s1
?+r—1 fir 1<z

Fiir den Differenzenquotienten an z; = 0 ergibt sich

— —x?— 1-1
lim M = lim ! T = lim —z—-1=-1
z—0—0 x r—0—0 x z—0—-0
—¢(0 2 1-1
i =90 _ o T — lim o —1=-1,
r—040 x r—040 x x—040

also die Funktion ist an x; = 0 differenzierbar. Die selbe Rechnung fiir 2o = 1 ergibt

—q(1 2 _ 1-1 -1
TLC [ R T Tl B
x—1-0 rx—1 x—1-0 x—1 z—1-0 o —1
— (1 2 —1-1
i 9@ 9y P — lim z+42=23),
x—1+0 r—1 x—0+0 T z—1+0

also die Funktion ist an x5 = 1 nicht differenzierbar.

Aufgabe H 14. Formel von Euler und de Moivre

Schreiben Sie f mithilfe der Formel von Euler und de Moivre als Linearkombination von
Funktionen der Form sin(az) und Funktionen der Form cos(bx), wobei a, b € N .

(a) f(z) = cos(x)’
(b) f(x) = sin(5x) cos(2z)

(c) f(x) = sin(x)® cos(x)

Lésungshinweise hierzu:
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4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(a) Mit der binomischen Formel (a +b)" = >, ., (7)a*b"~* erhalten wir

ix —iz\ 3
R

1 . . . L .
— g(e&x + 3621$eflx + 36721xelx _|_ef3wc)

— _(63'1:1: _I_e—3ix +3(eix +e—ia:))

— ool —

— —(2cos(3x) + 6 cos(x))

— 0o

= —cos(3x) + z cos(x).

W

(b) Esist
eSia: _ e—5iz e2iz + e—2ix
2i 2
1 . . . .
Tix —Tizx 3ix —3ix
= —(e"" —e +e’" —e
1 )

1
- 7 (21sin(7z) + 2isin(3z))

sin(5x) cos(2x) =

= %(sin(?x) + sin(3z)).

(c) Wir verwenden wieder die binomische Formel und bemerken zunichst, dass

B-C) -1 (- w ()

Damit berechnen wir, dass

eia: _ efiz 6 eim + efix
sin(z)® - cos(z) = ( o ) : 5
1

_ 1 6ix 6 4ix 6 2ix 6
= (= () ()= ()
6 . 6 . . ) )
+ (2) e—21x o (1)e—4ll’ + e—61:c) . (ela: + e—l:c)

1 . . . . . .
— W (eﬁx + eSlx - 665193 o 66311‘ + 15631:)3 + 15e®
1
— 20e™ — 20" + 15e”* 4 15e~

—3ix —bix —bix —Tix
— Ge — Ge +e +e

1
= (—cos(7x) 4+ 5 cos(bz) — 9cos(3x) + 5cos(x)).
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Aufgabe H 15. Komplexe Wurzeln
Gegeben sei die Funktion w : C — C, die z auf diejenige komplexe Quadratwurzel von z
abbildet, deren Argument kleiner als 7 ist.
(a) Berechnen Sie w(z) fiir die Stellen z € {0, 1,1, —1, —i}.
(b) Suchen Sie in der komplexen Zahlenebene zu jedem 6 > 0 ein z € C mit |z — 1| < ¢
und |w(z) —w(1)| > 1.
(c) Ist w stetig?

Hinweis: Eine interaktive Darstellung des komplexen Wurzelziehens finden Sie unter
http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir schreiben die Zahlen zunichst um; es ist 1 = %, i = e, -1 = ¢
3
=

" Dabher erhalten wir

™ und

—1=ce

w(l) =e? =1, w(i) = e = —=(1+1),

Die Zahl z; = 0 besitzt die eindeutige Wurzel z, = 0. Allerdings ist hier die Frage
falsch gestellt, da 0 kein eindeutiges Argument zugewiesen werden kann.

(b) Wir suchen eine komplexe Zahl z mit z € Us(1) und w(z) ¢ Uy(1). Wir wahlen
z=1-%i. Damitist [1 —z| =% <.

Im
Z

WA
AT
20 ;E A
s
/////////////

3--

3 Re
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Das Argument von z liegt dann im Intervall (27 27r) (im Bild liegt w(z) also in der
Menge M ). Damit liegt das Argument von w(z) im Intervall (%7‘(‘, 7r). Der Realteil
von w(z) ist damit negativ. Damit gilt

w(z) —w@)] = fw(z) -1
= V(Re(w(2)) - 1)? + (Im(w(z)) - 0)

(
> V/(Re(w(z)) —1)2
= [Re(w(z)) -1
> 1

(c) Die Abbildung hat eine Unstetigkeit in z = 1, was direkt aus b) folgt. Alternativ: Es
ist

i£
2

lim w(e®) = lim e'? =™ = —1

p—2m—0 @—2m—0 ’

aber
w< lim e“") =w(l) = 1.
p—27—0

Im Allgemeinen ist die Funktion in keinem Punkt der Halbgeraden (0, c0) stetig.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



O. Alaya, R. Bauer
M. Fetzer, K. Sanei 5. Gruppeniibung zur Vorlesung Dr. M. Kiinzer

Kashani Hohere Mathematik 2 Prof. Dr. M. Stroppel
B. Krinn, J. Schmid

Sommersemester 2013

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 16. Differentiation von Umkehrfunktionen

Es sei
f:[1,400) = R: x + arcosh(z)

die Umkehrfunktion von
g: [0,+00) = R: &+ cosh(x).

(a) Skizzieren Sie die Graphen von f und von g.
(b) Bestimmen Sie die Ableitung f’(z) unter Verwendung von Satz 2.3.1.

(c) Bestimmen Sie eine Konstante a € R so, dass

arcosh(z) = In <a: + Va2 + a> firx = 1.

(d) Berechnen Sie nochmals die Ableitung von f, indem Sie Teil (c) verwenden, und
vergleichen Sie mit dem Ergebnis aus (b).

Losungshinweise hierzu:

(a)

101

g(x)=cosh

ol f(x)=arcosh

ol

.l

o

s

A

sl P

| P

1

00 1 2 3 4 é 6 7 8 9 10
(b) Es gilt:
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also auch
(sinh(y))* = (cosh(y))* — 1
fir alle y € R. Ist nun y € Ry, so folgt sinh(y) € Ry, also erhilt man in diesen

Fallen
sinh(y) = v/(cosh(y))2 — 1.
Mit der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion (2.3.1) liefert dies

1 1
_— h — g
1 2reos () Snh(g)

x ) diy cosh(y)

y=arcosh(xg)

y=arcosh(xq)

1 1

\/(cosh(y))2 -1

(c) Fiir y € [1,00) erhidlt man aus

y=arcosh(xg)

X 1 X
y = cosh(z) = #
durch die Substitution Z := e und nach Multiplikation mit &
72+ 1 1 1
ff/y:x; bzw. §i2—yi+§=0.

Letztere Gleichung lasst sich mit der Mitternachtsformel |6sen. Es ergeben sich Losun-

gen
y+Vyr -1 y—vyr—1
1 1 '
Wir zeigen nun, dass nur die erste Losung im Betracht kommen kann.

Wir nehmen einerseits ein beliebiges y > 1. Andererseits folgt aus x = 0, dass 7 :=
e 2> 1.

I = oder I =

Setzen wir fiir Z die zweite Losung ein, so bekommen wir die Ungleichung

y—+Vy?—121dh.y—12+y>—1>0.

Durch Quadrieren der beiden Terme der Ungleichung erhalten wir
(y-1?2y°—1
also auch
-2 +12yt -1
Dies liefert
2> 2y > 2,
was zu einem Widerspruch fiihrt. Somit ist
x = arcosh(y) = In(Z) = In (y + Jgﬁ) :

Insgesamt gilt also a = —1.
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(d) Man erhilt

2o

+ — =20
o V23— 1
dx vegy A vmzy  To+ /21 22 -1

was der berechneten Ableitung aus Teil (b) entspricht.

Aufgabe H 17. Differentialquotient und Mittelwertsatz
Die Funktion f: R — R sei differenzierbar und geniige fiir alle =,y € R der Gleichung
flz—y) = f(z) = f(y).
(a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:

(i) f(0)=

(i) f(— ) —f(x) firalle z € R

(iii) f(x+y) = f(x)+ f(y) furalle z,y € R

(iv) f(zy) = f(x)f(y) fir alle z,y € R

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, dass f’ konstant ist.
( g q

(c) Verwenden Sie den Mittelwertsatz um zu zeigen, dass eine Konstante a € R existiert
mit f(z) = ax fiir alle z € R.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die ersten drei Aussagen sind korrekt.
(i) Es gilt fiir beliebige = € R:

f0) = f(z —z) = f(z) — f(x) = 0.
(ii) Es gilt fiir beliebige = € R:
f(=2) = f(0—=z) = f(0) = f(z) = = f(x).
(iii) Es gilt fiir beliebige z,y € R :
f@)=f(z+y)—y)=flz+y) - fy).

Daraus folgt
flaty)=fx)+ fy).

fir alle z,y € R.

(iv) Die Aussage ist falsch. Dazu bilden wir ein Gegenbeispiel.
Sei g(z) = 2x. g(x) ist differenzierbar auf ganz R und es gilt

g(r —y) =2(x —y) =2z -2y = g(z) — g(y)
Aber fiir z # 0,y # 0 ist

g(wy) = 2xy # 222y = 4oy = g(x)g(y).
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(b)
o S+ 1)~ f@)
h—0 h
o L)
h—=0 h

Der letzte Ausdruck ist jedoch unabhingig vom gewdhlten . Somit ist auf ganz R
die Ableitung konstant.

(c) Sei a:= f'(xg), dann gilt nach dem Mittelwertsatz fiir alle x € R

f(x) = f(xo) + f(§)(x — x0) = f(xo) + a(x — xg) = ax + ¢

mit der Konstanten ¢ := f(xg) — axy.
Allerdings muss gelten:

fx+y) = fl@)+fy)
alr+y)+c = ar+ctay+c
= alr+vy)+2

Folglich muss ¢ = 0 sein, weshalb

f(x) =ax
bewiesen ist.

Aufgabe H 18. Monotonie via Ableitung

Zeigen Sie, dass die folgenden Ungleichungen gelten. Skizze!
(a) In(z) 21— 2 fiir z € (0, +00)
(b) (z+1)In(z) = 2z — 2 fir z € [1,+00)
(c) (x+1)In(x) < 22— 2 fir z € (0, 1]

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Aussage ist gleichbedeutend mit f(z) =In(z) —1+ 1 2 0 fiir 2 € (0,+00). Die
Skizze der Funktion f(x) bestatigt diese Aussage.
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f(x)

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J

Wir berechnen erst einmal die Ableitung der Funktion f(x):

Play=t- -2

r oz T

In der Skizze sehen wir, dass die Funktion f(z) fir z € (0,1] monoton fallend ist.
Dies wird auch bestatigt durch die Untersuchung des Vorzeichens der Ableitung.

f'(x) £ 0 firz € (0,1].
Es gilt also wegen der Monotonie
f(1) £ f(x) fir alle z € (0,1].

Andererseits sehen wir in der Skizze auch, dass die Funktion f(z) fir = € [1,400)
monoton steigend ist. Dies wird auch bestatigt durch die Untersuchung des Vorzeichens
der Ableitung.

f(z) 20 fiir z € [1,400).

Es gilt also wegen der Monotonie
f(1) £ f(x) fir alle z € [1,+00) .
Zusammengefasst gilt also
0= f(1) £ f(x) fiir alle z € (0, +00) .
Somit gilt also

1
In(z) 21— —
x

fir x € (0, +00) .
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(b) Die Aussagen von Teil (b) und Teil (c) sind gleichbedeutend mit
g(x)=(z+1)In(x) —2x +2 =0 fir z € [1, +0)

und
g(x) 20 fiir x € (0,1] .

Die Skizze der Funktion g(x) bestatigt diese Aussage.

9(x)

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J

Wir berechnen erst einmal die Ableitung der Funktion g(z):

—

a)
! =

g (x)=In(z) -1+ o= f(x) 0 fiir alle x € (0,400) .

Sowohl das Vorzeichen der Ableitung als auch die Skizze der Funktion zeigen, dass die
Funktion g(z) monoton steigend ist.
Fiir x € [1,+00) bedeutet dies insbesondere, dass

Daraus folgt also
(x+1)In(z) = 2z —2 firz € [1,4+00) .

(c) Analog gilt fiir x € (0,1], dass

Daraus folgt also
(x +1)In(z) £ 2z — 2 fir z € (0,1].
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 19. Funktionsgrenzwerte und Regel von I'Hospital

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

tan(3x)
tan(zx)

(b) limy <xsiz(x) B %)
(c) lim (x (e*+1)—2(e” — 1))

x—0 33'3

(a) lim
T3

. cos(a?) + 2?2
@) A e
(e) zEIEo In(z)In(1 — z)

Lésungshinweise hierzu:

(oo «

(a) Der Ausdruck ist von der Form . Die Regel von |'Hospital dreimal angewandt

liefert

lim tan (3x) o 3(cos (z))? o 6 cos (z)(—sin (x))
e—2 tan(x)  2—=7 (cos(3x))?  «—= 2cos (3z)(—3sin (3x))
TR (z)sin () . (cos (x))? — (sin ())?
e—1 cos (3z)sin (3z)  2—2 3((cos (3x))% — (sin (37))?)
— lim 2(cos (1))? —1 _ 1
e~ 3(2(cos (32))2 —1) 3

(b) Der Ausdruck ist von der Form “8“. Die Regel von I'Hospital dreimal angewandst liefert

, 1 1 . x —sin(x) , 1 — cos ()
7 lim - —— ) =7lim ———++ =7lim -
z=0 \ xsin (x) a2 z—0 2 sin () 2—0 2z sin (z) + 22 cos (z)
, sin ()
=7 lim — -
2—0 2sin () + 4a cos (x) — 22 sin (x)

’ cos () 1 T
= 77 111m =TT = —.
20 6 cos (z) — 6z sin (z) — 22 cos (z) 24+4 6
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(c) Der Ausdruck ist von der Form “8“. Die Regel von |'Hospital dreimal angewandt liefert
lim z(e®+1) —2(e ) _ i & T L+ e e
=0 3 z—0 312

. et Fwet —e”
= lm—

x—0 61‘

. 2e" +xe® —e€”
= lim

x—0 6
1
= 5

(d) Bei diesem Ausdruck lasst sich die Regen von I'Hospital nicht gewinnbringend anwen-
den. Stattdessen erweitert man den Bruch mit %2 Dies liefert

. cos(x?) + 2? =
hmz—(_ﬁ): hmﬁ:L
T—oo T4+ e x_mol‘i‘exé
a2
denn lim %52) =0 und lim £2 = 0.
z—oo T r—oco T
(e) Der Ausdruck ist von der Form “0-oc*, so dasss man nicht unmittelbar die Regel von
1
I'Hospital anwenden kann. Man formt daher wie folgt um: In(z)In(1 — z) = n(lx) :
In(1—z)

was von der Form “22* ist. Daher gilt

1
lim In(z)ln(l —2z)= lim HS:E)
z—1-0 z—1-0
In(1—=x)
1
- mgrlri() L

Hier geht der Nenner gegen 1. Daher ist nur der Grenzwert des Zahlers zu betrachten.
Dieser ist von der Form “0-00“. Man verwendet daher dieselbe Strategie wie oben und
bringt den Ausdruck auf die Form “2“, so dass die Regel von I'Hospital anwendbar
ist.

~ lim (In(1 —z))?

—1-0 —_—
m 11—z

2In(1 — z)

1
(1—z)*

= lim 2(1 —xz)In(1l — )

r—1-0

_1

. 1—

= lim d
r—1-0

=0,

denn lim xIn(z)=0.
x—040
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Aufgabe H 20. Taylorentwicklung
Gegeben ist die Funktion

h:R — R: x> cos(x?)

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom von h der Stufe 2 im Entwicklungspunkt 2y = \/g

(b) Finden Sie eine reelle Zahl a so, dass
\h () =Ty (h, x, x0)| < alz — o
fir alle z € [0, 2] gilt.

(c) Bestimmen Sie Koeffizienten a;, € R so, dass Y axz”® = cos(2?) fiir alle 7 € R gilt.
k=0

Losungshinweise hierzu:

(a) Hier gilt:
h(z) = cos(x?),
h'(z) = —2zsin(z7),
h'(x) = —2sin(z?) — 4% cos(x?),
R (x) = —12z cos(x?) + 8z” sin(z?)

Somit erhalten wir die Taylorentwicklung

w8 =5 (- 15)

(b) Der Fehler l3sst sich durch das Restglied abschitzen, welches von der Form a|z — |
ist. a sollte daher die folgende Bedingung erfiillen

%('6)’ <a firalle ¢ €[0,2].
Man schatzt daher ab:
KO 1, 2 3 i (g2
2 ‘ =5 | 12€ cos(&7) + 8¢ sin (¢ )’
1
s 5(—12¢ cos(€2)] + |87 sin(€?)])
< (126 +5¢)
<™ dagen
<4
- 3

Setze somit a = %.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



6. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(c) Einsetzen von z? in die Reihe fiir den Cosinus liefert

@) =31y
cos(z?) = 1 ‘

=0 (27)!

J_
Das heiBt
0 falls & nicht durch 4 teilbar ist
ar =
’ % falls k& durch 4 teilbar ist

Aufgabe H 21. Taylorreihen
Sei h: R — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion, die fiir € R die Differentialglei-
chung h”(xz) = 4h(x) und die Anfangsbedingungen h(0) =1, A/(0) = 0 erfiillt.
(a) Berechnen Sie die Taylorreihe T'(h,z,0) von h zum Entwicklungspunkt xy = 0.
(b) Uberpriifen Sie, ob T'(h,z,0) = h(z) fiir alle z € R gilt.
Hinweis: Vergleichen Sie mit 2.6.11 .

(c) Bestimmen Sie reelle Konstanten a, b, ¢ und d so, dass h(z) = asinh(bx)+c cosh(dz)
fir alle x € R gilt.

Losungshinweise hierzu:
a) Induktiv zeigt man, dass tur alle n &€ 1t
(a) Induktiv zeig dass fiir all N gil
he (@) = 4"h(x)
R () = 4™ (2).

Daher gilt K2 (0) = 4" - 1 = 4™ und A"V (0) = 4™ - 0 = 0. Die Koeffizienten der
Taylorreihen haben also die Form

w % falls k& gerade
" 0 falls k& ungerade

Die Taylorreihe lasst sich kompakter schreiben als

[e.9]

T(h,z,0)

k=0

(b) Wegen 0 < 9, < 1 gilt genau wie in 2.6.11 ¥, gz € [—|z|, |z|]. Da h als differenzier-
bare Funktion stetig ist, bestitzt h auf diesem Intervall nach dem Satz vom Maximum
und Minimum 1.13.12 ein Maximum m, . Insbesondere gilt |h(9, 0x)| < m,. Daher

gilt
2n|x|n+1

“(n+1)!

n—oo

RO n+1 X0

[l 2, 0) = | =75

<m

'2 f sz)$n+1
| (n+1)!
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(c) Die Koeffizienten a; der Taylorreihe des Sinus Hyperbolicus mit Entwicklungspunkt 0
sind fiir gerade & Null. Dasselbe gilt daher auch fiir asinh(bx). In der der Taylorreihe
fir h sind die Koeffizienten mit geradem Index aber nicht 0. Somit gilt « = b = 0.
Ein Vergleich der Taylorreihen von h und cosh liefert unmittelbar ¢ = 1 und d = 2,
also h(z) = cosh(2z).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 22. Kurvendiskussion
Die Funktion f sei gegeben durch die Zuordnungsvorschrift

f(z)=In(3-107*2* +2-10 %z + 1).
(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von f in R und untersuchen Sie die

Funktion auf Stetigkeit.
(b) Untersuchen Sie den Graphen von f auf Symmetrie und bestimmen Sie lim (f(z) — 2In(x)).

T—+00
(c) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.
(d) Bestimmen Sie die Extremalstellen von f, sowie jeweils deren Typ und die zugehdrigen
Funktionswerte.
(e) Bestimmen Sie die Wendepunkte von f.

(f) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Definitionsbereich:
Wir erhalten

1\> 2
3'104962—1-2-1021’—1—1:3(10296—1-5) +§>Oy

und damit ist der Definitionsbereich D = R.
Die Funktion f ist auf dem gesammten Definitionsbereich stetig, da sie ein Verkettung
von stetigen Funktionen ist. (In ist stetig; Polynome sind stetig.)

(b) Symmetrien:
Wir erhalten f(—z) =1In(3-107*2? —2-1072z + 1). Die Funktion f ist nicht gerade,
weil f(—z) # f(z), und f ist nicht ungerade, da f(—x) # —f(x), deshalb ist f

nicht symmetrisch. Aber die verschobene Funktion g(z) := f |z — T ist gerade,

denn . ,
glz) = f (33 - ?) = In (3 1072 + §) = g(—x).
Es gilt
. - = L1072 _ 2
Jim (f(z) - 2In(2)) lim (In(3- 107422 +2- 1072z + 1) — In(2?))

= lim
T—r—+00

3-107%22 4210722 + 1)
= lim [(In
Tr—+00 $2

(3 21074 42-1072L + %))
ln 1 X x

= 3-107%)
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(c) Nullstellen:

2102
In(3-107*2*+2:1022+1) = 0 = 3-10 *2*+2:10 %2 =0 = 7, = — 5 =0
(d) Extremalstellen:
6-10742 +2-1072 102
'(z) = — 0= a3 = ——.
f@) = s 21020+ 1 BT
Zugehorige Funktionswerte:
100 2
) —m(2).
(-5)-G)

xtrema: x5 = —5 ist ein globales Minimum, weil f'(z) < 0 fiir z € (—o0, —5")

und f'(x) > 0 fir z € (=82, +00).
(e) Wendepunkte:

() = —18-107*(10*2* + 2 - 10 %z — g)
(3-10~122 +2- 102z + 1)°

1 2 1 2
= 14 = <—— — £) 10%, x5 = (‘g +\§> 102

Die Wendepunkte heiBen ((—% — ?)102,111 (%)) und <(—§ - ‘/?5)102,1n (%)) da
f'(x) < 0 fir x € (—oo,24), f'(x) > 0 fir x € (z4,25) und f"(x) < O fir
x € (x5,00) gilt (Definition 2.7.4).

(f)

,1 1 1 1 1 1
-300 -200 -100 0 100 200 300
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Aufgabe H 23. partielle Integration
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale.

(a) / S22cos(2z)dz  (b) / (In(z))* dz
©) / ¢ cos(3x)dx  (d) / arctan(z) d 2

Lésungshinweise hierzu:

(a)
/3x2 cos(2x)dx = ng sin(?x)] - /3xsin(2x)dx
- gﬁ sin(2z) — gm(— COS(2:L‘)):| - / g(— cos(2z))dx
3, . 3 3 .
= §:v sin(2x) + 5% cos(2x) — 2 5111(23:)]
(b)
/ (n(2)?de = [In(z)(@inz) - 2)] - / (en(r) ) > da
= [In(x) (zIn(z) — z)] — /ln(m) —1dz
= [In(z) (zIn(z) — z)] — [z 1In(x) — 22|
= [z (In(z))* — 2z In(z) + 2]
(c)
/eh cos(3z)dx = %e% cos(3x) —l—/geh(sin(&:))dx
= :%e% cos(Sx): + Ee% sin(Bx)] — Z/eM(COS(?)x))dI
? e*(cos(3z))dr = _%e% cos(3x)_ + Eezz sin(3x)]
/egx(cos(?)x)) dr = 1338235 cos(3z) + %e% Sin(&r)}
(d)
/arctan(m)dx = [zarctan(zx)] _/1—fa:2d$
1
= [rarctan(z)] — / ST du

1
— {1’ arctan(x) — 5 In |1 + 1‘2‘:|
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Aufgabe H 24. |Integration durch Substitution
Bestimmen Sie Stammfunktionen zu

(@) f: (0,/7) = R: x> xcot(z?)

(b) f:(0,0) > R:z+—

und berechnen Sie die folgenden Integrale
/2

1 sin(x) cos(x) 5
(c) /(2+x dz (d) 0 dz  (e) /\/1+x dz.

a>0,a#0

T a== !

W1l+z 1+ (sin(z))?

Hinweis: x(t) = sinh(t)

Losungshinweise hierzu:
(a) 1. Substitution t = 2%, £ =2z.

2. Substitution u = sin(t), 4% = cos(t).
1
_/@s(t)dt:l
2 ) sin(t) 2

(b) Substitution u = a® = e*™@, 9% =In(a)e”.

/ ﬁdx _ lnia) / uzlﬂ du = ana) arctan(m] _ [ln}a) arctan(aw)}

(c) Substitution u=+v1+z=r=u*-1, & =_1

' dzx 21+ "
/ ! d /2d {2 t()] {2 t(1+)]
r= | ——du= |2arctan(u)| = |2arctan(v1 + x
2+z)V1+x u? +1
(d) 1. Substitution u = sin(z), $“ = cos(x). und 2. Substitution ¢ = 1+ u?, 4 = 2u.
sin(x cosa:) Lo 1 [?1
—da ——du=< | —dt=[Vif=Vv2-1
1+ (sin(z 0o V14 u? 2 )1 Vi Vil

(e) Substitution z = sinh(t), 4 = cosh(t).

ar
/\/1+az2dx:/cosh2(t)dt

Mit partieller Integration, u = cosh(t) und v' = cosh(t), erhalt man

/coshz(t) dt =— / sinh?®(t) dt + [sinh(¢) cosh(t)].
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Mit Hilfe der Identitit sinh®(¢) = cosh®(t) — 1 folgt
1

/COShQ(t) dt = §[x] + %[Sinh(t) cosh(t)].

Riicksubstitution und die Identitdt cosh(arcsinh(z)) = V2% + 1 ergibt
1 1
/\/ 1+a22dae = /coshz(t) dt = §[arcsinh(x)] + 5[9& cosh(arcsinh(z))]
1 1
= §[arcsinh(a:)] + 5[9(:\/x2 +1].

Aufgabe H 25.

Gegeben sei die Funktion

f: (—p,p)—)R:tzmx”.

n=2
(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p und die zweite Ableitung von f.

(b) Benutzen Sie die Formel fiir die geometrische Reihe, um einen geschlossenen Ausdruck
(ohne unendliche Summe) fiir f” zu finden.

(c) Bestimmen Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir f.

Lésungshinweise hierzu:

e 1
Die Funkti ist der F = 22" mit 4, = ———.
(a) Die Funktion f ist von der Form f(x) 1;261 ™ mit a YT
1
_ n+1
TP LR T (n+1)(n+1-1)2
n—oo | Ay, n—0o00 1
n(n —1)2»
= lim (=1
n—oo (n + 1)2
1
2
Also betrdgt der Konvergenzradius 2.
Die ersten beiden Ableitungen sind
(=2 2)—>R'$r—>§:—1 "t
' ’ ' (n—1)2n

n=2
und

1
f//I (—2,2)—)R£L’l—> E 2—nl’n_2.
n=2
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(b) Es gilt

<.
I
o

NG
<
8 L
)
E%M

//~

N8

~—
<.

.
Il
o

N
[S—Y

(c) Integrieren ergibt

und

f(z) = (1—§>1n<1—§>+%x+(]x+D

mit noch zu bestimmenden reellen Konstanten C' und D. Einsetzen ergibt

f(0)=f'(0)=0.
Daraus folgt C' =0 und D = 0. Der Ausdruck lautet also

o= (1-5)m(1-3) s
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 26. Integration durch Partialbruchzerlegung

Berechnen Sie die folgenden Integrale

+1/V3 27 1
d b —d
@ [ wermEts © [

r?—1 1 . i
(C) /m dz (d) /W dz Hinweis: Substitution.

Losungshinweise hierzu:

(a)
+1/V3 7 +1/V3 33 4+ 222 + 20 + 2
/ S — x:/ ISR TN PR N S R P
_ivs @2+ 1)(z+1) V3 (2 4+ 1)(x +1)
A 3 1 1
= x? — 22 + 22 — 2+ — — dx
/_1/\/5 x+1 2@x+1)2 222+1)
1, 2. 1 1 1/V3
= |-2"— -2+ 2°—2x+3n|r+ 1|+ — — - arctan(z)
1" T3 20 +1) 2 g
107 3+V3\
= — V3431 T
54\/_—1— n<3_\/§> G
(b)

[ rreate= | e
Tta2tat (1—x+22)(1 4z + 2?) v
_/ A+ Bx C+ Dz

l—z4+22 1+x+22 v

die Partialbruchzerlegung ergibt folgendes LGS

01 0 1) /A 0
11 1 —1][B]|_ [o
11 -1 1 |fc] ™ |o
10 1 0/)\D 1

dh. A=C=D= % b:—%. Wir erhalten

1 1 1—=x 1 1+ 1 1
- dr== ——T 4= —"Y qr=—CL+-L
/1+x2+x4 . 2/1—x—|—332 x+2/1—|—aj+az2 T=ghitgh
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Mit Lemma 3.4.8 und 3.4.9 konnen wir die Integrale I; und I, bestimmen. Fiir I; ist
3

B=—-1,v=1,A=%und u= 2 (z—}).
r—1 1 21 — 1 1 1
I =— [ -2~ qr=—=-[] 22"~ 4 1 d
1 /x2_37+1 ! 2/562—13+1 x+2/x2—x+1 v
{11!2 +1|+1 t (2( 1))}
= |—jnr =T —arctan | —= |z — =
2 V3 V3 2
FUrIQistﬁzl,yzl,Azgundu:%(ﬂé)
1 1 2z + 1 1 1
IQZ/de:_/LdCC—F—/ dr
z+z+1 2) *+r+1 2) 2+z+1
[11 |22 + o+ 1| + L et <2 ( +1)>}
= gz T —arctan | —= |z + =
2 V3 V3 2

Damit erhalten wir

1 1
= de=-(L+1
/1+x+x2 . 2<1jL 2)

1
= {Z (In|z* + 2+ 1] —In|z* — z + 1)

g2 (oetan (25 (o= 3) Yoreton (5 (5 1))

(c)

22 —1 1 x4+ 3
——dx = - dz
(22 4+ 2+ 2)3 (224 2x+4+2)2 (2242+2)3
= ]1—]2
Nach Lemma 3.49 gilt 3 =1und vy =2,d. h. A = Z und u = %(m+ %) Damit

erhalten wir

I —/;dx—i larctan(u)—i-L
T @22 T2 202 1 1)
4 2z 41 ]

1
= |——=arct —(2 1 _—
[7\/7511“(: an(ﬁ( x+ )) + Iy
und mit Lemma 3.4.7 und Lemma 3.4.8

T @237 2] @2 ta+2)3 2) (22+x+2)3

= ! +2
| 4(a?+z+2)2 2%
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Das letzte Integral lasst sich berechnen, indem man zweimal Lemma 3.4.9 anwendet

= [;—\; (Z (% arctan(u) + 2(u2u+ 1)) " 4@21 1)2)}
:{3 Qe+1) 12 Lt

1
— + arctan | —=2z+1) | + —  ——————1| .
49 (224 x4+2)  49./7 <\ﬁ< )> 14 (I2+x+2)2}
Fasst man I;, I, und I3 zusammen, so erhdlt man

/ x?—1 d
_— x
(22 + 2+ 2)3
2¢ + 1 1-5z

2. 1
_ |- tan [ —=(2z 4 1)) —
[ 343 ¢ an(\ﬁer >) WP +r12) AR tz+2)?

(d)

1 1
~ _dz = 4 d
/e?’gﬁcosh(x)2 . /e5x+283’”+e“3 .
1 1
_ 4/——dt
P+t t
1
= 4| ———d¢t
/t2(1—|—t2)2

Wir benutzen den Ansatz
1 A B n Ct+ D n Et+ F
o2 142 (1 412)?

2(1412)2

+

und erhalten

1 = A1+ +BA+)*+ (Ct+ D)*(1+t*) + (Bt + F)t
das heiBt

1 = A+28+)+ B+ 282+t + C(#° + %) + D(t* +1?) + Bt* + Ft?
Koeffizientenvergleich bei t° liefert B = 1. Bei t! erhalten wir A = 0. Bei t° erhalten

wit C' = 0. Bei t* erhalten wir dann £ = 0. Bei t* ergibt sich D = —1. Bei t?
erhalten wir F' = —1. Damit ergibt sich

1 1 1 1
= dx = 4| - dt
/ e3? cosh(x)? ‘ 2 1+ (1+1t2)?

1 1
= 4 [—; — arctan(t) — B (arctan(t) + ﬁ)} (mit 3.4.14)

1 €T
= 4 {—e_”” — arctan(e®) — 5 (arctan(e””) + e+ 1)}
e X

2 T
- {—4e‘x — Garctan(e”) — — e+ 1]
e X
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Aufgabe H 27. Universalsubstitution fiir trigonometrische Integrale
(a) Rechnen Sie nach, dass fiir z € R\ {(2k+ 1)7| k € Z} bei Verwendung der ,, Uni-

versalsubstitution” w: x — tan (%) gilt:
1+ (u(@)”

, ~ 2u(x) 11— (U(35)>2
5 sin(z) _

1+ (u(x)® 1+ (u(z)”

(b) Verwenden Sie die Resultate der Universalsubstitution aus Teilaufgabe (a), um folgende
Integrale zu berechnen:

/@dx /mdx /mdx_

Lésungshinweise hierzu:

u'(x)

os(x)

sin(3)
cos(g) °

(a) Wir verwenden die gegebene Substitution u : z + tan(%) =
Mit der Quotientenregel gilt

B 10052(5) +sin®*(%) 1 ( sin®(%)

w(z) = 2 cos?(5) 2

Des Weiteren gilt

sin(%) .
2u(r) 2COS(%) _ 2sin(§)cos(3) sin(z)
1+ (u(x))? 14 Siﬂz((%))  cos2(Z) +sin®(%) ’
COS )

z

wobei fiir die letzte Identitdt 2sin(5) cos(5) = sin(x) verwendet wurde.
Mit cos?(%) — sin®(£) = cos(z) folgt

sin2(%)
1— 2 1-— 2(T
L) i cos* (3) = sin?(2) = cos(a).
ey ] 2 7

(b) Einsetzen der Resultate aus Teilaugabe (a) ergibt

1 B 1+ u(z)? . 2 "
/ cos(x)dx‘/ T (@) 11 (@)
2 2
- / T (e = / 0 @)1+ @) "

mit Partialbruchzerlegung

:/(1—2(1‘)) a +1u(x))du
= [=Infu(e) = 1]+ Infu(z) +1]] = {m .
[tz 1)

tan(x/2) — 1
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Fiir das zweite Integral gilt

1 . 1+ (u(x))? 1+ (u(z))? 2 y
/ sin(x) cos(x) d / 2u(x) 1 —(u(z))? 1+ (u(x))? d

mit Partialbruchzerlegung

_ / 1 _ 1 B 1 du
u(z) w(z)—1 wulx)+1

u(@)] = nfu(z) = 1] = In|u(z) + 1]

Ju(e)] = In |(u(z) + 1) (u(z) = 1)]]

= [Infu(z)] — Inf(u(z)® - 1)[]

_ [m “(x 2]
- [ taﬁ?i/;”’{ﬁ_ |

Fiir das dritte Integral gilt

P S C ) S T
/ sin(x)? cos(x) d / (2u(x))?(1 —u(x))? 14 (u(x))? d

— / 1 + + + du
)2 () 2(u(@)? 0 (u(r) - 1)
= [ju(z) + ln|u(x)|_2u1(a:) - u(:c)2— 1]

N~ N~

tan () +nfeon ()] = g0t (3) - ﬁ} |

Aufgabe H 28. Approximation von Integralen
Gegeben sei die Funktion
f: R—R: xr—>e( ).

(a) Berechnen Sie einen Niherungswert fiir ff )dx, indem Sie sz f,x,2)d
berechnen. 1
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(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Restglieds eine obere Schranke fiir den Fehler

3

jf(x)dx—/Tg(f,z,Z)dx

1

(c) Verbessern Sie Ihren Naherungswert aus Teil (a), indem Sie das Intervall in 2 gleich
groBe Teilintervalle zerlegen und in den beiden Teilstiicken jeweils f durch das Tay-
lorpolynom der Stufe 2 ersetzen, das die Teilintervallmitte als Entwicklungspunkt hat.
Berechnen Sie mit Hilfe von Restgliedern eine obere Schranke fiir den Fehler. Verglei-
chen Sie mit P 24 (b).

Hinweis: Zur Bestimmung von Funktionswerten konnen Sie elektronische Hilfsmittel einset-
zen.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen zunichst die benétigten Ableitungen.

fl(z) = —2ze(~?)
fz) = (42°—2) e(==%)
fOz) = (—8x3 + 12:v) e(=*)

Damit ergibt sich
To(f,2,2) =e* —de (2 —2) + Te *(x — 2)?

und
3 -
/ (f,z,2) :{e_ﬁ—Qe (x—2)*+ e *(z—2)° =£6_4
1
1
(b)
3 3 3
flx)de — [ Ta(f,z,2)dw| = Ry(f,2,2)d
[ /

@)(2 -2

A

3l

max (—8y + 12y) e (=)
y€[1,3]

A

30 (z—2)°da

[~
/3 [OC 4 Vago(@=2) ( galy,
/
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Um das Maximum zu bestimmen suchen wir nach kritischen Stellen der Funktion
g: [1,3] = R:y— (—8y” + 12y) (=)
Dazu berechnen wir die Ableitung.
g'(y) = (16y* — 48y* + 12) o)

Nullsetzen ergibt die zu l6sende Gleichung 43* —12y%+3 = 0. Die Substitution z = />
liefert die Gleichung 422 — 12z + 3 = 0, die die Lésungen %6 hat. Resubstitution

liefert die 4 Losungen
_ V6+2V6 vy — V6 + 26 V6 -2V6 V6 — 26
R B

Nur y; liegt im Intervall [1,3]. Vergleich der Funktionswerte ergibt, dass
lg(D)] > [g(yn)| und |g(1)] > [9(3)]

gilt. Damit nimmt g sein Maximum an der Stelle y = 1 an und wir bekommen
3 3

if(m)d:v—/Tg(f,a:,Q)d:v < /% (x—2)* da

n Y3 Yy =

3

1
4
2

3
4
2

e

- éﬁ{i@x—QﬁE

6e
(c) Wir berechnen
2

3 2
3 ) 3 7 3
/TQ(f,x,—)d:c—l—/Tg(f,x,—)da: = /e9/4—3ei(x——)—l——ei(x——)Qd:c
2 2 2 2 2
1 2 1
: ) 23 )
+/e_245 —56_275(:17——)+—e 24*O(:zc——)de
2 2
2
3 3., T 3,17
o s )
5 b s 5, 23 » 5.]°
+{e ir— —e 4(3:—2) + e 1(3:—2)}2
31 AT
- out T
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Als Fehler ergeben sich

2 2
F = /f(:p)dx—l/Tg(f,x,g)dx = /Rg(f,x,;)dx

174\ 174N
H\M H\M [
=)
I |"’k E
o,
«
|
[V
/H\
|
DO W
~
w
[oN
8

B 8 B 1
~ 384e  48e
und
3 3 3
F2 — /f(:c)dx—/TQ(f,a:,i)dx = /R2<f,,]],2)d£[f
2 2

. . 1 15 T
also insgesamt ein Fehler von héchstens — + —— ~ 0.007779851716. Dies liegt innerhalb

48¢  16e?
der Schranke aus Aufgabe P 24.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 29. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren und berechnen Sie
gegebenenfalls deren Werte.

2

@ [ ——dz (b) 70“””—2011; ©) +/Oox3+4x_1 dz (d)/lxln(x)dx

cos(x) (22 +1)° 22 +4r + 1

vl

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt

tan(z/2) + 1
e il

)

‘—ln

[ e [1“

Nach Aufgabe H 27 b). Daher konvergiert

/Qde = lim [ln
o cos(z) a—Z

= lim In
a—3

tan(xz/2) 4+ 1
tan(z/2) — 1
tan(a/2) + 1
tan(a/2) — 1
lim tan(a/2) 4+ 1 ‘
a—T tan(a/2) — 1

tan(0) + 1 ‘
tan(0) — 1

= In

nicht, da tan(a/2) — 1 gegen 0 geht.
(b) Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz

x? _A+Bx C + Dz
(x2 +1)2 o241 (x2 4+ 1)2

fihrt auf
x? 1 1
T qr = - d
/(:c2+1)2 ! /w2+1 @+ 12"
1
= [arctan(x) — (5 arctan(x) +

1 ; () T
= |=arctan(z) —
2 241

x
2 +1

>] nach 3.4.14

Damit gilt

“+o00

x? . 1 a s
/mdx:aggloo <§arctan((z)—a2+1> —OIZ
0
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und, da die Funktion symmetrisch ist,

+oo

{L'2 T
(2 +1)

—00
Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz

z—1 A

Bx +C

3+ 422 + 4+ 1 ::13+1
fihrt auf

2 4+3x+1

2¢+ 3

/ z—1 d / 2
T = —
3+ 422 + 40+ 1 r+1 2 4+3x+1
= [2lnfz+ 1] —In|2® + 3z +1]] .

Damit das Integral konvergiert, miissen die Teilintegrale

-2

/ z—1 d
T
3+ 422 +4x+ 1

—00

-1

/ r—1 d
T
3+ 42 + 4+ 1

-2
0

/ r—1

dzx
3+ 422 +4x+ 1
1

und
—+o00

/ z—1 d
3 +4x2 +4x+ 1 v
0

alle konvergieren. Jedoch existiert

-1

/ z—1 d
Tr =
3 +4x2 + 42+ 1

—2

al_i)rgl [2In |z + 1] — In|2* + 3z + 1Hi2

= lim (2Inja+ 1] —In|a*+3a+ 1|) — In(1) + In(1)

. a+1
lim ———
as—1a24+3a+1

= (21n

nicht.

)
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(d) Esgilt

Also ist

1 T

/xln( yda = lima—)(){ 2 In( )—Zﬁ}

0 a
L 1 1, 1,
= (111_% <0 - Z) - <§a In(a) — ¢ )

1 1

= —Z+11in2a In(a) .

Nach 2.5.8 gilt 1in(1)a1n(a) = 0. Damit gilt auch liH(l) a*In(a) = 0. Insgesamt ergibt
a— a—
1

sich also /xln(x) doe =—

0

™
1

Aufgabe H 30. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie auf Konvergenz:

(a )/ 2 +2 iz (b) / 22 —1—5;31:—1-1(131j (©) / arctan( >d:c (d)zkﬂiw

3+ o+ 11

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Esist
1
lim /@ =1
z—too (22 4+ 2) /(23 + x + 11)

oo 22 42 teoq _

Also haben / —— - dz und / — d x dasselbe Konvergenzverhalten bei
1 x+ax+11 Tz

B

+00. Da letzteres Integral wegen limg_, oo [In(z)]] = +o0o divergiert, divergiert auch
ersteres.

(b) Wir definieren

x

g R—=>R:z—e 2.

Dann gilt
lim (2 +3x+1)/e" lim 7?2 +3z+1 _0
r—+00 g(qj) - Tr—r+400 e% -
Und das Integral
+oo +0o0
/g(x)dx = /e_g dx
0 0
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konvergiert. Da beide Funktionen im Intervall (0,00) positiv sind, folgt nach 3.7.11
+o00

24+ 3r+41
die Konvergenz von / st dx
e])
0
+00 ‘
(c) Da sowohl 0 als auch +oco uneigentliche Stellen des Integrals / &;(@dx sind,
x

0
ist die Konvergenz des Integrals f0+oo aquivalent zur Konvergenz der beiden Integrale

fol und f1+°°.
1

Wir wollen die Divergenz von /

0

t
==y agl(m) dz belegen.
x

Mit I'H6pital wird

. 2 . x 1
im ———
z—0+0 arctan(x) /x>

= 1 — =
o040 1/ (22 + 1)

lim ————
z—0+0 arctan(x)

1 1
arctan(x .
Also haben /% dx und /x_2dx dasselbe Konvergenzverhalten bei 0. Und
x
0 0
letzteres divergiert wegen lim, o, 0[—2 ']} = +00. Also divergiert auch ersteres.

+o0o
t
arctan(z) da

Alles in allem zeigt dies die Divergenz von / 3
x

0
Alternativlosung mit Stammfunktion:

Es gilt
arctan(z) [ 1arctan(z) / 1 1
e 4y = |2 S - 9
/ x3 ‘ 2 2P * 222(1 4 2?) ’
[ 1arct 1 1 1
_ | lactan(z)] 1 (1 da
2 a2 2) 22 1422
[ arct 1
= -_%;(x) 5,73 arctan(x)]

1
arctan(x . . AL
Das Integral /%dx konvergiert nicht, da mit I'Hépital
x
0

: z? , 2z
lm ——— = lim —— =0,
2—0+0 arctan(x) 2—0+0 1/(1 + 22)
also
arctan(z)
lim ——* = -0,
2—0+0 212
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und da
Jm - =g arctan(z) = —oo.
+0o ¢
. arctan(x _
Daher konvergiert auch / % dx nicht.
x

0

o0

1 nd/ 1
k(ln k)2 ! z(Inz)?
2

(d) Nach 3.8.1 haben Z d x dasselbe Konvergenzverhalten. Das
k=2

Integral
[swpr = [ w
2 In(2)
_ {Jr
u In(2)
B 1
~ In(2)
konvergiert.
(Hierbei ist aber natiirlich Z K k) # n(2) )

k=2

Aufgabe H 31. TI'-Funktion und Stirling-Formel
+o0

Die I'-Funktion (siehe 3.7.12) ist definiert durch I': (0,4+00) : R: z — [ e "t d¢.
0

(a) Zeigen Sie, dass T' fiir alle x € (1, 400) die Gleichung I'(z) = (x — 1)['(x — 1) erfiillt.

(b) Folgern Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n die Gleichung I'(n) = (n — 1)! gilt.
Skizzieren Sie den Graphen von T'.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt:

n

/m@;_ de < nzlln(k) < /ln(a:)dx

2 k=1

A

. n 1 n+1
(d) Verifizieren Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt: e <§> <nl<e (n + )

e e
Hinweis: Dies ist eine (leicht vereinfachte) Version der sogenannten Stirling-Formel,
die oft in der Form n! &~ v/2mn (2)" auftaucht.

Losungshinweise hierzu:
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(a)
+0o0 n +o0
['(x) :/ t" e tdt = [—ett“]t:;’Jr/ e H(x —1)t"2dt
0 0

=0+ (z—1) /+°° t"2etdt = (v — 1)['(z — 1).

(b) Wir beweisen die Formel mit vollstindiger Induktion:

Der Werte von I'(1) betragt

r'(1) = /;Oo eldt =[] T =0-(-1)=1=0.

(1H) Sei T(n) = (n — 1)!
(15

I'(n+1)= nl'(n) nach (a)

~—
=}
Q
(@)
=

= n(n —1)!

(c) Wir berechnen Untersumme der Funktion
f:[1,n] > R: z+— In(x).

Beziiglich der Partition P := {k € N‘ 1Sk < n} des Intervalls [1,n]:

n—1
S(f,P) = > inf{In(x)| z € [k k+ 1]} ((k+1) — k)
k=1
n—1
= Zln(k) -1 (da der Logarithmus monoton strigend ist)
k=1

Wir berechnen Obersumme der Funktion
g: 2,n] = R:z—In(z —1)

beziiglich der Partition Q := {k € N| 2 < k < n} des Intervalls [2,n]::
S(g,Q) = sup{ln(x—1)| xe[k,k+1]}-((/€+l)—k)

= In(k) - 1 (wieder aufgrund der Monotonie)
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(d)
/ In(x — 1)dz < ilm(k:) < / In(z)dx
(z—Dn(z—1)— (z -1 < Zln(k) < [zIn(z) — 2]

nn(n) —n+1=< Y k)< (n+1)hn+1)—(n+1)+1

enln(n)—n+1 < eEZ:1 In(k) < e(n+1)ln(n+1)—(n+1)+1
n"oe . e é In(n!) é (n + 1)(n+1) ‘e—(n—&-l)-e
n n+1
. (E) < ol < . (n + 1)
€ (&

Aufgabe H 32. Graph einer Funktion

Wir betrachten f: D — R: (z,y) — /4 — 222 — 2.

(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D € R? und den Wertebereich W
von f.

(b) Zeichnen Sie die achsenparallelen Schnitte fiir o = 0, yo = 0, sowie die Niveaulinien
zur Hohe ¢ fir ¢ € {0,1/2,1,2}.

(c) Skizzieren Sie den Graph I'(f) und markieren Sie die Menge

Si={(z,y,2) €R®| (,9) € D,y = —2, 0= 2 < f(z, )} .

Lésungshinweise hierzu:

(@) —vV2<2<v2und 25 —V4—222 <y <4 —222<2
W =10,2]

(b) Niveaulinien achsenparallele Schnitte
(c) Graph I'(f) und Menge S
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 33. Differenzierbarkeit
(a) Untersuchen Sie die Funktion f: R* - R

f: R? - R: (:v,y)T — 2($2 +y2)%

auf Stetigkeit sowie partielle und totale Differenzierbarkeit.
(b) Sei die Funktion

213 .
g: RQ SN RZ (x7y) — 22 +4y5 fur (fL‘,y) 7é
0 fir (z,y) =

gegeben. Bestimmen Sie lin%g(at,ﬁt) fir a, 5 € R und bestimmen Sie hrr(l)g(y?’,y).
— y—

Wo ist g stetig? Wo ist g partiell differenzierbar? Berechnen Sie dort den Gradienten
von ¢.

Losungshinweise hierzu:

(a) Nach 4.2.8ist f(z,y) als Komposition zweier stetiger Funktionen (die Wurzelfunktion
verkettet mit einem Polynom) stetig auf R?.
Die Funktion f(x,y) ist als Komposition von differenzierbaren Funktionen fiir alle
(z,y)" € R2~{(0,0)"} differenzierbar und hat die partiellen Ableitungen:

Folw,y) = _ 2z
T 7y - \/ma
[AER p—

Vi
Wegen der Stetigkeit der Funktion selbst und all ihrer partiellen Ableitungen ist f(x,y)
fiir alle (z,y)" € R*\ {(0,0)"} nach Satz 4.4.4 auch total differenzierbar.

Fiir (z,y)" = (0,0)" ist f nicht partiell differenzierbar und somit auch nicht total
differenzierbar. Dies folgt ebenfalls aus Satz 4.4.4. oder auch ad hoc daraus, dass der
folgende Grenzwert nicht existiert:

o F(0.0) = £(0.0) Vv R

h—0 h h—0 h h—0 h

(b) Um Pr% g(at, pt) fir o, B € R zu bestimmen betrachten wir als Erstes die Sonderfalle:
%

e Fiir a =0 gilt lim g(at, 8t) = 1lim g(0, 8t) = lim 25 = 0.
t—0 t—0 t—0

4a5t6
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e Fir 3 =0 gilt 2151_13019(0415, pt) = E}ég(at,O) = %g% == = 0.
e Fir a =3 =0 gilt g(at, ft) = ¢g(0,0) = 0.
Fir af8 # 0 erhalten wir
aﬁ3t4 ) aﬁ3t2

iyt Bt) = 8 o a5 e A oty g

- . 3 . .
Fiir legr(l)g(y .y) gilt:

6

1

. 3 1 g _ =

ig%g(y ,Y) = lim 5P 5

Der Gradient lautet:
y® (4y° —2?)
(22 + 4y5)°
rad g(z,y) =
grad g(z,y) 32 (2 — 4y)

(22 + 4y5)*
Die Funktion g ist wegen 4.2.10 fiir (z,y) € R?~\ {(0,0)"} stetig. Sie ist dort auch
partiell differenzierbar, da der Quotient differenzierbarer Funktionen gléx’yi wieder

g2\T,y

differenzierbar ist fiir alle (z,y) € R? mit ga(z,y) # 0.

Die Funktion g ist an der Stelle (0,0) unstetig und somit auch nicht partiell differen-

zierbar, weil  lim  g(z,y) gar nicht existiert.
(z,y)—(0,0)

Bemerkung: Hier wird bestatigt, dass die Stetigkeit von ¢(z,0) und ¢(0,y) nicht
ausreichend fiir die Stetigkeit der Funktion g(z,y) ist.
Laut 4.7.2 ist die Stetigkeit von ¢ an der Stelle (0,0) dquivalent zu:

Fiir alle Folgen (z,,y,) € R?, die gegen (0,0) konvergieren, ist

lim g(x,,y,) = 0= g(0,0).
n—oo

Fiir die Folge (x,,y,) = (a%,ﬁ%) gilt zwar lim g (a%,ﬂ%) =0=¢4(0,0).
n—oo

Fiir die Folge (x,,,yn) = <(%)3 : %) gilt aber 1i_>m g <(%)3 , %) =1 #9(0,0).
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Aufgabe H 34. Existenz von Extremstellen

Sei f[:R? > R:(z,y)—~x+e’—5.Sei M:={(r,y) e Rf xR | zy =1} S R2.
(a) Ist M abgeschlossen? Ist M kompakt? Ist M konvex? Ist (1,1) € M°? Skizze!
(b) Hat f auf M ein Maximum? Hat f auf M ein Minimum?

(c) Sei v ein Vektor der Lange 1 in Richtung der Tangente an M in (1,1). Bestimmen
Sie Vf(1,1), 0,f(1,1) und 0_,f(1,1). Hat f auf M bei (1,1) ein Minimum?

Lésungshinweise hierzu:

(@) Essei g: R x Ry — R, (z,y) — zy, dann ist M = g~ *({1}). g ist als Polynom
stetig, daher ist das Urbild einer abgeschlossenen Menge wiederum abgeschlossen. Da
jede endliche Menge im R™ (und damit insbesondere auch {1}) abgeschlossen ist, ist
M somit abgeschlossen.
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(b)

(c)

M st jedoch nicht kompakt, da nicht beschrankt, denn fiir jedes n € N ist (n, %) €
M . Dieser Punkt liegt aber in einem Kreis, dessen Radius echt groBer ist als n, daher
ist M nicht beschrankt.

M st auch nicht konvex. Es liegen (2,1),(3,2) in M. Ware M konvex, so miisste
jeder Punkt auf der Strecke zwischen diesen Punkten ebenfalls in M liegen. Insbeson-

dere miisste auch der Mittelpunkt dieser Strecke (%, %) in M liegen, was nicht der Fall
ist, da 22 £1.

Die Menge M?° ist leer, denn fiir keinen Punkt m € M gibt es ein € > 0, so dass die
ganze Kreisscheibe U.(m) & M ist. Es sei namlich x,, die Projektion von m auf die
erste Komponente. Dann existiert in jeder solchen Umgebung unendlich viele Punkte
der Form (2;,,y). Es ist aber M der Graph der Funktion h: Rj — R,z +— +. Daher

kann es zu einem x-Wert nur einen y-Wert geben, der in M liegt.

Es seien a, = (n,+),b, = (=,n) Folgen in M. Es gilt

lim f(a,) = lim (n + "™ = 5) = 0o

n—o0 n—oo

und ]
lim f(b,) = lim (— +¢" —5) = o0.
n—oo

n—oo 1
Daher besitzt f auf M kein Maximum.
Aus zy = 1 folgt = = é Daher ist die Suche von Minima von f auf M &quivalent
zur Suche von Minima der Funktion k: Ry — R,y — i +eY —5. Esgilt

1
k'(x) = —E + ey

2
E'(z) = 7 +ev.

Es gilt sicherlich £”(x) > 0. Fernerist £'(0,1) < 0 und k(1) > 0. Da k'(z) aber stetig
ist, gibt es nach dem Zwischenwersatz ein xg, so dass k'(z¢) = 0. Da k"(zo) > 0,
besitzt £ an der Stelle zy ein lokales Minimum. Dies ist das einzige Minimum (und
somit ein globales Minimum), da &’ streng monoton wachsend ist, weil £”(z) > 0 fiir
alle z.

Es gilt

Vi(r,y) = (ely)

VF(1,1) = (2) .

Der Vektor v ist entweder (1/v/2,—1/v/2)" oder (—1/v/2,1/4/2)". Im Folgenden

und daher
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betrachten wir den ersten Fall. Es gilt 0,f(1,1) = Vf(1,1) e v, daher gilt
(1 1/v2) 1
i ()-(13) -3
(1)L (Ve
postn= (e ()= Ly

Somit hat f auf M in (1,1) kein Minimum.
Aufgabe H 35. Taylorpolynom

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zur Funktion
f RS R: (z,y) — 2%sin (%)
um den Entwicklungspunkt (1,7)".
(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zur Funktion
g: RS R: (z,9) =202 +ay— P+ +y+1
um den Punkt (—1,1)". Begriinden Sie, dass das zugehorige Restglied verschwindet.

Schreiben Sie g in der Form

2
g(z.y) = a+bo(z+1)+bi(y—1)+ > ci(z+1)(y—1)*7,  mit a,by,by,c; €R.

J=0

Hinweis: Benutzen Sie 4.4.19 .

Losungshinweise hierzu:
(a) Um das Taylorpolynom der Stufe 2 zur Funktion f zu bestimmen berechnen wir erstmal
den Gradient von f

grad f(z,y) =

und werten ihn an der Stelle (1,7) aus. Dies ergibt

erad f(1,7) = (g) |

Wir berechnen wir die Hesse-Matrix

2 y? sin(%) 32 cos(%) 23y sin(%)

2 sin(%) +2zxy Cos(%) — 1 5 — 1
Hf(x,y) =
s ool ) _ usn5) st anz)
2 2 1
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(b)

und werten sie an der Stelle (1,7) aus. Dies ergibt

Hf(1,7) = ( 2<1_%2> a

NN

) |

AuBerdem werten wir die Funktion f an der Stelle (1,7)": f(1,7) = 1.
Das Taylorpolynom der Stufe 2 ergibt sich nach 4.4.14 als:

ENE

T (f, ) (L0)") = JOm) + (@ =1, y—m) egrad f(1,7)
1

+5@ =1L y—mHf )@~ 1, y—7)'

= 1+ (z—1, y—ﬂ)To(g)

+%(m—1, y—w)(Q(l_g_Z) B

)(ﬂf—l, y—m)

ENENE

N

= 1+2(x—1)+(1—%) (m—1)2—%(x—l)(y—ﬁ)—é(y—ﬁ)2

Um das Taylorpolynom der Stufe 2 zur Funktion g um den Entwicklungspunkt (—1, 1)
zu bestimmen berechnen wir erstmal den Gradient von f

dr+y+1
gradg(m,y)=< v )

r—2y+1

und werten ihn an der Stelle (—1, 1) aus. Dies ergibt

gradg(—1, 1) = <:§) :

Wir berechnen wir die Hesse-Matrix

Hg(z,y) = <i‘ _12 >

Hy(—1, 1) = (‘11 _12)

AuBerdem werten wir die Funktion g an der Stelle (=1, 1)": g(—1, 1) = 1.

Das heiBt also auch
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Das Taylorpolynom der Stufe 2 ergibt sich nach 4.4.14 als:

Ty (g.(z,y), (-1, 1)) = g(=1, 1)+ (z+1, y—1)" egradg(—1, 1)

1
+§(:1: +1, y— DHg(=1, D(z+1, y—1)"

= 14 (z+1, y—1)T.(:§)

1 4 1 T
+§(m+1,y—1)(1 _2)(:17—1—1,@/—1)

= 1-2x+1)-2y—1)+2x+1)2—(y—1)*+(@+1)(y—1)

Es gilt, dass T3 (g, (z,y), (=1, 1)) = g(z,y). Das zugehorige Restglied verschwindet,
weil g(x,y) als Polynom vom zweiten Grad durch das Taylorpolynom der Stufe 2 exakt
beschrieben wird. Alle patriellen Ableitungen dritter Ordnung sind gleich null und somit
gibt es keine Terme dritter Ordnung.

Nach 4.4.19 ist die Taylorentwicklung eindeutig. Das bedeutet, dass die Umschreibung
von g(x,y) in der Form

2
g(x,y) =a+bo(x+1)+b(y— 1)+ch(x+1)j(y— 1)277, mit a, by, by, ¢c; € R
=0

nichts anders als das Bestimmen des Taylorpolynoms zweiter Stufe bedeutet.

Es gilt also
a = 1
by = —2
by = -2
co = —1
=
c = 2

Auf dem gleichen Ergebnis kommt man durch die Substitution von v = z + 1 (also
x=u—1)und v =y —1 (also y = v+ 1) in der Funktion g(x,y) Es gilt dann

g(x,y) = glu—1v+1)
= 2u—-12*+@w—-Dw+1D)—-@w+1) +@w—-1)+@w+1)+1
= utvt+u—1)(+1)+2uw—-17°-(w+1)>+1
= 2u+uv—2u—v*—2v+1
= 12+ -2y—1—(y—1*+(@+1)(y—1)+2(x+1)>
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 36. Lokale Extrema

Bestimmen Sie jeweils alle kritischen Stellen von f. Bestimmen Sie deren Typ: welche sind
lokale Maximalstellen, welche sind lokale Minimalstellen, welche sind Sattelpunkte?

(@) f:R?2 > R:(z,y) — exp(z? +y* + zy).
(b) /R = R: (z,y) — yz*(d —z —vy).
(c) [ R R:(v,y,2) = 2*>+y>+ 2% +ayz.

Losungshinweise hierzu:

(a) Esist:
_ 2Ptayte? 2z +vy
rad floy) = v (200,
Hf(r,y) = eteuhs? 4’ +dry+y*+2 222+ 52y+2y2+1
Y= 202 +5xy+2y°+1 2H+daxy+4y*+2 )7

Nullsetzen des Gradienten ergibt die kritische Stelle (0,0). Einsetzen in die Hessematrix
ergibt
2 1
o= (2 1),

Da det Hf(0,0) = 3 > 0 und da die Diagonaleintrage positiv sind, erhalten wir ein
lokales Minimum bei (0,0).

(b) Esist:
(—ry Bz +2y—218)
gradf(x,y)-( _1,2 (x+2y_4) )
{2y Br4+y—4) —x(Brx+4y—238)
Hf(,y) = (—x Bz +4y—28) —27? '
Nullsetzen des Gradienten ergibt die kritischen Stellen (4,0), (2,1) und (0, ) fiir alle
teR.

Einsetzen in die Hessematrix ergibt

HF(0,1) = (_Qt (015—4) 8) |

Es ist det Hf(0,¢) = 0, also ist mit der Hessematrix keine Aussage iiber den Typ der
kritischen Stelle moglich. Wir miissen uns anderweitig behelfen.

Die Nullstellenmenge von f mitsamt Vorzeichenverteilung hat folgende Gestalt.
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-2

Also liegt bei (0,t) ein lokales Minimum vor fiir ¢ € (0,4), ein lokales Maximum vor
fur t € (—00,0) U (4,400) und ein Sattelpunkt vor fiir ¢t € {0,4}.

Wir erkennen aus obiger Nullstellenmenge mitsamt Vorzeichen auch den Sattelpunkt
bei (4,0) und das lokale Maximum bei (2, 1). Letzteres, da das in der Skizze erkennbare
Dreieck kompakt ist, die Funktion auf diesem Dreieck also wenigstens ein Maximum
hat, welches nicht am Rand des Dreiecks liegen kann, da am Rand der Funktionswert
nicht positiv ist; dieses Maximum im Innern des Dreiecks hat dann in der Liste der
kritischen Punkte aufzutreten, wofiir nur der kritische Punkt (2,1) in Frage kommt.

(Bei den kritischen Stellen (0,4) und (2,1) hatte man auch die Hessematrix zur
Typbestimmung verwenden kdnnen.)
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Der zugehérige Graph hat iibrigens folgende Gestalt.

(c) Esist:
20 4+yz
grad f(z,y.2) = |2y +az |,
2241y
2 z vy
Hf(z,y.2)=(z 2 =
y x 2

Beim Nullsetzen des Gradienten machen wir eine Fallunterscheidung.

Ist x = 0, dann ist dank zweiter und dritter Gleichung ¥ = 0 und z = 0. Das gibt
diesenfalls die kritische Stelle (0,0, 0).

Ist © # 0, dann ist dank erster Gleichung y # 0 und z # 0. Diesenfalls multiplizieren
wir die erste Gleichung mit x, die zweite mit y und die dritte mit z. Gleichsetzen liefert
222 = 2y? = 222 = —xyz. Also ist |z| = |y| = |z|. Die erste Gleichung gibt nun
2x| = |yz| = |z|?, also |z| = 2. Somit ist |x| = |y| = |z| = 2. Da ferner —zyz > 0,
sind eine ungerade Anzahl der Variablen x, y, z negativ. Somit erhalten wir diesenfalls
die kritischen Stellen (—2,2,2), (2,-2,2), (2,2,—2) und (—2,-2,-2).
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Zusammen haben wir also die kritischen Stellen (0,0,0), (—2,2,2), (2,—-2,2), (2,2,—2)
und (=2, -2, —2).
Einsetzen in die Hessematrix ergibt:

2 00
Hf(0,0,0) =0 2 0 Eigenwert 2, also positiv definit: lokales Minimum.
00 2
2 2 2
Hf(—-2,2,2) =2 2 —2]: Eigenwerte —2, 4, also indefinit: Sattelpunkt.
2 =2 2
2 2 =2
Hf(2,-2,2)=[ 2 2 2 Eigenwerte —2, 4, also indefinit: Sattelpunkt.
-2 2 2
2 =2 2
Hf(2,2,-2)=[-2 2 2 Eigenwerte —2, 4, also indefinit: Sattelpunkt.
2 2 2
2 =2 =2
Hf(-2,-2,-2)=|—-2 2 —2]: Eigenwerte —2, 4, also indefinit: Sattelpunkt.
-2 =2 2

Aufgabe H 37. Jacobi-Matrix

Seien ) ,
) 2 . (X rr+y
f.R—HR.(y)H(Qm)

h @ R2R? (x) - (55”3)
y Ty

gegeben.
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(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen von f, von h und von g := foh bei (z,y)" € R?.

(b) Bestimmen Sie Jg(z,y) — Jf(h(z,y)) - Jh(z,y).
(c) Bestimmen Sie u := f o f o f. Berechnen Sie Ju(1,1).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir erhalten:

e = (3 ).
Ih(z,y) = (2 2)

Die Verkettung von f und h lautet:

[ (5x + 3)? 4 x?y?

Somit erhalten wir

50z 4+ 30 + 2zy*  2yz?
3 omtag) = (TR B

(b) Aus obigen Rechungen ergibt sich

st = (M7 5.

Daher gilt fiir das Produkt

50z + 30 + 2zy? 222
351t - o) = (07T 2

welches mit Jg(z,y) lbereinstimmt.
Diese Ubereinstimmung kann man auch direkt mit 4.8.3. begriinden. Es gilt also

Jate.s) = (hia) - 3G = (g 0).
(c) Es gilt

fof - ( 21’2+2y2 )

und daher

B (2 + y*)? + 42?)? 4 (222 + 2y%)?
u-fofof—< 2((x2—|—y2)2+4x2) )
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Dieser Ausdruck ist offenbar kompliziert, daher wollen wir die Kettenregel verwenden
um Ju(1l,1) berechnen. Es gilt

Ju(1,1) = J(fo fo f)(1,1) = Jf((f o /)L, 1)) - IF(f(1, 1)) - JF(L,1).
Man berechnet f(1,1) = (2,2)" und (f o f)(1,1) = (8,4)". Durch Einsetzen erhilt

man
isan= (5 )

s =e2 = (5 o)
e N = =y 5,

also insgesamt

= <126 g) | @ 3) | (3 3) - (23828 11660)'

Aufgabe H 38. Multiplikatormethode nach Lagrange

(a) Konstruieren Sie einen quaderférmigen Karton ohne oberen Deckel, der bei vorgege-
benem Volumen eine minimale Oberflache besitzt.

(b) Konstruieren Sie eine Flasche, die aus einem Zylinder mit einem aufgesetzten Kegel

™

mit Cffnungswinkel 7 besteht, so, dass diese Flasche bei vorgegebener Oberflache
maximales Volumen besitzt.

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir bezeichnen Lange, Breite und Hohe des Kartons mit [, und h aus R*. Das
vorgegebene Volumen sei Vj. Dann gilt Vy = [bh. Die Oberflache ist 1b + 2bh + 2lh.
Wir wollen also die Funktion

f:R® = R: (I,b,h) — Ib+ 2bh + 21h
unter der Nebenbedingung ¢(l,b,h) = 0 mit
g: R®* = R: (I,b,h) > Ibh — 1
minimieren. Die Lagrange-Gleichungen lauten
grad(f) + Agrad(g) =0undg =0,
das heiBt

b+2h + Abh =

[+2h+Ah = 0

20+20+ N0 = 0
[bh =V
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(b)

Subtraktion der ersten beiden Gleichungen fiihrt auf
(b—0D(1+Ah)=0

Daraus folgt b = | oder A\ = —%. Einsetzen von \ = —% in die erste Gleichung
liefert 2h = 0. Das ist nicht zulassig, also bleibt nur die Moglichkeit b = [. Einsetzen
von b = [ in die dritte Gleichung liefert 4b 4+ \b?> = 0. Da b = 0 ausgeschlossen ist,
erhalten wir A = %' Einsetzen in die zweite Gleichung liefert b — 2h = 0. Aus der
vierten Gleichung ergibt sich damit

4h3 =V, alsoh = W%undl =b= {2V,

Das ist die einzige kritische Stelle von f unter der Nebenbedingung ¢. Das globale
Minimum muss also hier liegen.

Wir bezeichnen Hohe und Radius des Zylinders mit h und r aus R*. Die vorgegebene
Oberfliche bezeichnen wir mit Ay. Dann gilt Ay = 7% + 2wrh 4+ 7rv/2r und V =
7r2h + $mr®. Wir wollen also die Funktion

fiR* = R: (r,h) = 7(r*h +13)
unter der Nebenbedingung ¢g(r,h) = 0 mit
g: R® 5 R: (r,h) — 7((1 4 V2)r? + 2rh) — Ay
maximieren. Die Lagrange-Gleichungen lauten

grad(f) + Agrad(g) =0undg =0,

das heiBt
T(2rh+3r2) + X27((1+V2)r+h) = 0
r? 4 A\m2r =
m((L+V2)r? +2rh) — Ay =
Aus der zweiten Gleichung erhalten wir A = —Z.. Einsetzen in die erste Gleichung liefert

2rh +3r2 —r(1+V2)r +h) =0.
Das fiihrt auf h = (2 — v/2)r. Einsetzen in die dritte Gleichung ergibt

_ A
(65— v2)r

T =

und damit
Ay

(5-v2)m
Das ist die einzige kritische Stelle von f unter der Nebenbedingung ¢. Das globale
Maximum muss also hier liegen.

h=(2-2)
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 39. Vektorfelder

(a) Berechnen Sie die Rotation und Divergenz der folgenden Vektorfelder. Welche dieser
Felder besitzen ein Potential?

1 2%
: R? R2: T —_—
/ - (z.9)" ?4+y?+1 (Qy)

2.2\ _ 2,27} 2.
g: R? - R?: (a:,y)T»—> <2mcos(ye) x*y®e” sin (y“e ))

—2x2ye” sin (y?e”)

(b) Fiir welche a € R hat das Vektorfeld

2z + axz?
he: R = R%: (z,y,2) — ! ay
: T 2+t l4at | 0
ein Potential?
Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen
—4 —4
rot fla,y) = g
(@2 +y?+1)° (2 +y*+1)
und 2@ —yr—1) 20— —1) 4
: v -y’ — y’ —a? -
div f(z,y) = — 2 4 .2 2 24 .2 2T 2 .2 2
(22 + 92+ 1) (22 +9y2+1) (22 + 92+ 1)
sowie
rot g(z,y) = —4xye®sin (erx) — 22%ye” sin (erx) — 22%%e** cos (y2ex)
+4zye” sin (y2e$) + 22%ye” sin (erz) + 22293 cos (y2e$)
=0
und
divg(z,y) = 2cos (y2e"”) — 4z sin (y2e’”) y?e” — x*y*e” sin (erx) — 2*y*e** cos (y2ex)

—22%e% sin (erx) — 422y2e® cos (yzex) .

Da in beiden Fallen der Definitionsbereich einfach zusammenhangend ist und die Ro-
tation Null ergibt, besitzen beide Felder nach Satz 5.4.2 ein Potential.
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(b) Wir verwenden das Kriterium von Satz 5.1.5: Es ist R?® einfach zusammenhingend. Es
gilt:

—42223 - 2y 0

_ 0 0 B —ay(4232?)
(22 + 9>+ 1+ 22242 Oy

(ha)3 = E(hG)Q - (x2 + yz +14+ x224)2 :

Da dies fiir alle (z,y, z) gelten muss, ergibt sich die notwendige Bedingung o = 2.
Wir liberpriifen fiir o = 2 die Gleichheit der anderen partiellen Ableitungen:

—2y(2x(1+2%) 3(’12)2 L 3%)1 _ (2w 4 202") - (2y)

(22 + 92 +1+2224)2  Ox oy (22 + 92+ 1+ 22242
und
8z (2? + Y + 1+ a?2%) — 42?2 (2z(1 + 2%) 0 (h)
(22 4+ 2 + 1 + 2224)2 T
! 0
= —(h
82( 21

8r23(x? +y* + 1+ 222%) — (2z + 2221) (42223)
(.73'2 +y2 +1 +ZE224)2 ’

Damit hat A, fiir &« = 2 ein Potential.

Aufgabe H 40. Potential
Berechnen Sie ein Potential der folgenden Vektorfelder.
ye'¥ + ze™*
(a) f:R> = R3: (2,y,2)" — | e + ze¥*
ye¥? 4+ xe™*
y cos(zy) cos(yz)
(b) g: R® = R3: (z,y,2)" — | zcos(zy) cos(yz) — zsin(xy) sin(yz) + 2y
—ysin(zy) sin(yz) + 62
Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

/yewy + ze”* dx = [e™ + 7]
und erhalten

U(z,y,z) =e" 4+ e+ C(y, 2).
Ableiten nach y ergibt die Gleichung

U _ 1y, 0C(.2)

— = = ge™ + ze¥*.
dy y

Daraus erhalten wir
U(z,y,z) =e™ + e 4+ e + C(2).

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



12. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Ableiten nach z ergibt die Gleichung

8U €Tz zZ aC(Z) Tz 4
— =ze” +ye¥” + ————= = xe™ + ye¥” .
0z 0z
Damit ist
Ulx,y,z) =™ + e +e¥*
ein Potential.

(b) Wir berechnen
/ycos(xy) cos(yz)dx = [sin(xy) cos(yz)]

und erhalten
V(z,y,z) = sin(zy) cos(yz) + D(y, z) .
Ableiten nach z ergibt die Gleichung

%—Z = —ysin(zy) sin(yz) + @ = —ysin(xy) sin(yz) + 6z.

0z
Daraus erhalten wir
V(z,y,z) = sin(zy) cos(yz) + 32> + D(y) .

Ableiten nach y ergibt die Gleichung
oV oD

En = z cos(zy) cos(yz) — zsin(zy) sin(yz) + En
= z cos(xy) cos(yz) — zsin(zy) sin(yz) + 2y.
Damit ist
V(w,y,2) = sin(ay) cos(yz) + 322 + 3
ein Potential.

Aufgabe H 41. Tangentialrdume
Gegeben seien die Funktionen

f R —R: (m,y,z)THx3+y2+z2—3,
g RP=R: (r,y,2) — a2+ +22-3,

sowie die Mengen

Ny = {(x,y, z) € R3| flx,y,2) = O}
und

N, = {(:c,y,z) € R3‘ g(x,y,z) = 0} )

Berechnen Sie die Tangentialebenen von Ny und N, im Punkt (1,1,1). Berechnen Sie die
Tangente von Ny N N, im Punkt (1,1,1).

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



12. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Losungshinweise hierzu: Nach 4.9.4 hat die Tangentialebene von N im Punkt (1,1,1)
die Gleichung

3 (x —1)
2]e (y_]-) :()7
2 (z—1)

welche sich auch schreiben lasst als Losungen der Gleichung 3z + 2y + 2z = 7. Die Tangen-
tialebene von N, im Punkt (1,1,1) hat die Gleichung

2 (x —1)
3le|(y—1)] =0.
2 (z—1)

lasst sich also schreiben als Losungen der Gleichung 2x + 3y + 2z = 7. Fiir den Schnitt
der beiden Tangentialebenen, der Tangente von NyN N, im Punkt (1,1, 1), ergibt sich also
die Lésung des Gleichungssystems, das aus den beiden Gleichungen besteht. Auflosen ergibt
r=yund z = % also die Gleichung

0
Gt)y=[0| +¢

7

2
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 42. Kurvenintegrale

Die Kurve C': [0,37] — R*: ¢ +— (cos(t), sin(t), t2)T beschreibt einen Spiraldraht. Skizzieren

Sie diesen. Sei T: R® — R: (u,v,w)' — vw die Temperaturverteilung.
Berechnen Sie die Durchschnittstemperatur

1
T = —/ T(s)ds
L Jeoqo,3m)
im Draht. Dabei ist L die Lange des Drahts.

Losungshinweise hierzu: Skizze des Drahts:

Wir berechnen zunachst die Lange.

3T

L = /|C’(t)|dt
0
3

_ / /(= sin(0)? + (cos() 2 + (202

= /\/1+4t2dt

0

u=6m

1
— /5\/1+u2du Subst: 2t = u
u=0

61

1 1
= [Zarcsinhu + Zu\/ 1+ u? vgl. H 24

0

3 1
— Ew\/l + 3672 + 1 arcsinh (67)
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3

/ T(s)ds — /T(C’(t)) (1)) dt
C([0,37])

0

3
= / t|V1 + 412 dt
0

3

1 o 3
{12 (1 4t)2}0
3

1 bl 1
= E(V1+367T2) —E
Damit gilt
1 (VIT36m7)7 — L
37v/1 + 3672 + § arcsinh (67)

Aufgabe H 43. Kurvenintegrale reellwertiger Funktionen

(a) Gegeben ist die Funktion f: R? — R: (x,y)" +— /1 — 22 und die Ellipse E mit der
2
Gleichung 2% + 1. Skizzieren Sie den Graphen der Einschrankung von f auf E.
Berechnen Sie das Kurvenintegral von f langs E. Begriinden Sie anhand der Skizze,
dass dieses Kurvenintegral positiv ist.
(b) Durch C: [0,7/2] — R*: t — ((cos(t))?, (sin(t))3)T sei ein Draht D parametrisiert.
Er besitze die Massendichte o(C(t)) = sin(¢) cos(t). Berechnen Sie die Gesamtmasse

des Drahtes, die durch [ o(s)d s beschrieben wird. Berechnen Sie die Lange von D.

D
Skizzieren Sie D.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir skizzieren zunéchst die Einschrankung von f auf E:

24z

r— lhd\_:". B e
s L 2
} =l =

— =~ x

2

2
.

2
: . A cos(t) L0 < .
Die Ellipse x= + 1= 1 werde durch C() (QSin(t)> mit 0 < ¢ < 27 parametri
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siert. Damit erhalten wir

2

/ f(s)ds = / flew) - 1C'w)dt = / [sin()]y/ (sin(t))? + 4 (cos())*d ¢

= ]sin(t)\/ 14 3(cos(t))*dt + f— sin(t)y/1 + 3 (cos(t))* dt

-1
:—/\/1+3u2du
1

1
+/\/1+3u2du Subst.: cos(t) = u
|

1

:2/\/1+3u2du

-1

V3
2
:—/\/1+52ds Subst.:s = v/3u
V3
—V3

V3

2 1 1 5 .
= 7 [5 arcsinh(s) + 53\/ 1+s ]_\/3 (siehe H24)
1 :
= 7 (2 arcsinh(v/3) + 4)
(b) Es gilt C'(t) = 3sin(¢) cos(t) (_sfr?(st(;>> . Wir berechnen
/2 /2
/ o(z)ds = / o(C(1)) - [C'(8)] dt = / 3 sin(t) cos(t) - [sin(t) cos(t)| d
C 0 0

|
\:1
~
[\
—
n
&,
=
~
~+
N~—
)
o
n
—
[
SN—
SN—
Q.
~+
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Wir berechnen

72(sin(2t))2dt = L= cos(2t)) sin(2t)| m—72<—cos(2t))cos(2t)dt
0 _2 -0 0
= [ cos)sinzn] 4 721 _ (sin(26))2d ¢
_2 10 0
/2 . s
2 / (sin(20)2dt — 5(—cos(2t))sin(2t)+t]o
o )
/ (sin(20)dt — %B(—cos(zt))an(zt)ﬂh
Damit gilt
/ o(z)ds — gB(—cos(%))sin(%)—i—t}:ﬂ
L
16

Ein Draht besitzt einen konstanten Radius r und die Querschnittsflache A. Masse des

Drahtes ist somit 3 32,2
M= A do — 29T _ Ter
/CQ(*’L’) T =Tmr 16 16

und demnach proportional zum berechneten Kurvenintegral.
Fiir die Lange von D ergibt sich

/2
/1ds :fOF/QIBSin(t) cos(t)|dt :/ 3sin(t) cos(t) dt
c 0
=3 [Pgin)dt = [~ cos(2t)]7?

=3(1+1) =

Skizze:
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L1y
05| .
. K
-1 —0.5 0.5 1
-0.5
-1
Aufgabe H 44. Kurvenintegrale
Fir « € R sei das Vektorfeld
T [6H8))
Ja: R >R |2 | — [ 21 + 225
T3 1

gegeben. Bestimmen Sie die Umlaufintegrale

% gi(x)edz und ]{ go(z)edx,
K K
wobei K das Rechteck mit den Ecken (0,0,0), (4,0,0), (4,3,0) und (0,3,0) ist.

Welches der beiden Integrale lasst sich ohne Parametrisierung berechnen?

Losungshinweise hierzu: Wir berechnen die Rotation des Vektorfelds g, .
0—-0
rot (g ) (z1,22,23) = [0—0
11—«

Fiir « = 1 ist die Rotation 0. Da der Definitionsbereich einfach zusamenhangend ist und es
sich bei /' um eine geschlossene Kurve handelt, gilt §,. gi(x)ed 2 = 0. Wir parametrisieren
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die vier Seiten des Rechtecks K durch

4
C; :[0,]] >R :t—t|0
0
4 0
Cy :[0,1]] >R :t— (O] +2][3
0 0
4 —4
Cs :[0,1]] >R :t— 3]+t O
0 0
0 0
Cy :[0,1]] >R :t— 3] +t][-3
0 0
und berechnen
1 1
o m@ede = [wcim)cimars [ace)cn
K 0 0
1 1
+/g2(03(t>>00é<t>dt+/g2(C4(t)).C£(t)dt
0 0

-~ O+(12+18t) (—24) + (—18 + 18¢) d¢
0

= [18¢2 - 301],

— 12
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