E. Chavli, A. Geyer, 14. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

A.L. Thiel Hohere Mathematik 2 M. Stroppel
Sommersemester 2017

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 40. Folgen und Haufungspunkte

Bestimmen Sie supa,,, inf a,, lim a, und lim a,, falls existent. Konvergiert (a,)nen?

neN neN n—0o0 n—o00
4 1\
n=—"70" (—1)" =\|\—1——
@) an=_——=-(-1) (b) an ( 1 n)
(c) a, = n((—l)n+1) (d) a, = n

3n+ (=) (n+1)

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Folgen (bn)nen und (co)nen mit by = an| = 5 und ¢, = —Jan| = =335

konvergieren gegen 0 fiir n — oo. Nach dem Sandwichsatz (1.5.6) folgt wegen ¢, =
a, < b, dass auch a,, gegen 0 konvergiert. Nach Satz 1.6.10 gilt lim a,, = lim a, =
n—0o0 n—00

0. Da (b,)nen streng monoton fallend ist, gilt a; < az < a5 < ... < 0 und ay >
ay > ag > ... >0, und daher supa, = as :% und inf a, = a; = —1.
neN neN

(b) Esist a, = (—1)" - (1+1)". Die Folge ((1+ 2)"),en ist streng monoton wach-
send (Satz 1.2.8) und konvergiert gegen e (Definition 1.2.9). Die Haufungspunkte von

(@n)nen sind daher +e, also lim a, = e, lim a, = —e. Aus der Monotonie folgt
n—oo n—00
sup a,, = e und ing a, = —e. Die Folge konvergiert nicht, da sie zwei Haufungspunkte
neN ne
besitzt.
(c) Es gilt

n falls n ungerade
an =9 .

= falls n gerade

n

Die Haufungspunkte sind 0 und +oo, also lim a, = 400, lim a, = 0. Man sieht

n—o0

n—oo
leicht, dass sup a,, nicht existiert und inlg a, = 0 ist. Die Folge konvergiert nicht, da
neN ne
sie zwei Haufungspunkte besitzt.
(d) Es gilt
52 = 5t falls n ungerade
R (RS L AT d
Tl = ol alls n gerade

Die Folge (by)nen mit b, = ﬁ ist monoton fallend und konvergiert gegen % die

1

Folge (¢n)nen mit ¢, = ist monoton wachsend und konvergiert gegen 1. Also

pres 1

besitzt a, zwei Haufungspunkte  und 1, d.h. lim a, = 3, lim a, = 1. Aus der
n—oo n—00

Monotonie folgt a1 > a3 > a5 > ... > 2 > 1 > ... > ag > a4 > ay, also

supa, = a; = 1 und inf a, = ay = % ist. Die Folge konvergiert nicht, da sie zwei
TLEN TLEN

Haufungspunkte besitzt.
Aufgabe H 41. Partialsummen und Bolzano-Weierstral3
e} 1 n
Gegeben sei die Reihe > ap mit a; = F 1 Sei S, := > a; fir n 2 0.

- 2k +1° -
k=0 k=0
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(a) Zeigen Sie, dass S, <2 —27" ist fir n = 0.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge (S,),>0 der Partialsummen monoton wachsend und be-
schrankt ist.

(c) Konvergiert die Reihe? Begriinden Sie die Antwort mit einem Satz der Vorlesung.

(d) Zeigen Sie, dass Y ap =< 2 ist.
k=0

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist ap = 57 < 5, also gilt fiir n = 0
n n k 1\n+1
ne o1 -
N N ) e
k=0 k=0 )

(b) (Sn)n>0 ist monoton wachsend, denn es gilt a,+; = 0 und daher
Sn+1 = Sn + Qnt1 Z Sn fir n Z 0.

(Sn)nzo ist beschrankt, denn fir n 20 gilt 0 < S5, £2—-2"" < 2.

(c) Nach dem Satz von Bolzano und WeierstraB (1.6.5) konvergiert die Folge (S,)n>0,
denn die Folge ist eine Folge in R und ist monoton und beschrankt. Genau das haben
wir in Teil (b) gezeigt. Damit konvergiert die Reihe, denn: Dass diese Reihe konvergiert,
bedeutet per definitionem genau, dass die Folge der Partialsummen konvergiert.

(d) Nach Teil (a) gilt S, <2 —27" fir alle n = 0. Wegen Lemma 1.5.5 folgt
D ap=1lim S, £ lim(2-27") =2.
=0 n—oo n— oo

Aufgabe H 42. Geometrische Reihe und Teleskopreihe
Konvergiert die Reihe? Berechnen Sie gegebenenfalls ihren Wert.

4

@ > o (6) S (1) @ 3 S

5k—1

(d) > (2—uy), wobei ug :=1 und upyq == suy + 1 fiir k 2 0.
k=0

Hinweis zu (a): Umschreiben in 2~ + % mit A, B € R.

Hinweis zu (d): Es ist 2 — u;, von der Form ¢ mit ¢ € R.

Losungshinweise hierzu:
(a) Hierzu macht man den Ansatz

1 A B
U2—1 2k—1 2k+1

= 4= A@2k+1)+ B2k —1)

= 0k+4=2(A+B)k+ (A-B).

Deshalb
A+B=0und A-B=4=A=2und B=-2.
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

n 4 x4 n 2 2
Sei S, = _Es st = lim S, = li - .
© Lo Eeist X = nglgo,;(2k—1 2k+1)
Wir erhalten
5_22+22+22++2 2+2 2
"\l 3 3 5 5 7 on—3 2n—1 m—1 2n+1
k=1 k=2 k=3 k:;;l k:ﬁ
Deshalb 5
S =2
2n + 1
und
> 4 2
> ——— = lim (2— ):2
k:14k‘—1 n—00 2n +1

Insbesondere konvergiert die Reihe.
(b) n(1+ 1) =In (%) =In(k+1) — In(k). Die n-te Partialsumme ist

Sp=(n(2) —In(1))+ (In(3) —In(2)) +---+(In(n) —In(n — 1)) + (In (n + 1) — In(n)) .

N v N / N v N
~~ ~~ ~~ N~

k=1 k=2 k=n—1 k=n—1

Somit ist S, = —In(1) + In(n+ 1) = In(n + 1). Deshalb

= 1
Zln (1—|——) = lim 5, = oo,
— k n—s00

d.h. die Reihe konvergiert nicht.

—4 3k
(c) Sei ay := (5k_>1 fir k € N. Esist a; = (=4))

< [ 64\" 64
Die Reihe ) (_E) ist eine geometrische Reihe mit ¢ = 5 Nach 1.8.4 haben

k=0
wir
n 1 qn+1
e
k=0 q q
64 o [ 64)\"
Fir ¢ = —— gilt lim ¢"*™' = oo nach 1.5.8. Daraus folgt > (——) = o0
5) n—00 Gk:D 5
o< (—4)3k </ 64\" 1 &
und daher > ( k)l =5-> (——) -5 —7 (i)% = oo, die Reihe
k=6 5 k=0 5 1 5 1 5

konvergiert nicht.
(d) Sei by :=2 — uy fir k € N. Es ist

b 2 =2 ! +1) =1 L —1(2 )—1 b
=2—Upy1 =2 — | zu =1—-up==(2—ux) = =z bg.
k+1 k+1 o Uk 5k =5 k 5 Ok

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 3



14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Wir haben
by = 2—u0:1:(%)0
o= debe= ()]
b= don= ()

=

by = 3 b1 = (%)n

e 1
Also ist die Reihe ) by eine geometrische Reihe mit ¢ = 3 Nach 1.8.4 haben wir
k=0

=2

N[

> 1

und die Reihe konvergiert.
Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/

Bitte geben Sie dort zunachst lhre Matrikelnummer ein.

Die Losungen sind als ganze Zahlen oder als Dezimalzahlen mit einem Dezimalpunkt einzu-
geben. Sonstige Zeichen, wie zum Beispiel Klammern oder Operatoren wie * und /, diirfen
nicht benutzt werden.

AnschlieBend miissen Sie das per Email erhaltene Passwort fiir die Onlineiibungen eintragen.

Innerhalb des Bearbeitungszeitraums konnen Sie lhre Eingaben beliebig oft wiederholen, wo-
bei die letzten Eingaben gewertet werden. Der Bearbeitungszeitraum endet mittwochs, nach
der Abgabe der schriftlichen Ubungen in den Ubungsgruppen, um 24:00 Uhr. Sie erhalten
fiir die Bearbeitung der Online-Aufgabe 0 bis 2 Punkte.
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E. Chavli, A. Geyer, 15. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

A.L. Thiel Hohere Mathematik 2 M. Stroppel
Sommersemester 2017

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 43. Majorantenkriterium
(a) Zeigen Sie, dass 3(z +y) = /7y gilt fir 2,y € R{.
(b) Seien (uy)nen und (vy,)nen Folgen mit u,, v, € R{ fir n € N.

o0 o0
Seien > u, und ) v, konvergente Reihen.

n=1 n=1

0

Zeigen Sie, dass > /u,uv, eine konvergente Reihe ist, welche
n=1
x

21 V UnUn é %((n;l Un) + (21 Un)) erfullt.

(c) Berechnen Sie > n(n+1 und Z o

n= n=

—_

[e o]

Losungshinweise hierzu:

(@) s(z+y)2 iy & (v+y) 227y
& (v+y)° 2 2yay)
& :1:2—1—2133;—1—3/2 > 4xy
& 22 —2zy+1y> 20
& (r—y)?=0.
(b) Nach ( ) ist: \/tnvy, < 3(uy + v,). Nach 1.9.3 und dem Majorantenkriterium 1.9.10
folgt Z VUnUy < Z (2(un +vn)) = L((X ua) + (X v,)) : Die Summe von zwei

n=1 n=1

konvergenten Reihe ist ebenfalls konvergent, daher wird die Reihe > \/u,v, durch

n=1
eine konvergente Reihe majorisiert, und deshalb ist sie auch konvergent.

(c) Hierzu macht man den Ansatz

1 _A+ B
nn+1) n ni+l
= 1=A(n+1)+ Bn
= On+1=(A+ B)n+ A.
Deshalb

A=1und B=—1.
N

: 1 :
Sei SN:ZWES Ist
1

Wir erhalten

5—1_14_1_14_1_1_’_ _i_;_i_'_i_L
A 2 3 3 4 N—1 N N N+1

n=1 n=2 n=3 n=N-1 n=N
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Deshalb 1
Sy=1———
N N +1
und
i 1 = lim 1—L =1
“n(n+1) Nooo N+1
Ahnlichist
> Iex /1 1 1 1 1 3
Z (n—|—2 2;<n n+2> QNLHéo( 2 N+l N+2> 1

(d) Nach (b) und (c) ist

S (o) o) =%

n=1 _
~~

1
n((n+1)(n+2))1/2

Aufgabe H 44. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Sei a € RT ein Parameter. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz in
Abhangigkeit von a.

n

= n! - 142 - @
(a);a_” (b) ;n n (C);<1+a)<1+a2>...(1+an)
(d) iei’m(—f% (e) gﬁ (f) i (Sinrin))n
(g)z ) (Vir 1 n) (h)Z’ H(virT-a))

Lﬁsungshinweise hierzu:

(a) Sei uw, := —.Nach 1.5.9istes lim u, = +o00. Daraus folgt nach Lemma 1.9.1, dass
an

n—o0

die Reihe divergiert.

1
(b) Sei u, := n~ 1% Es ist Uy = —, weil nn 2> 1. Da die harmonische Reihe divergiert,
n

muss die Reihe Zun divergieren.

n=1
an
c) Sei u, = . Es ist
(©) (1+a)(1+a2)---(1+a")
Un+1 _ (1+a)(1+a2)..C.L(iian)(1+an+1) _ a
Un - 14 artt

(1+a)(1+a?)-+(1+am™)
Daraus folgt

a, 0<a<1
.U
lim —+ = %,azl
n—00 Uy

0, a>1

Darum ist lim L <1 fiir alle a € R*, und nach 1.9.13 konvergiert die Reihe.

n—o0 U‘TL
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

: e e sIym : R A : .
(d) Es ist m < eﬁ = (g) . Die geometrlsche Reihe ; (E) k0nVe"g'erty weil
1 2n
- < 1. Nach 1.9.10 konvergiert die Reihe Z m ebenfalls.

: 2" o
(e) Sei u, = Br DT Es ist nh_}rgo u, # 0. Daraus folgt nach Lemma 1.9.1, dass

die Reihe divergiert

f) Sei u, = sm( . Esiist {/|uy,| ]sm und 0< sin(n) < l Darum
(f)
n n
lim {/|u,| =0< 1.
n—o0
Nach 1.9.16 konvergiert die Reihe.
Sei u, = (—=1)" (vV/n?2+ 1 —n). Die Folge |u,| ist monoton mit
(8) (=1 (v g
(\/n2 +1-— n) (\/n2 1+ n) )
lim |u,| = = lim ——— =0
n—oo OO (\/n2 +n) n—o0 w/n2_|_]_+n

Daraus folgt nach Lemma 1.9.5, dass die Reihe konvergiert.
(h) Wie wir in (g) gesehen haben ist |[(—1)" (Vn2+1—n)| = m Es ist

1 1 1

= > .
n?+1+n n( (1+n_12)+1> n(vi+1+41)

Da die harmonische Reihe divergiert, muss die Reihe Y [(—=1)" (Vn? + 1 —n)| di-
n=1

vergieren.

Aufgabe H 45. Stetigkeit
Wir betrachten die Funktion

0 firxz < -1
ffTR=>Riz— f(z) =<2z fir-1<z<?2
4 firx = 2

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f.

(b) Sei eine Fehlerschranke 1 > ¢ > 0 gegeben.

Finden Sie in Abhangigkeit von ¢ ein 6; > 0 mit |f(z) — f(2)| < e fir x € 2,2+ ;)
und ein do > 0 mit |f(x) — f(2)| < e fir z € (2 — 5o, 2].

Sei 0 := min{dy, d2}. Zeigen Sie f(Us(2)) € U(f(2)).

Ist f an der Stelle 2 stetig?

(c) Finden Sie ein € > 0, fiir welches kein 6 > 0 existiert mit f(Us(—1)) & U.(f(—1)).
Ist f an der Stelle —1 stetig?

Lésungshinweise hierzu:
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(a)

= \

-1 2

Abbildung 1: Die Funktion f

(b) e Sei x = 2. Dann haben wir: f(z) =4 und |f(z) — f(2)| = |4 — 4| = 0, das fir
alle £ > 0 kleiner als ¢ ist. Deshalb kann man fiir §; irgendetwas wahlen, z.B.
01 = 2017¢.

e Sei x € (0,2]. Dann haben wir: f(z) = 2|z| = 2z und
|f(z) = f(2)] = |22 — 4] =4 — 2z.

Sei 0, = 5. Beachten Sie, dass (2 —02,2] & (0,2] (weil e <1 =2-5>1).
Wenn z € (2 — d,2] ist, haben wir also: |f(z) — f(2)] = |22 — 4] = 4 — 2z.
Schliesslich:
€(2-6,2] =z —-2|< g =2—z< % =4-2x<e=|f(x)— f(2)| <e.
e Sei r € U5(2).
Fir x = 2 folgt aus |z — 2| < § = min{dy,02} < 41, dass |f(z) — f(2)] < e
d.h. f(z) € U.(f(2)) gilt.
Fir x < 2 folgt aus |z — 2| < 0 = min{dy,d2} < do ebenfalls, dass |f(x) —
f(2)] <e dh. f(x) e U(f(2)) gilt.
Daraus folgt f(Us(2)) & U.(£(2)).
e Um die Stetigkeit zu beweisen muss die ¢ — J—Beschreibung fiir alle ¢ > 0
iiberpriift werden. Soweit haben wir es nur fiir 1 > & > 0 getan. Sei dann
e 2 1. Man wahlt & € (0,1), wir haben gezeigt, dass es ein 0., existiert so dass
|z —2| <o = |f(z) — f(2)] < €.
Sei 0: := 0z, dann |x — 2| <. = = |f(x) — f(2)| <€ <e.
Deswegen gilt die ¢ — §— Beschreibung fiir alle ¢ > 0 und f ist an der Stelle 2
stetig.
(c) Sei e =1 und 6 > 0. Es existiert 0 < ¢’ < 5 so dass Ug(—1) € Us(—1). Fir
alle z € (—=1,-1+4¢") € (—1,—3) gilt dann f(z) = —2z und |f(z) — f(-1)| =

| — 22 — 0| = —2x.
Aber z < —14¢§ = —z>1-0>1-1=1= 2x>1 dasheisst |f(x) —
( )\ > €. er haben gezeigt, dass f(Uy(—1)) € U.( ist. Daraus folgt
) € Us( (weil Us(—1) € Us(—1)). So gllt d|e ¢ — 6—Beschreibung

an der Stelle -1 fiir €= 1 nicht. Darum ist f an der Stelle —1 nicht stetig.
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E. Chavli, A. Geyer, 16. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

A.L. Thiel Hohere Mathematik 2 M. Stroppel
Sommersemester 2017

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 46. Funktionsgrenzwerte

Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.
Die erst spater einzufiihrende Regel von I'Hospital darf nicht verwendet werden.

(@) 1 Te® — 17z + 32 + 1 (b) 1 4 — g2
im im——————
o—+o0 813 — 312 + 42° — \/x 2523 — /12 + 5
_ _ 2 tan(4
(c) lim Vite—yl-u (d) lim 2o + tan{dz) an(4z) .
z—0 T z—0 3x

Losungshinweise hierzu:

5 17,3, 1
@) I Ta® — 17z + 32* + 1 y x<7—x—4+5+x—s>
11m = 1m
a—-+o0 813 — 31% + 4a5 — \/x m+oox5<$_82_$%+4_\%9>
7 H_|_§_|_L
= lim - ‘24 L ’”i
B 7
4
4 — 2 4 — 2 2
(b) 1lim x _ ( %) (3 + Va2 +5)

— m
e=523 — /2245 =2 (3 — /2?2 +5)(3+ Va2 +5)

L (A—a)B 1 VaTE)
Y 9— (xQ — 5)

(4 —2%)(3+ Va2 +5)

- :lclgé 4 — 22
= li_>r%(3+\/x2+5)
= 6
. Vitr—yi-2 o (Vit+zrz-V1I-z)(V1+z+V1-2)
(c) lim = lim

(4 -(1-a
=0 (/1 + 2+ /1 — 1)

I 2x
im
=0 (/1 + 2+ 1 — 1)

2
lim
e=0\/1+ax++1—1x

=1
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 9
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(d) Esist
2x 22
lim — = lim - = =
z—0 31 7—0 3 3
und ) - \ )
i 00D _ 4 tan(dn) w4 tan(w) 1125 4
=0 3z z—0 3 4 u—0 3 u 3
Daraus folgt
2 tan(4 2 tan(4 2 4
li 22 tan(e) 1io0 22 tan(dz) 24
z—0 3z z—0 31 20 3z 3 3

Aufgabe H 47. Stetigkeit
Wir betrachten die Funktion

firz =0

R—oR:z—
I T e { 1+ L firxz#0.

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

(b) Zeigen Siedass 2 < (/14 5 <1+ 1 fiir 2 > 0.
Berechnen Sie lim,_,0.¢ f(z) mittels eines Sandwich-Arguments.

(c) Ist f eine gerade oder ungerade Funktion?
Leiten Sie davon die Werte von lim, ,o_o f(x) ab.

(d) Ist f an der Stelle 0 stetig?

Lésungshinweise hierzu:

+2.0 +4.0 +6.0 X

(a)

Abbildung 2: Die Funktion f

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 10



16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

1 1 o0 1
(b) Esist \/1+— =4/ éog.Zudem
1 1 2 2
1+7§1+—¢>0M+$)§@+9
X X

1 2 1
& l+5s14+-+—
2 r a2
2
&S - 20
T
&S 120

Damit erhalten wir ein Sandwich (vgl. 1.5.9) wegen = > 0:

/ 1
l=zy/1+ 5 =z+1
xXr

Nun gilt lim 1= lim (x+1) =1, und wir schlieBen lim f(z)=1.
z—0+0 z—0+0 z—0-+0

(c) Fir = # 0 ist f(—z) = —x,/l—l—ﬁ = —z\/1+ % = —f(z), und f(0) = 0.
Daraus folgt, dass f eine ungerade Function ist. Es ist

lim f(z) TUER lim (= f(—2))

x—0—0 z—0—-0

= — lim f(—x)

z—0—0

(d) Nein, wegen xli)gr}rof(x) # lim f(z).

z—0-0
Aufgabe H 48. Intervallhalbierungsmethode
Sei f:[1,4 = R: x> f(z) =2 —20.
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f.
(b) Zeigen Sie, dass f im Intervall [1,4] genau eine Nullstelle £ hat.

(c) Wenden Sie die Intervallhalbierungsmethode auf die Funktion f(z) mit dem Start-
intervall [1,4] an, um a, b € [1,4] zu finden mit a < & < b und mit b —a < 0,2.

Hinweis: Funktionswerte sind mit einem Taschenrechner zu berechnen.

Lésungshinweise hierzu:
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+40
+35
+30
+25
+20
+15

(a) +10

+5

Abbildung 3: Die Funktion f

(b) Esist f(1) = —19 < 0 und f(4) = 44 > 0. Nach 1.13.5 hat f im Intervall (1,4)
eine Nullstelle £. Da f monoton ist, gib es genau eine Nullstelle.

(c) Schritt 1: Sei ¢; := 141 =25, Esist f(c;) = —4,375 < 0. Wir setzen a; := 2,5 und

b :=4.

Schritt 2: Sei ¢, := 22 = 325. Es ist f(cy) ~ 14,328 > 0. Wir setzen ay = 2,5
und by := 3,25.

Schritt 3: Sei ¢3 := % = 2,875. Esist f(c3) =~ 3,764 > 0. Wir setzen az := 2,5
und b3 := 2,875.

Schritt 4: Sei ¢, := 2228 — 26875, Es ist f(cs) ~ —0,589 < 0. Wir setzen
as = 2,6875 und by := 2,875.

Schritt 4 ist der letzte Schritt, weil by — ay < 0,2. Wir setzen also a := a4 und
b:= b4.
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E. Chavli, A. Geyer, 17. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

A.L. Thiel Hohere Mathematik 2 M. Stroppel
Sommersemester 2017

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 49. Konvergenz von Potenzreihen
Schreiben Sie f(z) = > an(z — z9)" mit a, € C und 2z, € C geeignet.

n=0
Bestimmen Sie in den Fallen (c) und (d) die Haufungspunkte von ({/|a,|)nen und damit

lim /]a,|.

n—oo

Bestimmen Sie den Entwicklungspunkt und den Konvergenzradius von f(z).

Bestimmen Sie in den Fallen (b) und (c), fiir welche Werte von z € R die Potenzreihe f(z)
absolut konvergent, konvergent bzw. divergent ist. Betrachten Sie hierbei insbesondere die
beiden reellen Punkte auf dem Rand des Konvergenzkreises.

> (zi—3)" 2, gk p2kt1
(a) f(z):;(Zn—i—l)-(Zn—l)---S-l () f(z)zg 2k + 2
(b) f(z) =) (75) (d) f(z) = Z%u + 2)*

3

[|

N
iy
=)

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist

[e.9]

(21 —3)" - i
fz) = ;(2n+1)-(2n—1)---3-1:Z(2n+1)-(2n—1)---3-1

n=1
o0
= Z an(z — z)"
n=1

in

2n+1)-2n—1)---3-1
Wir berechnen

(z +31)"

und dem Entwicklungspunkt zy = —3i.

mit a,, =

i1 o@n1)-2n-1)---3-1] | i |1 \
an | | @n+3)-2n—1)---3-1-1" | |2n+3| 2n 43 notoo
Damit ist der Konvergenzradius p = +00.
. oo 0o . c—1>n
(b) Esist f(z) = an(z — 2z0)" mit a, = und
n=2 ;é; \/ﬁ

dem Entwmklungspunkt zo = 0.
Wir berechnen

Qp41
G

( 1 n+1l |
_‘ n+

‘W' \/n+1 1+—7H+oo

Damit ist der Konvergenzradius p = 1.

Die reellen Randpunkte des Konvergengenzkreises sind die z € R so dass |z — 29| = p,
das heiBt |z — 0] = 1, somit sind die reelle Randpunkte —1 und 1.

Dann machen wir folgende Fallunterscheidung:
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(c)

|z] < 1: In diesem Fall liegt =z im Konvergenzkreis und die Reihe f(z) konvergiert

absolut.
|z| > 1: In diesem Fall divergiert die Reihe f(z).
z = —1: z liegt auf dem Rand des Konvergenzkreises und die Reihe muss gesondert

betrachtet werden:

Wegen /n < n fiir n = 2 ist diese Reihe minorisiert durch die harmonische
Reihe, die divergent ist. Es folgt aus dem Minoranten-Kriterium, dass f(—1)
divergiert.

z=1: z liegt auf dem Rand des Konvergenzkreises und die Reihe muss gesondert

betrachtet werden:
ZOO (="
1) =

n=2
(=1)" 1
= —— monoton fallend
\Vn Vn

ist und gegen O konvergiert, konnen wie das Leibniz-Kriterium nutzen um zu
schlieBen, dass f (1) konvergiert.

Dies ist eine alternierende Reihe. Da die Folge

. _ _ | (=1)" =1
Wir beobachten, dass f (1) nicht absolut konvergiert, da Z = Z —
n=2 \/ﬁ n=2 \/ﬁ
divergiert.
ok o0 0 , flir n gerade
Esist f(2) = 22 = an(z—20)" mit a,, = not
f(z) % 2%k + 92 Zo (2=2) T , flir n ungerade
= n= n+1
und zp = 0.

Fiir die Bestimmung der Haufungspunkte von ({/|a,|)nen betrachten wir die obigen
Teilfolgen mit n gerade bzw. n ungerade:

0 — 0 , fiir n gerade
N - n—-4o00
Van| = T 2n

vn-+1 n—o+oo

V7, fiir n gerade ’

1

denn lim 75 = it T — g3 = V7. Weiter gilt 1 < /n+ 1< /2n fiirn > 2.
n—oo
Damit folgt
1 £ lim vVn+1
n—oo
< lim V2n = <1im \/5) : <1im ﬁ) —1.1=1,
n— o0 n— 00 n—00

also lim {/n+ 1= 1. Somit sind die Hiufungspunkte 0 und /7.

n—oo
Fiir die Bestimmung des Konvergenzradius verwenden wir die Wurzelformel: Nach obi-

ger Rechnung gilt a = lim {/|a,| = /7 und somit ist der Konvergenzradius p = \/LE
m—r0o0

Der Entwicklungspunkt ist zg = 0.
Zur Betrachtung der reellen Werte z € R machen wir folgenden Fallunterscheidung:

1
|z| < T: In diesem Fall liegt z im Konvergenzkreis und die Reihe f(z) konvergiert
T

absolut.
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1
|z| > —=: In diesem Fall divergiert die Reihe f(z).

N

1
z= —T: z liegt auf dem Rand des Konvergenzkreises und die Reihe muss gesondert
™

betrachtet werden:

—_

1 = 7
f(‘ﬁ) - sz+2(_\/—)2k+1 B _2ﬁkzzok+1
1 2
O

Dabei wurde bei [1] die Indexverschiebung | = k + 1 durchgefiihrt und bei [2]
die Divergenz der harmonischen Reihe verwendet.

|z| = \/LE: z liegt wieder auf dem Rand des Konvergenzkreises und die Reihe muss
gesondert betrachtet werden:

1 2. gk 1
f<ﬁ) BRIV N Py
B 1 1w
N zﬁ;z

Dabei wurde bei [3] ebenfalls die Indexverschiebung [ = k 4 1 durchgefiihrt und
bei [4] die Divergenz der harmonischen Reihe verwendet.

: - (Y e N~ (LY N
(d) Es ist f(Z) = Zk——l—l(l + Z) = k——}—]_( Zan Z — ZO
k=0 k=0 n=0
1 my\n
mltan:( +1 und zp = —1
n+1
Zur Bestimmung der Hiufungspunkte von ({/|a,|)nen sehen wir it = 1, i+ =i,
42 = —1 und i**3 = —i fiir | € Ny. Daher fiihren wir eine entsprechende Fallun-

terscheidung fiir die Folge ({/|an|)nen durch:

mn 2
n — ,firn =4l mit [ € Ny
n+1 vn+ 1
1+1)" 2
n (1+1) - V2 Jfirn=4l+1mitl e Ny
. n+1 vn + 1
\/|an|: 0
n ‘ = 0 Jfirn=4l4+2 mitl € Ny
n-+1
1—-1)" 2
n ( i) — V2 Jfirn=4l4+3 mitl € Ny
\ n—+1 vn + 1
Weiter gilt
2

2 Cfirm=4 mitl € Ny

lim = V2 ,firne{dl+1,41+3| 1 € Ny}
n—oo /n + 1

lim 0 =0 Jfirn=4l+2mitl € Ny

n—r00
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denn wie in[(c)| gilt lim {/n+1 = 1. Somit sind die Haufungspunkte 0, V2 und 2.
n—oo
Fiir die Bestimmung des Konvergenzradius verwenden wir die Wurzelformel: Nach obi-

ger Rechnung gilt a = lim {/|a,| = 2 und somit ist der Konvergenzradius p = 1
m—0o0

Der Entwicklungspunkt ist zyp = —1.

Aufgabe H 50. Formel von Euler und de Moivre

5 .

Schreiben Sie f(x) als Linearkombination von Funktionen der Form e™* mit n € Z.
Schreiben Sie sodann f(z) als Linearkombinationen von Funktionen der Form sin(nx) und

cos(mx) mit n € N und m € Ny .

(@) f(x) = cos(5x)*sin(3z) (b) f(z) =sin(3z) cos(z) — cos(x)? sin(4x)

Lésungshinweise hierzu:

(a) Mit Hilfe der binomischen Formeln und der Formel von Euler und de Moivre erhalten wir

f(x) = cos(bz)?sin(3x)

- (o) (L o)

= (6 4 0107 46 4 eI ) (o — )
= ;—21 (€287 — 17w 4 4137 _ 4oiTr 4 6o — Goi3e
H4e™TT — 4e7i13T 4 ~ilTr _ o237
pr TP

—4 (ei7x _ efi7:v) +6 (8131 _ efiS:v))

—i

= (2isin(23x) — 2isin(17z) 4 8isin(13z) — 8isin(7z) + 12isin(3z))

32

1 1 1 1
= sin(23z) — 16 sin(17z) + 2 sin(13z) — 2 sin(7z) + gsin(Bw).

(b) Mit Hilfe der binomischen Formeln und der Formel von Euler und de Moivre erhalten wir

f(z) = sin(3z) cos(z) — cos(x)? sin(4x)

_ (% (et — em)> (% (c +eiw)) - (% (e —|—ei‘”)>3 (% (eite

_ ei4x))

1 . . . . 1 . . ) ) ) .
= = (61327 _ e—13m) (emt + e—m) S (61333 + 3¢l 4+ 3T e—l?):p) (el4:p _ e—14m)
4i 161
_ _Il (614:5 42t _ g—i2e _ e—i4:c) . ;_é (ei7:v _ emiT 4 35T _ ge—ide
+3ein _ 3671533 + eix _ efi7:1:)
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sodann ) .
f(z) = _Il ((ei“ _ e—i4z) 4 (eiQx _ e—iQx)) _ 1__61 ((eih _ e—i?a:) 4 (ei:c . e—ia:)

+3 (ein _ e—i5z) +3 (ei3r _ e—i333))

—1

= _Il (2isin(4x) + 2isin(2x)) 5 (2isin(7x) + 2isin(x) + 6isin(5z) + 6isin(3z))

1 1 1 1
= 3 sin(4zx) + 5 sin(2z) — 3 sin(7zx) — 3 sin(z) — gsin(f)x) - gsin(?)x).

Aufgabe H 51. Approximation von (1 + )"

Seien f:[-1,00) > R: z — (1+93)% und g: [-1,00) > R: z — (1 +x)%.
(a) Stellen Sie die Binomialreihe fiir f(z) auf. Bestimmen Sie davon die Partialsumme
pr(z) von Grad k fiir k € {1,2,3,4}.

(b) Skizzieren Sie die Graphen von f(x) und pi(z) und po(z) und p3(x) auf z € [—1, 5]
in ein gemeinsames Koordinatensystem.

(c) Berechnen Sie |f(0,5) —p2(0,5)] und | f(0,5) —p3(0,5)| und |f£(0,5) —p4(0,5)| mittels
Taschenrechner auf 4 Nachkommastellen genau.

(d) Stellen Sie die Binomialreihe fiir g(z) auf. Bestimmen Sie davon die Partialsumme
q4(x) von Grad 4.
Berechnen Sie f(z) — (1 + z)g(x). Berechnen Sie py(z) — (1 + z)qu(x).

Losungshinweise hierzu:
o0

3
(a) Die Binomialreihe fiir f ist Z (Z) 2*. Dazu berechnen wir die ersten 5 Koeffizienten:
k=0

3
(i) -
0
) = 3
1 2
2 2.1 8
N sy 1
3 3-2-1 16
N 3D s
4 4-3-2-1 128"
Somit erhdlt man die Partialsummen
3
3 3
pg([)?) = 1+§$+§l‘2
3 3 1
g 1 —_ _2__3
3 3 1 3
p4(x) = 1+—:L'~|>—:L‘2—_ 3+_4

x T
2 8 16 128
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 17
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p3(x)

p1()

(b)

Abbildung 4: Die Funktionen py, ps, p3 und f
(c) Es gilt fiir die Fehler

1£(0,5) — po(0,5)] =~ 0,0066
1£(0,5) — p3(0,5)] 0,0012
1£(0,5) — pa(0,5)] ~ 0,0003

Q

1 1 1
(d) Entweder verwendet man ¢q4(z) =1+ 3T~ §x2 + 1_6x3

oder berechnet ¢4 analog zu p4 in @ Es gilt nun

5
— ——2"* aus der Vorlesung
128

f@)—(Q+a)g(x)=1+2)? —(1+2)-(1+z)2 = 0

und

| 1 5
_ 14+ = “2 .3 _4_1 1___2 3 Y 4
(+2x+89§ T +128£L‘> (~|—x)<+2x 2%t 6%~ 128
1 3 3 3, 1 3
— 142,422 L3 0 a4 9 92 L g 9 4 I 5
LR S TR T (+2x+8x 167 128" T 1"
5
= —z°.
128

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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A.L. Thiel Hohere Mathematik 2 M. Stroppel
Sommersemester 2017

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 52. Differenzierbarkeit
Wie betrachten die folgenden Funktionen.

0 fir =0
fR—)RZEP—) sin(x)

xre @ fir x #0
g:R—=R:z—|2% — 4

(a) Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob f an der Stelle zy = 0
differenzierbar ist.

(b) Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob ¢ an den Stellen z; = —3,
z9 = 1 und x5 = 2 differenzierbar ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Funktion f ist an der Stelle 2o = 0 differenzierbar, wenn die Links- und Rechts-
Limites des Differentialquotienten an der Stelle o = 0 existieren und dieselben sind.
So berechnen wir

sin(x)

f(z) — f(xo) . TE = sin(z)

lim —4——~—"2 = lim = lim e = =e¢e
r—xo—0 T — X x—0—0 x x—0—0
und o)
si(x
. f(x) = f(wo) . xe w . sin()
lim —%—— 2= lim —— = lim e = =e¢e
r—xo+0 T — X x—0+0 X x—0+0

Das heisst, f ist an der Stelle o = 0 differenzierbar.

(b) Die Funktion ¢ ist an der Stelle ; = —3 differenzierbar, wenn die Links- und Rechts-
Limites des Differentialquotienten an der Stelle x; = —3 existieren und dieselben sind.
So berechnen wir

g@)—gler) _ . lP—4=5 o a?—d-b

hrn —_— = 11m _ =
z—1x1—0 T — X z——3—0 x4+ 3 z—-3-0 x+3
2
-9
= lim ZB = lim z—3=-6
x——3-0 1 + 3 r——3—0
und
— 2_4] -5 2_4-5
lim g9(x) = g(z1) _ lim 2" =4[ =5 _ lim %70
z—o2140 X — T z——340 r+3 z—-3+0 x4+ 3
2 -9
= lim = lim z—-3=-6
z—=—-3+0 1 + 3 z——3+0
Das heisst, ¢ ist an der Stelle 7 = —3 differenzierbar.

Die Funktion ¢ ist an der Stelle x5 = 1 differenzierbar, wenn die Links- und Rechts-
Limites des Differentialquotienten an der Stelle x5 = 1 existieren und dieselben sind.
So berechnen wir

B 2 Al 2 _
i @ —glas) 4|3 —at 443
z—x9—0 T — To z—1—0 r—1 z—1-0 r—1
1_ 2
— lim — % = lim —z—1=-2

z—1-0 £ — 1 z—1-0
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und
— 2_yl—| = —r? 44—
poog@) —glen) a4 =] =3 —a? 43
zoz2+0 X — To z—1+0 z—1 z—1+0 z—1
1— 2
= lim L~ lm —r—1=-2

z—14+0 £ — 1 z—140

Das heisst, ¢ ist an der Stelle z; = 1 differenzierbar.

Die Funktion ¢ ist an der Stelle 3 = 2 differenzierbar, wenn die Links- und Rechts-
Limites des Differentialquotienten an der Stelle x3 = 2 existieren und dieselben sind.
So berechnen wir

— 2 4]—-0 —x2 44
i 9 Z9Ws) A0 T ey
x—x3—0 T — T3 z—2—0 Tz —2 x—=2—-0 1 — 2 z—2—0
und
— 2 4]-0 2_4
lim M: lim u: lim * = lim z+2=4
z—x3+0 X — T3 z—240 r—2 z—=2+0 T — 2 z—240

Das heisst, ¢ ist an der Stelle x3 = 2 nicht differenzierbar.

Aufgabe H 53. Ableitungen

Bestimmen Sie den maximalen reellen Definitionsbereich von f. Wo ist f differenzierbar?
Berechnen Sie f’. Berechnen Sie bei (a) auch f”.

(@) f(z) = (" + 2*) cos(—2x) (b) f(x) = ;_3 Lz
(c) f(z) =In(v322 —12)

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Exponentialfunktion und polynomiale Funktionen sind auf R definiert, somit ist die
Summe (e® + x?) auch auf R definiert. Die Cosinusfunktion und polynomiale Funk-
tionen sind auf R definiert, somit ist die Verkettung cos(—2x) auch auf R definiert.
Schliesslich ist der maximale reelle Definitionsbereich des Produktes (e + z*) cos(—2x)
ebenfalls R. Alle diese Funktionen sind auf ihrem ganzen Definitionsbereich differen-
zierbar, sodass f auf R differenzierbar ist.

Die Ableitung ist:
f(x) = (" + 42%) cos(—2x)
= (e” + 4x3) cos(—2x)
Die zweite Ableitung ist:
f(x) = (" +122?) cos(—2z) + (e” + 4a®) - (—2) - (— sin(—2x))
+2 (e 4 423) sin(—2z) + 2 (e” + z) - (=2 cos(—2x))
= (e* + 122?) cos(—2z) + 2 (e” + 42%) sin(—2x)
+2 (e + 42°) sin(—2x) — 4 (e* + z*) cos(—2z)
= (=3e” — 4z + 122?) cos(—2x) + 4 (e + 42?) sin(—2z).

.733

3
(b) Es gilt f(x) = ;—m +Vr = e + +/z. Die Exponentialfunktion und polynomiale

Funktionen sind auf R definiert und differenzierbar und die Exponentialfunktion ist
3

immer positiv, somit ist der Quotient —
e

(e + %) - (~2) - (—sin(—2x))

+
+ 2 (e* + %) sin(—2x).

) auch auf R definiert und differenzierbar.
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(c)

Die Wurzelfunktion ist auf [0, +o00) definiert, aber nur auf (0,+o00) differenzierbar.
3

Der maximale reelle Definitionsbereich der Summe T—(Q) + /z ist dann [0, 400),
eZE n

aber diese Funktion ist nur auf (0,+o0) differenzierbar.
Ihre Ableitung ist:
3x2€xln(2) — g3 ln(z)exln@) 1

f/($) = e2z1n(2) + 2\/5

22(3 — xIn(2)) 1
ez1n(2) + 2\/5

7%(3 — z1n(2)) 1
> t 3

Die Wurzelfunktion ist auf [0, +0c) definiert, darum muss 3z — 12 = 0 sein. Diese
letzte Funktion ist gleich null fir x = —2 und z = 2 und ist = 0, wenn z < 2
und x = 2. Darum ist die Verkettung +/3z% — 12 auf (—o0, —2] U [2, +00) definiert,
aber nur auf (—oo, —2) U (2, +00) differenzierbar, da die Wurzelfunktion an der Stelle
0 nicht differenzierbar ist. Die Logarithmusfunktion ist auf (0,+oc) definiert, darum
muss /322 — 12 positiv sein. Deswegen haben wir die zusatzliche Bedingung: = # +2.
Schliesslich ist die Verkettung In(v/3z2 — 12) auf (—oo0, —2) U (2,400) definiert und
ist auf diesem ganzen Bereich differenzierbar. Tatsachlich sind die Logarithmusfunktion
und polynomiale Funktionen auf ihrem ganzen Definitionsbereich differenzierbar. Da
die Wurzelfunktion an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist, miissten wir die Punkte,
an denen 3z2 — 12 null ist, rausnehmen, aber diese zwei Punkte 42 waren schon
ausgeschlossen.

Die Ableitung von f ist:
1

1
") = 6x- :
/(@) 2v/3x2 — 12 /322 —12
B 3z
322 —12
B z
a2 -4

1
Wir beobachten, dass f(x) als f(x) = §1n(3x2 — 12) umgeschrieben werden kann.
Dann ist es einfacher, f abzuleiten, weil wir dann die Kettenregel nur einmal und nicht
zweimal nutzen: )
/
- . 6r—
f(z) 2 32— 12
3z
312 — 12

x
x?2—4

Aufgabe H 54. Differenzierbarkeit und Tangente

Sei m € R ein Parameter.
Wir betrachten die Funktion f: R — R mit

—(1+2z)2*+2 firz20
>4+ mr+1 firx >0

fz) =
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(a) Skizzieren Sie den Graphen von f fir m € {2,0, —3}.
(b) Sei m =0. Ist f stetig?
(c) Fiir welchen Wert des Parameters m ist f an der Stelle 0 differenzierbar?

(d) Bestimmen Sie fiir den in (c) bestimmten Wert von m die Gleichung der Tangente an
den Graphen von f an der Stelle 0. Skizzieren Sie diese Tangente an den Graphen.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

\a A\ 4

(z) fir m = —3

Tangente an den Graphen
von f in 0 fir m = —3

(b) Fiir m = 0 ist die Funktion gleich

—(1+z)*+2 firz<0
fl@)=19 , )
x4+ 1 firz >0

Auf (—00,0) und (0,+00) ist f iiber polynomiale Ausdriicke definiert. Deswegen ist
diese Funktion auf R\{0} stetig. Wir berechnen dann die Links- und Rechts-Limites
von f an der Stelle 0:

lim f(z)= lim —(1+x)*+2=1= f(0)

z—0-0 z—0-0
und
. . . 2 - -
g /o) = ligy e+ 1=1=70)
Beide Grenzwerte haben den gleichen Wert f(0), darum ist f auch an der Stelle 0
stetig.

(c) Die Funktion f ist an der Stelle 0 differenzierbar, wenn die Links- und Rechts-Limites
des Differentialquotienten an der Stelle 0 existieren und dieselben sind. So berechnen

wir
_ _ 3 _
lim (z) = f(0) _ lim (1+z)°+2-1
z—0—0 x—0 z—0—0 €
—1 -3z —322 -2 +1
— lim PTOVTYE  fim 3 3r— %= -3
z—0—-0 €T z—0—-0
und 0 2 1-1
lim M: lim rmrt - = lim x4+ m=m.
z—0+0 r—0 z—0+0 x z—0+0
Das heisst, f ist an der Stelle 0 differenzierbar, falls m = —3.
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(d) Fiir m = —3 konnen wir dann die Gleichung der Tangente an den Graphen von f an
der Stelle 0 aufschreiben:
y=—3x+ 1.
Die Tangente ist auf dem Bild zu Aufgabe (a) gezeichnet.
Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 55. Funktionsgrenzwerte mit I'Hospital
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit der Regel von I'Hospital.

Geben Sie dabei an, ob ein Ausdruck der Form “g”, % “—‘ozo —_Ozo oder “—:g " vorliegt.
R 1 1
a) lim li _
(a) 2—0 97 — 37 (c) 250 (x tan(x) xsin(aj))
) s ) T
(b) mgriloox (arctan(Qx) — 5) (d) 31:1_%(33 — 1) tan (7)

Lésungshinweise hierzu:

4T 9m
@ lmg—s = g3y

[|eio

lim 4% - In(4) — 2% - In(2)
=0 9% - In(9) — 3% - In(3)

In(4) — In(2)
In(9) — In(3)

_ (3
- ()
_ n@)
~ In(3)
- arctan(2z) — T
(b) xgglmx<arctan(2x)—§) = xkr—ir-loo T
x

!/
<arctan(2x) - z)
lim 2

T—+00 1 !
T

[|leie

2
2
T 1+4x
T——+00 1
22
—22?

lim
z—4o00 1 + 412
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, — 272
= iR 1
T
—2
= lim 1
r—+00 — 4 4
T
- 1
2
1 1 1 1
(c) lim - — = lim — — —
z>0 \ xtan(z)  sin(z) 250 z;‘;((f‘) rsin(z)
_ cos(z) 1
~ 2=0 \zsin(z)  xsin(z)
~ lim cos(.x) -1
z=0  zsin(x)
5 (cos(z) —1)
~ (zsin(a))
— sin(z)

.
) sin(z) + z cos(x)

)

(

3 (—sin(x))
~ (sin(x) + z cos(x))’
— im — cos(z) .
20 cos(z) + cos(z) — zsin(z)
B 1
2
T sin (—m
d) i —1)tan (—) = li —1)- 2
(@ tmge — 1o () = (o= 1) o
Es ist lim sin (—) =1 und deshalb muss man lim berechnen:
& s ()
1) o —1Y
lim (x—1) = lim (z=1) ;
z—1 cos (%) z—1 .
cos (%)
) 1
= lim -
R
B 2
oo
Deshalb ist 9
: T
glcl_%(x — 1) tan (7) =-
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Aufgabe H 56. Mittelwertsatz
Wir betrachten die Funktion f: R — R: ¢ +— arctan(t).

(a) Sei z > 0. Beweisen Sie, dass es ein ¢ € (0,z) gibt mit

L f@) - S0
1+¢&2 x—0

(b) Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen fiir = > 0 mittels (a).

e < arctan(z) S o
T

(c) Skizzieren Sie die Graphen der drei Funktionen aus (b) auf dem Intervall [0, 2].

(d) Zeigen Sie, dass tan : (0,5) — R eine streng monoton wachsende Funktion ist.
Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen fir x € (0, Z) mittels (b).

)
T
tan
(=)

IA
8
IA
-+
&
=3
&

Losungshinweise hierzu:

(a) Sei x > 0. Die Funktion f ist auf dem Intervall [0, z| stetig und differenzierbar. Nach
dem Mittelwertsatz 2.4.4 existiert ein £ € (0,x) so, dass

f(z) = f(0)
/ J—
Esist f'(z) = e und es folgt
L @0
14&2 x—0
(b) 0<é<z = 0<&<2?
= 1<&+1<a?+1
= L < L <1
1+22 14¢2
@ 1 f(z) = f(0)
1
~ 1—|—w2< x—0 <
N 1 - arctan(z) <1
14 22 x
>0 x
= 1+x2<arctan(x)<x
x
= < arctan(z) S x

14 a2
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[ glw) = arctan(x))
G = aretam)

+1.5 N
\\

flx) = wi(1+x2)

-15 -0.5 +1.0 +20 X

(d) Esist
(tan(z)) = —— > 0.

(cos())’

Nach 2.4.8 ist die Funktion tan(z) streng monoton wachsend. Deshalb gilt nach (b):

x
S arctan(z) S = tan <1

n 332) < tan (arctan(z)) < tan(x)

1+ 22

= tan <1 fﬂ) < x < tan(z).

(Es ist tan (arctan(z)) = x, denn die Umkehrfunktion von tan ist arctan).

Aufgabe H 57. Taylorentwicklung und Fehlerabschatzung
Sei f: R — R: x> e”cos(x) gegeben.
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T5(f,x, ).

(b) Finden Sie eine reelle Zahl a so, dass
|f (@) = T3 (f,z,m)| S ale — =l
fur alle z € [r — 1,7 + 1] gilt.
(c) Bestimmen Sie ein b € (0, 1) so, dass
f(z) = Ts(f,2,m)] <107
fur alle = € [ — b, ™ + b] ist.

(d) Wir betrachten die Taylorreihe T'(f,z,0) =: > ¢ 2™ mit ¢, € R.
n=0

Bestimmen Sie hierin i, Capy1, Capio und cypyz fiir k2 0.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Die ersten drei Ableitungen von f(z) = e” cos(x) lauten

f'(z) = " cos(x)—e” sin(z), f"(z) = —2¢" sin(x), " (x) = —2€” cos(x)—2¢" sin(x).
Deshalb gilt
f(m) = —e7, fl(m) = —e", f"(m) =0, " (7)) = 2e™.

Setzt man diese Ableitungen in die Definition des Taylorpolynoms 3—ter Stufe von f
um den Entwicklungspunkt xy = 7 ein, so erhalt man

Ti(f,z,m) = —€e" —€e"(x —m) + % (z —m)>.

(b) Firn=3und z € [t — 1,7+ 1] ist
|f(x) = T3(f, 2, m)| = |Rs(f,z, )| =

(4)
‘fﬁ@‘m_ﬂ{

mit einem & im Intervall (7 — 1,7+ 1) . Esist f)(z) = —4e” cos(x) . Deshalb:

Lﬁﬁﬁ'w v _ e[ leos(€)]

A1 = 6

|x—7r|4 < eE|x—7r|4.

Aus m — 1 < £ < ™+ 1 und wegen der Monotonie der Exponentialfunktion folgt

et < e™! sodass

e7r+1

@ — !

|f (2) = T5 (f,z,m)| =

T+1

[N

und damit die gewiinschte Ungleichung mit a :=

(c) FirO <b<1list [t —b,m+0b] € (r— 1,7+ 1), so dass die Abschatzung aus (b)
benutzt werden kann.
Fir x € [t —b,m+ 0] ist 2 —m € [=b,b], d.h. |z — 7| < b. Es folgt:

(®)
@) = Ts(f,z,m)| S a- |z —af' < ab.

1074
Aus der Bedingung ab* < 10~ folgt b* <

a
b < 4/1074 :i 4/ 6

- a 10V emtt”

. . . P . 1,
Die Abschatzung ist somit fiir jedes positive b < —

10 V ertl
(d) f(z) = e"cos(z)

, also

giiltig.

f'(x) = e"cos(x) — e"sin(z)
f(x) = —2e"sin(x)

f"(x) = —2e"sin(x) — 2e” cos(x)
fW(z) = —4e®cos(z)

Wir bemerken, dass ) (z) = —4f(z). Deshalb:
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fO(x) = —4f(x)
fO(x) = —4f'(x)
fO(x) = —4f"(x)
fO(x) = —4f"(x
fO@) = —4fD(x) = (—4)*f(a)
Ahnlich
fO (2 = (—4)*f'(z)
fO @) = (=42 f"(x)
fO(@) = (4" (x)
fO(x) = (—4)2fD(2) = (=4)*f(x)
SO () = (—4)Ff(x)
W (z) = (=4)%f'(z)
SO () = (—4)Ff"(x)
SO (@) = (—4)Ff"(x)
Aus 2.6.6 fiir xg = 0 ist
. O SUR0) (k0 (—a)f
T k) T (k) (4k)!
O SE0)  (—=)Ff0) (-4
Cop+1 = = =

(k+ 1!~ (dk+Dl  (dk+ D)

(4k+2) ANk g1
Ces = 1 ) _ =970 _

(4k +2)!  (4k +2)!

FE0) _ (=4)87(0) _ (=2)(-4)"

(4k +3)!  (4k+3)!  (4k+3)!

Cak+3 =
Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 58. Integration
Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

(a) [ cos(bz)*sin(3z)dx (b) fsgin(?)x) cos(z) — cos(x)? sin(4x) dz
(c) f01/5 arctan(bz) dz (d) /2 % dz.

Hinweis: Aufgabe H 50 hilft in (a) und (b). In (c) kann partielle Integration benutzt werden.
In (d) forme man z* um.

Losungshinweise hierzu:
(a) /008(595)4 sin(3z) dx
a 1 1 1 1 3
H50 (a) /1_6 sin(23z) — 16 sin(17x) + 2 sin(13x) — 2 sin(7x) + 3 sin(3z) dx

1
cos(13z) + —— cos(7x)

1
= cos(23x) + 115 17

16-23

cos(17x) —

16 - 17

3
5.3 cos(3z) +C

1 1 1 1 1
= %3 cos(23x) + 573 cos(17x) — ) cos(13x) + %8 cos(Tx) — 3 cos(3z) + C.

(b) / in(3z) cos(x) — cos(z)? sin(4z) da

H50 (b) 1 . 1 . 1 . 1 . 3 . 3 .
= /281n(4x)+281n(2x) 881n(7x) 8S111(CL’) 881n(5:v) 88111(31‘) dz

1 1 1 1
— I 4 - - —
5.4 COS( .17) 5.9 COS(2.17) —+ 3.7 COS(7:17> + 3 COS(.1?>+

3 3
+ﬁ sin(bz) + 3.3 cos(3z) + C

1 1 1 1 3
i cos(4zx) — 1 cos(2x) + 5 cos(7zx) + 3 cos(x) + 0 sin(bx)+

1
+§ cos(3z) + C.

1/5
(c) / arctan(bzr)dr = f01/5(.:1:)’-arctan(5x) dz
0

= [z arctan(5x)]é/5 - 01/5 z - (arctan(5z))" dz
1 1/ 5
- —. 1)—0- _ i
E arctan(1) — 0 - arctan(0) /0 AT dz
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mit v =1+ 252% du=>50xdx

1 2
Ll
5 4 1 10u
T 1 )
20 10 [lﬂ(u)h
T 1
— 25— 15 (In(2) = In(1))
T 1
= = — — .In(2).
20 10 ™2
31 T 31 In(z®)
@ [ h@-aty In(z) ™
2 e’

e
x

e
T

3

hl( e In(z)—z dr

)
)

-
31 .~z In(x)
- /M_dx
2
= / €T
2

1
mit u=xIn(z) —z, du= (ln(x) +x-—— 1> dz=In(x)dz

x
31n(3)—3

= / e“du
21n(2)—2
u 131n(3)—3

= le ]2111(2)—2

o3In(3)-3 _ 2In(2)-2

eS In(3) e2 In(2)

e3 e?
33 22
T B3 e
27 4
T B3 e

Aufgabe H 59. Integration, lokale Extrema und Wendepunkte

(a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F' zu f: R — R: z — cos(z) sinh(x).

Finden Sie eine lokale Extremstelle von F'.
T

(14 22)%
Skizzieren Sie den Graphen von F'. Finden Sie einen Wendepunkt von F'.

(b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F' zu f: R — R: z —

(c) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F' zu f: R — R: x — z%e %" mit F(0) = 0.
Finden Sie 2o € R mit F'(xy) = 0 so, dass x( keine lokale Extremstelle von F’ ist.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 31




20. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Bestimmen Sie [ /4 — 22 dz unter Verwendung der Substitution z(t) = 2sin(t).

L6sungshinweise hierzu:
(a) Man kann hier eine Stammfunktion mit Hilfe partieller Integration finden:

/cos(w) sinh(z) dz = [cos(x) cosh(z)] — /— sin(x) cosh(z) d x
h(z)  g¢'(z)
= [cos(z) cosh(x)] + /sin(x) cosh(z)dz

k(z) V(z)

= [cos(z) cosh(x)] + [sin(x) sinh(z)] — /cos(x) sinh(z)dz

1
Das heisst /cos(:t) sinh(z)dz = 5 (cos(z) cosh(x) + sin(z) sinh(z)) 4+ C, mit C' €

R. Da eine Stammfunktion gesucht ist, wahlen wir C' = 0 und erhalten
1
F(z) = 5 (cos(x) cosh(x) + sin(x) sinh(x)) .

Zur Bestimmung der lokalen Extremstellen von F' betrachten wir die folgende notwen-
dige Bedingung:
F'liz)=0< f(z)=0
& cos(z) sinh(z) =0
o cos(z) =0
sinh(z) =0
™
r=—+nm nel
RN 2
{x =0

™

@xe{O, + nm, nEZ}.

N}

Dann miissen wir gucken, ob sich das Vorzeichen von f in der Umgebung dieser Stellen
andert oder nicht. In der Umgebung von 0 ist das Vorzeichen von cos(z) konstant
positiv und das Vorzeichen von sinh(z) andert sich von negativ nach positiv, darum ist
0 ein lokales Minimum von F'. Da eine lokale Extremstelle von F' gefragt ist, kdnnen
wir x = 0 als Ergebnis geben. Ausserdem, beobachten wir dass die andere Nullstellen
von f auch Extremstellen von F' sind. Tatsachlich:

% in der Umgebung von Z+2km, k € Z=" ist das Vorzeichen von sinh(z) konstant
positiv und das Vorzeichen von cos(z) dndert sich von positiv nach negativ, das
heisst die Stellen 2 + 2km, k € Z= sind lokale Maxima von F;

* in der Umgebung von 5+ 2km, k € Z<" ist das Vorzeichen von sinh(z) konstant
negativ und das Vorzeichen von cos(z) andert sich von positiv nach negativ, das
heisst die Stellen Z + 2km, k € Z<" sind lokale Minima von F’;

* in der Umgebung von Z + (2k + 1)m, k € Z=° ist das Vorzeichen von sinh(z)
konstant positiv und das Vorzeichen von cos(z) andert sich von negativ nach
positiv, das heisst die Stellen % + 2k, k € Z=" sind lokale Minima von F;
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* in der Umgebung von 5 + (2k + 1)mr, k € Z<° ist das Vorzeichen von sinh(z)
konstant negativ und das Vorzeichen von cos(z) dndert sich von negativ nach
positiv, das heisst die Stellen 5 + 2k7, k € Z<° sind lokale Maxima von F'.

(b) Man kann hier eine Stammfunktion mit Hilfe Substitution finden:

€T 1 —2x
— " _dz=-- [ —=_d
/u+ﬂv“f z/a+ﬁvm

mit u =1+ 22, 4% = 24

ydz
1 f—du 1 _ 1. _

1 1
=T YT Taray TG
mit C' € R. Da eine Stammfunktion gesucht ist, wahlen wir C' = 0 und erhalten
1
Fl)= ———

Abbildung 5: Graphen von F
Zur Bestimmung der Wendepunkten von F' betrachten wir die folgende notwendige
Bedingung:
F'(z)=0< f'() =0
1-(1+2%)? —z-(22)-2- (1 + 2?)

< (1+a2)! =0

1—3z%
T Urap
P s V3z)(1 + V3z)

itap 0

1 1
ST EL——r— .
{ ¢§v§}
Dann beobachten wir dass es einen Vorzeichenwechsel von F” in der Umgebung dieser

beiden Stellen gibt, darum sind —1 und 1 Wendepunkte von F'.
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(c) Man kann hier eine Stammfunktion mit Hilfe partieller Integration finden:

r _6—2:1:' _e—2z
22 e dr = |2? —/295 5 dz

NN 92
h(z) ¢'(z) ; N
[ 2_6_2:0_ 2
= |z 5 + r e “dux

b k(z) V()
r —2x 7 —2x —2x
9—€ —e —e
= — d
-l’ 5 + {x 5 } / 5 T

(222 4 27 4 1)
:_(a:+9;"1+)e LC

0
Wir suchen die Stammfunktion F, die F(0) = 0 erfiillt. Das heisst (0+0+ l)eZ+C’ =

0, i.e. C = —=. Wir erhalten

(222 + 2z +1)e™?® 1
F(z) = — -~

Um zp € R mit F'(xy) = 0, sodass x, keine lokale Extremstelle von F' ist, zu
finden, darf es keinen Vorzeichenwechsel von F’ = f an der Stelle xy geben. Die
Stelle xy = 0 erfilllt diese beide Bedingungen, da f(0) = 0 und die Quadratfunktion
und Exponentialfunktion immer positiv sind.

(d)
/de:

mit z(t) = 2sin(t), 4 = 2cos(t)

_ / T A(sm(0))22 cos(t) At — 2 / = (sin(8) 22 cos(t) d
:4/\/(Cos(t))Qcos(t)dt:4/|cos(t)|cos(t)dt

da z(t) = 2sin(t) bijektiv von (—g,g) nach (—2,2) ist und sin(¢) auf diesem
Interval positiv ist:

= /(cos( ))?dt = 2/1 + cos(2t) dt = 2t + sin(2t) + C
= 2t +sin(2t) + C' = 2t 4 2sin(t) cos(t) + C

= 2t + 2sin(t)\/1 — (sin(t))? + C
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Aufgabe H 60. Potenzreihe fiir den Arcustangens

(a) Bestimmen Sie eine Potenzreihenentwicklung fir f: (—=1,41) — R: z — o
unter Verwendung der geometrischen Reihe. ta

(b) Zeigen Sie, dass fiir z € (—1,+1) die Potenzreihe

S

k=0

2k+1

konvergiert.

(c) Weisen Sie mittels (a) nach, dass - (arctan(z) — F(z)) = 0 ist fiir z € (—1,+1).
Uberpriifen Sie arctan(0) — F(0) = 0. Folgern Sie, dass

i L2k
arctan(z) = Z
k=0
ist fiir z € (—1,41).
(d) Bestimmen Sie w := /3 arctan(1/v/3).
Zei ie mittel d =y (=1 ist.
eigen Sie mittels (c), dass w ;( ) 1S
3 3—k
Bestimmen Sie w3 := kz_o(—l)k% 1
Zeigen Sie mittels 1.9.5, dass |w — w3| < 379 ist
Losungshinweise hierzu:
(a) Esist 22 <1, weil z € (—1,+1). Deshalb:
r 1.8.4 C - )2k
1422 1—(— B Z Z
k=0 k=0
> L2k o0
(b) Esist F(x Z apx" mit
k=0 n=0
0 , fiir n gerade
ap, =4 (—1)"T
(1) , flir n ungerade
n

Fiir die Bestimmung der Haufungspunkte von ({V |an|> betrachten wir die obigen
neN
Teilfolgen mit n gerade bzw. n ungerade:

0 —— 0 , fiir n gerade

" n—-+00
Vlan| = 1

— 1 , fiir n ungerade

C/ﬁ n—+o0
Fiir die Bestimmung des Konvergenzradius verwenden wir die Wurzelformel: Nach obi-
ger Rechnung gilt 11m V/lan] = 1 und somit ist der Konvergenzradius p = + = 1.
Deshalb konverglert d|e Potenzreihe F'(x) fir x € (—1,+1).
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[e.e]

(c) Aus (b): F(z) =) (—1) Tl a,z" mit
k=0 n=0
0 , fiir n gerade
Ay = —1 art
(=1 , fiir n ungerade
n

Aus 2.6.10 gibt: iF x) =
dx

n=0
0 fiir n gerade
Ap - M = 1) L
(=)= -m = (-1 =, fiir n ungerade
n
Deshalb,
d () = i(—l)kx% @_1 _d arctan(z)
dz — 1+22 do ‘
Es folgt
d

dx

/

Esist F'(0) = arctan(0) + C = 0 =0+ C = C = 0. Deshalb:

arctan(z) Z i
(d) w = +3arctan(1/V3)
Y V3R(1/V3)
B 1/\/_)2k+1
B fz 2k + 1

Uﬂ%W@

WZ

2k +1
:fz m%g@
~ VB/VE) g—”’“éﬂ 2
- fonges
:éH%ir

F(z)dx = / % arctan(x) dz = F(x) = arctan(x) 4+ C.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /

Seite 36



20. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Es ist
3 i ka
= -1
s > T
k=0
30 31 32 33
— (—1)° _1\1 132 _1)3
( )20+1+< )2-1+1+( )2-2+1+( )2-3+1
o 1 1 1
N 9 45 189
856
045

37F 37F
Die Folge (‘(_1)k2k 1 D%N = (Qk n 1>n€N ist monotone Nullfolge. Aus 1.9.5

gilt:

—_— < p— =

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 61. Partialbruchzerlegung und Integration
Berechnen Sie folgende Integrale.

@ [ e o [t @ [

Lésungshinweise hierzu:

(a) Zunéchst muss hier eine Polynomdivision durchgefiihrt werden, da der Grad des Zahler-
Polynoms ebenso groB ist wie der Grad des Nenner-Polynoms:

?+3r+4 x+4
2242 22 4+ 2z

4
Die Partialbruchzerlegung muss nun fiir T durchgefiihrt werden. Wegen 2% +
x

72
20 = x - (v + 2) ergibt sich der Ansatz

Tz +4

_A+ B Ax+2A+ Bx
242 r r+2 22+ 2x '

Durch Koeffizientenvergleich erhalt man das Gleichungssystem

A+B =1
24 = 4

Dies kann man direkt |6sen oder man erhalt mittels GauBverfahren folgendes:

111 111 1 1] 1 1 0] 2
> > >

Man erhalt also die Partialbruchzerlegung

r+4 2 1

2242 r x+2

Damit lasst sich das Integral bestimmen:

2
/wdx = /1dx—i—/zdx—/ ! dz
22+ 2x T T+ 2

= z42Inlz|—Injz+2/+k mitkeR

(b) Mit 22—1 = (2+1)(z—1) ergibt sich der folgende Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung:

4 4 A B C D
@12 G—1P@+1?  1-1 @=12 241l @rip
A @+t —-1)+B-(2®+20+1)
N (22 —1)2
C-(*—a2>—z+1)+D-(2*—22+1)
! (17
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Durch Koeffizientenvergleich erhalt man das Gleichungssystem

A+C = 0

A+B-C+D = 0
—A42B-C—-2D = 0
~A+B+C+D = 4

Dies kann man direkt |6sen oder man erhalt mittels GauBverfahren folgendes:

1 01 010 10 1 010 10 1 010
1 1 -1 110 01 -2 110 01 0 —1]0
12 -1 =200 71o2 0 —2/0]7]lo0o0 -2 210
11 1 1|4 01 2 1 |4 00 2 2|4
101 0]0 100 0|1
010 —1]0 01001
“1oo0o1 —-1|o|7f{oo10]1
000 4 |4 000 1|1

Man erhalt also die Partialbruchzerlegung

¢ 111
(22 -1)2 2-1 (-1 x+1 (z+1)2

Damit lasst sich das Integral bestimmen:

4 1 1 1
—— _dr = - d S —;| d
/@:2—1)2 ! /m—l “/@c—m “/xH !
1
—d
+/(:c+1)2 !

1 1
2x

p 1—|—k‘ mit ke R

= Injz+1|—Injx—1| -

(c) Esgilt 2 —1 = (x — 1)(2® + z + 1). Weiter besitzt das Polynom z? + z + 1 mit
der Mitternachtsformel keine reellen Nullstellen (Diskriminante ist 12 —4-1-1 = —3).
Somit ergibt sich der folgende Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung:

9z 9z

(3 -1)2  (r—1)2(22+x+1)2
b A n B N Cx+ D n Ex+ F
=1 (z—-12 22+ax+1 (22+a2+1)2

A-(P+at+ad—a?—x—1)+B- (2" +22° + 322 + 22 + 1)

1)
(Cx+D) (a*—2*—z+ 1)+ (Ex+F) - (2 — 2z + 1)
’ ( — 1)
A-(P+at+23—2?—x— 1)+ B- (2" + 223 + 322 + 2x + 1)
N (2% = 1)?
C-(@—2t—2*+2)+D-(2' -2 -2 +1)
i &~ 1)
E-(x® =222 +2)+ F- (22 =22+ 1)
(2% — 1)?
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Dies kann man mittels Einsetzungsverfahren 16sen oder man erhdlt mittels GauBver-

fahren folgendes:

1

1

1
-1
-1
-1

1

WD~ O
cooooo
cooc oo
— WD = O
[
—

LoD DO OD
OO0 OO 1 uvo

S OO OO H OO ODODOH OOOOOFF & -
S OO OO OO OO O OO o oo

O, OO0 OO OOWCL.,’—‘O o

OO = O OO
_ o O O o o

Man erhilt also die Partialbruchzerlegung

9z B 1 z+1

SO OO RO OO oo+~ Oo

o

S O OO oo

_— o O O
S O OO oo

o O O O O

_ o = O O O

3

1
B 12 a—1 @=1p

Damit lasst sich das Integral bestimmen:

/

9z

—(x3 — 1y dx

2

/

24+r+1 o
1

3. —= 4
/(az2+x+1>2 ’

11
e -1 - —— 4+ =
{ nle =1l =275+ 3

1

3

1
2

1
- dz-3.
/x2—|—x+1 o /(

v+ x4+ 1)2

/

In|z® 4+ + 1]]

24+ x+1

2+r+1 (224z+1)?

o

x+1

1
dx

1
dx
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:1:—!—1/2 20 +1

Fir die beiden letzten Terme wird die Substitution u := \/_ 73 verwendet
3
(vergleiche mit Formel aus Buch (Lemma 3.4.9): A =1— Z = 4_1) Damit erhalt man
9 1 1
/ﬁdx = [ 1n|x—1|——1—|— ln|x2+x+1|}+[2 \/_arctan( )]_
A 1 1
g YA (LY. / du+ | — 1
AZ 2 U,2 —I— 1 2 (u2 + 1) u— 22+1
V3
1 1 1 2z +1
= |—-Inlz—1 - —+-Inlz2?+2+1 —|——arctan(
nfe -1l 4 gl I+ -
4 tan(u) + U
—— |arctan(u) + —————
\/§ 2. (u2 + 1) u:2z¢t1
1 1 20+ 1
= —Inlz—-1 ——+—1n z°+ x + 1| + — arctan
| | 1 = | V3 ( V3 )
4 20+ 1 20 +1
—— arctan — +k mitkeR
V3 ( V3 ) 224+x+1

Durch Zusammenfassen und mit z? + x + 1 > 0 (nach obiger Rechnung hat es keine
Nullstellen und es gilt 0?4+ 0+ 1 =1 > 0) erhalt man somit

9z 1 1 20 +1
/(x3_1)2d$ - _ln|x_1|_m+§ln(x2+$+1)—\/§arctan( 7 )
2 1
_ﬁﬁ-k mit k£ € R

Aufgabe H 62. Obersumme und Untersumme
4+ 2

Sei f:[—1,2 R: _ .

ei f:[-1,2] >R:z— o

Wir betrachten die Partition Q = {—1 ;, 1, 3,2} des Intervalls [—1,2].
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Stellen Sie die Untersumme S(f, Q) graphisch als Flacheninhalt dar.
2
(b) Berechnen Sie [ ::/ f(z) dz.
-1

(c) Berechnen Sie S(f,Q) und S(f,Q). Bestitigen Sie hiermit S(f,Q) < I < S(f,Q)
unter Verwendung eines Taschenrechners.

(d) Finden Sie a € (—%, 1) so, dass sich fiir die Partition R := {—1, 2. a,l, 3,2} die
Gleichheit S(f, R) = S(f, Q) ergibt.

Losungshinweise hierzu:

P+ +2
(a) Es st f() T+ 2 x
Diskriminante des Nenners immer negativ und f(0) = 1 > 0, womit f(z) > O fiir

€ [—1,2] folgt. Zudem f hat den Tiefpunkt (0,1) wegen f'(0) =1—
3
und f”(O) = m =1 > 0. Mit einer Wertetabelle
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 41
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1 1 3

B - Sl 2 e
N 2% 3 2
7 11 | 4 | 23

lassen sich der Graph von f und seine Untersumme S(f, Q) gut skizzieren.

(b) Esist

2
4
I = /x—1+ dx

1 T+ 2

1 2
= [—xQ—x+4ln|x+2|]
2 -1

_ @—2+4m@»—(%+1+4mﬂﬁ

_ 8m@)—g

(c) Die Funktion f fallt im Bereich [—1, 0] monoton und wachst im Bereich [0,2] mono-
ton. Daher lassen sich mit obiger Wertetabelle die Untersumme

s = (-5-¢0)(=5)+ (1-(-3)) o+ (3-1) s
0

S0 = (40100 1= ()10 () ()

+<2—g>-ﬂm
135

= — =~ 4,821
28 ’
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leicht berechnen. Weiterhin ist [ = 8In(2) — ; ~ 4,045 und somit gilt S(f,Q) =

I'sS5(f,Q).

(d) Wir haben in (a) gezeigt, dass f in xp = 0 einen Tiefpunkt hat, was hier verwendet
wird. Vergleicht man nun die Untersumme S(f, R) mit der Untersumme S(f, R), so
besteht der einzige Unterschied bei der Berechnung im Intervall [—%, 1]. Dies gilt, da
R eine Verfeinerung von @ durch Hinzunahme von genau einem Punkt (dem Punkt
a) ist. Es ergibt sich somit die folgende Gleichung, die fir S(f, R) = S(f,Q) erfiillt

sein muss:

(a _ (—%)) : <yéﬁi£a]f<y)> +(1-a)- <yr§jﬁ]f(y)) = (1 - (%)) 1 (%)

Hier sind nun 3 Falle zu betrachten
a <0 Dann ergibt sich  min f(y) > 1 und min f(y) = 1 (vgl. Tiefpunkt von f).

y€[-3.4] y€la,1]
Somit ergibt sich aus (x):

(&— (—%)) : (yerﬁi?a}f(y)) +(1—a): <yr§ig]f(y))
o () as (- (1)

a =0 Dann ergibt sich min f(y) =1 und m[irhf(y) = 1 (vgl. Tiefpunkt von f).
y€[—3,a] y€la,

Somit ergibt sich aus (x):

(a_ (_%» | (ye[—?a}f(y)) T <y?lfiﬂlf(y))
)b ()

a > 0 Dann ergibt sich min f(y) =1 und m[in]f(y) > 1 (vgl. Tiefpunkt von f).
ye[féﬂ,] y€la,l

Somit ergibt sich aus (x):

(@— (—%)) : (yerﬁi?a}f(y)) +(1—a)- (yrgig]f(y))
o (D)t as (- (1)

Der gesuchte Wert ist also a = 0.
Insbesondere verbessert sich die Untersumme S(f, R) als Approximation von I im
Vergleich zu S(f, Q) fiir alle a # 0.

Aufgabe H 63. Integrale und Flicheninhalte
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f: [0, 7] — R: 2 — zsin(x).
Bestimmen Sie den Inhalt der Flache, die vom Graphen von f und von der x-Achse
eingeschlossen wird.

Bestimmen Sie den Inhalt der Flache, die vom Graphen von f, von der Geraden y = 2x
und von der Geraden x = 7 eingeschlossen wird.

Skizzieren Sie diese Flachen.
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: ©? w : T 42
(b) Sei g: (—1,+oo)—>R.xl—>—Z+§+2.Sel h: (—1,+oo)—>R.a:n—>x+1.

Skizzieren Sie die Graphen von g und h.

Bestimmen Sie den Inhalt der Flache, die von diesen Graphen zwischen ihren Schnitt-
punkten eingeschlossen wird.

L6sungshinweise hierzu:

(a) Hierzu miissen zuerst die Nullstellen von f berechnet werden. Aus f(z) = zsin(xz) =0
folgt © = 0 oder sin(z) = 0, was genau fir z € {0, 7} erfiillt ist. Somit sind die
Nullstellen g = 0 und z; = 7. Die Flache A; zwischen f und der x-Achse errechnet
man Ulber ein Integral. Dieses wird mittels partieller Integration bestimmt. Zudem wird
f(z) 20 fur x € [0, 7] verwendet.

A = /wa(x)d:c= [—xcos(m)}g—f—/owcos(x)dx: [—accos(a:)—|—si11(a:)];T =

Als Nachstes skizzieren wir f, die Gerade y = 2z, die Flache A; und die Fliche A,
zwischen f, der Geraden y = 2x und der Geraden x = 7.

Wie in der Skizze erkennbar, kann man A, als Differenz eines Dreiecks mit Breite m
und Hohe 27 und dem Wert von A; bestimmen:

1
A2=§-7T-27T—A1=7T2—7T
2 1 9 2
(b) Es istlg(x) = —T 42 42— — (¢~ 1)+ eine Parabel und h(x) = iL _
1+ T eine Hyperbel mit waagrechter Asymptote y = 1 und senkrechter Asymptote
x
x = —1. lhre Schnittpunkte werden wie folgt berechnet:
2
g(x) =h(z) < x2—2x—8=—4~i11
=(z+2)(z—4)
T#£—2
& (z—-4)(x+1)+4=0
& 22-3rx=0
& x€{0,3}
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Also sind die Schnittpunkte (0,2) und (3,2). Damit lassen sich die Graphen von g
und h skizzieren:

Die von den Graphen eingeschlossene Flache A berechnet sich nun iiber das folgende
Integral. Dabei wird g(z) = h(x) fiir € [0, 3] verwendet.

2= [ s

3
1, 1 1
= —— - 2—11 d
/o 17 +2x-|- <+x+1> x
3
1, 1 1
= —— - 1- d
/o 4:5 +2x+ 1 x

1 3
= ——x + :c +x—ln|x+1|}

0
= 3—-2In(2

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 64. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren, und berechnen Sie
gegebenenfalls deren Werte.

+oo 1 0 5
(a) / L dr (b) / 226 dy
4 cos(
2zIn(x — 1) dx d d
(c)/ zln(e ()/ sin(2x) 2$x

Losungshinweise hierzu:

(a) Der Integrand ist auf dem Intervall (0, 00) stetig, aber an der Stelle 0 nicht definiert.
Die Problemstellen sind also die beiden Grenzen 0 und oo, darum teilen wir das

Integral
T 1
/ —dx—/ —dx—l—/ —de.

Aus den Beispielen 3.7.8 und 3.7.9 der Vorlesung wissen wir, da 2 > 1, dass das erste
Integral nicht existiert und dass das zweite existiert (und positiv ist). Dann

+o0 1

lim — dx = lim — d:l: = 400
6%0 ﬁ f[,' ﬁ*)O ,3 ./L'

+00 +oo
somit ist hm/ —dx = 400 und das Integral / — dz existiert nicht.
0 T

(b) Die Funktion 22e(**) ist stetig auf ganz R, das Problem ist also die untere Grenze —co

Es gilt, mit der Substitution u = 22, j—; = 322, dass

u u (%)
/:E?e(xs)dx:/e—du: S I
3 3 3

0
0 (z) 1 1
2, 3. _ 1 ¢ _ 1 6% _ -
/ ver dr= lim [ 3 ] 3 pime 3
/B W

0

so dass

(c) Der Integrand ist auf dem Intervall (1,2] stetig, aber an der Stelle 1 nicht definiert.
Mit Hilfe partieller Integration erhalt man:

2

2
/ 2xln(z —1)dz = lim [ 2zln(z —1)dx
1

, 2 2
= lim [2°In(z — 1)], — lim dzx
B—1 BBl )y -1

2

1
= lim [len(x—l)r—lim r+1+ dzx
B—1 BBt g r—1
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( mit Polynomdivision gilt 22 = (z — 1) - (z + 1) + 1)

2 2
i (42 D12 i |2 —
_él_)n} 2% In(z — 1] élgi 5 ++In(x — 1) ;
4 2
=lim4In(1) — FIn(f—-1) — = —2—In(1)+ =+ B3+ 1In(B — 1)
B—1 2 2
ﬁQ
=lim(1—-p)nB—-1)+—+5—4
g—1 2
3 5
—hm (B + )(ﬁ—l)ln(ﬁ—1)+§—4:—§
—2 —0 ,
0
da die Regel von I'Hospital gilt
1
1 -1 31
lim(8 — 1) In(8 — 1) = lim % = lim =L = lim1- 8 =0.

(d) Der Integrand ist auf dem Intervall (0, %] stetig, aber an der Stelle 0 nicht definiert.

Wir integrieren zuerst unbestimmt die einzelnen Integrale. Es folgt
—1d ——1[l||]—1[l()] d f(O”) itiv ist
= —[In = —|ln ara ) positiv is

5y 4% =75 lInlz 5 x rauf (0,%) p

und mit der Substitution u = sin(2z), 3% = 2cos(2z) folgt weiter

),
/ Zigg do = ; / du= % [In [uf] = % [In |sin(22)|] = % [In(sin(2z))]

da sin(2z) auf (0,%) positiv ist. Zusammen ergibt sich

/ :igi; _ % dz = % (In(sin(22)) — In (z)] = % {m (Smfg’))}

Wir berechnen

i cos(2 1
/4 Cf)s( x)——dm:hm/ —— — —dx
o sin(2z) 2z B0 Jg sin(2r) 2z

- i
= lim1 {ln <—Sm Qx))l
B—0 2 T s
1

ISH
(@)
e}
n

~~
[\
&

N—
—_

(noch einmal mit der Regel von I'Hospital oder 1.12.5).
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Aufgabe H 65. Konvergenz uneigentlicher Integrale
Untersuchen Sie, ob die folgenden Integrale konvergieren.

(a) /0 " e g (b) /2 mﬁd

©) /0 T MC;?”” Az (d) /0 " tan(e) da

T

Konvergiert die Reihe Y tan(e ") ?
k=0
Lésungshinweise hierzu:
(a) Sei f(z) := e*V® und g(z) := e™®. Die Funktionen f und g sind im Intervall
[0, +00) stetig und positiv und es ist

lim ) _ lim e*=v® = (.
T——+00 g(gj’) T—+00

+o0
Nach 3.7.11 (2) folgt aus der Konvergenz von / g(x)dx die Konvergenz von
0

+oo
(x)dz. Esist
0

“+oo +00
/ g(x)dx = / e “dx = [—e_”roo = lim [—e_ﬂﬁ = lim —e " +1=1
0 0

0 B—r00 0 [B—00

—+oc0o
Deshalb, / e VI g konvergiert auch.
0

1 1 1

b) Sei f(x) := ———————= und ¢g(x) := —— = —. Die Funktionen f und ¢ sind im

(b) Sei J(0) = i nd gl0) = = und g
Intervall [2,+00) stetig und positiv und es ist

fl=) z

+oo +oo
Nach 3.7.11 (1) folgt, dass () dx und / g(x) dz das gleiche Konvergenz-
2

2

+0o0 “+oo 1
verhalten. Nach 3.7.9 divergiert das Integral / g(z)dxr = / —dz. Deshalb
2 2 X

—+00

1
——dx.
2 /2% + cos(x)
1] 2 | 2
(c) 0 ist eine uneigentliche Stelle. Sei f(z) := 2™ Infeos(z) +2) = n(cos(z) +2) und

v x

1
g(z) := — . Die Funktionen f und g sind im Intervall [0, 1) stetig und positiv und es
€T3

divergiert auch das Integral

ol

m J@) = lim In(cos(x) + 2) = In(3).

z—040 g(x) x—0+0

1 1
Nach 3.7.11 (1) folgt, dass / f(z)dz und / g(x)dx das gleiche Konvergenzver-
0 0

1 1
1
halten. Nach 3.7.8 konvergiert das Integral / g(x)dx = — . Deshalb konvergiert
0 0

€3

Ll 2

auch das Integral / L n(cgs(:p) +2) dx.
0 v
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(d) Der Integrand und die Funktion e~* sind auf dem Intervall [0, 00) stetig und positiv.
Man kann die Substitution y = ¢ ® (da lim e ® = 0) machen und dann gilt nach

r—r+00
1.12.5
t - t
lm AR (aﬂ_<y>> _1
T—+00 e T y—0 Y

+00 +oo
Nach 3.7.11 (1) folgt, dass / (tan (7)) dz und / e “duz das gleiche Kon-
0 0

+o0o
vergenzverhalten haben und wir haben schon in (a) gesehen dass / e “dz kon-
0

vergiert.

Da tan(z) monoton steigend auf dem Intervall (0,1] ist und e~* monoton fallend
auf dem Intervall (—o0, 0] ist, ist tan (e~*) monoton fallend auf (—oo, 0]. Dank Satz

3.8.1 konvergiert dann auch die Reihe >~ tan(e ).

k=0
Aufgabe H 66. Potenzreihen
o0 47’L+l
(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p der Potenzreihe > i :
n=0 dn+1
Wir betrachten die Funktion
o0 x4n+1
(= - R:z— :
f:(=p,p) x ; 1
(b) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f”.
(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.
Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt
X gpintl > . L firj=4n+1
~dn+1 pars 0 fiir j =4n, 4n+ 2 oder 4n + 3

Wir bestimmen den groBten Haufungspunkt als Grenzwert der folgenden konvergenten
(der zweite Haufungspunkt ist offensichtlich 0). Es gilt

J :hm——l,

j—>oo\7/j_

J

lim
Jj—00

1 ‘ 1

also ist der Konvergenzradius p = % =1.

(b) Summandenweises Ableiten ergibt

fl@) =) ™
n=0

Innerhalb des Konvergenzbereichs gilt |z*| < 1, daher handelt es sich um eine konver-
gente geometrische Reihe und es gilt

)= 3 =

n=0
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durchfiihren.

(c) Um f’ zuintegrieren, muss man erst die Partialbruchzerlegung von 1 1
-

Dal—z* = (1—2?)(1+2?) = (1—xz)(14z)(1+2?), ergibt sich der folgende Ansatz
fiir die Partialbruchzerlegung:

1 ! A B Cx+ D

- 1-z 1tz 1t2
A@d+ 22+ 2+ 1)+ B(—23+ 22 -2+ 1)+ C(—23 + ) + D(—2% + 1)

1—at
Durch Koeffizientenvergleich erhalt man das Gleichungssystem
A-B-C = 0
A+B-D = 0
A-B+C = 0
A+B+D =1

Dies kann man direkt |6sen oder man erhalt mittels GauBverfahren folgendes:

1 -1 -1 010 1 -1 -1 010
1 1 0O —-11]0 — 0 2 1 —-110
1 -1 1 010 0o 0 2 010
1 1 0 1 |1 0 2 1 1 |1
1 -1 -1 0 0 1 -1 -1 0 0
0 1 1/2 —1/2 0 0 1 —1/2 1/2 0
“1o0o o0 1 o lo] T loo 1 o010
0 0 0 2 1 0 0 0 1 [1/2
1 -1 1 0] -1 100 0|1/4
0 1 0 0/|1/4 010 0|1/4
> >
0 0 1 0| O 001 0|0
0 0 0 1]1/2 000 1|1/2
Man erhalt also die Partialbruchzerlegung
1 1 1 1

1—at :4(1—x)+4(1—|—x) +2(1—|—x2)

Damit lasst sich das Integral bestimmen:

1 1/ 1 10 1 1 1
- dz = - de + - de + = d
f(z) /1—1:4‘” 4/1—20 ngL4/1+:c x+2/1+x2 *

1 1 1
= —Zln|1—x|—|—é—lln|1+x|+§arctan(x)—l—k

1 1 1
= -3 In(l —xz) + 1 In(1+ ) + 5 arctan(x) + k

1 1 1
= —ln( +x> + —arctan(z) + k

4 1—2z 2
o0 04n+1
mit k € R. Da f(0) = Z yr 0, hatman k = 0—1In (1£3)+1 arctan(0) = 0.

n=0

Schiesslich erhilt man:

f(z) = iln (1ji) —|—%arctan(x).
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Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 67. Stetigkeit und Ableitungen
0 fiir (2,y) = (0,0)

(@) Sei f: R? 5 R: (z,y) — 22 sin(y) .
x2y + l’4 +y2 fir (:L’,y) 7£ (070)
Berechnen Sie lim (%,%) und lim f(%,%)
n—00 n—00 n

Zeigen Sie, dass f an der Stelle (0,0) nicht stetig ist.
(b) Sei g: R® - R: (z,9,2) — yIn (22 + 2* + 1) + cosh(yz). Sei P = (1,2,0).
1
Sei v = — (0,1, —1). Bestimmen Sie Vg¢(P), 0,9(P) und Hg(P).

V2

Losungshinweise hierzu:

(a) Es gilt
(11N o sin(p) o sin(l)
i () =t 5 = i
und
11 e esin (55) sin (3)
o (5 = T S
_2 1
(;) lim ( n) COS(nQ) — lim 1COS (l) :1
n—oo 3 (—7%) n—roo n? 3

mit der Regel von I'Hospital bei (x). Somit hat man die zwei Folgen (£,1) und (1, %)
mit Grenzwert (0,0), fiir die gilt:

i () = 100 1 ()

Folglich ist f nicht stetig.

(b) Zunichst berechnen wir die partiellen Ableitungen:

0 ( ) 43y

—g(r,y,2) = ——F7—

oz \" Y 224+t +1

0

a—g(m, y,z2) = In (22 + a2t + 1) + zsinh(yz2)
Y

0 2yz .

ag(%y, z) = [ + ysinh(yz)

Somit erhalt man den Gradienten von g an der Stelle P wie folgt:

%Q(P) A
Vg(P) = @ (P)| = ln(()2)
a—g(P)
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0 0
Die partiellen Ableitungen a—g(m,y, z), a—g(:v,y, z), =—g(z,y,z) existieren in R3
T Y

NS

und sind stetig, das heiBt ¢ ist stetig partiell differenzierbar. Daher lasst sich Satz
4.3.12 anwenden:

4 "N
Oug(P)=Vg(P)ev=(In(2) | e | 35 | = —=
0 =1 \/§
V2
Fiir die Hesse-Matrix berechnen wir nun zuerst die zweiten partiellen Ableitungen:
0? ( ) = 0 0 ( ) = 122%y B 1625y
dzor YA T g\ YA = 242t +1 (z2+x4+1)2
O g = 2wy =
Gxayg “Y - Oz 8yg “Y o242t 4
” (x,y,2) = 99 (x,y,2) = _—8x3yz
0? 0 0 9
= —— = h
8y8y9(9€,y, 2) 95 9y 9(z,y,2) 2" cosh(yz)
o? 0 0 22 ,
8y829($7% z) = a—yag(% y,z) = 2rar1 sinh(yz) + yz cosh(yz)
0? 0 0 2y dyz 9
= = - h
5.5.9@¥:2) = 559y, 2) NI R (y2)
0? 0?
Da g € C*(R?) zweimal stetig partiell differenzierbar ist, gilt ﬁxayg(P) = 6y8xg(P)’
0? 0? 0? 0?
P) = P P) = P hal
&Lﬁzg( ) azax‘q( ) und ay(?zg( ) 828@;9( ) und man erhalt
02 02 0?
P P P
0x85(:g( ) amﬁy 9(P) 8:10(929( ) 492 0
i9(P) = | 2 gp) L gy L _gpy| = (200
I B 0x8y 8y8y ayax B 00 6
0? 0? 0?

52090 g,a:90) 5.5;9F)

Aufgabe H 68. Mengen
Sei My = [—1,0] SR.Sei My = (3,2] SR.Sei M3 = {(z,y) eR*| 1 >y = |z|} SR
Betrachten Sie folgende Teilmengen von R3:

My = M5x(0,1), Ms;=Rx[1,3]x[0,1], Ms=M;N{(z,y,2) eR’|1=22=-1},
My ={(z,y,2) €eR*| 1> |z]und 2<y<3und z=1},
Mg = {0} x My x My, My = M, U M; .
(a) Skizzieren Sie die Teilmengen Mg, M; und My von R? in dasselbe Koordinatensystem.

(b) Bestimmen Sie fiir My, M3 und My die inneren Punkte und die Randpunkte.

(c) Welche der Mengen M,, Ms, My, Ms und My sind abgeschlossen?
Welche dieser Mengen sind weder abgeschlossen noch offen?

(d) Finden Sie unter den Mengen M;, wobei k& € {1,...,9}, eine Menge, die nicht
beschrankt ist, eine Menge, die nicht konvex ist und eine Menge, die kompakt ist.
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L6ésungshinweise hierzu:

(a) Esist
Mg = [-1,1] x[1,3] x [0,1]
M; = (=1,1) x(2,3) x {1}
My = {(z,9) €R*| 12y 2 |al} U ({0} x [-5,0] x [5.3])
denn es gilt

M= 05 x 0.1) = {(2,9) € B[ 12 y 2 Jal} x [0.1]

Dies lasst sich daran sehen, dass M, ein Prisma mit dreieckiger Grundflache ist, aus-
genommen der Oberfliche. Somit ist sein Abschluss das Prisma mit der gesamten
Oberflache. Damit lasst sich eine Skizze dieser Mengen anfertigen:

| ‘ I |

L i : =
; i 7 i % ‘..‘,/J
) i ] v Savararals
"X i
s A vl 4 s 7 / _/ i'd" |
XL 7 4424
I REk a1 (] | AV dRe
WFFf‘Tﬂ ||/ ‘ vl i
| Ll ! i 4Py |
| \l\’; A
| !L:f/ il ; /r L

s - il e el | A
: /1 H i
- N AT LS AR
| e B
i | HERELE: A _
| | LT HEEE

Hierbei gehoren gepunktete Linien nicht zur Menge (vgl. M7) und gestrichelte Linien
sind ,,unsichtbar". Die Schraffur soll verdeutlichen, dass die Mengen nicht nur aus ihren
Kanten oder Oberflachen bestehen (d.h. die Mengen sind anschaulich gesprochen , aus-
gefiillt"). Zur besseren Sichtbarkeit der Mengen wurde insbesondere darauf verzichtet,
diese Mengen mit Farbe auszufiillen.

(b) Esist M5 = (3,%) und OM, = {,2}, denn M, S R ist ein Intervall. Daher sind

die Randpunkte des Intervalls genau der Rand und das Innere ist das offene Intervall
zu den gleichen Grenzen.
Es beschreibt M; die Flache des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,1) und
(—1,1) in R?, bei dem die Kante zwischen den Punkten (—1,1) und (1,1) fehlt.
Somit sind die inneren Punkte von M3 gegeben durch die inneren Punkte des Dreiecks,
also M3 = {(z,y) € R?| 1>y > |z|}. Die Randpunkte von Mj sind gegeben durch
die Kanten des Dreiecks:

OMy ={(z,1) eR*| -1 o =1} U{(z,y) eR®| -1z <Tundy=|z} .
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Da My & R3 eine Flache (mit Rand) im dreidimensionalen Raum beschreibt, besitzt
Mg keine inneren Punkte, das heit Mg = (. Aus selbem Grund sind alle Punkte von

My bereits Randpunkte, das heiBt Mg = Mg = {0} x [—%,0} X [%, %] _

(c) Die Menge M, ist nach Aufgabenteil (b) weder offen (sonst wiirde My = Ms gelten)
noch abgeschlossen (sonst wiirde 0N ; M, gelten).
Die Menge M3 ist nach Aufgabenteil (b) weder offen (sonst wiirde M3 = M3 gelten)
noch abgeschlossen (sonst wiirde OMs & M; gelten)
Die Menge M, ist nicht abgeschlossen da sie ihren Randpunkt (0,0) nicht enthilt.
M, ist offen, da sie keinen ihrer Randpunkte enthilt (M, ist das Innere eines Prismas
mit dreieckiger Grundflache, vgl. (a)).

Die Menge Mj; ist abgeschlossen, denn der Rand von Mj ist
OMs = (R x [1,3] x {0})U(R x [1,3] x {1}HU(R x {1} x [0, 1))U(R x {3} x [0,1]) .

Daher ist 8M5 g M5.
Die Menge Mg ist abgeschlossen nach (b), denn 0Mg € Mg.

(d) Die Menge M5 ist unbeschrankt, da die Folge (n,1,0),cn Folgenglieder in Ms hat
und lim, , |(7,1,0)| = lim, o VN2 + 1 = 4+00. Somit kdnnen nicht alle Punkte
dieser Folge in Ug(0) liegen, egal, wie groB S € R gewahlt wird. Also kann auch M5
nicht in dieser Umgebung Ug(0) liegen.

Die Menge M ist nicht konvex, da die beiden (0,0,0), (0,1, —1) € My in Mj liegen,

)9
aber der Mittelpunkt (0,7, —%) der Verbindungsstrecke nicht im Mj liegt.

Nach (c) sind die Mengen M5 und My abgeschlossen und nach obigem zudem be-

schrankt. Damit sind sie insbesondere kompakt. Als Zusatzhinweis: Weitere kompakte
Mengen sind M7, Mg und My, da sie ebenfalls abgeschlossen und beschrankt sind.

Aufgabe H 69. Modell: Eine unstetige, aber partiell differenzierbare Funktion

Wir betrachten die Funktion f von Aufgabe P 69. Das in der Prasenziibung benutzte
Modell des Graphen von f finden Sie auch unter:

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat /HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /04

(a) Bestimmen Sie die Niveaulinien N; von f zum Niveau ¢ fiir t = —1 und —1/3.
Welche farbigen Linien des Modells stellen N_; und N_;/3 dar?

(b) Zeigen Sie, dass —1 < f(z,y) < 1 ist fiir alle (z,y) € R?.
Was ist die Niveaumenge N5 von f zum Niveau 27
Hinweis: Verwenden Sie (z +y*)? 2 0 und (z — %)% 2 0.

(c) Sei t € R. Berechnen Sie lim f(%,%).

n—o0
Finden Sie eine Folge (a,)ney in R? mit lim a, = (0,0) und mit lim f(a,) = 1.
Ist f stetig? e e

(d) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von f im Ursprung.
Sei a € [0,27]. Sei v = (cos(a),sin(«)). Berechnen Sie 0,f(0,0). Ist hierfiir
Satz 4.3.12 anwendbar?
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Fir die Niveaumenge N_; fiihren wir folgende Rechnung fiir (z,y) # (0,0) durch:

fla,y) = -1 & y'+ 22> +27 =0
& (y2—|—x)2:0

s r=—y>.

Somit ist die Niveaulinie N_; = {(x,y) € R*| x = —y* # 0} eine Parabel ohne den
Scheitelpunkt (0,0). Sie wird im Modell durch die hellgriine Linie gekennzeichnet.
Fiir die Niveaumenge N_; /5 fiihren wir folgende Rechnung fiir (x,y) # (0,0) durch:

1
flzyy) = —= & yt 4 62y° + 22 =0

3
Mitterna{c:gtsformel r = _6y2 + AV 36y4 - 4y4
B 2
& r = (—3 + \/§> e

Somit besteht die Niveaulinie N_j;3 = {(z,y) € R?| 2 = (=3 £ V8)y* # 0} aus
zwei Parabeln ohne den Scheitelpunkt (0,0). Sie wird im Modell durch die dunkel-
griinen Linien gekennzeichnet.

(b) Fiir (z,y) # (0,0) gilt 22 4+ y* = 0 und es folgt
22 4 2y +yt = (x+y2)2 >0 & — (:B2+y4) < 2zy?

:f(x,y).

e 1< 2xy2
:y4+x2

Ebenso gilt fir (z,y) # (0,0)

2 — 2y 4yt = (x—y2)2 20 & (®+y') 222y

21>
< 1Zm:f($ay)‘
Zudem gilt —1 < 0 = f(0,0) £ 1 und somit folgt —1 < f(z,y) < 1 fir alle
(z,y) € R2.
Hiermit folgt insbesondere f(z,y) # 2 fiir alle (z,y) € R%. Also ist Ny = 0).
(c) Esist
1t #£ 22
lim f(=,—) = lim —— = lim - =0.
n—o0 n n n—)oo#_'_% n—)oon_|_%

Nach Aufgaben P69 Teil (b) ist f(%,1) =1 fiiralle n € N, denn (2, 1) € N;.
Somit gilt insbesondere

1 1
lim f<—2,—) =liml=1.
n—o0 n n n—oo

Weiter ist

. 11
i (503) =00

Also erfiillt die Folge (a,)nen mit a, = (-5, L) die geforderten Eigenschaften.
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Wegen

und 1 1 11
lim f(—Q,—) =1#0= lim f(—,—)
n—00 n< n n—00 n n

ist f im Punkt (0,0) unstetig. Insbesondere ist f nicht stetig auf R?.

(d) Mit dem Differenzenquotienten erhalt man

axf((]’ O) o alcl—>0 xT o }c1—>00 =0,
a—yf(O, O) = 1}/1;101 Y = ZI/IHIIOI 0=0.

Fiir die Bestimmung von 0,f(0,0) kann Satz 4.3.12 nicht angewendet werden, da f
nicht stetig ist. Daher wird 9, f(0,0) ebenfalls iiber den Differenzenquotienten berech-
net:

avf(o 0) = lim f(hv) — f(O’ O) — lim 2h3 COS(a> Sin(a)2 1 2 COS(Oz) Sin(a)2

h—0 h h—0 h3 cos(a)? + h¥sin(a)  h—=0 cos(a)? 4 h?sin(a)

Hier werden nun der Fall cos(a) = 0 und cos(a) # 0 unterschieden.

cos(a) = 0: Dann gilt insbesondere sin(«) # 0 und man erhat

2

L 2cos(a)sin(a)®
2.f(0,0) = ilzlg(l) cos(a)? + h2sin(a) ilzlg(l)o =0

cos(a) # 0: Dann gilt

2

~ im 2 cos(a) sin(a)? _ 2 cos(a) sin(«)? _ 2sin(«)
%1(0,0) = }L—)O cos(a)? + h?sin(«) cos()? cos(av)

Bemerkung: Mit den Richtungsableitungen nach v hat man insbesondere auch die
partiellen Ableitungen bestimmt, denn

0

0 f(0.0) = - 10.0)  wnd  Banf(0.0) = 5F(0.0).

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 70. Kritische Stellen und ihr Typ
Sei f:R* > R:(z,y)— (x—y>+1)(x* —y*>—1).
(a) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge von f im Bereich = € [—4,4].
Bestimmen Sie die Vorzeichenverteilung von f und notieren Sie diese in lhrer Skizze.

(b) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.
(c) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f und tragen Sie diese in Ihre Skizze ein.

(d) Bestimmen Sie fiir jede kritische Stelle ihren Typ.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt f(z,y) = 0 genau dann, wenn z = y*> — 1 oder 2% — y*> + 1 = 0 gilt. Die
Gleichung = = y? — 1 beschreibt ein Parabel, bei der z als Funktion von 7 betrachtet
wird. Die Gleichung 2% — y?> + 1 = 0 beschreibt eine Hyperbel. Damit lisst sich eine
Skizze der Nullstellenmenge anfertigen:

Die Nullstellenmenge ist hierbei griin skizziert. Zudem sind bereits die kritischen Punkte
(rot) aus Aufgabenteil (c) eingetragen. Die Vorzeichenverteilung (schwarz) erhalt man
durch Einsetzen geeigneter Punkte oder durch Priifen der beiden Faktoren von f auf
Positivitat bzw. Negativitat.
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(b) Esist

B (gg —y—1)+2x(x—y +1)
B 2xy —|—3:U y + 2z —1
- —2y (z 2y2+$)
S 2ayP+ 3t -y 20— 1
= =27y + 4y — 2wy ’

[ =2y 462 +2 —dxy — 2y
Hf(z,y) = ( —dxy — 2y _2x2+12y2—2x> '

(c) Zur Bestimmung der kritischen Punkte wird das Gleichungssystem V f(z,y) = 0
geldst. Aus —2y (2% — 2y*> + ) = 0 folgt y = 0 oder 22 — 2y?> + 2z = 0.
Falls y;/, = 0: Aus —2zy? + 32% — y* + 22 — 1 = 0 folgt dann 32 +2z — 1= 0.
Somit gilt

T1/2 = —

also z; = —1 und 25 = 3.
Falls 22 — 2y®> + z = 0: Dann gilt y*> = 3 (z* 4+ 2). Durch Einsetzen in —2zy* +
322 —y? + 2z — 1 =0 folgt
3

1 1
—x —x2+3x2—§x2—§x+2x—1:0

3 3
= —x3+§x2+§x—120
& =208 4+322+3x—-2=0

Durch Einsetzen findet man die Nullstelle z = —1. Dies fiihrt wieder zur Losung
(x1,11) = (—1,0). Mit Polynomdivision erhalt man

(—22°+32°+3z—2) : (x+1) = —22° + bx — 2.

Daraus ergeben sich die Nullstellen

5,vV9 5,3
TS = T T
also z3/4 = % und z5,6 = 2. Die zugehdrigen y-Werte y3 = g = \/Tg, Yy =
—\/Té, ys = V3 und ys = —/3 ergeben sich dann aus y* = L (2% + z).

Also besitzt f die kritischen Punkte P, = (—1,0), P, = (
Py= (L, —¥8), Py =(2,v/3) und Ps = (2, —V3).

(d) Aus der Vorzeichenverteilung kann man ablesen, dass P;, P5 und Ps Sattelpunkte
sind, da in einer beliebig kleinen Umgebung dieser kritischen Punkte sowohl positive

als auch negative Funktionswerte auftauchen. Bei P5 und P kann man alternativ den
Typ auch mittels der Hesse-Matrix bestimmen.

370) Py = (%7\/?6)v

Zur Bestimmung des Typs der kritischen Punkte P, P; und P, wird die Hesse-Matrix

verwendet:
4 0
Hf(P2) = <O _§)
9
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ist indefinit, also ist P, ein Sattelpunkt.

gl%lfl
(@)

det (Hf(Ps)) = det (_

und mit i > 0 (bzw. SpHf(Ps) = 2 > 0 ist folglich Hf(Ps) positiv definit. Also
ist P3 ein Tiefpunkt.

det (Hf(P,)) = det (\% ‘f) _ 2{

und mit 1T > 0 (bzw. SpHf(Py) = 2 > 0 ist folglich Hf(P,) positiv definit. Also
ist P, ein Tiefpunkt.

Bemerkung: Die Punkte P,, P; und P, befinden sich in einer kompakten Menge
(siehe Skizze), in der f nur nicht-positive Werte annimmt. Auf dieser Menge muss
die Funktion f ein Maximum und ein Minimum annehmen. Das Maximum 0 wird auf
dem Rand angenommen. Daher muss mindestens einer dieser kritischen Punkte ein
Minimum sein. Jedoch ist der Typ der einzelnen Punkte hier nicht aus der Vorzeichen-

verteilung ersichtlich.

Aufgabe H 71. Modell: Schmiegquadriken

Sei f: R* = R: (z,y) — cos(z) cos(y).

Das in der Prasenziibung benutzte Modell eines Ausschnitts des Graphen von f finden Sie
auch unter:

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /05
In den Prasenziibungen haben Sie Gradient und Hesse-Matrix von f berechnet.

(a) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f.

(b) Bestimmen Sie fiir jede kritische Stelle von f den Typ.

(c) Bestimmen Sie fiir jede kritische Stelle das Taylorpolynom der Stufe 2.

(d) Ist g: R - R: 2z~ cos(z), dann ist f(x,y) — g(x)g(y) =0 fir (z,y) € R2.

Sei € > 0. Zeigen Sie, dass
4

|T2(f7 (l‘, y), (0, O)) - TQ(g,ZE, O) Tg(gjy’ 0)| < %

ist fir (x,y) € U-((0,0)).

Losungshinweise hierzu:
(a) Man betrachte die Gleichung

— sin(x) cos
Viw.y) = (— cos((x>) singz;) =0
Aus —sin(x) cos(y) = 0 folgt sin(z) = 0 oder cos(y) = 0.
Falls sin(z) = 0: Dann ist x = km mit k € Z. Damit gilt cos(z) = (—1)* # 0. Aus
— cos(x) sin(y) folgt somit sin(y) =0, also y =Im mit [ € Z.
Falls cos(y) = 0: Dannist y = Z + Ir mit [ € Z. Damit gilt sin(y) = (—1)" # 0.
Aus — cos(z)sin(y) folgt somit cos(xz) = 0, also x = § + km mit k € Z.
Die kritischen Punkte von f sind somit Py, = (km,ln) mit k,l € Z und Qj; =
(5 +km, 5 +lim) mit k[ € Z.
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(b) Die Hesse-Matrix von f ist
Hf(z,y) = (— cos(z) cos(y)  sin(x)sin(y) ) '

sin(z)sin(y)  — cos(z) cos(y)

Mit cos(km) = (—1)* und sin(km) = 0 ist
Hf(Py,) = ((_1)0+ ' (_1)(3c+l+1)

positiv definit fiir £+ [ ungerade und negativ definit fiir & + [ gerade. Daher ist P
eine Minimalstelle fiir k£ + [ ungerade und eine Maximalstelle fiir k£ + [ gerade.

Mit sin (3 + k7)) = (—1)* und cos (3 + kr) =0 ist

det Hf(Qp) = det ((_f)w (_1O)k+l> — 1,

also ist Hf(Qy,) indefinit. Daher ist )y ein Sattelpunkt.
(c) Esist

T2<f7 (xvy)vpk,l)

e () -) () - () )

_ (_l)k—i-l + 1 r—km y <—1>k+l+1 0 r—km
2 \y—lIn 0 (=) )\ y —In
1
2

= (D S k) (<) I

I
=
O
-

+

<
=
)
u?‘

°
A~
=
N

|
L
ol

~_
+
A~
PR
< 8
-
|
)
u@‘
~_,
=
=
L
>
A/~
PR
< R
N~
|
L
“k‘
~_

-5 (20 (e )
- (e oke) (-5 1)

(d) Esist T5(f, (z,),(0,0)) =1 — 12? — 1y* und Tr(g,z,0) = 1 — 322. Damit erhilt
man

|T2(f7 (l',y), (070)) - TQ(Q,.T,O)TQ(Q,?/,O)’

1 1 1 1, 1
— 1 22— 22— 1= 22— e S22
’ 7" T 3Y < o7 ¥ T

Nun gilt (z,y) € U.(0,0) genau dann, wenn /22 + y2 < ¢, also 2%+ y? < 2. Somit
gilt 22 < €% und 3? < 2. Hiermit folgt
22y 4

|T2(f7 (may)7 (070)) —Tg(g,x,O)TQ(g,y,Oﬂ = 4 < Z .
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Aufgabe H 72. Kritische Stellen und ihr Typ, Schmiegquadriken
Sei f:R? > R: (z1,79) —~ (227 + (19 — 1)2 — 1) (2% — 1)
(a) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge von f im Bereich z; € [-3, 3].
Bestimmen Sie die Vorzeichenverteilung von f und notieren Sie diese in Ihrer Skizze.

(b) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.

(c) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f.

Bestimmen sie fiir jede kritische Stelle deren Typ.

(d) Bestimmen Sie die Schmiegquadrik an f an der Stelle (%, 0), deren euklidische

3
Normalform und ihre Gestalt.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt f(x1,22) = 0 genau dann, wenn 2% + (25 — 1) — 1 = 0 oder z, = 27 gilt.
Die Gleichung 227 + (22 — 1)? — 1 beschreibt ein Ellipse mit z, Werten im Bereich

[_\/LT \/Li} . Die Gleichung =5 = x% beschreibt eine Parabel, bei der x5 als Funktion
von x; betrachtet wird. Wegen

2024+ (2o —1)* —1=0und m, =27 & 227+ (2] - 1) —1=2{=0und 2y = 22

& r1=0und 2 =0.

ist (0,0) der einzige Schnittpunkt dieser beiden Kurven. Weiter gilt fiir die Punkte der
Ellipse

205 + (1 — 1) —1=0 & (12—1)>=1-227

o wy=144/1— 222
= 1p21—4/1—222

Zudem gilt 1 — /1 — 22? = 22 fiir 7, € [—\%, \/Li] , denn

1—/1—-222 227 & 1—232=4/1-22}

& 1-227+21 21— 227
& 1120 diesgiltdar €R.

Anschaulich gesprochen heiBt das, dass die Ellipse oberhalb der Parabel liegt (in ;-
Richtung). Damit l3sst sich eine Skizze der Nullstellenmenge anfertigen:
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(b)

(c)

Die Nullstellenmenge ist hierbei griin skizziert. Die Vorzeichenverteilung (schwarz)
erhalt man durch Einsetzen geeigneter Punkte oder durch Priifen der beiden Faktoren
von f auf Positivitat bzw. Negativitat.

Es ist

B 4y (22 — x9) + 221 (222 + (22 — 1)2 = 1)
Vi) = (2(x2 —1)(a? — x2) + (=1)(22F + (w — 1)? - 1))
_ ( 221 (423 + 23 — 4xy) )

2231y — 473 — 313 + 419

_ ( 83 + 2172 — 81179 )

2231y — 423 — 313 + 419

und

- 2433% + 2:13% —8xy 4xi79 — 8171
Hf(zy,22) = < dxz9 — 811 222 — 619 + 4

Zur Bestimmung der kritischen Punkte wird das Gleichungssystem V f(xy,25) = 0

geldst. Aus 2z (4% + 23 — 4xy) = 0 folgt 71 = 0 oder 4z3 + 22 — 45 = 0.

Falls z; = 0: Aus 223z, —4x]—323+42s = 0 folgt —3234+4xy = —3z5(22—3) = 0.
Somit gilt x5 = 0 oder x5 = %.

Falls 427 + 23 — 425 = 0: Dann gilt 2§ = —423 + x,. Durch Einsetzen in 223z, —
423 — 373 + 4wy = 0 folgt

1 1
—§x§+2x§+x§ — 4ay — 323 + 4y = —51;3 =0,

also x5 = 0. Die zugehdrige x1-Wert z; = 0 ergibt sich dann aus 27 = —323 +
x9.
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Also besitzt f die kritischen Punkte P, = (0,0) und P, = (0,3).

Aus der Vorzeichenverteilung kann man ablesen, dass P; ein Sattelpunkt ist, da in einer
beliebig kleinen Umgebung von P; sowohl positive als auch negative Funktionswerte
auftauchen.

Der Punkt P, befinden sich in einer kompakten Menge (siehe Skizze), in der f nur
nicht-negative Werte annimmt. Auf dieser Menge muss die Funktion f ein Maximum
und ein Minimum annehmen. Das Minimum 0 wird auf dem Rand angenommen. Daher
muss P, ein Maximum sein.

(d) Es ist das Taylorpolynom 2. Stufe gegeben durch

Die Schmiegquadrik ist damit gegeben durch

Q = {(z1,22m35) € R®| w3 = Ta(f, (21, 22),

€
2
— ey ewe| AT E @ ) mam i ()
_§(x1_§)x2+§1'2

2 16 4 4 8 19
= {(xlaf’?ﬂ?)) € R’ ‘ 57~ gpi1 T gtz — @t gmf — 30T+ Ezg = O}

Zunichst bringen wir diese Gleichung auf die Form z' Az + 2b"z + ¢ = 0 fiir eine
symmetrische Matrix A € R3*3 einen Vektor b € R® und eine Konstante ¢ € R:

4 4 8
2 16 4 4, 8 19 505 Y 7 2

2 2 _ T 4 19 2
2—7—2—71‘1+§$2—.’E3+§$1—§Z’1$2+§$2 =T -3 9 0 .’L'+2 9 T+ 2—7
0 0 0 -5) 7

:\:’A =:b

1. Schritt: Diagonalisieren von A: Es wird nun eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren von A bestimmt. Hierzu wird zuerst das charakteristische Polynom von
A berechnet:

() () )

Die Eigenwerte von A ergeben sich nun als die Nullstellen von y 4:

314 fo61 _ 112
9 st 27 31 1 /625 31 25
Aj2 = =—F* == —.

2 18 2V 81 18 18
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Die Eigenwerte von A sind also \; = % Ay = % und A3 = 0. Zugehorige Eigen-
vektoren erhalt man durch das Losen der entsprechenden homogenen Gleichungs-
systeme. Eine Orthonormalbasis erhilt man durch anschlieBendes Normieren, da

alle Eigenrdume eindimensional sind.

4
L =3

010 1 -3 0/0 4 e
5 9 000 =10 0 1]0)~h=|3]~u=2(3],
0 0 —3]0 0 0 00 0 0
~% -2 0 |0 12 0]0 -3 (3
-3 -1 00 |~{00 1]0]~0u=]|14 = 4
0 0 510 0000 0 0
3 —3 0]0 1 -1 0]0 0 0
-3 2 0[0|~[0 1 0/0|~o=(0])~uv=][0
0 0 0 ‘ 0 0 0 010 1 1
4
5 —5 0
Wir setzen nun die Transformationsmatrix F' = % % 0 | und fihren die
0 0 1
Koordinatentransformation y = F'z durch. Dabei gilt © = Fy. Man erhilt die
Gleichung
Yy FTAFy+ 20" Fy+c¢=0
1 14
5 00 ~ 1% )
s ylo B oly+r2f £ y+ oo =0
0 0 0 —%
1, 28, 14 16 1 2
& - —Yy — 2 —— 2. — 2. —= —=0.
3191+ g %2 1351/1+ 453/2+ ( 2) y3+27

2. Schritt: Verschiebung: Nun wird (zu 3; und y,) quadratisch ergénzt:

15 28, 14 16 1 2
§y1+§y2_2'ﬁyl+2'4_592+2‘(_§)y3+2_7:0
= 1(y1—3~£)2+§(y2+3'g)2+2~(—1)y3+i:()
3 135 9 28 45 2 1701
- l(yl_E)Z%(yﬁi)ZH.(_l) (y3_i>:0
3 45 9 35 2 1701

_ 14

15
% die linearen Terme in
2

Nun werden mittels der Verschiebung 2z = y +

1701
y1 und yo beseitigt, sowie der konstanten Term. Man erhilt die Gleichung

1 28 1
ng+323+2' (—§> 23:0
2 56
o —ng — 325 + 223 =0
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Die euklidische Normalform der Schmiegquadrik @ ist folglich

2 56
—52’% — 32’% +22’3 =0.
Die affine Normalform erhalt man durch die Transformation z; = \/gzl, Zy =

%621 und Z3 = —z3. Man erhilt die Gleichung

52 22 o _
—Z] — 25 —2z3=0

& P 4B 425=0.
Aus der Liste der affinen Normalformen (vgl. HM1) kann man nun die Gestalt der
Schmiegquadrik ablesen: @ ist ein elliptischer Paraboloid.
Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 73. Lagrange-Multiplikatoren
Sei f:R3 = R: (z,y,2) — 4y — 22 + 8.
Sei B:={(z,y,2) eR*| 22+ ¢y* =1} N{(z,y,2) ER®| 20—y — 2 =0}.

(a) Bestimmen Sie ein S >0 mit F € Ug(0,0,0). Ist £ kompakt?

(b) Erstellen Sie das Gleichungssystem nach Lagrange fiir die Ermittlung der lokalen Ex-
tremstellen von f|z, also von der Einschrankung von f auf E. Wie viele Nebenbe-
dingungen miissen beachtet werden?

(c) Finden Sie die kritischen Stellen, indem Sie das Gleichungssystem aus (b) l6sen.

(d) Bestimmen Sie max(f(F)) und min(f(F)).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Sei (z,y,2) € F.Esist -1 <2 <1, -1 <y <1 (weil 22+9?> =1)und 2z =2z —y.
Deshalb gilt —2 <2x <2und12 —y=2-1= -2-152x—-y<2+1 =

—3<2<3. Esist

-1 sz 1 lz] £ 1 <1
1Sy 1 b s bs 22 (1)
-3 <2< 3 2] £ 3 22<09
Deshalb gilt (z,,2) € E = |(z,y,2)] = a2 +y2+ 22
< VI+1+49
< 16 = 4.

Es folgt (x,y,2) € Uy(0,0,0) = E € Uy4(0,0,0) = die Menge E' ist beschrankt.
Die Funktionen (z,y,2) + 2* —y? — 1 und (x,y,2) — 2z —y — z sind stetig
und nach 4.2.16 (zweiter Punkt) sind die Mengen {(z,y,2) € R*| 22+ y? =1} und
{(x, y,z) € R? ‘ 20—y —z = O} daher abgeschlossen. Deshalb ist £ abgeschlossen.
Zusammenfasst ist ' beschrankt und abgeschlossen = FE ist kompakt.

(b) Seien g1: R? - R: (x,y,2) —» 2 +y*—1 und go: R® -5 R: (z,y,2) — 2x —y — 2.
Wir berechnen

grad f(l’, Y, Z) = (07 4a _2)T> grad gl(xa Y, Z) = (2$7 23/, O)T und 92(1', Y, Z) = (27 _17 _1)T'
Kandidaten fiir Extremstellen ergeben sich als Lésungen von
grad f(xa Y, Z) + >\1 grad gl(xa Y, Z) + )‘2 grad 92<l’, Y, Z) - (07 07 O)T

gl(‘r)yaz) =0
92(357.%2) =0

(0,4, —2)"T + A\ (22,2y,0)" + Xao(2,—1,-1)" = (0,0,0)"
x? +y2
2 —y—2 = 0

|
—_

2z + 2 = 0 2)
2y — A +4=0 (3)
—X—2=0 (4)
2?4yt =1 (5)
2r—y—2=0 (6)
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2
(c) (3) = Ay =—2. Deshalb: (1) =z = + und (2) =y = _/\i
1 1

Deshalb: (4) = et ;)2 =1=\M=13= )\ =+V13.
e A\ =V13: Esist z = _ 2 und y = —i. Deshalb: (5) = z = L Dies
V13 13 V13
liefert den kritischen Punkt Pl(ﬁ, —\/iﬁ, \/Lf)))
e A\ =—V13: Esist v = _\/il_?) und y = \/i1_3 Deshalb: (5) = 2 = _\/Ll_?)'
Dies liefert den kritischen Punkt Py(— f \/%, —\/Lﬁ)

(d) Die Menge E ist nach (a) Kompakt, und die f|g ist stetig. Nach 4.2.18 besitzt f|g
ein absolutes Maximum und ein absolutes Minimum auf E'. Diese finden sich also unter
den eben bestimmten Kandidaten:

26 26

f(P1>:_\/_1—3+8 undf(Pz):\/—1_3+8>f(P1).

Deshalb: max(f(E)) = f(P1) und min(f(E)) = f(FP).
Aufgabe H 74. Kettenregel
Sei P:=R" x RT. Sei E:={(u,v) € R*| v > [u]}.
Sei f: P—E: (z,y) f(z,y) = (22 —y?, 22 +9?).
(a) Bestimmen Sie Jf(z,y) fir (z,y) € P. Bestimmen Sie Jf(1,2).
(b) Bestimmen Sie die Inverse f~': E — P: (u,v) — f~Y(u,v).
(c) Bestimmen Sie J(f~')(u,v) fiir (u,v) € E.
(d) Sei (z,y) € P. Sei (u,v) := f(x,y). Bestimmen Sie das Matrixprodukt

I, 0) If (2, y)

unter Verwendung von (a) und (c). Bestimmen Sie dieses Matrixprodukt erneut, nun
unter Verwendung der Kettenregel.

Losungshinweise hierzu:
(’—y?)  O(a?—y?)

oz oy r — _
(@) Jf(z,y) = = (;x 22yy) Deshalb: Jf(1,2) = (; 44>.

A=2+y?)  A(x2+y?)

oz oy
(b) Seien u = 2% —y* und v = 2% + 2.
. U+ g u—i—v
Esist u+4v = 22" = 2% = 5 =g =
_— v —u v —u
Ahnlich: v —u = 2y? = > = yoy:

Es folgt f~': E — P: (u,0) <\/“+” \/ )

o/ o)/
o0 &) 2\/2 (u+v) 2\/2(u+v

() I/ )(uv) = e

/5% o

! 1
2\/2(v—u) 2\/2(v—u)
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2

1 1 T
24/2(u+v) 24/2(utv) 2% —2y \/2(u+v)
(d) I w0) I (o) = (5 ) -
- 1 1 Y 0 2y
2¢/2(v—u)  24/2(v—u) v/ 2(v—u)
Wir haben in (b) berechnet, dass x = u~2|—v und y = ”v ; % ist. Deshalb:
2x B 2y _ 1
2u+v)  2(v—u) .

Es folgt J(f~1)(u, v) Jf(z,y) = ((1) )).

Wir werden das gleiche Ergebnis mit der Kettenregel beweisen: Es ist f~! o f = id
= (f'o f)(z,y) = (z,y) fir alle (z,y) € RT x R*. Deshalb:

e N = (p 9)-

Seien a := (z,y)
3o ) (@) = I(FH)(B)I f(a) = (

Aufgabe H 75. Modell: Multiplikatormethode nach Lagrange

Das in den Prasenziibungen benutzte Modell stellt den Graphen der Funktion
f:R* = R: (z,y) — 29°

im Ausschnitt {(x,y) € ]Rz‘ Vaz+y? = g} dar. Sie finden dieses Modell auch unter:
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /06
Sei g: R? = R: (z,y) — 22 +9° — 1.

Sei P = (\/g, \/g) Sei ) = (\/g, \/g) Es liegen P und @ in der Nullstellenmenge von
g, also auf dem schwarzen Kreis.

(a) Bestimmen Sie einen Vektor vp , der auf Vg(P) senkrecht steht und Lange 1 hat.
Bestimmen Sie einen Vektor vg , der auf Vg(Q) senkrecht steht und Lange 1 hat.

(b) Bestimmen Sie 0, f(P). Bestimmen Sie 0, f(Q). Interpretieren Sie diese Ergebnisse
als Steigungen gewisser Tangenten an die blaue Kurve.

(c) Folgern Sie aus (b), welcher der beiden Punkte P, () eine kritische Stelle ist fiir die
Methode nach Lagrange fiir lokale Extremstellen von f(x,y) unter der Nebenbedin-
gung g(z,y) = 0.

(d) Ist P eine kritische Stelle von f(x,y), wenn die Nebenbedingung keine Rolle mehr
spielt?

Losungshinweise hierzu:
:
(a) Es ist Vg(z,y) = (2,2y)". Deshalb: Vg(P) = (2\/;2\/%) und Vg(Q) =

eEas)

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 69



http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Stroppel-Material/3D-Modelle/06

25. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 2

(b)

(c)

(d) Nein, weil Vf(P) = (

Seien vp := (21, 41)" und v = (x2,%2)" . Essoll Vg(P)evp = 0 und Vg(Q)evg = 0
1 und

gelten und die Vektoren vp und vg sollen Linge 1 haben, also 2% + y?
x5 +y2 = 1. Es folgt:

2\/§ZE1 + 2\/§y1
2,/35: +2,/ 8w,

3 +yp

x5+ Y3

\

= = O O

[\

r1 =

To = —Y2
i+ = 1
vty = 1

T

Zum Beispiel: vp = <—\/; , \/§> und vp = <— :

Wir verwenden Satz 4.3.12. Esist V f(z,) = (y?,2zy)" . Deshalb: Vf(P) = <

1

.
und Vf(Q) = <§ ,1) . Es folgt:

0

und

va(P)_

_\/591

(2 ﬁ)<_
37 3
9.0@ = Vi@ e = (5.1) (@ﬁ) -

>T0

—\/§y1

1

3
—Y2

[

2 272
37 3

Nach Konstruktion ist vp ein Vektor der Lange 1 und in P tangential zur Nullstellen-
menge von g, also tangential zum schwarzen Kreis. Es ist 0,, f(P) die Steigung der
Tangenten an der Graphen von f an der Stelle P in Richtung vp. Somit ist 0,, f(P)
die Steigung der Tangenten an die blaue Kurve an der Stelle P. Genauso ist 0, f(Q)

die Steigung der Tangenten an die blaue Kurve an der Stelle .

Fiir die Methode nach Lagrange fiir lokale Extremstellen von f(x,y) unter der Neben-
bedingung ¢g(x,y) = 0 hat die Tangente an die blaue Kurve an einer kritischen Stelle

die Steigung 0. Somit ist P eine kritische Stelle, nicht aber Q.

) #(0,0)".

Online-Aufgabe.

2 22

3

3

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 76. Parametrisierung, Potential, Kurvenintegral

C T2 2. [ *1 | 2my — 2x,
Sei g: R® — R=: (m) = g(z1,12) = ( 3227, >
Sei die Kurve K parametrisiert durch
(t,0) falls ¢t € [-1,1)
C:[-1,3] = R*:t = C(t) =4 (2—t,t—1) falls t €[1,2)

(2—t,3—1t) falls t€[2,3]

(a) Beweisen Sie, dass kein Potential fiir g existiert.

(b) Skizzieren Sie die Kurve K. Ist K eine geschlossene Kurve?

(c) Berechnen Sie §,. g(x)edx.
(d) Beweisen Sie nochmals (a) mittels Folgerung 5.3.14.

Losungshinweise hierzu:

(a) Nach Satz 5.2.4 reicht es zu zeigen, dass rot g(x1,x2) # 0 ist. Nach 5.2.3 folgt:

0221 — 2x9) O(3z3xy)
8x2 8;61

rot g(1, xe) =

= -2 6.73133'2 7A 0.

(b) e Firte[—1,1) ist zo =0, der zugehdrige Teil von K ist daher die Strecke von

(—1,0) nach (1,0).

o Firte[1,2)ist xy =2—t und 29 =t —1 = 21 + x5 = 1. Deshalb ist der
zugehorige Teil von K die Strecke x5 = —x1 + 1 von (1,0) nach (0,1).

o Firt € [2,3]ist zy =2—1¢ und 29 =3 —t = 29 — x; = 1. Deshalb ist der
zugehorige Teil von K die Strecke 25 = 1 + 1 von (0,1) nach (—1,0).

ks

+1.2

-0.2

—0.4

Abbildung 6: Die Kurve K

+0.4 +1.0
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Nach Definition 5.3.8 ist K eine geschlossene Kurve, weil C(—1) = (—1,0) = C(3)
ist.

1 2 3
(c) $pg(x)edz = / g(C(t)).C’(t)dt+/ g(C’(t))-C”(t)dt+/ g(Ct)) e« C'(t) dt
1 2

-1

- /11<2()t>'<(1)>dt+/12<3(2—6t;;(1z—1)>.<_}>dt+
+/23<3<2—t_>22<3—t>>'<j>dt

1 2 3
= / 2tdt+/ 4t—6+3(2—t)2(t—1)dt+/ 2—-3(2—t)%(t—3)dt
-1 1 2

1 2 3
= / 2tdt+/ 3t3—15t2+28t—18dt+/ 3t3 — 2142 + 48t — 34dt
—1 1 2

1 3t 2 3t s
= 28], + [4 — 5% 4+ 141* — 1875] + [4 — 77 4 241% — 3475}
1 2

1 7
= -+ - =2.
0+4+4

(d) Wegen (b) ist K eine geschlossene Kurve. Aus (c) ¢, g(z) e dz =2 # 0 folgt nach
5.3.14, dass kein Potential fiir g existieren kann.

Aufgabe H 77. Astroide: Lange und Kurvenintegral
. x 8 -8
Es laufe die KurveA::{(x;) eER X RS \3/33%4—\3/3:%:4} von (O) nach < O)'

(a) Skizzieren Sie A.
b) Parametrisieren Sie A mittels C': [a,b] — R?: t CC(.)S’(t)e fiir geeignete Werte
dsin(t)

a,b,c,d,e € R. Untersuchen Sie, ob C' eine reguldre Parametrisierung von A ist.

(c) Berechnen Sie die Lange der Kurve A.

. o [ 1 Ty cos(zy) + 23
(d) Sei g: R* — R*: (x2> — (sin($1)+2x1x2—2$2 .
Bestimmen Sie das Potential U fiir g mit U(0,0) = 1.
Berechnen Sie [, g(x)sdx.

Lésungshinweise hierzu:
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(a) v

+6

+4

+2

Abbildung 7: Die Kurve A

(b) Sei C: [0,7] — R%: ¢ — @‘;ﬁ%;) Es ist

f/((cos(t)?’)2 + f/((cos(t)3)2 = 4 cos(t)® + 4sin(t)” = 4 (cos(t)? + sin(t)?) = 4.

N J/
g

1

Zudem C(0) = (g) und C(m) = <_(§) Deshalb ist C' eine Parametrisierung von

A. Es ist: )
—24 cos(t)? sin(t 0

() = _COS(Z) SN L o) = o <5> — ' (1) = . Aus Definiti-
24 sin(t)? cos(t) 2 0

on 3.3.1 (Nummer 1.) gilt, dass C' keine regulare Parametrisierung von A ist.

(c) Aus (b): C'(1) = (_24 cos(t)?sin({)

. Deshalb:
24 sin(1)? cos(t) > e

|IC'(t)] = \/(—24 cos(t)?sin(t))? + (24 sin(t)? cos(t))?

= /242 cos(t)*sin(t)? + 242 sin(t)* cos(t)?

= \/242 cos(t)?sin(t)? - (cos(t)? + sin(t)?)

= /242 cos(t)?sin(t)? - 1

= 24 /|cos(t)sin(t)|

Fiir t € [0, %] ist sin(z) 2 0 und cos(t) =2 0 = [C'(t)| = 24sin(t) cos(t).
Fiir t € [§, 7] ist sin(t) 2 0 und cos(t) =0 = [C'(t)| = —24sin(t) cos(t).
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Es folgt:
L(A) = / |C"(t)| dt
0
= / |C’(t)|dt+/ |C'(t)|dt
0 3
= /2 24 sin(t) cos(t)dt—/ 24 sin(t) cos(t) dt
0 3
- /2 12sin(2t) d ¢ — / 12sin(2t) d ¢
0 3
= [-6 cos(?t)]og —[-6 cos(2t)]%
= —6cos(m) + 6cos(0) + 6 cos(2m) — 6 cos(m)
= 24.
(d) w = mycos(z1) + 25 = U(x1,12) = [x9cos(x;) + 22 dz;. Deshalb:
L1
U(xy,x5) = wosin(xy) + w3y + h(zs).
ou
Es folgt U (1, v2) = sin(zy) + 2x129 + h'(22).
81132
Zudem M = sin(zy) + 2129 — 225.
6.1'2

Deshalb: h/(x5) = —2z9 = h(x9) = —x3 + ¢, mit ¢ € R. Es folgt:
U(xy, ) = zosin(xy) + 2521 — 25 + C.

Esist U(0,0) =1=c=1= U(zy,x9) = xgsin(zy) + z3z; — 25+ 1.

Aus 5.3.10 gilt [, g(z)edaz = U(=8,0) — U(8,0) = 0.

Aufgabe H78. Modell: Wendelfliche

Das in den Prasenziibungen benutzte Modell stellt einen Ausschnitt des Graphen der dort
eingefiihrten Funktion p dar. Sie finden dieses Modell auch unter:
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /07

Auf der x1-x4-Ebene befindet sich ein Kreisflachenausschnitt. Er hat die duBeren Eckpunkte
<3COS(E)> und (3095(?), sowie die inneren Eckpunkte <C95(5)> und (COS(§)>.

3sin(§) 3sin(3) sin(§) sin( %)
(a) Parametrisieren Sie den Rand R des Kreisflichenausschnitts.
Im Modell ist R orange markiert.

(b) Sei D:=R* xR.Sei U:=p|p: D —R.Sei g:=VU. Berechnen Sie g.
(c) Berechnen Sie §, g(z) « dz unter Verwendung der Parametrisierung aus (a).

(d) Berechnen Sie §,g(z) e dz unter Verwendung von (b).
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L6ésungshinweise hierzu:

. L cos(§) . 3cos(g) L 3cos(%) . cos(%)
(a) Seien P, := (m(g))' Py = <3Sm(%)), Ps = (35111(")) und P, = ( )

3 sin(%) :
Die Stellen P; und P, sind auf dem Kreis 22 + y?> = 1 und die Stellen P, und P;
sind auf dem Kreis 22 + 32> = 9.

Ao

A\

\”\.:I\

P

o
= |

-
)
Ve

Abbildung 8: Der Rand R

e Die Strecke P;P,: Ein Parametrisierung ist

T
‘ ) - B (2t + 1) cos (E)
01[0,1]—>Rt|—>P1+t(P2 Pl)—

(2t 4+ 1) sin (g)

e Der Kreisbogen P, P5: Ein Parametrisierung ist

3COS<
Cy: [1,2] = R*: t

)\
(2

(t+1)cos
031 [2,3]—)1&2t|—>P3+<t—2)(P4—P3):

=1 =3

e Die Strecke P3P;: Ein Parametrisierung ist

(5)
(t+1)sin (g)

e Der Kreisbogen P,P;: Ein Parametrisierung ist

(5—t)m
Cy: [3,4] 5 R%: ¢ — COS<56t )

sin ((5 _6’5)”)
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Deshalb wird R parametrisiert durch

C: (0,4 - R*: ¢t C(t) ==

(b) (x1,79) € D = x1 > 0. Deshalb: U(xy,z2) = p|p(x1, x2) 7120 arctan(ﬁ) + g

Es ist

und

falls ¢t € [0,1)

(
(
) falls ¢ e [1,2)

<
|
fitn
[

§> falls t e [2,3)
(t+1)sin §>
o (b—t)m
( 0 ) falls ¢ e [3,4]

x

oU . 1 T2\ T2
01 144 \ 1) i+l
1

8U . 1 1 I

= — _. =
Ora 142 o1 2 +a3
T

X1

1 _
Deshalb: g(z1,72) = VU(z1,72) = — Fp < x2>'
2

1
(c) /0 4(C(1) « C'(1)

Ty

—(2t 4 1) sin (%)

1
_ / .
0 ™

(2t + 1) cos <6>

(2t + 1)2 cos (%)2 + (2t 4+ 1)%sin (%)2

™

™

6

v () s (5) | (2en()

2sin (E)
6

_ /1 —2(2t 4 1) cos (%) sin <E) +2(2t + 1) cos <%) sin (
0

(2t + 1)2 <cos (g)Q +sin (g)2>

! 0
- /dt
o (2t+1)2-1

=0

La
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Ahnlich:

3
/2 g(C(1) « C'(2) dt

AuBerdem:

2
/1 g(C(1) « C'(1) dt

Ahnlich:

r

N

0

—(t+1)sin <g>

(t+1)2cos <I>2 + (t 4 1)%sin (E)Q

3

(5)
cos | -
3

3

(t+ 12) cos (%) i sin <g>

(t + 1)2cos (g) +(t+1)%sin (g)

/3 —(t+ 1) cos (g) sin (g) + (t+1)cos (%) sin (%) 4
2 (t+1)2 <cos (g>2 + sin (§)2>
H—S)Q-l dt
—3sin (?)

5 2

9cos (6t> + 9sin <6> _% sin <6t)

. dt
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o (Sm (

(5-—t)m

6

2
+cos<

(5—t)m

6

2)
dt

-

S|
[
3 1

dt

Deshalb:
ng(x) odx

1

0
“
3

4

6

= 0.

-7

6

;

g(C(t)) e C'(t) dt

04— +0—=

6

6

+am<®_ww)

2

6

ol
@)

m<(5—6t)7r>
OS<(56t)7r>

dt

2 3
MC@D-CKﬂdt+A‘MC@D-CKﬂdt+[;MC@D-C%ﬂ+

(d) U ist ein Potential fiir g (weil g := VU ). Nach 5.3.14 gilt §, g(z)edz = 0.

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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