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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H71. Folgen und Haufungspunkte

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Haufungspunkte und geben Sie zu jedem
Haufungspunkt eine Teilfolge an, die gegen den Haufungspunkt konvergiert.

3(n+1)fn(71)">

(a) ( n neN

) (s ()
(b) o1 S\ T3 e

Lésungshinweise hierzu:

(a) Durch Kiirzen l3sst sich die Folge umschreiben zu

Sl —n(=D" 503 gy

n n

Wir konnen daher die Folge aufteilen in die Teilfolge aller geraden Folgeglieder

3 3
gy =3+ ——1=2+——2 firk —

2k 2k
und die Teilfolge aller ungeraden Folgeglieder
3+ i (—1) =4+ ’ — 4 firk — o0
a = — | — e .
2 2k + 1 2k + 1

Folglich sind die Haufungspunkte der Folge genau 2 und 4.

(b) Man betrachte zunachst die Folge (2n11)neN' Es gilt hierfiir:

lim = lim

3=
(]

Fiir n = 2k gitt sin (7252 ) = sin(km) = 0 und damit folgt limy o boy = 30 = 0.

Fir n = 4k 4+ 1 gilt dagegen sin (W@) = —sin (27rk—|—§) = —1 und damit

limy, o0 bapy1 = % : (—1) = —%-

SchlieBlich gilt fiir n = 4k + 3, dass sin (ﬂ"(gl)n) = —sin (27rk‘—|— 37”) = 1. Damit

folgt: limy_,oo b4k+3 = % 1= %

Wir haben nun alle Folgeglieder durch Teilfolge abgedeckt. Damit hat die Folge die
Haufungspunkte 0, —% und %

Aufgabe H 72. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Entscheiden Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren, absolut konvergieren oder divergieren.

(@) Y, (& + (-1
(b) 5,
(C) ZZL %

0o 3k _ 4k
(d) Zk:o %
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Reihe Y77 3 = 3% 7, & = 3e konvergiert nach 1.8.6 und 1.9.3. Die Reihe

Zzozl(—l)k% konvergiert nach dem Leibnizkriterium. Damit konvergiert wieder nach

1.9.3 auch die vorliegende Reihe. Wir zeigen durch Widerspruch, dass die Reihe nicht
absolut konvergieren kann. Denn ware das der Fall, wiirde mit 1.9.3 und der Abschatzung

3
T

1 1 3 3 13
S T U A S T
k ‘( T k!'—'( St w

schon folgen, dass die harmonische Reihe konvergiert. Dies ist aber nicht der Fall (vgl.
1.8.5). Also muss unsere Annahme falsch gewesen sein.

(b) Wir priifen absolute Konvergenz mittels des Quotienten-Kriteriums. Es gilt:

10F+! 10
An+1 (k+1)!
= —-0<1
an %’“ k+1

fir K — 0o. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe damit absolut.

(c) Wir schitzen ab:

k-1 E—-1 1 1 _ 1
. > firk>o
P+kt1= 3k 3k 3k2=¢6k VE

v

Da 37, & divergiert (harmonische Reihe), folgt mit dem Minoranten-Kriterium, dass
die Reihe nicht konvergieren kann.

(d) Diese Reihe konvergiert wieder absolut. Mit dem Majoranten-Kriterium schatzen wir
gegen die geometrische Reihe ab:

> 15

k=0

23k 4k

Aufgabe H 73. Potenzreihen
Fiir welche = € R konvergieren die folgenden Reihen?

(a) X, 30(2r — 1)
(b) . &%

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Reihe l3sst sich als geometrische Reihe umschreiben:

23’“ (22 — 1)F ti—
k=0

Diese konvergiert genau dann, wenn |6z — 3| < 1 (vgl. 1.8.4). Dies ist erfiillt fiir
€ (3:3)-
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Fiir |x| < 1 konvergiert die Reihe absolut nach dem Majorantenkriterium mit der geo-
metrischen Reihe:

o OO‘_ o
oL -

Fir 2 = —1 erhalten wir die alternierende Reihe > /7, \F , diese konvergiert nach
dem Leibnizkriterium.

Fir z =1 erhalten wir
N N | 1
DR DE D I
k=1 vk k=1 vk k=1 k

deshalb divergiert die Reihe in diesem Fall nach dem Minorantenkriterium.

Fiir |x| > 1 bilden die Folgeglieder in der Reihe keine Nullfolge, hier divergiert die Reihe
also ebenfalls.

Insgesamt konvergiert die Reihe damit fiir x € [—1,1).

Aufgabe H 74. Stetigkeit
Es seien zwei Funktionen f,g: R — R gegeben durch

2 x < =2,
fxy=2>+2—-2 und gx)=<{ -1 —-2<a2<1,
ﬁ x> 1.

Geben Sie alle £ € R an, in denen
(a) f stetig ist.
(b) g stetig ist.
(c) f- g stetig ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) f ist eine Polynomfunktion und damit stetig in ganz R (z.B. nach den Grenzwertsatzen

fiir Folgen).
(b) g ist offenbar unstetig an der Stelle = —2. Ebenso ist g unstetig an der Stelle x =1,
denn X
limg<n+ ) = lim n =00 # —1 = g(1),
n—o00 n n—o0
obwohl! lim,,_, ”T“ =1.

(c) f-g ist automatisch stetig in R~ {—2,1}, weil sowohl f als auch ¢ dort stetig sind.
Die Stellen —2 und 1 miissen dagegen gesondert untersucht werden.
Wir zeigen die Stetigkeit in © = —2. Sei dafiir (z,).en eine beliebige, gegen —2
konvergente Folge. Wir stellen zunachst fest, dass die Folge (g(xy)), oy beschrankt ist,
da fast alle Folgeglieder entweder den Wert 2 oder den Wert —1 haben. Andererseits
konvergiert f(x,) — f(—2) = 0 nach Stetigkeit von f. Damit folgt:

[f(@n) - g(wn)| = [f(za) - lg(2n)] < C[f(2a)] =0
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

fiir n — oo und eine Konstante C' > 0.

In z =1 ist f-g dagegen unstetig. Um das einzusehen, faktorisieren wir zunachst die
Polynomfunktion f: f(x) = (z+2)(x —1). Damit folgt, dass f-g fiir z > 1 die Form
f(z)g(x) = z+ 2 hat. Wie oben iiberpriifen wir den Grenzwert fiir die Folge (%!

n )nEN:

i [1 () o (M) = 2 =3 40 =00 = e

Frischhaltebox

Aufgabe H75. Komplexe Wurzeln

Finden Sie alle komplexen Lésungen der Gleichung z® = i und geben Sie sie in der Form a -+ bi
an.

Lésungshinweise hierzu: Es gilt i = cos (%) +isin(Z). Hat z in Polarkoordinaten die
Form z = r (cos(y) + isin(y)) so gilt

23 =17 (cos(3¢) + isin(3yp))

und somit » = 1 und ¢ € {%,%”,%’T , vgl. 0.4.4. Wir stellen diese komplexen Zahlen nun
wieder als reelle Zahlenpaare dar:

1 .
21 = COs (g) +isin (E) = 5\/§+i

2’
() =
Z9 = COS + 1isin

):——x/_+
23:cos< >+1sm )

6
3T
2
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 76. Funktionsgrenzwerte
Bestimmen Sie folgende Funktionsgrenzwerte:
. oS =4+ . sin(z?)
(a) xgr-l{loo 205 —4x?2 + 1 (C) J:1—1>%)Il() 4
2
-2
(b) lim —(Cos(fﬁ
T—r—00 213_1
Loésungshinweise hierzu:
(a) Nach Satz 1.11.8 gilt:
mr® —4d 4+ ow
im =—.
az—+oo 20° — 42 + 1 2
(b) Es gilt fiir + < 0 wegen 2221 > 0 und (cos(z))” — 2 < —1:
(cos(z))? — 2 ) 20% — 1 20% — 1
~———— = ((cos(z))" — 2) - 5 < — —F —00
2x3—1 x x
wenn r — —oo wieder nach Satz 1.11.8. Somit folgt:
lim —(cos(fzgz —2 = _
T—r—00 2$3_1
(c) Wir schreiben den Ausdruck wie folgt um:
sin(z®)  sin(z®) 1
A
Es gilt nun nach den Grenzwertsatzen 1.12.1 sowie Beispiel 1.12.5:
T G BT L O
z—=0-0 13 t—0 ¢
AuBerdem ist limx_,o_()% = —o0 und somit folgt
(3
lim sin(z”) = —00.
z—0-0 it
Aufgabe H77. Stetigkeit
Sei p 2 0 ein reeller Parameter. Wir betrachten die Funktion f: R — R mit
22422 — 4o —4 fir ¢ < 9
ir x ,
flx) = 3(2 - x)
\/x2+px—\/x2+8x—|—29 fir x = 2.
(a) Bestimmen Sie 1ir+n f(z) in Abhangigkeit von p.
T—>+00
(b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f in Abhangigkeit von p.
(c) Fiir welche Werte des Parameters p ist f an der Stelle x = 2 stetig?
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Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

Es gilt:
2 — (2 + 8z + 29
lim f(z)= lim (\/562+p:c—\/a:2—|—8:(;+29): 2?2 + pr — (22 + 8z + 29)
r——+00 r——+00 \/x2+px+\/$2—|-81'—|—29
-8 29
= lim (p Jx +
-8
= lim P 40
_p=8_p_
2 2

Durch Polynomdivision ergibt sich fiir z < 2
1
flz) = —3 (® + 32+ 2).

Diese Polynomfunktion hat Nullstellen

3 /9 3 1
Y A N
S S 1 277

das heiBt 1 = —1 und 25 = —2. In der Tat liegen beide Stellen in dem zuldssigen
Bereich 2 < 2. Wir untersuchen noch, ob f weitere Nullstellen fiir x = 2 hat. Es gilt
dort dann

\/xg—l—pxg: \/x§+8x3+29

Da die Terme unter den Wurzeln auf beiden Seiten stets positiv sind, kdnnen wir aqui-

valent umformen zu pr3 = 8x3 4+ 29 bzw. x3 = 1)2798, falls p # 8. Es gilt dabei, dass
xr3 = 2 ist genau dann, wenn 8 < p < 475. Genau in diesen Fallen hat f folglich mit

T3 = pngS noch eine dritte Nullstelle.

f ist stetig in x = 2 genau dann, wenn der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle 2
mit dem Funktionswert f(2) iibereinstimmt [Fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt das
automatisch.]. Es gilt dabei

f2)=V4+2p—VA+16+29=+/4+2p— T

und (vgl. (b))

1 1
lim f(z) = — lim0§($2—|—3x+2) :—§(4+6+2):—4.

r—2—0 r—2—

Durch Gleichsetzen ergibt sich /4 + 2p = 3 bzw. p = %

Aufgabe H78. c-d-Kriterium fiir Stetigkeit

Verwenden Sie das ¢-0-Kriterium, um zu zeigen, dass die Wurzelfunktion f(z) = \/x an jeder
Stelle g = 0 stetig ist. Geben Sie insbesondere fiir beliebiges x5 = 0 und € > 0 ein 0, als
Formel explizit an, so dass die £-0-Beschreibung erfiillt ist. Konnen Sie 6. unabhingig von
o wahlen?
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Lésungshinweise hierzu: Wir kénnen 6. = 2 wiahlen. Es gilt dann fiir beliebige =, 29 = 0

mit |z — xo| < de:
}\/5—\/56_0‘ S V)= <e

Insbesondere kann 4. tatsachlich unabhangig von x gewahlt werden.
Um die erste Ungleichung einzusehen, kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit anneh-
men, dass xy < x. Die Ungleichung ist dann erfiillt genau dann, wenn

VI £ Vao + Vx — 2o

Da beide Seiten nicht negativ sind, erhalten wir durch Quadrieren die dquivalente Ungleichung

xS xo+ 1 — 20+ 2v/20(T — 10) = T + 2/ 20(T — T0),

welche trivialerweise erfiillt ist.
Hinweis: Zum Vergleich mit Alternativiosungen sei (ohne Beweis) erwahnt: Fiir zy = 0 ist
obige Wahl von 6. optimal. Fiir 2y > 0 und ¢ < 2,/x; ist die optimale Wahl von . dagege

gegeben durch
Oerg = € (23/z0 —€) .
Jedes groBere o, erfiillt die Anforderungen nicht.

Aufgabe H79. Umbkehrfunktion
Gegeben sei die Funktion f:[—2,1] — R durch

f(x) V=2 —2%? falls —2< 2 <0,
xr) =
Vi—22—-1 falls0 <z < 1.

(a) Priifen Sie, ob f stetig ist.

(b) Finden Sie moglichst groBe Intervalle [a,b] und [c¢,d] mit a,b,c,d € R, so dass die
Einschrankung f : [a,b] — [c,d] bijektiv ist. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~*
rechnerisch.

(c) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch eine geeignete Skizze.

Loésungshinweise hierzu:

(@) Wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion geniigt es zu priifen, dass wegen der Stetigkeit
der Wurzelfunktion geniigt es zu priifen, dass

V—=2-0-02=0=v1-0%2—-1.

Damit ist f auf [—2, 1] stetig.

(b) Wir wahlen [a,b] = [—1,1]. In der Tat enthélt jedes groBere Intervall jedenfalls alle

Punkte in [—1,0] sowie zumindest einen Punkt x, € [ 2,—1). Es gllt aber —2 —x, €
[—1,0] und f(—2—xp) = \/4+2x0 4 —4rg— 2k = \/—on — 2% = f(xo). Damit
kann f in keinem groBeren Intervall als [—1, 1] injektiv sein.
Andererseits ist f in [—1,1] tatsachlich injektiv: Seien x,y € [—1,1] beliebig mit
f(z) = f(y). Falls f(x) = f(y) < 0, so folgt direkt, dass z,y = 0 und damit
V1 —2%2 = /1 —y2. Quadrieren fiihrt zu z*> = 3? und (da z und y nicht negativ
sind) z = y.
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Abbildung 1: Skizze zu H 79 (c)

Ist dagegen f(x) = f(y) = 0, so folgt =,y < 0 und wir erhalten —2x —2? = —2y—1°.
Dies lasst sich umformen zu

0=2—9y"+2—y)=(z—y)(v+y+2)

Nach Voraussetzung ist  +y + 2 # 0 und es folgt z = y.
Da f also auf [—1, 1] stetig und injektiv ist, genligt es, f an den Randern auszuwerten,
um den Wertebereich [c,d]| zu erhalten. Es gilt f(—1) =1 und f(1) = —1, somit ist
le,d] = [-1,1].
Durch Lésen der Gleichung y = v/ —2x — 22 nach z erhilt man (unter Beachtung der
Bedingung = € [—1,0)), dass © = /1 — y>—1. Analog erhalt man aus y = /1 — 22—1
genau = = /—2y — y2. Insgesamt ist hier also f~! = f.

(c) Wir sehen in oben stehender Skizze, dass der Graph der Funktion f spiegelsymme-
trisch an der ersten Winkelhalbierenden ist. Damit sind Funktion und Umkehrfunktion
identisch.
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Frischhaltebox

Aufgabe H 80. Haufungspunkte komplexer Folgen

Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der komplexen Folge (%) und geben Sie zu
neN

jedem Haufungspunkt eine Teilfolge an, die gegen diesen konvergiert.

Lésungshinweise hierzu: Wir bezeichnen obige Folge mit (a,),en und betrachten die Teil-
folgen

(_1)4k 1
a = —=
4k (1+i+ik)k — (241)%
(_1)41@—1—1 1
Adk+1 = (141 + i F1)tkil - _(1 S+ 24)dk L
(_1)4k+2 1
(gfy2 = — = - =-1
+ (1+1+l4k+2)4k+2 j4k+2 )
(_1)4k+3 1
(ak+3 = — = — = —1.
+ (1 +i +l4k+3)4k+3 14k+3
Fiir die ersten beiden Teilfolgen gilt dabei fiir £ — oo:
ol =[] = L o
B Ry P
und
1|4k 1
= =— = 0.
‘a/4k+1’ ‘ 1 + 21 \/54k+1

Da die obigen Teilfolgen alle Folgeglieder abdecken, sind damit die Haufungspunkte von
(@n)nen genau 0 und —1.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 81. Rechenregeln fiir Potenzreihen
Seien f und g die Reihen

0= () w-Y e

(a) Schreiben Sie f(z), g

(b) Bestimmen Sie (f +g
radius an.

OOD—\

Loésungshinweise hierzu:
(a) Beginnen wir mit f:

so dass
oo 1 o0
) =D =% =Y anz -2
k=0 n=>0
mit

ﬁ wenn n = 2k, k € N,
0 wenn n =2k + 1,k € N.

o

Wir berechnen den Radius mit dem Wurzeltest:

lim {/|a,| = lim (22")ﬁ _1

n—00 n—00 2’

so dass py = 2. Fiir g ist die Berechnung einfacher:

(b) Wir haben psyy = ps, = min(py, p,) = 1, und

o

(FHa)E) = anz=2" + 3 2= =D b= -2,

n=0 n=0 n=0
mit
. %jt% wenn n = 2k, k € N,
" wenn n =2k + 1,k € N.

z) als Potenzreihe und geben sie deren Konvergenzradius an.

(2), (f-g)(2) als Potenzreihe und geben sie deren Konvergenz-
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Fir das Produkt der Funktionen haben wir

(9 =3 [ n (%)] (-2

n=0 =0

Wir konnen die interne Summe wie folgt vereinfachen: n kann eindeutig entweder als

n = 21 oder n = 2] 4+ 1 geschrieben werden, mit [ € N. Dann

"apy 1 1<~ 1
> (5)=3Xm =32

k=0

Aufgabe H 82. Potenzreihen und Gleichungen
Seien f und g die Potenzreihen

FO =3 a5 = na
n=0 n=1

mit a, € C.
(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius von g(z), wenn p; > 0 ist.

(b) Bestimmen Sie ¢, € R so dass a,, = c,a;, n > 1, wenn

9(2) = f(2) + 2, |z| <min(py, pg)
f(0) =0.

Hinweis: Wenn "> 1 b,2" = > b,2", dann b, = b,, .

(c) Schreiben Sie f und g als Traszendentalfunktionen (z. B.: exp, sin, log).

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Wir schreiben

g(z) = Znanz”’l = Z(n + Day12".
n=1 n=0

Seit

lim /n = 1,

n—oo
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wir haben
ay = T /(n+ Dla,e]
= h_)_m Vn+ 13/ |ans1]
n o0
= lim Vn + 1 lim {/|an.]
n—oo n—oo
= lim /|an11]
n—oo
= CLf.
Daher p, = é = % = py.

(b) Seit f(0) =37 a,(0") = ao, deshalb ag = 0. Nun setzen wir die Gleichung ein:

o0 (e 9]

Z(n + Day12" = Z a,z" + 2.
n=0 n=0
Wir haben
Z((n + Dayi1 —a,)2" =2,
n=0
so dass
1
QA9 — 5661
B 1
Ap+1 = (n+ 1)an

Daher konnen wir schreiben

ao 0
ay = 2
1
a, =—a;, n>1
n!
(c) Ersetzen wir die Werte von a,:
f(z):Zanz _ZEZ =2 ZEZ — 1| =2(exp(z) — 1),
n=0 n=1 n=0
. n . 2” n—1 . ]' n—1 __ G n __
g(z)—;nanz —;ﬁz :2;(n_1)‘z —2;:0—'2 = 2exp(z).

Aufgabe H 83. Kreistangenten

Sie werden beauftragt, einen neuen Leuchtturm zu bauen. Wie hoch miissen Sie den Leucht-
turm bauen, damit er auch fiir kleine Boote (bei denen sich die Perspektive der Besatzung
naherungsweise auf Hohe der Wasseroberflache befindet) bereits aus einer Entfernung von
25km zu sehen ist? Unter der Entfernung verstehen wir hierbei die Distanz, die das Boot
noch zuriicklegen muss, um den FuBpunkt des Leuchtturms zu erreichen.

Hinweis: Fiir diese Aufgabe darf ausnahmsweise ein gewdhnlicher Taschenrechner verwendet
werden. Sie kdnnen mit einem Erdumfang von 40000 km rechnen.
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Abbildung 2: Skizze zu H 83

Lésungshinweise hierzu: Der Halbkreis f (siehe Skizze) hat die Funktionsgleichung
fla) = VEE 22,

wobei R = 400301““1 — 20000km der Erdradius ist. Die Distanz betrigt nach Aufgabe 25km,
der Winkel ¢ im BogenmaB ist also gegeben durch ¥ = 27 ;228" = I Das Boot befindet
sich also an der Stelle zy = Rsin(¢}), wenn die Spitze des Leuchtturms erstmals sichtbar wird.

Nach 2.1.5 ist die Tangentengleichung fiir g an dieser Stelle gegeben durch

ol — o
@) = Fa)la - a0) + Flao) =~ 1) g
R? — a3
Diese Tangente soll die y-Achse bei R + h schneiden, wobei h die (gesuchte) Hohe des
Leuchtturms ist, d.h. wir setzen g(0) = R + h. Durch Einsetzen ergibt sich

R

Sln
h = 2 V) = ——.
R+ —_xOnL\/R Rcos ) +Rcos( ) cos(0)

(Zu dieser Erkenntnis kann man mittels “Schulmethoden” auch gelangen, indem man das
rechtwinklige Dreieck Mittelpunkt Erde — Boot — Leuchtturmspitze betrachtet.)
Der Leuchtturm muss also mindestens

R

1
h = —R=R|—F—-1]~0.049km =49m
cos(1) cos (gr5)

hoch sein.

Aufgabe H 84. Stetigkeit von Umkehrfunktionen
Essei f: M — S eine bijektive, stetige Funktion mit M, S C R.

(a) Zeigen Sie: Ist M = [a,b] fiir reelle Zahlen a,b € R mit a < b, so ist auch die
Umkehrfunktion f=!:S — M stetig.

(b) Folgern Sie, dass der natiirliche Logarithums In : Rt — R stetig ist.
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Losungshinweise hierzu:

(a) Sei y € S beliebig. Wir zeigen, dass f~! stetig in y ist. Sei dafiir (y,,).en eine beliebige
gegen y konvergente Folge in S. Dann gilt: Die Folge z, = f~'(y.) € [a,b] ist
beschrankt und hat insbesondere nur reelle Haufungspunkte. Ist x € R ein solcher
Haufungspunkt, so gibt es eine Teilfolge (z,, )xeny Mit limy_,o z,,, = x. Da das Intervall
[a, b] abgeschlossen ist, muss = € [a,b] gelten. Aus der Stetigkeit von f folgt nun

f(z) = lim f(zn,) = lim g, =v.
k—o0 k—o0

Die Folge (z,,)nen besitzt also hochstens einen Haufungspunkt. Dieser ist gegeben durch
r = f~1(y). Es folgt lim,, .., z,, = = (vgl. 1.4.11, Nr. 4) oder anders ausgedriickt

NP _ 1
Tim £~ (yn) = £ ().
(b) Sei yo € R*. Dann ist die Exponentialfunktion
exp : [In(yo) —1,In(yo) +1] = [%,yoe]

stetig und bijektiv. Nach (a) ist die Umkehrfunktion In stetig in [y?o,yoe] und insbe-
sondere im Punkt yg € (yo,yge). Da g, beliebig war, folgt die Aussage.

e

- Frischhaltebox

Aufgabe H 85. Eigenwerte und Eigenrdume
53 —36

Gegeben sei die Matrix A = (72 49

). Bestimmen Sie die Eigenwerte von A sowie die

dazugehdrigen Eigenrdume.

.

Losungshinweise hierzu: Die Eigenwerte von A sind gegeben durch die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

xa(A) = (53 = A)(—49 — ) + 7236 = A? — 53X + 49\ — 2597 + 2592 = \? — 4\ — 5.

Diese sind
M2 =2EV4+5,

also A\; =5 und Ay = —1. Fiir einen Eigenvektor v; zum Eigenwert \; gilt

o_ (33-5 =36 (48 —36
“\ 72 —49—5)" T 72 —5q) 0

also ist der zugehorige Eigenraum

Analog gilt

o_ (33+1 36 (54 —36
T\ 72 —4941) 27 2 —ug) Vo

o-1(()

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 14
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 86. Ableitungen
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich sowie die erste Ableitung der Funktionen
(@) fi(x)=1In (cot(z:)) + &%,
2?2 +1
b r) = ,
(c) f3(z) =2, und

Loésungshinweise hierzu:
Kommentar: Seien f(x) und g(z) differenzierbar iiber den Mengen M, bzw. M, ; dann
o f(x)+g(x), f(x)g(x) sind differenzierbar tiber My N My;

o f(x)/g(x) ist differenzierbar tiber My N {x € M, : g(x) # 0}.
e wenn M & My und f(M) & M,, dannist go f auf M differenzierbar.

(a) Die Funktion = +— In(z) ist definiert auf der Menge {z € R : x > 0}; die Funktion
x +— cot(x) ist definiert auf R ~\ {n7m : n € N} und ist positiv fir M; = {z €
R :nr < 2 < nm+ 5,n € Z}. Beide Funktionen sind iiber ihre entsprechenden
Domanen differenzierbar, also ist die Domane von x — log(cot(x)) tber die Menge M,
differenzierbar. Die Funktion z + €3® ist differenzierbar iiber R. Daher ist die Funktion
fi iber My = {z € R: nm <z < nm+ §,n € Z} differenzierbar. Mit Hilfe der
Kettenregel berechnen wir die Ableitung:

{(:c>=( ! )(—CSC2(Q:))+3e3“

) <sm_2<1:c>> A

()
= —sec(x) csc(x) + 3e¥”.

(b) Fiir die Definition von f5 ist es notwendig, dass vz? —9 # 0 ist, also x # 3. Die
Funktion z — +/z ist differenzierbar fir x > 0, also ist z — /a2 — 9 differenzierbar
auf My = (—o0, —3) U (3, +00). Daher ist f, differenzierbar iiber My = (—o0, —3) U
(3,4+00), und

20722 — 9 — L(2? — 9)72 (22) (2? + 1)

2(w) =

x2 -9
1 2r(2? —9) — 2% —x
:x2—9< x?2 =9 )
_ x(2* - 19)
CGEUEE

(c) Nach Definition 2.2.7 ist 2¢° = e !*(®)  wobei x positiv sein muss. Da z + In(z) fiir
x > 0 differenzierbar ist und z — ¢ Uber den reellen Zahlen differenzierbar ist, ist
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x — 2°®) differenzierbar auf M3z = {x € R : & > 0}. Durch die Kettenregel und die
Produktregel:

fix) = & " (e In(z) + —)

. (m@) + i) |

(d) Da = + cosh(x) immer positiv und differenzierbar ist, und x — (x + 1)* immer
differenzierbar ist, ist x — (sech(z + 1)?) iiber M, = R differenzierbar. Dann ist

Fi(z) = —sech((z + 1)?) tanh((z + 1?)(2)(z + 1)
= —2(x + 1) sech((z + 1)?) tanh((x + 1)?).

Aufgabe H 87. Mehrfaches Ableiten

Seien a,b, € R™. Bestimmen Sie jeweils eine Formel fiir die angegebene n-te Ableitung, wobei
n € Ny. Beweisen Sie diese Formel mit vollstandiger Induktion.

(a) (%)n (sin(azx) + cos(ax)),
Hinweis: Additiontheoreme fiir Sinus und Kosinus.

(b) ()" (ze®+a™), wobei = >0,
(€) (:2)"(f(x)g(x)), wobei fund g unendlich oft differenzierbare Funktionen sind, und
(d) ()" 2, wobei z # 2.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit Hilfe des Hinweises schreiben wir:

sin(az) + cos(ax) = v/2sin <ax + %) :

Wir berechnen ein paar Ableitungen und verwenden die trigonometrische Identitat cos(v)

sin(d + 7):
% (\/§sin (am—l—%)) = aVv?2cos <aa:—|—%> = \/Easin (am—l—%—kg)
2
((%_) (\/§sin (aa:—l— %)) = V/24® cos (ax+ % + g) = V/2a%sin (aa:—i— % +2g> .

Wir schlagen die folgende Formel vor

(%) " (sin(az) + cos(az)) = v3a"sin <a93 + % + n%) .

Jetzt benutzen wir die Induktion. Wenn n =0,

V24" sin <ax + % + (0)71') = sin (aw + %) :
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Wir nehmen an, dass die vorgeschlagene Formel fiir einige n = 0 gilt. Dann verwenden
wir die ldentitat cos(v) = sin(J + g)

(&) (vasn(ar T)) = L (2 (vasn (ar+ 7))
= (Vaarsin (ar + T4 )

= /24" cos (aw + % + ng)

— 2"+1‘( Tt Z)
\/_a sin ax+4+n2—l—2

= V24" sin (ax + Z + (n+ 1)%) ,

und die Induktion ist abgeschlossen.
Kommentar: Es ist moglich, direkt vorzugehen; dies fiihrt zu 4-Fallen:

a"(sin(ax) + cos(ax)), n = 4k,
a"(cos(ax) — sin(azx)), n =4k + 1,
a"(—sin(ax) — cos(ax)), n = 4k + 2,
a"(— cos(ax) + sin(ax)), n = 4k + 3.

(b) Wir schlagen die folgende Formel

(di) (ze® +a™") = ne” + ze® + (—In(a))"a™".
x

vor. Wenn n =0,
ne” 4+ ze® + (—In(a))"a™" = ze® = (ze” +a™ ")

der Beweis fiir den Basisfall. Nehmen wir nun an, dass dies fiir n > 0 gilt; dann

() o= ()8 v

N (é) (ne” 4+ xze” + (—1In(a))"a™)

= e 4 e 2 4 (~In(a))"(~ In(a))a~
= (n+1)e” +2e” + (—1In(a))"a™"

womit die Induktion abgeschlossen ist.

(c) Der Klarheit halber verwenden wir die Notation

() =)

wenn dies sinnvoll ist. Nachdem wir einige Ableitungen berechnet und ein Muster erkannt
haben, schlagen wir die Formel vor:

() ) =3 (1))

k=0
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Fir n = 0 wir haben

Z () <(di) f(ﬂc)) ((di)gm) — £92)g @) = f()g(o).

Dies zeigt, dass der Basisfall gilt. Dies zeigt, dass der Basisfall gilt. Nehmen wir nun an,
die Formel gilt fiir n = 1. Dann ist

L (L) G =3 (7))

und die Induktion ist abgeschlossen.

(d) Wir schlagen die folgende Formel
dA” 1 _onln
dzx a—br) (a—br)tl’

nlb" 0!6° 1

(a —bx)"1 (@ —bx)*t  (a — bx)

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 18
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der Beweis fiir den Basisfall. Nehmen wir nun an, dass dies fiir n > 0 gilt; dann
d\""/ 1 d d\"/ 1
(@) ()G )
d nlb"
- (d_) ((a - bx>n+1)
=nlb"(—=(n+1))(a — ba:)*("“)(—b)
= (n+ )" (a — bx)~+2

C(n 1)t
- (a — bx)nt2

womit die Induktion abgeschlossen ist.

Aufgabe H 88. Kettenregel

(a) Seien y = y(x) eine differenzierbare Funktion, f(z) = e¥® und g(z) = 2?4+ 22 — 1.
Bestimmen Sie f/, (goy) und (go f) .

(b) Die Gleichung 23y + zy = 4, mit (z,y) € R x R und xy # 0, definiert implizit eine
differenzierbare Funktion, d.h. y = y(z). Berechnen Sie mit hilfe der Kettelregel v'.
(Die Antworten werden sowohl x als auch y enthalten.)

Hinweis: Berechnen Sie die Ableitung auf beiden Seiten der Gleichung und l6sen Sie
nach ¢ auf.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b) Wir haben La3y3 4+ xy = <L (4), oder
32%y® + 2° (3% (7)) +y + 29/ () = 0.
Dann
z(32%y* + 1)y (z) = —y(32%y* + 1).

Da 2%y?> + 1 # 0 ist, kdnnen wir dividieren und erhalten 2/ = —y. Wenn z # 0
(beachte xy # 0 impliziert x # 0), dann

y =-2
Xz
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Aufgabe H 89. Umkehrfunktionen der Hyperbel-Funktionen

Betrachten Sie die folgenden Funktionen

cosh: R -+ R: z +— %,
sinh: R - R: z +— %, und
sinh(x)

cosh(z)

xT

tanh: R - R: z —

(a) Bestimmen Sie die Maximale Menge M so, dass die Funktion

artanh: M — R: z +— tanh™'(x)

definiert ist.

(b) Berechnen Sie %artanh(x)‘x:xo mit Hilfe der Ableitung der Umkehrfunktion.

Hinweis: Satz 2.3.1 kann hilfreich sein.

(c) Sei f(z) = ——~=. Berechen Sie -L(artanhof)(z), z # 0.

Vidz? '

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die erforderliche Menge ist M = (—1,1). Wir berechnen sie in 2 Schritten. Zuerst

bestimmen wir die maximale Menge M, so, dass tanh : R — M, eine Surjektion ist
(dquivalent zur Bestimmung von tanh(R)). Dann miissen wir bestimmen, ob tanh :
R — Mj eine Injektion von R nach Mj ist; in diesem Fall ist M = M. Andernfalls
miissen wir M, auf eine kleinere Menge M| beschranken, so dass tanh : R — M|
sowohl surjektiv als auch injektiv ist, M = M/ und artanh : M — R definiert ist.

Um My zu bestimmen, untersuchen wir, unter welchen Bedingungen fiir y die Gleichung

y = tanh(x) fiir = gelost werden kann. Um die Berechnung zu erleichtern, sei z = e”.
. . —1

Wir l6sen dann y = :

zZ—Zz

22 —1
241
y(z*+1) =2 -1
y+1=2(1-y)
> 1ty
l—y
Da z > 0, gilt

= In(z) = %m (H—y> |

-y

1
Surjektion von R nach M, = (—1,1).
Wir priifen nun, ob z +— tanh(xz) von R nach M, injektiv ist. Nehmen wir an,
tanh(xz;) = tanh(zy). Wie zuvor sei z; = €™ und z3 = e">. Dann vereinfacht sich
tanh(xz;) = tanh(xs) zu 2(z; — 22)(21 + 22) = 0. Da 21,29 > 0 die einzige Losung

Dies ist gut definiert, sofern % > 0, also y € (—1,1). Daher ist x — tanh(z) eine
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21 = zy ist, und, da = — €” injektiv ist so, das x; = x9, folgern wir, dass x +— tanh(x)
injektiv ist und M = My = (—1,1). Alternatives Argument fiir Injektivitdt: Beach-
ten Sie, dass sech®(z) = 2/(e® +e7*) > 0 und L tanh(z) = sech?(x), = € R, also
ist © — tanh(x) streng monoton iiber R. Infolgedessen ist sie injektiv (sehen Sie Satz
1.13.11 und 2.4.8).

Daher ist M = (—1,1), tanh : R — (—1,1) ist bijektiv, und artanh: (—1,1) —
R: 2+ tanh™'(z) ist definiert.

(b) Sei yo = tanh(zo). Mit Hilfe des Satz 2.3.1,

1 1

L tanh(zo) B sech?(z)

diy artanh(yg) = — cosh?(z).

Jetzt vereinfachen wir:
ts) —xg
COShQ(xo) = (&)
2
(e?®0 +1)2
4e2z0
2
(5341

~ \1-w

(o)
4 (1 —wo)
(1 —90)?4(1 +wo)

Daher

d
@ artanh(m) = 1_—1%, Xo € (—1, 1)

(c) Erstens: —1 < f(z) < 1 fiir z # 0, so dass (artanhof)(z) nur definiert ist, wenn
x # 0. Wir Berechnen
1 —T

d
deyvita?  (14+a2)3

Nach der Kettenregel ist

d d /
a(artanh of)(z) = @(artanh(f(x)))f (x)

die erforderliche Ableitung.
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Frischhaltebox

Aufgabe H 90. Faktorisierung von Polynomen

Zerlegen Sie das Polynom p(z) = 2° + 322 + 2z — 5 in Linearfaktoren (iiber C).
Hinweis: p(z) hat eine ganzzahlige Nullstelle.

Lésungshinweise hierzu: Da p(1) = 0, (z — 1) ist ein Faktor. Durch lange Division erhalten
wir p(z) = (2 —1)(2%2 +4z+5). Wenn wir nun 2% +4z+5 = 0 mit der quadratischen Formel
|6sen, erhalten wir z; = =244 und 2, = —2 — i, also p(z) = (z — 1)(z — (=2 +1))(z —
(—2—19)=(E=-1E+2-0))(z+(2+1)).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H91. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte. Ist die Regel von I'Hospital hilfreich?
(a) lim “2*1, a>0,

x—0

(b) lim z—sin(x) ,

»0 tan(z)—z

(c) lim |sin(z)|'=oos®),
z—0-0

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt lin(l) a*—1= hH(l)J} = 0 also kénner wir die Regel von L'Hospital anwenden. Es
T— T—r

folgt

a® —

: Lo, B
:1811)1% —= il_r%a In(a) = In(a).

(b) Es gilt hH(l)l‘ — sin(x) = lirr(l)tan(w) — x = 0 also kénner wir die Regel von L'Hospital
T—r T—

anwenden. Wir wenden die Regel von L'Hospital an und nutzen trigonometrische Iden-

titdaten, um den Grenzwert wie folgt zu berechnen:

r—sin(zr) . 1-cos(x)
e~0 tan(z) —x  =—0sec?(z) — 1
2 —
_ iy €08 (x)(1 — cos(x))
20 1 — cos?(x)

cos®(z)(1 — cos(z))

- ilgtl) (1 —cos(x))(1 + cos(z))
cos®(x)
20 1 + cos()
1
T2
(c) Da sin(z) < 0 mit + — 0 — 0, |sin(xz)] = —sin(z). Nun ist xggrio—sin(a:) =

lim (1—cos(z)) = 0, was eine unbestimmte Form ist, aber lim (—sin(x))!=¢®) =

95—>(_)_0 ' z—0-0
eﬁgan—o(licos(x))ln(iSm(x)). Wir fahren fort, den inneren Grenzwert zu berechnen. Da
lif)noln(— sin(z)) = —oo und liléno(l — cos(z)) = 0, konnen wir die Regel von
r—U— r—0—

In(— sin(x))

L'Hopital auf IE&OW

anwenden, gefolgt von trigonometrischen Manipulatio-
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L (sin@) =t
2=0-0 (1 — cos(x))~!  2-0-0 (—1)(1 — cos(x)) 2 sin(x)

~ lim cos(z)(1 — cos(x))?
z—0-0 — sin? (SL’)

~ lim cos(z)(1 — cos(x))?
2—0—0 cos?(z) — 1

_ cos(z)(1 — cos(z))?
2—0-0 (cos(z) — 1)(cos(z) + 1)

~ lim cos(z)(1 — cos(x))
z=0-0  (cos(x) + 1)

= 0.

Deshalb lim |Sin<x)’1—cos(x) _ ezl}gﬂ_o(l—cos(aﬁ))ln(— sin(z)) 0~ 1 st
z—0—0

(d) Esgilt }llirr(l)f(qu 2h) —2f(x+h)+2f(x—h)— f(xr —2h) = }llirr(l)2h3 = 0 also konner
— —

wir die Regel von L'Hospital anwenden. Tatsachlich werden wir sie 3-mal anwenden,

wobei wir bei jedem Schritt liberpriifen, ob die Bedingungen fiir die Regel erfiillt sind.

Wir haben
lim flx+2h) = 2f(z+ h)+2f(x —h) — f(x — 2h)
h—0 2h3
— lim 2f (x +2h) = 2f(x + h) — 2f(x — h) + 2f'(x — 2h)
h—0 6h2
o A 20) — 2f (@ 4 h) + 2f" (@ — h) — 4" (2 — 2h)
h—0 12h
_ hm 8f///(x + 2h) _ 2f///(x + h) _ 2f/l/(x _ h) + 8f”/(ZL’ _ 2h)
h—0 12
:f”/($),
also ist das Limit lim JeZR=2lEhgf G les2l) = (),

Aufgabe H 92. Mittelwertsatz
Gegeben sind die Funktionen

f:(l,4+00) >Rz — 22+ Vo —1,

g:R—>R:xr—>$%.

(a) Bestimmen Sie fiir f eine Zwischenstelle £ € (5,10) so, dass f'(§) = % ist.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes die Konstanten ¢(n) und C(n) so, dass
die folgende Grenze gilt:

cn) <gn+1)—g(n) < C(n).
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(c) Ein Autofahrer fahrt durch eine Kleinstadt mit einer Geschwindigkeitsbegrenzung von
50km/h. Die Stadt ist 5km groB. Am Ortseingang zeigt der Tachometer 46km/h an
und die Uhr zeigt 10 : 00 Uhr, am Ortsausgang zeigt der Tachometer 40km/h an und
die Uhr zeigt 10 : 06 Uhr. Einige Wochen spater erhialt der Fahrer einen Strafzettel per
Post. Erklaren Sie das.

Loésungshinweise hierzu:

(a) ?{Yir berechnen die Ableitung: f'(z) = 2+ 2\/% Wir miissen die folgende Gleichung
osen

f@%_ﬂmraﬂw_2O®+v”—pﬁwwﬂy_g
- 10—-5 4 T 5

oder

24— =

1 11
2E—1 5

Daher £ = % ist. Beachten Sie 5 < £ < 10.

(b) Wie haben ¢'(z) = 1/3z5 . Durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf g(z) im Intervall
[n,n+1],

gln+1) —g(n)

n+l-—n =9

fiir einige 1 € (n,n + 1). Nun berechnen wir Schranken fiir die Ableitung, d.h. ¢(n) =
min{¢'(z) : z € [n,n + 1]} < ¢'(§) < max{¢'(z) : © € [n,n + 1]}. Da ¢’(x) monoton
abnehmend ist, ¢'(n+ 1) < ¢'(£) < ¢'(n), also

, B 1
und
1
C(n) =4 (n)= >
=g =5

(c) Sei z(t)(in km) die Position des Autos zur Zeit t (in min), mit z(0) = 0, dem
Eingang der Stadt, und z(6) = 5, dem Ende der Stadt. Die Ableitung von z ist
die Geschwindigkeit, und nach dem Mittelwertsatz gibt es einige 7 € (0,5), so dass
o(r) = 2020 _ 2km/h; aber 2km/hr=50km/h, die Héchstgeschwindigkeit. Der

6—0
Fahrer erhielt einen Strafzettel wegen Uberschreitung der Geschwindigkeitsbegrenzung.

Aufgabe H93. Taylorpolynome

Gegeben sind die Funktionen

fTR=R:z+—e”,

g: R — R: z+— arctan(z),

h:R—=R:xzw— (f(x)—1)(g(x) — x).
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(a) Bestimmen Sie Ty(f,z,0),Tu(g,x,0), Ra(f,2,0) und Ry(g,x,0).

Ry
(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von Teil(a)] 7. (h x,0), und Ry(h,x,0). Geben Sie Ry(h,x,0)
in Abhingigheit von den Ableitungen ()" (g(z)—x) a (ohne weiter zu vereinfachen).

(c) Berechnen Sie }EILI(I) h(x).

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir haben

und
1
(1) - -
—2x
(2) e
g (m) (1 +I2)2
0O () = 232 — 1)
(1 + 22)?
24z (2% — 1)
4) — )
g (x2 4+ 1)4
24(595 — 10a7 +1)
(5)

Das Taylor-Polynom vom 4-Grad und der entsprechende Rest fiir die Funktion f sind:

2 J)?’ JJ4

T, =1- T
4(f>$70> T+ 2 6 +24:

V2,0

120

Fiir die Funktion g werten wir zunachst die Ableitungen bei x = 0 aus:

e

Ry(f,x,0) = — 2%, 0 < ¥,0 < 1.

9 (0) =0
g (0) =1
9?(0)=0
g9(0) = —2
g¥(0) =0
97(0) = 24;
dann
Ty(g,2,0) = %-I—%:U-l-% - %x —i—f
133
=z

5(0p0w)* — 10(0,01)% + 1
5((0p0x)% + 1)°
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 26

Ry(g,x,0) = 2%, 0 < p0 < 1.




19. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Wir haben

(f(l‘) - 1)(9(I) - l‘) = (T4(f,.l’,0) + R4(f,1'70) - 1)(T4(g,$,0> + R4(g,x,0) - 1)

. 3
:(1—x+2 E—i-ﬂ—l—Rz;(f,x,O)—l)(x———R4(g,x,0)—x
22 3 4 3
=(rt g -t T Ry(f,2,0))(—— — Ra(g,2,0))
xt 2 3 2t x3
= §+(? - €+ﬂ+34(f,$,0)) (—§>
2 3 a2t
- (—(L’ + ? - E + ﬂ + R4(f,$, 0))R4(g,$,0)
xt 2 3t x3
=3 7T (5 - E+ﬂ+R4(f’x’0)) (—3)
22 3 4
- (—(L’ + ? - E + ﬂ + R4(f7x7 0))R4(9,[E,0)],
und der Term in Klammern entspricht Polynomen vom Grad 5 oder hoher, also
4
Tu(h, z,0) = %

Um das Restglied zu berechnen, rufen wir die Formel der Aufgabe H 89 (d) auf:

(é) =3 (Z) JO @)y (@)

(L) o =3 (1)t

_ kz; (Z) P (2)g" P (@) + (0> (e = gi" ()
_ Z (1) kel + () e 1ol ) — o)

(Z> (=1)"g" (@) - 91" ().

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 27




19. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Dabher ist das Restglied gegeben durch

5
| n n (n— n
Ri(h,,0) = 1o (e oty (k)(—n " (W) — g ><190,xx).> 2,

k=0

wobei g§") oben angegeben ist.

(c) Option 1: Es gilt lir% flz)—1= lir%g(x) — 2 =0, so, dass lim h(z) =0.
T T

x—0

Option 2: Verwendung der Taylor-Erweiterung

4 4
lim h(x) = lim(x— + R, (h,x,0)) = lim 4 lim R, (h,z,0) = 0.
3 z—0 3 x—0

z—0 x—0

Wir konnen die zweite Grenze wie folgt begriinden: da f(x) und g(z) unendlich dif-
ferenzierbar sind, gilt dies auch fiir h(z). Insbesondere, wenn wir § > 0 festlegen, ist
h®)(x) auf dem Intervall [0, 0] stetig, also begrenzt, d.h. |h®)(z)| < M, =5 <z < 6.
Da |R.(h,z,0)| = WS)%’M& < Mab, fiir alle © € [—4, 0], ist

M
lim|R,(h,z,0)| £ lim —2° = 0.
x—0 z—0 5'

Aufgabe H94. Taylorpolynome

Gegeben sind die Funktionen

1
f:(—l,oo)—>]R:xr—>ln( 1) und ¢g: R = R: x+— sinh(2(z — 1)) .

T +

(a) Bestimmen Sie T5(f,x,0) und Rs(f,x,0).
(b) Bestimmen Sie Ty(g,z,1) und Ry(g,x,1).
(c) Sei £ > 0. Bestimmen Sie n so, dass

’f(.’ll’) —Tn(f,$,0)| <e

gilt fiir alle x € [0,1].

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir haben

fOz) = —In(z + 1),

fOz) = —(z+ 1),

fOz) = (xz+1)72,

) = =2(z+1)77,
fP)=@6)@+1)™,

f(@) = (=D)"(n =Dz +1)"n >0,
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so, dass
f00) 20 f2(0) f9(0) f(0)
T(f,w,0) = J(0) + = =2 + —; z? + 3 z’ + 1 zt + 3 a
B —1 1, =2 4 3, —H4h .
—O—l—Tx—iri:c —|—Ta: —l—I:L‘ +Ta§
I
T I
und
5! Yo x)°
R5(f,5(7,0) = (_1)65(190,331‘) xﬁ = ( 0761’) IG
(b) Wir haben
g9 (z) = sinh(2(z — 1))
g (z) = 2cosh(2(x — 1)),
9?(x) = 4sin(2(x — 1)),
g®(x) = 8cosh(2(z — 1)),
gW(2) = 16sinh(2(z — 1)),
g (2) = 32cosh(2(z — 1)),
so, dass
M1 @1 @)1 1
Ti(g.2.1) = g0) + P -1+ W @ 1y E Dy 20
1! 2! 3! 4!
=2z —-1)+ ;(x— 1)°
3
=2z —1)+=(z—1)?
und
32 .
Rs(g,z,0) = = cosh(2(d1 .2 — 1))(z — 1)
!
=15 cosh(2(91 ,x — 1)) (2 — 1)°
(c) Wir berechnen das Restglied R, (f,z,0):
_ S (Yo0) ntl _ n! n+1

Rn(f,ZL‘,O) (_1)n+1

(n+1)! (Yo + )"t (n+1)!

Sei £ =V, € (0,1). Da |f(z) —Tn(f,x,0)| = |Rn(f,x,0)|, missen wir n so finden,
dass |R,(f,z,0)] <e. Fir z € [0,1] ist nun 2" <1 und 1 < |z + 1|, also

[(=1)"]|n!| 1 1
R,(f,z,0) = [
[ Fen(, 2, 0)] 15+1yn+1\(n+1)!\|$| “n+1

Wenn 1/(n+1) < ¢, folgt R,(f,2,0) <e;alson=1-1.
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 95. Konvergenz mit Cauchy
Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums, dass die folgende Folge konvergiert:
< 1
(@n)nen Mit a, = Z m

k=0

Lésungshinweise hierzu:
Sei ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dass es ein festes n. gibt, so dass wenn m,n = n., |a,—a,| <
ne. Wir konnen ¢ < 1 und m < n annehmen. Zunachst fiihren wir eine Berechnung durch.

Wir nehmen € < 1 an. Beachten Sie # < 1 fiir alle £ € Ny, und

5 e

2 9k
k:m+11+k 2
oy
- (k228

k=m

|G — Q| =

1 1
S oom on
<1

= 5m

Man beachte 2%,1 < 2,{5 , wenn n. < m, und die vorherige Berechnung zeigt
1 1
— < <
an — am| = om = on.

Wenn wir |a,, — a,,| < & wollen, wahlen wir n. so, dass Qis < ¢. Wir kénnen n € N so

wahlen, dass

In(e)
"2 )

Wir schlieBen, dass die Folge eine Cauchy-Folge ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 96. Integration
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) /:Esin /1.77-2Cd< da (b) /—VeXp6<3\/E>dx

0

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir berechnen zunachst das innere Integral wie folgt: Wir wahlen x beliebig und be-
trachten dieses als Parameter. Dann gilt:

1 1

/m-Q(dC:x/QCdC:x[Cz]é:x

0 0
Dies gilt fiir alle z, womit wir mittels partieller Integration

1

/xsin /a:-2(d( de = /:csin(:c)dm = [z cos(x)] —/cos(:c)dx
: = [z cos(z) — sin(x)]

erhalten.
(b) Es gilt:
/ xp (¥z) dz = l/ei(x)é dz
6 6
Substitution: x(¢) := &
=5 [ g
1 1

= §/e2££2df

mehrmalige partielle Integration
- _e%%?} - 2/e%€5d§ - [e%%? —4e%’34 . /(—4)e%5d§
= _6%562 — 4e%5£ + 8e%5}

= (V)" VeViz — ayaV/e 7 1 8V/e 7|

Aufgabe H 97. Kurvendiskussion
1
Gegeben sei f:R\{—l}%R:x%eXp( )

1+
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(a) Bestimmen Sie f" und f”.
(b) Bestimmen Sie samtliche Extrema sowie Wendepunkte von f.

(c) Bestimmen Sie den links- und den rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle zy = —1,
sofern diese existieren. Ist f dort stetig fortsetzbar?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten:

1 1
f/(x) — _meﬂrz
1 o 2 1
f//(x> = me“ﬂ” + mel+z
(b) Wir berechnen die Nullstellen der Ableitungen:
! 1 1
f/<$) =0= —melﬂ =04

Dies hat keine Losung.
Da der Definitionsbereich offen ist (und somit keine Randpunkte zu beriicksichtigen

sind), existieren keine lokalen Extrema. Fiir die Wendepunkte folgt aus f”(x) 20
1 1 2 1

|
0= ——eT+a el+z

T+a) vy

= <2+ (1—|1—x)) (1+1x)seliﬂ”

3 . . I 3 . 1
dass nur an xp = —3 ein Wendepunkt vorliegen kann. Fiir z < —3 gilt 0 < — 5 <2

und somit
(2+ L ) >0
(1+2)

Fiir —1 > 2 > —3 hingegen gilt ——5 > 2 und somit

(2+ﬁ) <0

Da ferner
(1—:x)3<0 firz < —1
et > 0 fir x # —1
gelten, folgt
<0 z<-3
ff(x)q=0 z=-3
>0 —3<z<-—1

2

3
Somit liegt in (—5, 6_2) ein Wendepunkt von f vor. (Die Ableitung nimmt ein lokales

Minimum an.)
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(c) Es gelten:

1

im =
z——-1-0x + 1

. 1

lim = 400
z——1+0x + 1

und somit

0

A 1)

Der linksseite Grenzwert von f in g = —1 existiert, der rechtsseitige hingegen nicht.
Insbesondere ist f nicht stetig fortsetzbar in xqg = —1.

Aufgabe H 98. Integration durch Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale.
Wenn Sie substituieren, verwenden Sie hierzu ausschlieBlich 3.3.3.

exp ( ln(85)>

(a) / In(z)2z"™@ =1 d x (b) 0/ @dx

1

2 1 1

L . .
Hinweis: Nutzen Sie Z = arcsin (5) und —F =111 + Tt

6

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt wegen In (exp (1)) = r fiir alle r € R:

[ eeeran [0 g,

1
(%) @) g,
xXr A

exp( 1n(85)) exp(w /1n(85)) exp <\ /ln(85)>
1

1 1

1
Substitution: u(x) = In(z) — u/(z) = —
T
exp(\/ln(&”’)) \/In(85)
= / w(z)e™@” o (z) d o *E° / ue” du
0

1
Substitution: ¢(u) = u* — ¢'(u) = 2u

exp(\/ln(85)) In(85)
1 1
= / §C,(u)e<(“) du *2° / EeCdC

-
o
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(b) Wir nutzen den Hinweis:

% ) arcsin( %) )
/ dz = / dz
cos(x) cos(x)
0 arcsin(0)

1

[NIES

2

2 y 2 '
= 2 t dt == - . / t dt
/ cos(arcsin(t)) aresin' () / cos(arcsin(t)) arcsin'(t)

0 0

1
2
3 2 1

B /COS(arcsin(t)) ' mdt = ()

0

Es gilt: arcsin ([—1,1]) = [~Z,Z]. Da auf letzterem Intervall cos(z) und |cos(z)|

iibereinstimmen, folgt:

cos(arcsin(t)) = |cos(arcsin(t))| = \/1 — (sin(arcsin(t)))® = V1 — ¢2

Wir erhalten (erneut mit dem Hinweis):

_ i at
(¥) = /1—# /1+t+1—t

— [In <|1+t|>+1n<|1—t|>]§
:ln<1—|—%) ( —%) (—-2>:ln(3)
Aufgabe H 99.

Gegeben sei die vom ganzzahligen Parameter o € Z ~ {0} abhingige Funktion

fo: Do = Rz In((z+2)-e7),

wobei D, den maximal moglichen Definitionsbereich bezeichne.
(a) Bestimmen Sie eine Funktion F,,: D, — R so, dass F!(z) = f.(z) gilt.
(b) Sei nun a = —2. Bestimmen Sie D_, sowie diejenige Funktion F': D_, — R, fiir
welche F’ = f_, sowie F(—=1) =6 und F(e —2) = 5 gilt.

Hinweis: Ist D_5 ein Intervall?
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Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen:

/1n((x+2)~exa)dm:/ln((x—i—Q))—i—ln (e”)da
:/ln((x—l—Z))—l—m“dx:/ln((x+2))dx+/xo‘dx

partielle. Integration
=[x+ 2)In((x+ 2))] —/1dx+/xo‘dx

e+ (z+2) -4 fq2*M] a# -1
[(z+2)In(z+2) —z+In(z|)] a=-1
(b) Fiir = —2 ist * an der Stelle 0 nicht definiert. Fiir z # 0 gilt (x +2)e” >0 &
x > —2. Wir erhalten
D_y = (_27 O) U (07 OO)

Da dies kein Intervall ist, haben wir die Konstanten betreffend mehr Wahlfreiheit (vgl.
3.1.3), allerdings ist nach (a) die gesuchte Funktion auf jedem der Teilintervalle [; =
(—=2,0), I, = (0,00) von der Bauart

Fiz)=@+2)m@+2) —z -2+ ()

mit einer (moglicherweise) vom Intervall I € {I;, I} abhdngigen konstanten ¢(I) € R.

Wir setzen ein:
!

= F(-1)=(—142)In(=142) — (=1) = (=D +e() =2+ ¢ (L))

:>C(Il):4
3, .
2_2éF(e—Q):(e—2+2)1n<e—2+2)—(e—2)—<e—2)-1+c(12)
-5
:e_e+2_T+C(IQ>:j+C(IQ)
e—3 2e—95
L) = - =-1
= c(h) e—2 e—2
Wir erhalten:
F) (z+2)In(z+2)—z—2'+4 |, —2<2<0
xr) =
(z+2)ln(z+2)—z—2'—-1 ,0<z

Aufgabe H 100.

p Frischhaltebox N
0

1 0 O 0
Fir A:== {0 1 O undvg:=[1] gilt A"vy = 1 fiir beliebiges n € Nj.
4 -2 1 2 2—-2n

Weisen Sie dies induktiv nach.

. J
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Losungshinweise hierzu:

Fir n =0 gilt A™ = E3 (vgl. P47, HM1) und somit:

0
AOUO = Vg = 1
2—-2-0
@ Fiir ein n € Ny gelte
0
An’UO = 1
2—2n
@ n —n-+ 1 Es gilt:
A"y = A~ (AMy)
1 0 0 0 0 0
@ 0 1 0 1 = 1 = 1
4 -2 1 2—2n —242—-2n 2—-2(n+1)
Mit vollstandiger Induktion folgt
0
Anl}o = 1
2—2n

fir alle n € Ny.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 101.

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

boospt — 1222+ 3 3 1 1
d b d
(a) /0 25— 4a® + 31 — 435 (b) /2 (x241)3 i xIn(x) v

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir stellen fest, dass der Zihler 5z — 1222 + 3 des Integranten die Ableitung des
Nenners z° — 423 + 32 — 435 des Integraten ist. Ferner stellen wir fest, dass der Nenner
des Integranten fiir z € [0, 1] nicht verschwindet, da |2° — 42 + 32| < 8 < | — 435].
Folglich gilt nach Beispiel 3.3.6

1 4 _ 2
/ Set — 122243 [In (| — 42® + 3z — 435))] . _,
0

x® — 423 4+ 3x — 435
=In (] —435|) — In (] — 435|)
=0

(b) Wir nutzen die Linearitat des Integrals

3 1 1 q 3 1 q 3 1 q
/2 @+ 17 ohn(o) x‘/z @+ 1) “/2 n(a)

Und betrachten die beiden Integrale auf der rechten Seite separat. Das zweite Integral
Losen wir analog zu Teil [(a)] als

1

/23 ln%x) do = [ln (1 lna:|)}3 = In(In3) — In(In 2).

=2

Das erste Integral Losen wir mittels Lemma 3.4.9. Zunachst stellen wir fest, dass in der
Notation von loc. cit. A =1 gilt. Einmalige Anwendung des 2. Teils von 3.4.9 liefert

L | 1\ 2 1 x °
— dz=(1-- — —
/2<x2+1>3 ! ( 4)/ (2 + 12 “[4<x2+1>2L
_§/3;dx+i_1
4 ), (2241)2 400 50

3/3 1 1
== = _dz- —
4 )y (22+1)2 80

Erneute Anwendung des 2. Teils von 3.4.9 liefert

[ (-3) [ [,

1/3 1 1
- — dz— —.
2/, (x2+1) 20
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Das verbleibende Integral konnen wir mit dem 1. Teil von 3.4.9 I6sen. Wir haben

3

1

/ —< 1) dx = [arctan x]g = arctan 3 — arctan 2.
2 xr

Zussammensetzen liefert nun

3
1 1 3 1
/2 CESNE + 2Tn(2) der = 3 (arctan 3 — arctan 2) — %0 + In(In 3) — In(In 2).

Aufgabe H 102. Partialbruchzerlegung

Geben Sie eine Partialbruchzerlegung der folgenden gebrochen rationalen Funktionen an.

3—x z3 24+ r+1 2
a b - v d
(a) 1 —a? (b) (2% 4 2z + 2)? (c) x® 4+ 223 + o (@) z? =1

Losungshinweise hierzu:

(a) Das Nennerpolynom hat groBeren Grad als das Zahlerpolynom, also miissen wir keine
Polynomdivision durchfiihren. Mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen sehen
wir, dass 1 — z? die Nullstellen 1 und —1 hat. Also gilt 1 —2? = —(z — 1)(z + 1).
Nach 3.4.5 miissen wir

3—x r—3 Al,l A2,1

1—x2_(x—1)(x+1):w—1+x+1

|6sen, was nach Multiplikation mit (z — 1)(x + 1) dquivalent dazu ist die Gleichung
r—3=(x+1A;+(x—1)Ay,
fir Ay1,A12 € R zu l6sen. Einsetzen von z =1 bzw. z = —1 liefert
—2=2A,, bzw. —4 = —2A4,,
das heiBt A;; = —1 und Ay; = 2. Insgesammt also

3—=x -1 2

1—$2_x—1+x+1'

(b) Dass Nennerpolynom in der Faktorisierten Form, die man am Ende von 3.4.3 erhilt, da
22 - 4.2 <0, d.h. 22+ 22 + 2 keine reellen Nullstellen hat. Wir machen den Ansatz

1‘3 _ B171 + 01715(7 BLQ + 01721,’
(@2 +2x+2)2 22+42x+2  (22+22+2)2

nach 3.4.5, der nach Multiplikation mit (2 + x + 2)? Jquivialent zu
2® = (Byy + C117) (2 + 22 4+ 2) + B1g + Cl 07
ist. Ausmultiplizieren liefert eine Gleichung

I3 = 01,11’3 + (201,1 + BM)IQ + (201,1 + 23171 + 01’2>I + 231,1 + BLQ
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welche durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem

1=Cha
O - 201,1 + Bl,l
0=2C11+2B11+Ciz
0=2B11+ B2
liefert. Dieses Gleichungssystem konnen wir direkt (von Oben nach Unten durch einset-
zen) durch
1= 01,1 —2= Bl,l 2= 0172 4 = BLQ.

|6sen. Insgesammt also

3 2+ N 44 2z
(22422 +2)2  22+22+2 (22 + 21 +2)?2

(c) Offenbar °+2x3+x = x(2x*+222+1). Um 24222 +1 weiter wie in 3.4.3 zu zerlegen
setzen wir 22 = u und erhalten z* + 222 + 1 = u? + 2u + 1. Mit der Lésungsformel fiir
quadratische Gleichungen sehen wir, dass u? + 2u + 1 die doppelte Nullstelle u = —1
hat, d.h. u? +2u+1 = (u+1)2. Dies liefert also z* +2z%+ 1 = (u+1)* = (2% +1)?,
was die Zerlegung in 3.4.3 ist, da 22 + 1 keine reelle Nullstelle hat. Man sieht sofort
?+r+1=x+(z*+1), womit wir

> +x+1 x 2 +1 1 x

A1l (@1 @+1E 24l @ty

erhalten. Dies ist die gesuchte Partialbruchzerlegung, es die in 3.4.5 gewiinschte Form
hat.

(d) Esist 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) analog zu[(a)] und wir haben wieder den Ansatz

2x . A171 i Ag,l
22—1 z—-1 z4+1

Also missen wir
21’ = (ZL‘ —f- ]-)Al,l + (ZL‘ — 1)14271

I6sen. Analog zu [(a)] liefert Evaluation an z =1 bzw. z = —1
1= Al,l bzw. 1 = A271

also
2x 1 1

x2—1:x—1+x+1’

Aufgabe H 103. /Integration gebrochen rationaler Funktionen
Berechnen Sie eine Stammfunktion der gebrochen rationalen Funktion

2+ 222 + 22 + 2
3+ a2 +r+1

fiL,2l =Rz

mittels Partialbruchzerlegung.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Polynomdivision (mit Rest) von z® + 222 + 2z + 2 durch z3 + 2% + 2 + 1 ergibt

2?4222 +20+2  aP4a+1
B+r2+r+1 B+ +a+1

+ 1.

Es ist bekannt, dass eine Stammfunktion von 1 durch = gegeben ist. Um den zweiten
Term auf der Rechten Seite zu integieren nutzen wir Partialbruchzerlegung.

Aus der Prisenziibung ist bekannt, dass = —1 eine Nullstelle von 23 + 22 + 2 + 1 ist.
(Alternativ konnen alle Ganzzahlige Nullstellen mittels 1.8.10 des HM1 Skripts erraten
werden.) Polynomdivision (2% + 22 + x + 1) : (x + 1) ergibt das Polynom 2% + 1, das
keine reellen Nullstellen hat. Daher gilt (z® +2? + 2+ 1) = (z + 1)(2* + 1) und wir
machen nach 3.4.5 den Ansatz

1'2 +x+1 A1,1 Bgyl + 02711'

(x+1)(22+1) z+1 r2 + 1

Durchmultiplizieren mit dem Nenner (z + 1)(z? + 1) ergibt

P +r+1=(@*+ 1A + (2 +1)(Byy + Cop2).

Einsetzen von © = —1 ergibt 1 = 24,,, d.h. 4;; = 1 Einsetzen von = = 0 liefert

1= %+ By, d.h.auch By = % Einsetzen von z =1 liefert nun 3 =1+1+ 20y,
d.h.auch Cy; = % Insgesamt haben wir also die Partialbruchzerlegung

[\

2 4+rx+1 1 1 1 1+«

G011 2 141 2 241

Damit gilt fiir die Stammfunktion
2 1 1 1 1 1
/ 5+ + dx:—/ dx+—/ +xdx
(x+1)(x2+1) 2/ x+4+1 2 ) 2241

1/ 1 1 1 1 [ 2
_ - dz+ = de+- [ =2 _4q
2/x+1 m+2/$2+1 $+4/x2+1 ©

Wobei der letzte Umformungsschritt dazu dient die Integrale auf Interale aus Lemmata
3.4.7, 3.4.8 und 3.4.9 zuriickzufiihren. Direktes einsetzen der Formeln aus Lemmata
3.4.7, 3.4.8 und 3.4.9 liefert

1 [ 1 1 1 1 [ 2
- do+ = do+ = do = -
2/x+1 x+2/x2+1 x+4/a¢2+1 o

ce= %[ln|x+ 1] + %[arctan(x)] + i[ln]af +11].

Das bedeutet
1 1 1,
F: [1,2]—>R:x»—>x+§ln\x+1\+§arctan(x)+zlln]x + 1

ist eine Stammfunktion von f.

Aufgabe H 104. Ein Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen
Essei f,: [I,n+1] 2 R: 2+ % firneN

T
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(a) Begriinden Sie, dass fiir n € N~ {0}

ZkQ S(fu: Pa) S(fu Pa) = S(far Pa) =14 (s

fir die Ober- und Untersumme von f,, zur Partition P, = {1,...,n+ 1} gilt.

(b) Begriinden Sie warum

n+1 n 1 n+1
/ fo(2)d < ﬁg/ fu(z)da +1
1 k—1 1

gilt und berechnen Sie lim an (x)dz.

n—oo

(c) Begriinden Sie, dass Y7, 7> gegen einen Grenzwert in [1,2] konvergiert.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Nach Definition gilt

g(fmpn) = Z sup (fn<$)) (k+1-k)

1 TE[k,k+1]

und da f,, monoton fallend ist vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

S(fus Pn) an (k41— ):Z%.
k=1

Aus dem gleichen Grund gilt fiir die Untersumme

n

3

S(fn, Pn) = inf n (k+1—-k)= .
S(fu, Fn) ;xe[lkr,lk-i-l} (F(w)) - (k + ) — (k+1)?
Indexverschiebung k =1 — 1 ergibt
n+1 1 1
n) n - - —1 § nytn .
Sfns B Zzz 12 e S B S

=1

(b) Es gilt stets

n+1 o
S(fus Py) < / ful@)dx < 5(f,, Po)

Das heist Einsetzen der Ausdriicke aus dem ersten Teil der Aufgabe liefert

1

n

k=1
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Dies zeigt die Linke zu zeigende Ungleichung. Da 0 < ﬁ folgt

1 n+1
S 1<y Lyt < - (2)d
RoElp +(n—|—1)2_/1 folz)dz

was die rechte zu zeigende Ungleichung nach Addition von 1 impliziert.

Es ist
n+1 . n+1 1
lim —dx = lim [—] = lim (1— ):1
n—+oo [y ,CL'2 n—00 €T =1 n—00 n -+ 1
(c) Es sind
ii und nﬂf(x)dx—i-l* S
p k? 0 " B n+1

monoton wachsend in n € N. Nach der Ungleichung im zweiten Teil der Aufgabe ist
damit > 7, k% wachsend und beschrénkt durch 2. Damit konvergiert > ), k% und
Ubergang zum Limes n — oo in der Ungleichung im zweiten Teil der Aufgabe liefert,
dass der Grenzwert zwischen 1 und 2 liegt.

Frischhaltebox
Aufgabe H 105.

Berechnen und vereinfachen Sie <L arctan(z) mit Hilfe von Satz 2.3.1 im Skript.

Losungshinweise hierzu: Die Funktion tan: (—%,7) — R ist unendlich oft stetig dif-
ferenzierbar und bijektiv. Die Ableitung tan’ = 1 + tan? wird auBerdem nicht 0 auf dem

Definitionsbereich. Nach Satz 2.3.1 gilt fiir die Umkehrfunktion arctan: R — (=7, %)

1 1
1+ tan(z)?

— arctan =
dy ) y=tan(zo) % tan(x)‘

T=x0

fur alle o € R. Insbesondere fiir zy = arctan(yg) also

Iy arctan(y)

Y=Yo 1+ y(Q) .
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 106. Geschlossene Formeln
Berechnen Sie geschlossene Formeln fiir die folgenden Potenzreihen.

(a)

o0 o0 2
Z(n2 +3n 4+ 2)z" (b) Z Ex"
n=0 n=1

Tipp: Fiihren Sie einen Sanity-check durch, d.h. liberpriifen Sie beispielsweise durch Einsetzen,
dass lhre geschlossene Formel fiir x = O korrekt ist.

Loésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Wir faktorisieren n? +3n+2 = (n+1)(n+2), etwa durch Bestimmung der Nullstellen
(Losungsformel fiir gemischt quadratische Gleichungen). Wir berechnen

/i(n—l— (n+2)x"dx = i/(n—l— D(n+2)z"dx = i(n—i—Q)a:”“ +C

und auf die gleiche Weise

/ <Z(n +2)a" C’) dor = Zx"+2 +Cx+ D.

Nach dem Hauptsatz gilt damit

d oo oo
P (Z 2" 4 Cx + D) = Z(n2 +3n +2)z"
r n=0 n=0

fiir jede Wahl von C, D € R. Insbesondere gilt dies fiir C'= D = 1. Wir erhalten

d (= o d [ . d 1 2
_— n 1 = — —= —=
&z (Zx e ) de(ZQC) de(l—x) (1— )

n=0 k=0

nach Indexshift n+2 = k unter Verwendung der geschlossenen Formel der geometrischen
Reihe. Damit ist

o0

> (n? +3n +2)a" = I

n=0

die gesuchte geschlossene Formel.
Es gilt

i (Sir) - Si (o) oS -ep e -

nach Indexshift n = k41 unter Verwendung der geschlossenen Formel der geometrischen

Reihe. Also ist die gesuchte geschlossene Formel eine Stammfunction von %x und damit

1
von der Form 5
/1_xd:c: —2In(|1 —z|) +C
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fir ein C € R. Wir bestimmen C'. Es muss gelten

O=—21n(|1—0|)+céz%-0":0,

da die beiden Formel insbesondere fiir x = 0 iibereinstimmen miissen. Die gesuchte
geschlossene Formel ist also

hE
SRS

" = =2In(|1 — z|).

n=1

Aufgabe H 107. Majoranten- und Grenzwertkriterium
Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

(a) +/Oolne(f)dx (c) / o x% do

(b) / i O (@) / N

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist ze ™ eine Majorante fiir In(z)e™* auf [1,00), da In(z) < =. Aus dem Majoranten-
Kriterium und Beispiel 3.7.12 folgt die Konvergenz von

> 1
/ nxd:r;.
1 e’

. —x . 1
lim y = lim
z—0—-0 — SIn z—0—0 COsS

(b) Nach L'Hdspitals Regel gilt

=1.

Damit haben

0-0 _1q 0-0 _1 0-0 4
/ - dzx und / —dz = —/ —dz
_, sinzx 4z IR

das gleiche Konvergenzverhalten dank des Grenzwertkriteriums. Vollig analog zu Beispiel
3.7.9 zeigt man, dass letzteres Integral nicht konvergiert.

(c) Es gilt
In(2%4))3 | 2 | 1
lim Mzgzﬁ. lim 3&;243. lim 6ﬂ=243- lim 6= =0
r——400 €T Tr—+00 T Tr—400 €T r—4oco I

durch dreimalige Anwendung von L'Hospitals Regel. Nach dem Grenzwertkriterium wiirde
aus der Konvergenz des Integrals aus der Aufgabenstellung die Konvergenz von

+00 1
/ —dzx
20 T
folgen. Dies ist erneut nach Beispiel 3.7.8 nicht der Fall, also konvergiert das Integral

aus der Aufgabenstellung nicht.
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 44




22. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Es gilt erneut
Va2 + o

1
lim ——— = lim 4/1+—-=1
r——+00 T xr——+00 T

und daher hat das Integral aus der Aufgabenstellung das gleiche Konvergenzverhalten

wie das Integral
+oo 1
/ —dz
1

welches nach 3.7.8 nicht konvergiert.

Aufgabe H 108. Uneigentliche Integrale
Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale.

(a) 7;21_1@13; (b) jln(m)dx ©) / _dz (d) /—da:

040
Losungshinweise hierzu:
(@) Esist 2> —1 = (x — 1)(z + 1), etwa durch Bestimmung der Nullstellen. Partialbruch-
zerlegung liefert

1 1 1
-2 4 3
2 —1 z+1 x—-1
Daher gilt
i 1 i 1 1
1 - 1 .
yﬁlriloo xz—ldx yﬁlinoo 2/ x+1 1d$
2 2
1
Zyggn 5(—1H(\y+1|)+1n( ) +In(ly — 1) —In(1))
: ly — 1
= 1 — 11 In(3
ygrfm2<n(|y+1| + n(3)
1 . ly—1|
=—11 | In(3
s (o (o ) +m0)
1
(b) Esist

lim [ In(z)dz= lim [zln(z) —2].__ = (1-In(1) —1) — (0 —0) =

e—040 e—04+0
€

wobei man den Grenzwert ligr}roeln(s) etwa in Beispiel 2.5.8 findet.
e—
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(c) Wir berechnen

/ 1 d 1/ 1 da+ x
r=— T+ ——
1+ a2 2) 2241 2(22+1)

1 T
= 5 arctan(m) + m
mittels Lemma 3.4.9. Daher
) L ) 1 1 Yy ™
ygrfoo T do = yEI-Poo (5 arctan(y) — 5 arctan(0) + 1) O) =7

durch Einsetzen der Genzen in die oben berechnete Stammfunktion.

(d) Sei p(z) ein Polynom vom Grad N. Es gilt

r=

fir alle y = 0 dank partieller Integration. Da jedes Polynom eine Summe von Monomen
ist und dank Beispiel 3.7.12 existiert der Grenzwert y — 400 auf beiden Seiten. Da

lim y¥e ¥ =0
Y—00

fur alle k£ € N gilt, folgt auch lim p(y)e ¥ = 0. Der Grenzwert y — 400 in (x) liefert

Y—00
+00 “+oco 7
/ p<“’)dx:p(0)+/ LA
0 e’ 0 e’

Induktion liefert nun

)
=0

/0 Oopg)d:czz(;i—x (x)

k=0

da die (N + 1)-te Ableitung von p(z) verschwindet. Der Spezialfall p(z) = z* liefert

+oo .4
T

/ —dx =4l
0 e’

Aufgabe H 109. Geschlossene Formeln Il (2+1+1)

Geben Sie geschlossene Formeln fiir die folgenden Ausdriicke an.

(a) Zann (b) Z ((57137:”2”_‘—1 (C) Z %ljn
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Losungshinweise hierzu:
(a) Wir konnen diese Aufgabe analog zu Aufgabe |H 106| I6sen. Wir stellen einen leicht
anderen Losungsweg vor. Es gilt

n=0
und daher
> d & 1
n __ n—1 __ n __
e S
n=0 n=1 n=0
sowie
i(n +1)(n+2)z" = in(n —1)z" % = ¢ 5 = 2
- e T (1—a)p
n=0 n=2 n=0
Weiter gilt

n*=m*+3n+2)-Bn+3)+1l=mn+1)n+2)-3n+1)+1

und daher haben wir

» nfa" =Y ((n+1)(n+2)—3(n+1)+1)z"

(n+1)(n+2)z" 3in+1)x"+i$”
n= n=0

n=0
2 3 1
TO—2f —27 "1z
. xQ—.T
C(L—x)¥

Da wir nicht bei n = 0 sondern bei n = 5 beginnnen zu summieren kénnen wir die
ersten fiinf Summanden der Reihe subtrahieren um

Zn = 2+ —1— 2 —42% — 923 — 162*
T (1—x)?
~ —162" +392° — 252° — 2® + 32 — 3w + 1
a (x—1)?
zu erhalten.
(b) Esist
- L2+l G (_1)n l I l 6 l 8
; -t (no 2n)l " Tl g gt g g

B 1 1, 1.4 1.4
—a:(cos()—l%—ix—ﬂr +&x—§x>

nach Definition des Cosinus (Definition 1.14.17).
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(c) Esist
- 1 2n = 1 2\n 2
D =) ) -1
n=2 n=0
S

nach Definition der Exponentialfunktion (Definition 1.14.10).

Frischhaltebox

11 42024
1 0). Berechnen Sie A :

Aufgabe H 110.
Gegeben sei die Matrix A = <

Losungshinweise hierzu: Wir sehen, dass die Matrix A genau die Matrix ist, die die Rekur-
sion der Fibonacci-Folge beschreibt, siehe 6.5.1 im HM1 Skript. In loc. cit. wurde berechnet,
dass

Azg\/g 2 2 0 1—+5 —2 1++/5

gilt. AuBerdem gilt

() (A 0R) 00 )

L(H\/B 1—\/3)(1+\/5 0 )(2 —1+\/3)

2 -2 1++5 0 4v5
und deshalb
42024 _ (%( 1+2\/5 1—2\/5> ( 1+0\/5 1_0\@) ( _22 —11:\/\%5»
IR (0 0 (4 )
1 (14+v5)% (1= /5% 2 —1++5
- 2203.8/5 < 2(1+ V)™ 21— v/5)2% ) ( —2 145 >

B 1 2(1 + \/5)2025 _ 2(1 _ \/5)2025 4(1 + \/5)2024 _ 4(1 _ \/5)2024
o 22026\/5 4(1 4 \/5)2024 _ 4(1 _ \/5)2024 8(1 + \/3)2023 _ 8(1 _ \/g>2023
(1_,'_\/5)2025_(1_\/5)2025 (1_,'_\/5)2024_(1_\/5)2024

22025\/5 22024\/5

(1_,'_\/5)2024_(1_\/5)2024 (1_,'_\/5)2023_(1_\/5)2023
22024,/5 22023, /5

_ F2025 F2024
F2024 F2023

wobei F,, = (1+\/5);_\/%_‘/5)n die n-te Fibonacci-Zahl ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H111. Topologie
Wir betrachten die Menge

M = {(j) eR*[1<a®+yund 22> +3y* <6 },

(a) Skizzieren Sie die Menge M .

(b) Bestimmen Sie M und M° und OM.
(c) Untersuchen Sie, ob M beschrankt ist.
(d) Untersuchen Sie, ob M kompakt ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Menge
My, = {(2) €R?[1<a? 142},
ist durch die Fortsetzung des horizontal schraffierten Bereichs ohne die rote Linie ins

Unendliche gegeben (dies ist das Komplement der abgeschlossenen Kreisscheibe mit
Radius 1). Die Menge

My, = { (5) e R? | 22% +3y* < 6}

ist durch den vertikal schaffierten Bereich einschlieBlich der blauen Linie gegeben (dies
ist eine Ellipse mit groBer Halbachse v/3 und kleiner Halbachse \/5) Die Menge M
ist der Durchschnitt der beiden Mengen, also der karierte (d.h. horizontal und vertikal
schraffierte) Bereich mit der blauen Linie und ohne die rote Linie.

Y
9 1

NIV

N =
N +
(\]
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(b) Esist

M={()eR|1<2"+y*und 22° +3y° <6 }
(dies ist der karierte Bereich einschlieBlich der blauen und der roten Linie) und
M = {(})eR*|1<az®+y" und 22° + 3y* < 6 }
(dies ist der karierte Bereich ohne die blaue und rote Linie). Daher ist
OM =M~ M° = {(7) €eR*|1=2"+y* oder 22° + 3y* =6 }
(dies ist die rote und die blaue Linie).

(c) Die Menge M ist beschrinkt, da |(§)|? = 2® +y* < 227 + 3y? <6 fiiralle (j) € M.

(d) Die Menge M ist nicht abgeschlossen, da M # M. Nach dem Satz von Heine-Borel
ist M daher auch nicht kompakt, da Kompaktheit in R"™ dquivalent zu Beschranktheit
und Abgeschlossenheit ist.

Aufgabe H 112. Funktionen mehrerer Verdnderlicher I: Warm-up

Gegeben sei die Funktion f: [~2,2] x [-2,2] = R, (z,y)" — ziﬁ

(a) Ist f stetig? Nimmt f ein globales Maximum an?

(b) Skizzieren Sie die Niveaulinien N; von f fiir t = %, 1,2

(c) Begriinden Sie, warum sich Niveaulinen N; und Ny fiir ¢t # s niemals schneiden.
(d) Skizzieren Sie den Schnitt des Graphen I'(f) mit der Ebene E: x = 2y.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Da f eine gebrochen rationale Funktion ist, ist f auf dem gesamten Definitionsbereich
stetig. (Da der Nenner nicht verschwindet ist dies der gesamte Bereich [—2,2] x [-2, 2],
dies wird aber bereits durch die Aufgabenstellung impliziert.) Da der Definitionsbereich
von f kompakt ist und f stetig ist, nimmt f ein globales Maximum an.

(b) Fir ¢ = 1 ist die Niveaulinie von f zum Niveau ¢ ist gegeben durch alle Punkte
(7) € R? mit

Crl, 2ty +1) -1 =t + 1) — 1

da ty>+(t—1) 2 0. Fiir 0 < ¢t < 1 ist die Niveaulinie von f zum Niveau ¢ ist gegeben
durch alle Punkte (j) € R? mit

22+ 1
y? 41

1 1
=t < y2:¥(x2+1)—1 = =+ ;(x2+1)—1

da 12?4+ (3 —1) = 0. Einsetzen der Werte ¢ € {},1,2} liefert Abbildung [3|
(c) Falls 0 # N, N N,, dann gibt es ein (§) € N,N N,. Es folgt t = f((7)) = s nach

)
Definition von N; bzw. Ny und damit ¢ = s. Nach Kontraposition folgt damit aus
t # s, dass ) = N; N N;. (Anschaulich, die Funktion f kann nicht gleichzeitig den Wert

t und s and der gleichen Stelle annehmen, wenn ¢ # s.)
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Abbildung 3: Niveaulinien

Abbildung 4: T'(f)N E

(d) Der Schnitt ist gegeben durch das Bild der Funktion

2t 2t
vi[-1,1] = R?: t t =| ¢
2
fes)h o
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welches durch die schwarze Linie in Abbilding [4] gegeben ist:

Aufgabe H 113. Funktionen mehrerer Verdnderlicher Il: Stetigkeit
Gegben ist die Funktion i 2 xyy? o (x) , (0)
f:R2—>R:<)n—> r? 4yt v 0
Yy = (x\ __ (0
0 fir () = (o)
Ein Modell fiir den Funktionsgraphen finden Sie unter
https //1nfo mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material/3D/04/

(@) Fir () € R2{(0)} sei g: R — R?: ¢ — ¢() die Parametrisierung einer Geraden

durch den Ursprung. Ist f o g stetig?
b) Finden Sie eine Folge (a,)ney in R mit lim a, = N und lim f(a,)=1.
0
n—oo n—oo
(c) Ist f stetig in (8)?

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Sei g eine Gerade wie in der Aufgabenstellung. Dann gilt
2 ab*t?
—— firt#0
(o) ={ @ s 7
0 firt = 0.
durch einfaches Einsetzen (beachte g(t) = () genau dann wenn t = 0). Es gilt
200> . 2ab*t
30 22 4 bA 50 a2 1 b2
was zeigt, dass f o g in O stetig ist. Auf R ~ {0} ist f o g eine gebrochene rationale
(wohldefinierte) Funktion und damit stetig.

(b) Man rechnet leicht nach, dass die Niveaulinie von f zum Niveau ¢ = 1 eine Parabel ist,
der ein Punkt fehlt. In der Tat, fiir (x,y) # (0,0) gilt

21>

2 + y
dank der Binomischen Formeln. Damit ist insbesondere jede Folge die auf der Menge
{(7) e R?*|y* = 2 und (z,y) # (0,0)} gegen () konvergiert eine Lésung. Sei etwa

an = (222)) # (8)

=1 <= =" +y' <= 0=(r—9*)? <= =2

fir n € N. Dann gilt

2 exp(—2n) exp(—n)?
exp(—2n)? + exp(—n)*
dank der Exponentialgesetze. AuBerdem a, — (§) fir n — oco. Damit ist die so
definierte Folge (a,)nen eine mogliche Losung.

(c) Nein, da

=1

flan) =

1= lim f(a,) # f(lim a,) = £ ((5)) =0
fiir Folge (a,)nen aus Aufgabenteil [(b)] gilt.

Aufgabe H 114. Folgen in R?
Finden Sie alle Haufungspunkte der folgenden Folgen (ax)x>1.
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(a) ax = (cos(27k/3),sin(21k/3))" (€) ar=(2+ 1, ke ™)'
0) o= (k3 4) @ = (085, )

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir definieren drei Teilfolgen von (ag)x>1. Sei (kni)iz1 = (3i+n);>o fir n € {1,2,3}.

Dann ist ;
o= () < ()

fir n € {1,2,3} konstant in ¢ und damit konvergent. Da jedes Folgenglied in genau
einer der 3 Teilfolgen vorkommt sind

Wntrm) <% e 0291 =13(0) 2 s)- ()

genau die 3 Haufungspunkte von (ay)>1 .

(b) Sei k # 1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir k& > [ an. Dann gilt

g —at = | (=12 + (Z%) > 1.

=7

Damit kann keine Teilfolge von (a)x>1 eine Cauchy-Folge sein und damit ist auch keine
Teilfolge von (ay)r>1 konvergent. Da es fiir jeden Haufungspunkt von (ag)x>; eine
Teilfolge von (ay)r>1 gibt, die gegen diesen Punkt konvergiert, hat die Folge (aj)i>1
folglich keine Haufungspunkte.

(c) Da 2+ —2und ke™ — 0 fiir k — +o0o gilt

()

fir K — oo, d.h. die Folge ist konvergent. Damit ist der Grenzwert ((2)) der einzige
Haufungspunkt der Folge (a)i>1.

(d) Wir definieren zwei Teilfolgen von (ay)k>1. Sei (kni)iz1 = (20 +n);xo fir n € {1,2}.

Dann ist ,
( (_1)22+n ) ( (_1)n )
Ak, = 2i+n (=25)7 | — 2i+n i 52
2_j—0 ((Qjﬁ > im0 (1) 55

fir n € {1,2}. Die erste Koordinate dieser Folgen ist konstant (in ¢ = 0), die zweite Ko-
ordinate konvergiert unabhanging von n € {1,2} fiir i — 400 gegen cos(5). Da jedes
Folgenglied von (ay)i>1 in einer der beiden Teilfolgen vorkommt, sind die Haufungs-
punkte der Folge (ax)r>1 genau die Grenzwerte der oben definierten Teilfolgen, also

owo) (o)}
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Frischhaltebox
Aufgabe H 115.

Bestimmen Sie die affine Normalform der Quadrik {x € R? | :v% + 221 + 2z129 + x% + 3 =0}.

Losungshinweise hierzu: Die Matrix-Beschreibung ' Az + 2a'z + ¢ = 0 der Quadrik-
gleichung ist gegeben durch A = (11), a = (}), ¢ = 3. Wir haben Rg A = 1, die erweiterte

0
Matrix Aew = (z i ?) hat den Rang

310 310 010
e des = Rs (111) = s (1) = Re (§11) -

Also gilt Rg Aerw — Rg A = 2; die Quadrik ist vom parabolischen Typ. Fiir Quadriken vom
parabolischen Typ in R? gibt es nur eine einzige affine Normalform: &2 + 2&, = 0.
Alternative: Wir fiihren den Algorithmus zur Bestimmung der euklidischen Normalform so
weit durch, dass wir die affine Normalform ablesen kdnnen.

Die Eigenwerte von A sind A\; = 2 und Ay = 0. [Den Eigenwert 0 gibt es, weil A singular
ist, den anderen Eigenwert erhalten wir dann sofort aus der Spur von A.] Eine ONB aus

Eigenvektoren ist gegeben durfh fi= \%G) fo = \%(_11) die Transformationsmatrix
F = \%(% ') liefert dann A = FTAF = (39) und @ = F'a = \%G) also die neue

Gleichung 2y7 + 2541 + 255y, +3 = 0.

Wir wissen, dass man in den nachsten beiden Schritten durch quadratische Ergdnzung den
linearen Term in der ersten Variablen beseitigen und dann durch Verschiebung gegen die
Konstante diese auf Null bringen kann: Also ergibt sich die Gleichung 2w? + 2%’(1)2 =0 und

dann die affine Normalform &2 +2& = 0.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 116. Gradienten und Niveaumengen

71 1+ (1+a7)
Gegeben seien die Funktiong: R® — R: z = <z2> — il —le) :
(1 +a3)?

z3

(a) Bestimmen Sie gradg.

(b) Bestimmen Sie die Niveaumenge zum Niveau ¢ = 0.

(c) Bestimmen Sie die Menge M = {:1: € R? ‘ Vyg(x)= <(8)> }

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen:

129 (1+ x%)m_l

O0r,9(x) =
@ (L+23)* /14 (14 2)"

o V1+exp(zin(l 4 23))
axQQ(x) - aam (1 + ZL’%)Q

_ 111(1 _i_x%)eamln(l—i-x%)

2(1 4 22)2y/1+ (1 + a?)®2
sz /TF (LT 2272

Ouugla) = 2V L)

(1+23)3

woraus wir

—1
122 (1+x%)12 (1+2%)

(14+23)24/1+(1423)%2
T
In(1+23) (14+23)"? (1+23)
2(1+23)24/1+(1+a2)%2

dz3/1+(1+23)%2

(14x3)3

gradg: R® - R®: 2 —

erhalten.

(b) Wegen 1+2% > 0,1+22 > 0 fiir beliebige =1, r3 € R folgt (1+2%)*2 > 0, (1+23)* > 0
fir alle 21,73 € R und somit insbesondere f(x) > 0Vz € R3, die Niveaumenge ist
folglich die leere Menge.

(c) Sei Vg(x) = 0. Wie bereits festgestellt, gilt auf jeden Fall /1 + (1 + 22)*2 > 0, womit
aus der dritten Komponente sofort 3 = 0 folgt. Aus der zweiten Komponente erhalten
wir die Bedingung

T2 1n 1132
In(1 + x2) 20+ (1 4 22)
und somit 1+ 3 =1, was 75 = 0 impliziert. Mit xo = O ist aber auch sofort die erste
Komponente 0, wir erhalten
M={zeR’| 2,=0,2; =0}
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 55




24. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 117. Kritische Stellen und Extrema
Gegeben sei die Funktion f: R? 5 R: y = (zy/l) = (eyr + eV 8 — 5y,
2
(a) Bestimmen Sie Vf(y) und Hf (y).

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen und entscheiden Sie jeweils, ob in diesen lokale
Extrema oder Sattelpunkte vorliegen.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten:

(e + eexp(*yl) . exp(—yl) : (_1)) yg
5 (yl + eexp(*yl)) y% )

(e _ eeXp(—yl)—yl) Y3
(5 (yl + eeXp(—y1)) y§ — 5)

V£(y)

und entsprechend

—ePy)=u (e — 1) g5 5 (e — e@Py)=u1) g
Hf(y) = 5 (e - eexp(*yl)fyl) Y5 20 (ey1 + eeXp(*yl)) s

(b) Sei Vf(y) = 0. Dann ergeben sich aus der ersten Komponente die Méglichkeiten y, = 0
oder e — e*P(-¥1)=¥1 D3 ersteres auf —5 = 0 fiihrt, liefert dies keine kritische Stelle.
Zweiteres gilt genau dann, wenn

exp(—y1) —y1 =1

ist. Durch geschicktes Raten sehen wir, dass y; = 0 eine Losung ist: exp(0) — 0 = 1.
Da ferner die Funktion y; — exp(—y1) — y1 wegen

dun (exp(—y1) —y1) = —exp(—y1) — 1 = =1 < OVy,
Y1

streng(!) monoton fallt, existieren keine weiteren Kandidaten. Einsetzen in die zweite
Komponente liefert die Bedingung

—5+ Bey,y = 0,

wir erhalten die kritischen Stellen

0
fe () e
e
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Wir betrachten die Hessematrizen an den kritischen Stellen:

))- 2 - (—é—é)s 0

my () = s ((- 0 - (1

Aufgrund der Diagonalgestalt konnen wir die Eigenwerte ablesen und erhalten mit 4.5.5:

e In K sind beide EW negativ, die Hesse-Matrix also negativ definit, hier liegt ein
lokales Maximum vor.

e In K, sind beide EW positiv, die Hesse-Matrix also positiv definit, hier liegt ein
lokales Minimum vor.

Aufgabe H 118. Funktionen in mehreren Veranderlichen
2

x) e L
Yy e

(a) Bestimmen Sie VLuxemburg((Z)) sowie die kritischen Stellen.

Gegeben sei die Funktion Luxemburg: R* — R: (

(b) Sei G = {(5) € R*| z = Luxemburg ((x))} der zugehdrige Graph. Skizzieren Sie
N Y
die Schnitte von G mit der x-z- sowie mit der y-z-Ebene in ein geeignetes Koorina-
tensystem fiir (z,y)" € [~3,3] x [-3,3].
Hinweis: Zum Auswerten der Funktion an Teststellen diirfen Sie hier einen Taschenrech-
ner oder ein vergleichbares elektronisches Hilfswerkzeug benutzen.

(c) Entscheiden Sie jeweils, ob an den kritischen Stellen lokale Minima, Maxima oder Sat-
telpunkte vorliegen.

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir berechnen
—2:66 @?—y?
V Luxemburg (( )) 1 efx27y2>

Sei nun V Luxemburg (( )) ) Aus der ersten Komponente folgt sofort = = 0.

Wir erhalten aus der zweiten die Gleichung

—2y (e_l - e_y2> =0
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(b)

(c)

Somit ist y = 0 oder (aufgrund der Injektivitit der Exponentialfunktion) —1 = —y?,

also y = 1 oder y = —1. Die kritischen Stellen sind somit

f=(%) =) =)

In der x-z-Ebene FE,, gilt y = 0, der Schnitt entspricht dem Graphen der Funktion
x + exp(—a?). Analog gilt fiir die y-z-Ebene E,,
x = 0, der Schnitt entspricht dem Graphen der Funktion y — e 1y? + e ¥". Diese
beiden Funktionen sind gerade, es geniigt aus Symmetriegriinden exemplarische Werte
im Intervall [0, 3] ndherungsweise(!) zu berechnen:

x 0 3 1 2 2 2 3
y 0 0 0 0 0 0 0
za f ((x,9)") | 10,7788 0,3679 0,1054 0,0183 0,0019 0,0001
2z 21,5576 0,7358 0,2108 0,0366 0,0039 0,0002
x 0 0 0 0 0 0 0
y 0 3 1 ; 2 : 3
za f ((#,9)") | 10,8708 0,7358 0,9331 1,4898 2,3012 3,3110
2z 21,7415 1,4715 1,8663 2,9797 4,6024 6,6221

Da die Werte beim ersten Schnitt
sehr klein sind, empfiehlt es sich,
fiir die z-Achse eine etwas groBe-
re Skalierung zu wahlen, in diesem
Falle wurde der Faktor 2 gewahlt.

Vorsicht: Diese Wahl st hier
moglich, da nur ein geeignetes
Koordinatensystem verlangt war.
Ist ein kartesisches System ver-
langt, miissen die Achsen natiirlich
alle die selbe Skalierung haben.

Wir berechnen die Hessematrix: Es gilt

Hf 2\\ (422 —2)e v Agye= "~V
y)) daye v e — 27V’ 4 fyle Y

und somit

Hf (K1) = < 0

1= (3 o)

@ IN

) =y (2
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In K7 und K3 haben die Eigenwerte (—% é) verschiedene Vorzeichen, hier liegen

Sattelpunkte vor. In K5 haben die Eigenwerte (—2 und —2 (1 —1)) wegen 1 > 2

beide ein negatives Vorzeichen, hier liegt somit negative Definitheit vor, an dieser Stelle

befindet sich ein lokales Maximum.
Aufgabe H 119. Schmiegquadriken
1—
Gegeben sei die Funktion f: R*? = R: ( ) -7 cos(1 — 27)
Y 1+y?

(a) Bestimmen Sie gradf( und Hf( )

(b) Geben Sie jeweils das Taylorpolynom 2. Grades in den Entwicklungspunkten P = ({)
und Q = ((1)) an
(c) Kilassifizieren Sie die Schmiegquadriken in diesen Punkten gemaB 7.3.7/7.3.8.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen:

2xsm(1 T )
TNY 1
Vf ((y)) - 2ycg_szél x)
(1+y2)?
2sin(1—22)—4x? cos(1—z?) _4mysin(1—a?)
X 1492 1 2\2
Hf (<y)> = _4xysierJ(1722) _2005(17:132)( +y8?142 Cos(122)>
(1+y?)° (1+4?)* (+y?)?
2sin(1—22)—4x2 cos(1—x2) _4xysin(1—z?)
— Lty? (1+42)° )
o __4aysin(1-z?) 2(3y?—1) cos(1—x2)
(1+y2)° (1+y%)3

f(P) = cos(1)| Vf(P) = (8) Hf (P) = (2818(1) _20%8(1))

@ =1 v = (o)|rr@ = (0 5)
Hieraus erhalten wir:

1 (o) - 50 (910 | (2) ) L o (2)

= cos(1) + sin(1)z* — cos(1)y

7 (7. Q) = 1@+ (V@] (§) - @) + 5 (@ w-Qur@( (1) - )

=1—-2(x—1)* -

(c) Mit dem Taylorpolynom 2. Stufe erhalten wir fiir die Schmiegquadrik in P die Gleichung

—cos(1) —sin(1)2* 4+ cos(1)y* + 2 =0
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bzw.

—2sin(1)z* 4+ 2 cos(1)y* + 2(z — cos(1)) = 0

Mit0<1<§

hyperbolisches Paraboloid vor.

(wegen m > 3) und somit 0 < sin(1), 0 < cos(1) liegt hier ein

Fiir Q erhalten wir aus z = Ty(f, (z,y)", Q) die Gleichung

Az -1 +2y* +2(z— 1) =0,

die Schmiegquadrik ist ein elliptisches Paraboloid.

Ve

\

Aufgabe H 120.

Frischhaltebox

Gegeben seien die Vektoren u; = (2,4, 2, —2,6)T, us = (1,8, 5, —1,3)T und
us = (1,16,1,—3,9)T. Bestimmen Sie ein ONS F' : fi, fo, f3s mit L(u1) = L(f1),

L (u1,uz) = L (f1, f2) und L (uy, ug,us) = L (f1, fo, f3).

Losungshinweise hierzu: Wir verwenden das Schmidtsche Orthonormierungsverfahren:

2 1
PR 1 ;l 1 1 f
YTlw] Vi+16+4+4+36 9 V64 o
6 3
1 1 1 1 —1
8 1 8 2 2 4
fg* ::uz_<7,l/2‘f1>f1: 5 —E< 5 1 1 — 3
—1 —1 —1 —1 1
3 3 3 3 -3
=32
1l =V1I+16+9+1+9=36=6
—1
1 4
= f2 :6 3
1
-3
f5 =us — (us | f1) fr = (us| f2) f2
1 1 1 1 1 —1 —1
16 1 16 2 2 1 16 4 4
-3 -3 —1 -1 -3 1 1
9 9 3 3 9 -3 -3
—64 =36
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 60




24. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 2

1 4 —1 —2
16 8 4 4
=1 |-|4a]|-|3]|=]|-6
-3 —4 1 0
9 12 -3 0
1fi| =V4+16+36 =4 14 =2V14
—1
= f3= L 23
TV,
0
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 121. Extrema mit Voorzeichenverteilung
Gegeben sei die Funktion f: R? — R: (x,y)" — cos (77 cos (1—|—+2+y2)> :
(a) Skizzieren Sie die Menge Ny = {(z,4)" € R?| f((z,y)") =0} sowie die Vorzeichen-
verteilung von f.
(b) Bestimmen Sie Vf ((z,y)") sowie kritischen Stellen.

(c) Ergénzen Sie Ihre Skizze um die kritischen Stellen und entscheiden Sie mit (a), ob an
diesen lokale Minima oder Maxima oder Sattelpunkte vorliegen.

Lésungshinweise hierzu:

(@) Aus 37,7 € (0,7] folgt cos (W) € [r,—m). Die beiden Nullstellen des Cosi-
nus in diesem Bereich sind —g und g Sei also
T T
T T 212 " 2
%
T 1 T
Hm—w — arccos 5 = g
U
1+2°+y*=3
sowie
T T
TSI e ) 2
N8
T 1 27
T2y O (T2) T3
X8
3
1+22 2= 3

Hieraus folgt

(e

Dies sind Kreise mit Radien LQ und v/2, es geniigt fiir die Vorzeichenverteilung aufgrund

der Stetigkeit daher, einen Punkt auBerhalb des groBeren, einen innerhalb des kleineren
sowie einen zwischen den Kreisen einzusetzen:

f ((O,O)T> = cos(m cos(m)) = —1
/ ((1,())T> = cos(m Cos(g)) =cos(0) =1

f ((2, 2)T) = CoS (7r Ccos (g)) <0
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(b)

Abbildung 5: Nullstellenmenge, kritische Stellen und Vorzeichen

wobei letzteres aus 0 < £ < % und somit 5 < wcos () < 7 folgt.
Mit (1/2), (1) € Ny erhalten wir die Skizze in .

1/2
Es ist

272z sin (ﬂ' cos( 1+I72T+y2 )) Sin( 1+Ig+y2 >
v/ (l')) _ |~ (I+a2+y2)2
Yy _ 272y sin(Tr cos(1+z§+y2 )) Sin( 1+$§+y2)
(1+z2+y2)2

Da der Cosinus genau an den Stellen die Werte +1, —1 annimmt, an denen der Sinus 0
wird, und somit sin(m cos(-)) an diesen Stellen verschwindet, geniigt es jeweils nur die
ersten beiden Faktoren zu betrachten. Sei zundchst = # 0. Aus

sin (7'(' COS (1—|—+2—|—y2)) =0

und cos(R) = [—1, 1] folgt somit (die Nullstellenmenge des Sinus ist 7Z):

7T —_
s\ Tzt =1

oder

7T —_
s\ Trazr2)| =

Wegen 0 < 757 =  fiihrt ersteres auf:

™

1—|—;Ij‘—2—|—y2:7(:>$:y:0’
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zweiteres auf

S —z:>x2—i— =1
T+ g% 2 yo

Sei nun x = 0. Dann ist entweder y = 0 oder erneut der Faktor sin (7r coS (W)) .
Wir erhalten als Menge KC der kritischen Stellen:

= )redC) =

Aus Abbildungerkennen wir, dass in (O,O)T ein lokales Minimum und in
)=
Y

Aufgabe H 122. Extrema mit Lagrange

Gegeben seien die Funktionen f: R? — R: z — 2% + 23 und

g: R 5 R:x— (x1 +1)° — $(21 + 1)° 4 3a3.

Wir suchen die Extrema von f auf der kompakten Menge D := {x € R?| g(z) = 0}.
(a) Stellen Sie das Lagrange-System auf.

$2+y2:1}

$2+y2:1}

lokale Maxima vorliegen.

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen inklusive ihrer Lagrange-Multiplikatoren.

(c) Bestimmen Sie das absolute Maximum von f auf D.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Das Lagrange-System lautet mit

O g(z) = (1 +1)° — (2 + 1) = (21 + D*((z, +1) — 1)

(l) %Jh + )\(.731 + 1)4$1 =0

(1 209+ 6z = 0

(i e +1)° =Lz +1)°+323 = 0
(b) Wir I6sen das System aus (a). Aus (I1) erhalten wir 25 = 0 oder A = —3.
e 15 = 0: In diesem Falle ergibt sich aus (lll) die Gleichung

6
(z1+1)° = g(xl +1)°

mit den Lésungen z; = —1 und 21 = & — 1 = 1. Einsetzen in (1) liefert fiir

-z =—1: —% — 0, folglich liegt in (—1,0)" keine kritische Stelle:

ot
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—xlzé:
16 1 6\* 1
35 A(S) 5=
24 5t 54 625
iA: = _——

3 24.30 3 243
e A= —1: Aus (I) wird

161’1 = ((L’l + 1)411

und somit z; = 0 oder |z; + 1 = 2|, also z; = 1. Einsetzen in (lIl) ergibt

— x1=0:
i1 11
5 6 30
und somit x5 = —#ﬁ und x5 = #ﬁ
— |zy + 1] = 1: Hier gilt z; + 1 = 2 oder x; + 1 = —2, wir erhalten die
Ungleichung
0= (l‘1—g1)6 B (x1;1)5 + 322 > 23—5—%5+3:1:§>0

wegen 75 = 0 und % > % In diesem Falle existiert also keine Losung des
Lagrange-Systems.

Wir erhalten die kritischen Stellen:

1 0 0
() ==() w= ()
310 3v/10

mit zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren

625 1

)\1=—g3 , A=Az =—o
(c) Da D kompakt und f stetig ist, erhalten wir das Maximum folglich durch Einsetzen der
Kandidaten und Vergleich der Werte. Als Extremalstellen hierbei nur kritische Stellen,

welche wir in @ bestimmt haben, oder Stellen, an denen Vg verschwindet, infrage.

8 1 8
f(51)25'§+02:7—5

8 1 \* 1
f(SQ):g'OQ—f—(S—\/l—O) :%

1
f(Ss):%

Ferner miissen wir noch Stellen mit Vg(z) = 0 tberpriifen. Aus 0,,9(z) = z2 = 0 folgt
sofort 25 = 0 und somit analog zu (b) z; = —1 bzw. z; = % Letzterer Wert fuhrt
(erneut) auf S, ersterer ergibt die Stelle

()
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an der der Gradient ebenfalls verschwindet (9,,9(S;) = (—1+1)*(—=1) = 0), allerdings
hat das Lagrange-System dort keine Losung. Mit

erhalten wir schlieBlich

eI =g

das absolute Maximum ist (—1,0, %)T

Aufgabe H 123. Extrema auf abgeschlossenen Kugeln

Durch eine symmetrische, positiv definite Matrix A € R™" wird mittels (z|y), = 2 Ay
ein Skalarprodukt sowie mittels ||z||4 = /(x| z) 4 eine (,Energie”-)Norm induziert. Sei nun

n =3 und A die positiv definite Matrix A = (?) é §> € R3*3,

(a) Bestimmen Sie die Losungen des Gleichungssystems nach Lagrange fiir das Problem:
L2 : 3 2
rileal%<§||x||14 mit D={zeR®| |z]* =25}

(b) Bestimmen Sie & € D := {z € R®| |z[> £ 25} mit ||#]|a = ||2/||4 fiir alle 2’ € D.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Mit
1 3 3
§||$H,24 = 517% + 2179 + 51’3 + 4
ergibt sich das Lagrange-System

(I
(Il

) 3.T1+[L'2+2)\.T1 =0
)

T +3I‘2+2)\ZL’2 =0

(IV) a4 ad = 25

Aus (111 folgt sofort folgende Fallunterscheidung:
A = —4: Wir erhalten aus (I) und (I1)

—135[51 + X9 = 0
Ty — 132 =0

Da (_113 _113) invertierbar ist — die Determinante ist 168 — folgen 1 = x5 =0

und somit x2 = 25 und somit die Kritischen Stellen

0 0
K1: O ,KQI O
5 -5

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 66



25. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

x3 =0: Aus (1) und (Il) erhalten wir

In diesem Falle gilt 2? + 22 > 0, was bedeutet, wir suchen nach nicht-trivialen

Losungen des LGS
(3+2)) 1 21\ (0

0=(3+2\)>—1=4X2+ 12X +8

Folglich muss

gelten und somit A = —1 oder A = —2, wie sich durch Losungsformel oder
geschicktes Raten (sprich: Einsetzen der ganzzahligen Teiler von 8) ergibt. Wir
erhalten die Gleichungen

A=—1: .CE1+£IZ'2:O
)\:—22 $1—(L'2:O

insbesondere also 72 = %, was auf

)\:—12 K3: % ,K4: —%
0 0
5 5
V2 V2

)\:—2 K5: —% ,K6: %
0 0

(b) Die Menge D ist als abgeschlossene Kugel kompakt, somit wird das Maximum im Inneren
oder auf dem Rand angenommen. Ferner gilt ||Z| 4 > ||2/||4V2’ € D genau dann, wenn
@[3 = Lf2’||AVa’ € D gilt. Die Kandidaten auf dem Rand sind genau die in der
vorherigen Aufgabe bestimmten Stellen, da Vg(x) # 0 fiir alle z € 0D = D gilt. Wir
setzen diese in f(z) := §||z||3 = 327 + zy20 + 323 + 4aF ein:

f(K1) =100 = f(K3)
FKg) =205+ 1 054205

4 4 4

225

= = [(Ky)

3 1 3
K)=2.25-2-.2 2.9
f(K5) 1 5 1 5+4 5

125

=7 — 1)
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Wegen 125 < 400,225 < 400 folgt, dass der Maximalwert auf dem Rand in K; und
K5 angenommen wird. Wir miissen nur noch das Innere iiberpriifen. Da dieses offen ist,
sind die Kandidaten im Inneren genau die kritische Stellen des unrestringierten Problems

max f(z), die im Inneren liegen. Da aber V f(x) = Ax gilt (vgl. Lagrange-System), ist
xe

der einzige Kandidat = 0: A ist positiv definit! Fiir diesen gilt f(z) = 0 < 100.
Wir erhalten 7 = K; (oder 7 = K3).

Aufgabe H 124. Extrema mit Parametrisierungen

Seien f: R? — R: (z) — iny — §x2 und D = {(z) € R?| 22 = y3}.
(a) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von ( rr%n f((y)) mit der Lagrange-Methode.
z,y)' €D

(b) Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis mittels einer geeigneten Parametrisierung.

(c) Entscheiden Sie jeweils, ob in diesen ein lokales oder globales Minimum oder Maximum
oder nichts dergleichen vorliegt.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Das Lagrange-System lautet mit g((z,y)") = 2% — 3°:

(N sty —3r+2\ = 0

(1) 122 =3\ = 0

(1) 22—y = 0
Aus (1) und (I11) erhalten wir:

L3
—y® =32
4?J Y
und somit y = 0 oder y = 12\. Im erstem Falle folgt aus (lll) sofort x = 0, fiir welches
(1) ebenfalls gilt, A ist in diesem Falle beliebig wahlbar.

Fiir zweiteres erhalten wir mit (I)

4 4
0=06\r — -z +2\x =8\r — —x
3 3
also ist entweder x = 0 (und somit y ebenfalls) oder es gilt A = % Hieraus folgt sofort

y = 2 und somit x = —92v/2 bzw. = = 2v/2. Die kritischen Stellen lauten:

(o (4 - ()

o . t .
(b) Wir kénnen D mittels a: R — R?: ¢ — (\%—2) parametrisieren und erhalten

(Foal) = 3VE -3 =1 ()} - 3¢

1
4
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(c)

Ableiten ergibt

2 _ 4
()= (%) *tT -t
(foa)(t) =3 (F) "1 -
2 2 _2
=) T =2 2 () — ¢
S () S L ®)
:t~t21
=t tG)g
2 t\3 4 1 2 4
=t|— | —ct=t(®)® —-t=tVi2 — _t
3\t 3 3 3

Hieraus folgt wiederum ¢ = 0 oder %\3/15_2 = % und somit

2= =8=1t=42/2

() (57 (%)

welche wir in (a) (offenbar korrekt) berechnet haben.

Bemerkung: Man beachte, dass die obige Rechnung (Ableiten) formal erstmal nur fiir
t # 0 gilt, fiir t = 0 ergibt sich die Ableitung durch stetige Fortsetzung, vgl. Satz 2.5.11.
Ferner wurde bei den Umformungen und Klammerungen stets darauf geachtet, dass die
aus- oder ,ein“geklammerten Terme stets von der Form (t2)"' waren. Dies ist wichtig
fiir die Giiltigkeit/Anwendbarkeit der Potenzgesetze: Es gilt stets t* > 0 fiir ¢ # 0.
Ferner

Einsetzen ergibt die Stellen

Die Art konnen wir mit Hilfe der Parametrisierung recht einfach bestimmen: Einsetzen
der Werte ¢ € {—21/2,0,2v/2} ergibt mit ¢® = (t*)* und > € {0,2%}:
B 134 2., 4
fU) = (foa) (—2v2) = 7 (2749) = 22° = —2
f(K) = (foa) (2v2) =0
_ I RV 203 _ 4
f(Ks) = (foa) (2\@) _4(2 5) 32 =73

Da foa auf dem Intervall [—2\/5, 2\/5} ein globales Minimum und globales Maximum
auf dem Rand oder an einer kritischen Stelle im annimmt, folgt, dass in K7 ein lokales
Maximum von f vorliegt. Wegen

i 2a_p(lym_ 2o
(Foa)t) = ()" — 3t =1 (4\/? 3) = 00

ist dieses jedoch nicht global.

Wir konnen ferner wegen der Stetigkeit von f, der Symmetrie und dem Grenzwertver-
halten ein £ > 2v/2 so wihlen, dass f(a(t)) = 0 fiir alle ¢t € R . [~,1] gilt sowie
f(t) = 0. Auf dem Intervall [—%,] nimmt f o« ein globales Minimum und ein globales
Maximum an. Es gilt

fla(=1) = f(a(D) = 0> f(a(2v2)) = f(a(-2V2))
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Entsprechend liegen die absoluten Minima auf dem Intervall in den Stellen 2v/2 und
—92v/2: Die kritischen Stellen im Inneren entsprechen den bereits bestimmten. Aus der

Wahl von t folgt weiter, dass

fa(2v2)) = f(a(-2v2)) < f(a(t))

fiur alle ¢t € R gilt, somit liegen in K5 und K3 globale Minima vor.

Frischhaltebox

Ve

Aufgabe H 125. Hesse-Normalform
Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der folgenden Ebene:

£={()r(3)+()| ruen)

Loésungshinweise hierzu: Wir berechnen

3 —1 -5
n=1-3]x 2 =\|-7
—2 3 3

und erhalten mit 25 + 49 + 9 = 83 den Normalenvektor
R
LRV

aus

([ ()=

erhalten durch Umklappen des Vorzeichens wir die Darstellung

e {3 <@ (7 ()]@) -

|
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 126. Differentiationsregeln

Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen der durch folgende Zuordnungsvorschriften gegebenen
Funktionen direkt und unter Verwendung der Kettenregel 4.8.3. Untersuchen Sie den ma-
ximalen Definitionsbereich aller dabei auftretenden Funktionen sowie der Verkettung selbst.

(@) (%)~ fi <f2 ((g))) mit fi(t) = arcsin(t) und fo ((;)) = exp(—2? — ).

x 2’z —y " U — v
(b) ()= g1 (g2((%))) mit gy Y = Ty + /2 und gg<(v>) =lut+v+1
z T —y—zry uv
Hinweis: Die Diskussion muss nicht fiir die Jacobi-Matrix erfolgen.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Der maximale Definitionsbereich von f; ist (vgl. Beispiel 2.3.2) [—1,1].
f2 hingegen ist auf komplett R? wohldefiniert (weder Exponential- noch Polynomfunk-
tionen haben Definitionsliicken).
Da der Wertebereich wegen —2? — > < 0 mit Gleichheit fiir z = y = 0 sowie
exp(r) "5 0 in (0,1] enthalten ist, folgt, dass der maximale Definitionsbereich der
Verkettung gegeben ist durch R?.
Direkte Methode: Es gilt

o g (1)) = aresn empla” ) =

J(fio fo) ((xD _ x/l—expézx?_gy?) :eXP(—ﬁ —y?) - (—2x)

Y \/1—exp(—222—2y?) eXp(_ﬁ - yQ) - (—2y)

_( 2xexp(73327y2) 2yexp(f:p27y2) )

\/lfexp(f2:v2f2y2) \/176){[)(721’2721[2)

T

Kettenregel: Wir erhalten mit

n((3)) = ()

I ((“”)) = (—2zexp (—22 — %) —2yexp (—2? —1?))

Y

entsprechend

x _(_ 2mexp(—12—y2) . 2yexp<—x2—y2)
J(fl © fQ) <(y>) o < \/l—exp(—2x2—2y2) \/1—exp(—2z2—2y2)
(b) Der maximale Definitionsbereich von ¢; ist — da die Komponenten mit Ausnahmen des
Terms +/z Polynomfunktionen sind — gegeben durch

x
y| €R¥| 220
2
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Der maximale Definitionsbereich von g, ist hingegen gesamt R?.
Fiir die Verkettung muss uv = 0 gelten, der maximale Definitionsbereich ist also

{(u) € R? usz}
v
Direkte Methode: Es gilt

) (u—v)?uv — (u+ v+ 1)
(91092 ((@)) Nw-w —(&;?TT) UTUSE)%E v+ Luw

wv — 2P +uvd —u—v—1

= u? —v? +u— v+ Ju =
—20 —1 — v?v 4+ wv® — v?v + wv?
3ulv — duv® + 03 — 1 u? — 4uv + 3uv® — 1
J(g1 0 92) ((g)) = 2ut+l+ 575 —20—1+2\/@

—3uv + v — 2uv +v? =2 —ud + 3uv? — u? + 2uv

Kettenregel: Wir erhalten mit

. 2xz 1
()
()= 0
P\ v
entsprechend

2(u — v)uv -1 (u—v)

J(91092)<<?;>): utvtl uw=v zm
1
1
v

[
<
8
[\

R

l—w(u+v+1) —1—wuw—v) —(u—v)(u+v+1)

2u?v — 2uv? -1 u? — 2uv + v? —
= u+v+1 U —v 2\}% 1
1—u?v—w? —w —1—vw?v+uw? —u?+v>—u+v u
3uv — 4uv? — 1 + 03 3uv? — 4uPv — 1 +u?
— 2u+1+2\7;% —-1- 21)—|—2m

—3uv + 03 = 2uv +v? =2+ 3uv® + 2uv — u? — u?
Aufgabe H 127. Verhalten von Gradienten — Skizze von Kurven
Gegeben sei die Funktion g: R? — R: (z) = ay —y? 4 .

(a) Berechnen Sie Vg ((Zj))

(b) Bestimmen Sie den Gradienten in den Punkten (;) mit ¢ <(§)> =0 fir v € {0,4,1,2,3}.
(c) Skizzieren Sie die Tangenten in diesen Punkten.
(d) Skizzieren Sie grob den Verlauf der durch g ((Z)) —= 0 gegebenen Kurve.

Hinweis: Arbeiten Sie mit folgenden Rundungswerten: V3 & 1,7, V5 & 2,2, V21 ~ 4,6.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Esist

()= ()

Es gilt
—y +ay+a=0
und somit
—x Va2 +4x
yij2(x) = 5
und somit
0
7= (o)
1 1
_( 2 — (2
P () n=(3)
1 1 1 1
SR N R ) e R A O
1-15 —0,6 2 +3V5 1,6
2 2 2 2
pe(e)=(r) e le) = ()
3 3 3 3
(it = (0s) (e dvm) = ()
s _1V21 -0,8 24+5v21 3,8
Wir erhalten:
1
0,5 2
vor) - (17) vor = (_3 ;)
0,4 2,6
0,3 3,7
vor = (373) vor~ (57)
0,2 4,8

(b) Die Tangenten (Tangente bzw. T. P; mit j =1,2,3,...9) sind in Abbildung [6] abwech-
selnd griin und schwarz gezeichnet zwecks einer besseren Unterscheidbarkeit. Der Verlauf
der eigentlichen Niveaulinie — in der Skizze N ist mit gelben Marker nachgezeichnet.
Die Bleistiftpfeile sind die in den Testpunkten angehefteten Gradientenvektoren bzw.

skalierte Versionen davon.

Bemerkung: Die vollstandige Niveaulinie besteht aus zwei Teilen, ein Teil liegt im drit-
ten Quadranten auBerhalb des sichtbaren Bereichs. Letzterer wurde hier so gewahlt, dass
die in den vorherigen Aufgaben verlangten Punkte und Tangenten im sichtbaren Bereich
lagen. Falls man lhn gréBer wahlt, miisste man obigen Prozess fiir die Punkte im dritten

Quadranten wiederholen.
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Abbildung 6: Skizze zu H127

Aufgabe H 128. Rotation und Divergenz
Geben sei das parameterabhangige Vektorfeld
exp(sin(xs)) + 9z

fo: R 5 R3: z— a’xy + cos(z3) ; aeR
—zysin(xg) + 1 cos(xs) exp(sin(zs))

(a) Bestimmen Sie rot f, und div f,.

(b) Fiir welche a € R besitzt f, ein Potential?
(c) Berechnen Sie divrot f,(x) fir a € {0,1,2,3,4}.

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen:

Oy, (—osin(xs) + 21 cos(z3) exp(sin(xs))) — Oy (@Pxy + cos(z3))
rot fo(z) = | Ouy (exp(sin(zs3)) + 922) — Oy, (—x2sin(x3) + 21 cos(xs) exp(sin(zs)))
Oz, (@?xy + cos(z3)) — Op, (exp(sin(z3)) + 913)

— sin(z3) + sin(z3) 0
= | cos(z3) exp(sin(x3)) — cos(z3) exp(sin(zz)) | = 0
a?—9 a?—9

div f(z) = 0,, (exp(sin(zs)) + 9z2) + Oy, @’z + cos(z3))
+ Opy (—xgsin(xs) + xq cos(xs) exp(sin(xz)))

— —25cos(3) — a1 sin(z3) exp(sin(zs)) + 21 (cos(zs))” exp(sin(xs))

(b) Da R? einfach zusammenhingend ist, hat f, genau dann ein Potential, wenn die Ro-
tation verschwindet. Dies ist genau dann der Fall, wenn o € {—3, 3} ist, siehe (a).
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(c) Da f, beliebig oft stetig differenzierbar ist, — die Komponentenfunktion sind Kompo-
sitionen glatter Funktionen und haben keine Definitionsliicken — gilt nach 5.2.8 fiir alle
a€eR

divrot fo(x) =0

insbesondere fiir alle o € {0,1,2,3,4}.

Aufgabe H 129. Extrema mit Jacobi-Matrix
Geben seien die Funktionen

r?+22-9
fR =R o 23 4+ 25 + 2y , g:RgHR2:xl—><x%+x§_4

Sei M :={z e R*| g(z) =0}
(a) Bestimmen Sie Vf(x) und Jg (z).
(b) Weisen Sie nach, dass M beschrankt ist.

(c) Bestimmen Sie die globalen Extremwerte der Einschrankung f]|,,.

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
21‘1
V)= | =
2%3
. 2]}1 2552 0
Tg () = (2x1 0 2:,:3)

(b) Aus 22 + 22 = 9 folgt z, 75 € [—3,3], analog folgt aus 22 + 22 =4 xy, 25 € [-2,2].
Entsprechend ist M Teilmenge des beschrankten Quaders [—2,2] x [-3, 3] x [-2,2].

(c) Das Lagrange-System lautet:
221 + 2 9 + 2Nz = 0
142Nz = 0
213+ 2 23 = 0
24+ar3—-4 = 0
V) i+13-9 = 0

Aufgrund der Nebenbedingungen sind x; und x3 nie gleichzeitig 0, analoges gilt fiir =
und x5. Entsprechend hat die Jacobi-Matrix

2%1 2%1
Jg(x)= 1229 O
0 21’3
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hochstens dann nicht vollen Rang in M wenn 2, = x3 = 0 gilt. In diesem Falle folgt
aber 9 = 22 = 4, ein Widerspruch.

Folglich hat die Jacobi-Matrix in M stets vollen Rang, simtliche Extremstellen konnen
mit Lagrange gefunden werden.

Aus (II) folgt unmittelbar Ayz5 # 0. Aus (lll) wiederum z3 = 0 oder Ay = —1.

x3 = 0: In diesem Falle folgt 22 = 9 > 4, dies liefert keine kritische Stelle.
Ay = —1: In diesem Falle folgt aus (II) (wegen A; # 0) sofort z; = 0. Dann ist x5 = +2 und
xg3 = +4 (nach (IV) und (V)). Da in diesen Fillen ferner \; = —ﬁ wohldefiniert
ist, liefert dies die kritischen Stellen:

0 0
Ki=12 Ky=1|-2
3 3
0 0
Ky=1 2 Ky=1|-2
-3 -3

Aufgrund der Beschranktheit von M sowie der Stetigkeit von g ist M kompakt, wir
erhalten die Extremwerte durch Einsetzen dieser Kandidaten:

FEK) =9+2=11= f(K,)
f(K) =9 =2=T= f(Ky)

Der globale (absolute) Maximalwert von f|,, ist 11, der globale Minimalwert 7.

Frischhaltebox

2
)

Bestimmen Sie die Koordinatendarstellung beziiglich O := ((;l) : <Z> ) <§>) .

In Standardkoordinaten sei der Punkt X gegeben durch . X =

Losungshinweise hierzu: Wir bestimmen zunachst die zugehorige Transformationsmatrix

()

5 4 1 0
4 3 1
) 1 0

—5Z2 +4Zl . L 0 1 4 —5 |

1/5(21—422) [ 1 0 -3 4

A (3 S0 -6)- ()
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Die folgenden Aufgaben sind Zusatzaufgaben zur freiwilligen Ubung und gehen nicht in die
Bewertung mit ein, es erfolgt keine ILIAS-Abgabe.

Eine Bearbeitung als Vorbereitung auf die Klausur ist dennoch ratsam. Einige dieser Aufga-
ben stammen in dieser bzw. dhnlicher Form aus Priifungen friiherer Semester.

Aufgabe H 130. Gravitationspotential
Wir fixieren die Erde in Py := (0,0,0)" sowie den Mond im Punkt Py := (0,0,1)". Das
zugehorige Gravitationspotential sei (vgl. einleitendes Beispiel im Skript) gegeben durch:

U:R*\ {Pp, Py} - R*: v

wobei mp die Erdmasse und m;; = émE die Mondmasse sei.
(a) Bestimmen Sie VU .

(b) Bestimmen Sie den Punkt P auf der Verbindungsstrecke von Pg und Py, auf dem
sich die Gravitationskrafte von Erde und Mond aufheben.

(c) Bestimmen Sie div(VU)(Pg) und rot VU(Fg).

Lésungshinweise hierzu:

(@) Aus dem Skript wissen wir dass die Jacobi-Matrix eines im Ursprung zentrierten Gravi-
tationspotentials U gegeben ist durch

~ 2
JU (U) = —WU

Mit Hile der Kettenregel 4.8.3 folgt fiir die Verkettung mit Verschiebungen 7(v) = v—a
(die zugehorige Jacobimatrix ist die Identitit) sofort

~ 2
J(U (¢] 7') (’U) = —m(v — CL)
Es gilt also:
2mp 2my
VU(zr)=————=(x— Pp) — ————(x — Py)
|z — Pg| |z — Pyl

(b) Jeder Punkt der Verbindungsstrecke lasst sich mit Hilfe eines A € [0, 1] schreiben als
Somit gelten:

©— Py = \(Py — Pp)

¢ — Py = (1= N)(Pp — Pyy)
2 — Pp| = APy — Pyl
|z — Pyl = (1 = A)|Py — Pl
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Da ferner VU (z) = 0 gelten soll, folgt

2mE

/\3

2mM

'

1= A)(Pg — Py) = ——5-MPu — Pp) =

was auf die Bedingung
my A = mpg(l — \)?
fiihrt. Wir erhalten die quadratische Gleichung:
0= (mp —mu) A — 2Xmp +mg

und somit mit der allgemeinen Losungsformel und der Tatsache, dass wir uns fiir 0 <
A < 1 interessieren

_ 2mp+ \/47”125“ — dmpg(me — my)
2(mE —mM)

_ [ Mz
QmE QmE progs

2(mE — TTLM)

1-ya 1 9

l-a 1+ a 10

A

wobei o = 8i1 das Massenverhaltnis von Erde und Mond bezeichne. Dies fiihrt auf

P:

Sleo o

(c) Aus Lemma 5.2.8 folgt sofort, dass
rot (VU) =0
gilt. Ferner folgt:
div (VU) (2) = 035, U (%) + Oy, U () + Opya U ()

Wie wir aus Skript und (a) wissen, gilt fiir ein in a zentriertes Gravitationspotential

. 2 '
aij(.T)_—m(l’j—aj) ¥ :1,2,3
Fiir beliebiges n € Z,n # 0 gilt:
n n—1
3 3 v —a
O, |v — al" = 0a, | Y (2 —a;)? =n (z; — a;)? - =
(@5 - a))?
j=1

=n(x; — a;)lx — a|"™*
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womit sich fir j = 1,2, 3:

~ 2 6(x; — a;)?
axxU — J J
7t (z) |z —al3 + |z — al®
und somit
~ 6|z — al? 2
AU(z) = 2279 3. =0
@) =Y =aF " P

ergibt. Wir erhalten durch Einsetzen von Pg und P, fiir a sowie Addition:
AU(P)=0

Bemerkung: Man kdnnte annehmen, der gefundene Punkt ist eine Ruhelage, in der man
miihelos (sprich: ohne Kraftanstrengung) verharren kann — dies ist jedoch nicht der Fall. Diese
Punkte — Lagrange-Punkte genannt — befinden sich an anderen Stellen. Der Grund hierfiir
(sowie den Umstand, dass es mehrere gibt), liegt darin, dass das betrachtete System kein
Inertial-System ist: Erde und Mond rotieren um einen gemeinsamen Schwerpunkt, entsprechend
miissen in der Realitdt Tragheitskréfte beriicksichtigt werden.

Aufgabe H 131. Kurvenintegrale

i cos(t)
Gegeben seien f: R3 - R3: z+— | zyz3 | und v:[0,27] — R3: ¢ — | sin(t)
Tol3 t

(a) Berechnen Sie rot f. Hat f ein Potential?

(b) Bestimmen Sie die Lange L(C') fiir die durch ~ parametrisierte Kurve C'.
(c) Berechnen Sie [ f(z)edz und [|f(z)|dz
c c

Loésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
81«2 (IQ(L’g) — 8963 (.leg) T3 — Tq
rot f(x) = | Opy(xF + 22) — Oy, (wa73) | = 0
Op, (1173) — Oy, (23 + 13) T3 — 219

Da die Rotation nicht fiir alle = verschwindet, hat f kein Potential.

(b) Da die letzte Komponente von v, t — t injektiv ist und ferner als Ableitung die Funktion
t — 1 besitzt, ist die Kurve reguldar und doppelpunktfrei parametrisiert. Wir erhalten:

L(C) = /1dx—/h |dt_/|(c2‘§<‘t))‘

/\/ —sin(t))2 4 (cos(t))2 4+ 1dt = 2v2r
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(c) Wir setzen zunichst ein:

(cos(t))* + (sin(t))? 1
fy(t) = t cos(t) = | tcos(t)
t sin(t) t sin(t)
Hieraus erhalten wir mit der Stammfunktion ¢ + £ sin(¢) cos(t) von (cos(t))? — vgl.
Beispiel 3.3.5:
tcos(t ~sin(t)
e () (50
27
— /— sin(t) 4 t(cos(t))* + tsin(t) d ¢
; 1 2m
= {cos(t) +t- 5 (t 4 sin(t) cos(t)) — tcos(t)}
27 ’
— / % (t + sin(t) cos(t)) — cos(t)dt
2m
= 21% — 271 — [ (sin(t))? — sin(t)}
0
= 2% — 21 —7? = 7% — 27
Ferner erhalten wir
2m
[1s@la= [1rco)-iewla
C 0
2 27
_ / V1T Bleos(®)2 + PEmD) - vVadt = ﬂ/ VT edt
0 0
Wir berechnen
/\/1 +utdu = :ux/l —|—u2] — ﬁﬁ(—\/%;)du
r 1
= _uVl—l—uQ] —/vl—l—quu—i—/ﬁdu

=
[ 1
/\/1+u2du: g\/1+u2+§arsinh(u)}
und erhalten durch Einsetzen:

/ |f(z)]d =2 [%m+ % arsinh (t)}
C

2

0

2
= V2rV1 + 4n? + \/7_ arsinh(27)
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wegen arsinh(0) = 0.
Aufgabe H 132. Zirkulation und Ausfluss

Sei g: R? — R?*: (§) (exp(;gig;lﬂ)) gegeben. Die Ellipse E habe Halbachsenlangen
a = 1 und b = 2 und liege so in einem kartesischen Koordinatensystem, dass die kleine
Halbachse auf der x-Achse und die groBe Halbachse auf der y-Achse liegt.

(a) Ist g konservativ?
(b) Geben Sie eine doppelpunktfreie Parametrisierung von E an.
(c) Bestimmen Sie Zirkulation Z(g, E) und Ausfluss A(g, E).

Losungshinweise hierzu:

(a) Da R? einfach zusammenhingend ist, ist g genau dann konservativ, wenn die Rotation
verschwindet (Satz 5.2.4). Es ist hierbei

ar(()) -8 on (o) - rovea

1
= 2z exp (x2 + Zyz) +1

folglich ist g nicht konservativ.

(b) GemaB der Beschreibung ist die euklidische Normalform der Ellipse (vgl. Bemerkung
7.3.5, HM1) gegeben durch

2
2 Y
—r°—=+1
T 4+

Wie sich durch Einsetzen erkennen lasst, ist eine Parametrisierung daher gegeben durch:

C:[0,2n] - R*: t (20;)1&;5?2))

Diese ist auch doppelpunktfrei: Auf den Teilintervallen [0, 7] und [, 27] ist der Cosinus
jeweils injektiv. Soll also C'(t1) = C(t2) mit t; < ty gelten, muss t; € [0,7) und ¢y €
(m,2n) gelten. (Man beachte, dass bei Parametrisierungen C': [a, b] — R" geschlossener
Kurven Injektivitat nur auf dem Intervall [a,b) Uberpriift werden muss.) Fiir diese gilt
jedoch sin(ty) > 0 > sin(ty), also C(t1) # C(t2).

(c) Wir berechnen

und stellen fest, dass wegen

|C"(t)] = /(sin(t))2 4 4(cos(t))2 = /1 + 3(cos(t))3 = 1 > 0
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die Parametrisierung regular ist. Wir erhalten mit 5.4.9

2

2. ) - 7<g<c<t>> cmar= [ (G| (o) )ar

2(sin(t))? — sin(t) cos(t) + 2ecos(t) dt

2 — 2(cos(t))? — sin(t) cos(t) + 2ecos(t) d t

I

vgl. Beispiel 3.3.5
= [2t — (t +sin(t) cos(t)) + (cos(t))” + 2e sin(t)fﬂ =27

= e (4 e T (2808 () o

:/ —4sin(t) cos(t) + 2(cos(t))? + esin(t) d ¢

2

= [4(cos(t ¢ + sin(t) cos(t) — 2e cos(t)]o =27

Aufgabe H 133. Lange von Kurven

Bestimmen Sie die Langen der durch die folgenden Funktionen parametrisierten Kurven:
(@) 7v: [~2,2] = R2: ¢ (0,In(1 +12)) .
(b) ~:[0,00) = R?: t — (cos(exp(—t)),sin(exp(—t)))T.
(c) 7:[-2,0] = R3: ¢ (10t,462, —312) .

(d) ~v: [-m @] = R®: t— (1/2(t + cos(t)sin(t)), 1 (sin(t))*, 1 — cos(t))T.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir stellen zunichst fest, dass fiir beliebiges ¢ gilt:

In(1+ %) =In(1 + (—t)?)

Somit ist die Kurve — im Folgenden C' genannt — nicht doppelfunktfrei parametrisiert,
sondern wird aufgrund er Symmetrie des Intervalls bzgl. t = 0 zweimal durchlaufen. Bei
der Bestimmung der tatsichlichen Linge konnen (und miissen) wir uns folglich auf ein
Teilintervall ([—2,0] oder [0,2]) beschranken. Da fiir alle ¢ # 0 gilt, dass

"0=(2) ()
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ist, ist die Parametrisierung in beiden Fallen dann auch regular. Wir erhalten:

:/%dt: (1 +2)]2 = In(5)

1+ 12)
(b) Es gilt:
1) = —exp(t) () -

|7/ (t)] = exp(—t)+/(sin(exp(—1)))? + (cos(exp(—t)))? = exp(—t)

Da Sinus und Kosinus nicht an keiner Stelle gleichzeitig den Wert 0 annehmen und die
Expontialfunktion stets positiv ist, ist die Parametrisierung regular. Ferner gilt fiir ¢ = 0

™

exp(—t) € (0,1] & [0, 5]

™

Da Sinus und Cosinus auf dem Intervall [0, Z] injektiv sind und die Exponentialfunktion
auf gesamt R, ist auch ~ injektiv, insbesondere ist die Kurve also doppelpunktfrei
parametrisiert. Wir erhalten

r—00

/|7'(t)|dt = lim /exp(—t)dt = lim [—exp(—t)];
r—00
0 0

= lim —exp(—r)+1=1

r—00
(c) Esist

10
V()= 8t
—6t

=

17/ ()] = V102 + 6412 + 362 = 10V 1 + 2

Da letzterer Ausdruck stets groBer 0 ist, ist die Parametrisierung regular. Da ferner
t +— 10t bijektiv ist, ist die Kurve doppelpunktfrei parametrisiert. Wie in H 131 berech-

net, ist [v1+u2du = [1 (uv1+ u?+ arsinh(u))], es folgt:

7|7’(t)| dt =10 [% (um—i— arsinh(u))} :
- = 10v/5 + 5 arsinh(2)

(da —arsinh(—2) = arsinh(2) gilt.)
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(d) Esist
5(1+ (cos(t))* — (sin(t))?) (cos(t))?
7 (t) = sin(t) cos(t) = | sin(t) cos(t)

sin(t) sin(t)

=

[V (8)] = v/ (cos(t))* + (sin(t))?(cos(t))? + (sin(t))?
= V/(cos(t))? ((cos(t))? + (sin(t))?) + (sin(1))?
—1

Analog zu (c) folgern wir hieraus, dass die Parametrisierung regular ist. Ferner ist

t > (cos(t))? im Inneren der Intervallen [—m, —Z], [
die erste Komponente also streng monoton steigend. Es gilt also

z ﬂ] und [’r

T 202

z 7| jeweils > 0,

1 1 1 1 r
§t1 + 5 COS(tl) Sin(t1> < §t2 + 5 COS(tQ) Siﬂ(tz) th, ty € | —m, —gi| J11 < b
11 11 3
§t3 + 5 COS(tg) Sin(tg) < §t4 + 5 COS(t4) sin(t4) Vtg, ty € _—g, g] ,1g < 14
1 1 . 1 1 . T
—t5 + = COS(t5) s1n(t5) < —tg+ = COS(tG) Sln(tﬁ) \V/t5, tg € | =, 7T:| s < g
2 2 2 2 L2
Fiir beliebige 1%, € [, 7|,t1 < t, folgt hieraus ebenfalls
1. 1 1.1
Etl + 3 cos(ty) sin(ty) < §t2 + 5 cos(ty) sin(ta),

(Falls £, und £, in unterschiedlichen Teilintervallen sind, ergibt sich dies durch Vergleich
mit den dazwischen liegenden Intervallrandern, die in jeweils zwei Teilintervallen liegen.)
Insbesondere ist die Parametrisierung doppelpunktfrei. Somit folgt

2

/ Y (0)]dt = 2r

0

Aufgabe H 134. Kurvenintegrale und Potentiale

Es sei K die Kurve, die aus der Strecke von P nach Q und dem Kreisbogen von Q nach R

(mit Mittelpunkt im Ursprung) besteht. Weiter sei f: R?* — R: =

T T | T T T

i 540 -

- 1 4 -
3 2 a1 _L—T 20Q 37

n ./_1 -

P
- 24 -

— %(m% + 23).
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(a)

(b)
(c)

(d)
(e)

Geben Sie eine regulare, doppelpunktfreie Parametrisierung C; der Strecke von P nach
() sowie eine reguldre, doppelpunktfreie Parametrisierung C5 des Kreisbogens von ()
nach R an.

Geben Sie Cf(t) und C4(t) an.

Bestimmen Sie /f(s)ds.
K

Bestimmen Sie ein Potential U von V f mit U(0) = 42.

Bestimmen Sie / Vi(x)edu.
K

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

Wir lesen zunichst die Koordinaten ab:

r=(3) 0 e=() o m=(3)

Insbesondere stehen die Ortsvektoren von () und R senkrecht zueinander, womit der
Kreisbogen nur einen Winkel in {7, %7‘(‘} haben kann. Wir erhalten somit aus der Skizze
und |Q| = |R| = 2:

Cr[0,1] = R2: 5 P+ 4(Q — P) — (4t—2)

t—1
cri [0.5] 5 e (S

Mit Ci(t) = 11 folgt, dass die Parametrisierung reguldr ist und dass die Parame-

trisierung doppelpunktfrei ist: Wegen 4 > 0 ist die erste Komponente von (' streng
monoton steigend und somit injektiv.

Aus |Cy(t)] = v/4(—sin(t))? + 4(cos(t))? = 2 folgt, dass auch Cy regular ist, die Dop-
pelpunktfreiheit folgt daraus, dass die Nullstellenmengen von Sinus und Kosinus keine
gemeinsamen Punkte haben: sin(t) =0 <t € 7Z < |cos(t)| = 1.

4
it = (3)
s [ —2sin(?)
Co(t) = ( 2 cos(t)
Bezeichnen wir die durch C; parametrisierte Teilkurve mit K; (j = 1,2), so erhalten
wir mit 5.4.5

/f(s)ds:/f(s)ds+/f(s)ds

:/f(01<t))|0;<t)|dt+/f(Cz(t))\Cé(t)\dt

Wir erhalten:
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(4t —2)+ (t—1)%) - V42 4+ 12d¢t

I
O\H
DN | —

(4(cos(t))? + 4(sin(t))?) - V/4(sin(t))2 + 4(cos(t))2 d t

+
O\mm
DN | =

[VE]

1

J17 V17 [17
—/ 7t2—18t+5dt+/ dt=— | =3 — 9> +5¢| +2r
2 2 3 0
0 0
517
=g T

(d) Da V[ das Gradientenfeld von f ist, ist f selbst natiirlich ein Potential, alle weiteren
Potentiale unterscheiden sich von f durch eine additive Konstante. Wir erhalten mit
dem Ansatz U(z) = f(z) + ¢ aus der Bedingung 42 = U(0) = f(0) + ¢ = ¢ das
Potential

1
Ux) = 5(:& + 23) + 42

(e) Es gibt zwei mogliche Losungswege:
e 1. L6sungsweg (Ausnutzung des Potentials):

/f(x).dm:/f(a:).dx+/f(a:)

= U(C1(1) = U(C(0) +U (€2 (5) ) = U (C2(0)
es gilt C1(1) = C1(0)
~v(e(3)) v

= U(R) ~ U(P) = 5(2 4 0%) = (=27 + (1)) =

e 2 Lésungsweg (direkte Rechnung):
Mit V f(x) = = erhalten wir — man beachte, dass die Kurve reguldr parametrisiert
ist (Sinus und Kosinus werden an keiner Stelle gleichzeitig null):

/Vf dx—/Vf dx+/Vf() dz

K>

(C1 ()] Cl(t) dt+/ (Co(t) | Ch(2)

< (it_—f) ' (‘11) > di + 0/ < (32?58))) ' (_‘320?85@) >/dt

1
1 ! 1
/1%—9dﬁ:{jﬁ_9@ S
2 o 2
0

=0
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Aufgabe H 135. Kurvenintegrale und Potentiale Il
Fiir jedes Paar (a,b) € R? betrachten wir das Vektorfeld

2,.2
T a~T{T3
iR R x= 29| = 812
I3 31'? + b4x2:1:3

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix, die Divergenz und die Rotation von f.
(b) Fiir welche Paare (a,b) € R? besitzt f ein Potential?
(c) Berechnen Sie ein Potential von f fiir (a,b) = (3,2).

(d) Sei K die durch C' : [1,2] — R®: ¢ + | sin(nt) | parametrisierte Kurve. Berechnen
Sie fiir (a,b) = (3,2) das Integral / f(z)edux.
K

Loésungshinweise hierzu:
(a) Durch Differenzieren erhalt man:

2a’T1x3 0 a*a?
Jf(x) = 0 0 16xs
922 blaz blay

divf(z) = 2a*wizs+ b2y

——
=SpJf(z)
(b4 — 16).253
rotf(z) = | (a®—9)a?
0

(b) Die notwendige und — da R? einfach zusammenhingend ist — auch hinreichende Bedin-
gung fiir die Existenz eines Potentials lautet somit

0\ (b* — 16)
0| =rotf(x)=| (a®—9)a?
0 0

also (a,b) € {(3,2),(3,-2),(—3,2),(—=3,-2)}.
(c) Wegen grad(U) = f gilt zunéchst

Ux) = /9x§x3 dz, = 31’?%3 + c1(22, x3).

Mit p p
8_x2 U(bez,l‘?,) = (9_1;2 C1($2,$3) = 8$§
folgt c¢1(wa, 23) = 87923 + c2(x3) und schlieBlich
0 0 !
o2 Ul(xy, 2, v3) = 327 + 163923 + oza co(xs) = 327 4 162973 .

Also ist cz(z3) konstant. Ein Potential ist somit U(x) = 3z3x3 + 8xo73.
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(d) Es gibt auch hier zwei mdogliche Losungswege:

e 1. L6sungsweg (Ausnutzung des Potentials):

1 —1
/f(x).da::U(C(2))—U(C(1)) —U ((o)) U (( 0 ))
g 2 2

=6 (—6) =12
e 2 Losungsweg (direkte Rechnung):

JECRES / f(Cw)-c'w dt

2 ( 18(cos(mt))? ) (7? sin(mf))
= / 32 | mcos(wt) | dt
1 \3(cos(mt))? + 32sin(mt) 0

= /—18%((}05(7#))2 sin(7t) + 327 cos(mt) dt

1
2

= _187r/(cos(7rt))2 sin(nt) dt + [32sin(nt)]}

w = cos(mt) — u'(t) = —msin(nt)

u(2) 1
:18/ w?du = [6u’]_ =12
u(1)

p Frischhaltebox

Aufgabe H 136. Taylorpolynome
1

Gegeben sei die Funktion f: R - R: 2 — —————.
2 + cos(x)

Bestimmen Sie T5(f,x,0) und Ra(f,x,0).

\.

Losungshinweise hierzu:

d o) = sin(z)

dxf< ) (2 4 cos(z))?
d_2 (2) = cos(z)(2 + cos(z))? — 2sin(x)(2 + cos(z))(— sin(z))
d 2 (2 + cos(x))*

_ cos(x)(2 + cos(z)) + 2(sin(x))?
(2 + cos(z))?
_ cos(z) 2(sin(z))?
(24 cos(z))? (24 cos(x))?
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und erhalten:
1

1
Tg(f,SC,O) = g -+ ExZ

Weiteres Ableiten ergibt

d? d cos(z) 2(sin(z))?
da? (z) dx <(2 +cos(z))? (24 COS(J?))?’)
_ —sin(z)(2+ cos(z))? 4 2 cos(x) sin(z)(2 + cos(z))
(2 4 cos(z))*
N 4 cos(z) sin(x)(2 + cos(x))? + 6(sin(z))?(2 + cos(z))?
(2 + cos(x))®
sin(z) 6 cos(z) sin(x) 6(sin(z))?

(2+cos(x))? (24 cos(x))? (24 cos(x))*’

sin(¥,,07) cos(Vy o) sin(, o) (sin(d,x))?

RQ(f’x’O):<_6(2+COS(19x,095))2 (2+ cos(Vo02)* (24 cos(Uno))

fir ein ¥, € (0,1) erhalten.

3
4)117
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