Musterlésung Hohere Mathematik 1/11 Mo 1h

Aufgabe 1 (7 Punkte) Gegeben sind

—4 5 =5 1
Aa - 3 _4 4 UIld b - O 3
4 -3 « -3

mit o € R.

(a) Berechnen Sie die Inverse von Ay.
(b) Bestimmen Sie, fiir welche « das lineare Gleichungssystem A,z = b keine, genau eine bzw.

unendlich viele Lésungen besitzt.

—4 -5 0
(a) (Ay) 7t = 4 41
7 8 1

(b) Durch Zeilenoperationen kann das Gleichungssystem A,z = b auf obere Dreiecksform gebracht

werden:

—4 5 =51
0 —1 113
0 0 a—3|4
Aus der letzen Zeile lidsst sich ablesen, dass fiir a = 3 ein Widerspruch auftritt, also keine

Losung existiert. Fiir alle anderen « gibt es genau eine Losung.
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Aufgabe 2 (5 Punkte) Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen.

(a) (sinz)” > (sinz)"*! fiir alle = € (O, g) .

7

b < [P 2an<t,
3 +5
4
In(1 fir all 1,2].
(c) In( +x)>1+z tir alle z € [1, 2]

(a) Fir 0 <z < % gilt 0 <sinz < 1 und somit (sinz)” > (sinz)"*.

(b) Betrachten wir die Funktion f: [4,7] — R: x — x; Aus f'(x) = 55)2 > 0 folgt, dass f

monoton steigend ist. Also gilt fiir 4 £ 2 < 7 die Unglelchung f(4) = f (x) < f(7) und damit

r—3
T+ 5

N=J
A
A

Wl

Mit der Monotonie des Integrals folgen dann die gewiinschten Ungleichungen.

(c) Betrachten wir die Funktion

p: (=1,00) = R, o) =In(l1+z) —

1+a

Es gilt ©(0) =0 und ¢'(z) = = — (le) Tz > also st ¢'(z) > 0 fiir alle x > 0. Daraus

folgt, dass ¢ eine monoton steigende Funktion ist und fiir = > 0 folgt ¢(z) > 0. Das beweist
die behauptete Ungleichung.

Eine weitere mogliche Losung: Es gilt

In(l4+2) =22 firale =xe€l]l,2],

wegen der Monotonie des Logarithmus. Andererseits ist © — {7 ebenfalls monoton steigend

und es gilt
x

1+z

2
§§ fir alle = € [1,2].

Bleibt also noch zu zeigen, dass In2 > % Dies ist dquivalent zu 8 > €2, was offenbar immer

erfiillt ist.
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Aufgabe 3 (5 Punkte)

(a) Das Vektorfeld

3z%In(y + 1)

T
3
h:Rx (=1,00) xR—=TR*: | ¢ [+~ Ty
y+1
o 2yz + sin(z)

besitzt ein Potential. Berechnen Sie dieses.

(b) Berechnen Sie das Kurvenintegral

fiir die Kurve

(a) Das Vektorfeld h ist der Gradient seines Potentials U. Also miissen die partiellen Ableitungen

von U mit den Komponenten von A iibereinstimmen.

Ua(y.2) = 32” In(y + 1) = Ule,y.2) =2y +1) + ey, 2)
Uy( ) - +d (y,2) = - +22 = U( ) =23 In(y + 1) + yz* + c2(z2)

Ty, 2) = —ci(y,2) = z Ty, 2) =1 2 2
y\hY 1 dy 1y y+1 Y Y Y 2
U.(z,y, 2) = 2yz + &y(2) = 2yz + sin(2) = U(r,y,2)=2*In(y+1) +yz? —cosz +c3

(b) Da das Vektorfeld h einen einfach zusammenhéngenden Definitionsbereich besitzt, kann das

Kurvenintegral mit Hilfe des Potentials berechnet werden.

/ h(z)dz = U(C(1)) — UC(0)) = U(1,1,1) — U(0,0,1) = 1 + In(2)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Bestimmen Sie zu w = —3 + 3i die Polarkoordinatendarstellung w = r(cos(¢) + isin(yp)) mit
0=r, 0 ¢ <27.

r= 3v2 o= -

b) Geben Sie alle Losungen von z* = 16 (cos (27) +isin (27)) in der Form z = x + yi mit
3 3

r,y € R an.

2 = V3+i 29 = —14+/3i

23 = —V3—i 24 = 1—+/3i




