Stroppel /Séandig Musterlésung

14.03. 2011, 240min

Aufgabe 1 (5 Punkte) Gegeben ist die Funktion
2 T 2
[REP=R, (z,y) — (241"

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Stufe zum Entwicklungspunkt (1,1).

Der Gradient von f betragt

(grad f)(z, y)T = (2zy(«® + 1)V, In(2® + 1)(2* + 1)) .

Die zweifachen partiellen Ableitungen ergeben sich zu

2
g;g}; = 2y(2® + 1)1 +daPy(y — 1)(a” + 1)
>’f 2 -1 2 2 -1
Bt = 2z(x® + 1)V 4 2zyIn(z” + 1)(z° + 1)Y
oY
2
g_yé = (In(2* + 1))*(a” + 1)"

Damit ergibt sich das Taylorpolynom der 2. Stufe zu:

To(r,y) =2+2x—1)+2Im2(@y—1)+ (- 1)+ (2+2mn2)(z — 1)(y — 1) + (In2)*(y — 1)
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Aufgabe 2 (4 Punkte) Bestimmen Sie die folgenden Ableitungen:

(@) = (vier) NN (m (:c?e—ﬂ))

(a) Mit Produkt- und Kettenregel ergibt sich

d 1 1 eV
a ﬁ) __t VE N
dz (\/56 N e o0z 2z

(1+Vz) .

(b) Wir berechnen

24+ 1

n( a ):1n(ex)—1n(x2+1):x—ln(gﬂﬂ).

Dann erhélt man mit der Kettenregel

d e’ d 2x (x —1)2
— (n|{——))]=— (z—In(z2+1))=1— = .
dx (n<x2+1>) dx (v =1n (+"+1)) 241 x? 41

Alternative:

Man benutzt Ketten- und Quotientenregel und erhélt

d I e” 2?41 (e (2P +1) —e" 20 L 20 (z—1)
dz 2+ 1 en (22 +1) B w2 +1 2241
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Aufgabe 3 (4 Punkte) Gegeben sei das Vektorfeld

—1 T

T T
fRQ\{(O,O) }-)Rz (1’,?/) %W(ﬂf,y) .
(a) Berechnen Sie ein Potential von f.

(b) Gegeben seien nun die Punkte P, = (—=1,0)" und P, = (1,0)". Geben Sie eine Parametrisierung
fiir eine Kurve K an, welche die Punkte P, (Startpunkt) und P, (Endpunkt) iiber einen Halbkreis
um den Nullpunkt mit Radius 1 verbindet.

(c) Berechnen Sie das Kurvenintegral von f lings K.

(a) Wir integrieren zunichst f, nach x und erhalten mit der Substitution u(x) = z* + y?:

—T —1 1 1
—3dx:/ sdu=|u"2| = (2®+y°) 72 +cy).
/($2+y2)2 o [ ] (2" +y7) ()

Wenn wir nun diese Stammfunktion nach y differenzieren, sehen wir, dass c(y) konstant sein

muss. Daraus ergibt sich ein Potential zu
T 1

U: R~ {(0,0)} = R?: (2,y) — ——o.
vVt +y?
(b) Zwei mogliche Parametrisierungen sind gegeben durch

C:[0,7] = R*: t s (—cos(t)) :

sin(t)

. t

C:[-1,1] = R*: t— :
1,1 ( - t2>

Die Varianten mit negativer y-Komponente sind ebenfalls richtig.

(c) 1. Variante:

Man berechnet das Kurvenintegral am einfachsten mit Hilfe des Potentials aus :

/Kf(:c) vdz—U(B) —U(P) = 0.

2. Variante:

Man verwendet die Parametrisierung aus @:

[ tareds= [ rica)-cwar

B -1 — cos(t) _ sin(t)
_/0 (cos?(t) + sin®(t))3/2 ( sin(t) > (cos(t)) 4
= /0 (cos(t) sin(t) — sin(t) cos(t))dt = 0.

Entsprechendes gilt fiir andere Parametrisierungen.
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Aufgabe 4 (10 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

—+o00
cosxT d COS T
(a) /e sinzcosxrdzx ()/ T osns dzx (e) /e‘mcosxdx
3 \/ 0
(b) /3€COS$SiledCL’ (d) /l;mdx
0 x

(a) Wir substituieren cosz = ¢ und erhalten

/ Coszsma:cosxdx——/ettdt.

Durch partielle Integration, mit f = €', g = t, ergibt sich

—/et dt =—[te'] +/etdt: [—te +¢'] =[e'(1—1)] .
Durch Resubstitution ¢ = cosx erhalt man

/ec‘)”sinxcosxdx = [e°®*(1 — cosx)].

Alternative:

CcCos T

Durch partielle Integration, mit f = —e“®* g = cosz, erhalten wir

/ec"”sinxcosxdm = — [e°®% cosx] — /ecos””sinxdx

= [—€“®? cosx] + /e“’”d(cos x)

COos T

cos x + €7

= [—e

= [e“®**(1 — cosx)] .

(b) Wir substituieren cosx =t und erhalten

-

jus

[

3
@ sin(z)dz = —/ el dt
1

Alternative: Wir berechnen

/ ePsinxdr = /ecos’”d(cos x) = [—e®7].

Wir erhalten

us

3
/ e sinrdr = [ = e — Ve.
0

Oeoln
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(c) Durch Substitution sinz = ¢ erhdlt man
1

z 1
2
/ T dx:/ dt
o 1+2sinx o 1+2t

= 2 (1t 20y =

In3

Alternative: Wir berechnen

™

2 12 1
/ —cosa‘s dx:—/ ——————d(1 + 2sinx)
o l+2sinz 2 /)y 1+2sinx
1 2 In3
=3 [1n(1+2sinx)}§ :nT

(d) Wir substituieren Inx = t. Wir erhalten

A o 0] oo

Njw

|

(e) Durch partielle Integration, mit f =sinz, g = e, erhalten wir
+o0 +oo

_ _ . —+o0 _ .
/e Tecosxdx = [e ”“"smx}o —i—/e sinzdzx.

0 0
¥ auf das zweite Integral liefert

Anwenden der partiellen Integration, mit f = —cosz, g =e~
+00 +00
/ e “cosxdx = [e_x sinm]goo + / e “sinzdx
0 0
+00

= [e‘x sin :1:] ;roo — [e‘x cos I] ;roo — / e “cosxdux,

0

woraus sofort .
1
/ e fcosxdr = 5 [e™*(sinz — cos x)};roo
0
folgt.
Wir berechnen
+oo
/ e “cosxdxr = lim 1 [e *(sinz — cos x)]ﬂ
B—+oo 2 0
0
. sinf—cosf sin0—cosO 1
= lim = =—.
B—+oo 2eB 2¢e0 2
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Aufgabe 5 (8 Punkte) Ein quaderférmiger Behéilter ohne Deckel soll aus 12m? Blech hergestellt

werden. Wir suchen das maximale Volumen eines solchen Behélters.

(a)

(b)

Geben Sie einen Ausdruck V' fiir das Volumen und einen Ausdruck A fiir die Oberfliche (also die

verwendete Materialmenge) jeweils in Abhéngigkeit von Lénge, Breite und Hohe des Behélters

an.
Bestimmen Sie die Gradienten der Funktionen V und A.

Was ist das maximale Volumen des Behélters?

()

(b)

(c)

Wir bezeichnen mit z, y und z die Lénge, Breite und Hohe des Behélters (in Metern). Offen-
sichtlich ist es sinnvoll, die Suche auf den Bereich zu beschrianken, in dem keiner der drei Werte
negativ ist.

Dann konnen wir das Volumen V' und die Oberfliche A des Behélters durch die folgenden Formeln

beschreiben:
V (?g) =xyz und A (g) =zy+2rz+2yz=axy+2(r+y)z.

Die Funktionen

V[0, +00)* — R: ( )r—>3:yz

ne s

und

A: [0,400)* = R: (Z;:) =y +2(x +y)z
sind beide stetig und stetig partiell differenzierbar.
Der Gradient von V' berechnet sich als

oV

oz Y=
grad V' < g ) = %—‘; =1 xz
s zy
Der Gradient von A berechnet sich als
% Y+ 2z
gradA@)z 2= w42
o4 2(z +y)

Wir wollen die Zielfunktion V' unter der Nebenbedingung A = 12 maximieren. An allen Stellen
auf dem Rand {(é) € [0,+oo)3’ r=0Vy=0Vz :O} = {(g) € [0,+00)3 | zyz = 0} des

Definitionsbereiches [0, +00)? nimmt V' den Wert 0 an; fiir die Suche nach dem Maximum kénnen

wir uns also auf das offene Gebiet € = (0, +00)? beschriinken.
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Wir verwenden die Methode von Lagrange; diese liefert das Gleichungssystem

yz + AMy+2z2) = 0 (1)

rz + Mzx+2z) = 0 (2)
ry + 2Nz +y) = 0 (3)
ry + 2x+y)z = 12 (4)
Der Gradient grad A wird im betrachteten Gebiet Q = (0, +00)® nie Null.

also A = —z oder x =y.

Im Fall A = —z ergibt sich aus Gleichung (1)
yz —yz — 222 =0,

also z = 0. Dieser Wert liegt nicht im zul&ssigen Bereich (2 fiir z.
Also gilt = y, und wegen x > 0 folgt dann A = —7 aus Gleichung (3). Dann wird Gleichung (1)
zu

20z — 2% =0
und = > 0 liefert 2z = x. SchlieBlich wird Gleichung (4) zu

2 4 222 =12,

und wir erhalten z = 2 (wobei wir ein letztes Mal x > 0 verwendet haben).

Die Stelle <§> = (%) ist also die einzige kritische Stelle, die die Multiplikator-Methode im
betrachteten Bereich 2 liefert.

An dieser Stelle gilt V = 4.

Warum liegt an dieser Stelle wirklich ein Maximum vor?

Wir zeigen als Néchstes, dass V' auerhalb des kompakten Quaders [0, 18] x [0, 18] x [0, 9] unter
der Nebenbedingung A = 12 keine Werte grofler oder gleich 4 annehmen kann. Wir kénnen

wieder die Stellen auf dem Rand ignorieren (weil dort V' = 0 gilt) und also x,y, z > 0 annehmen.

Es gilt z:%undwegenxy>0danna:—i—y:m;—;y<£:g.l\/ﬁtx>0undy>0folgt

weiter x<§ und y < g. Fiir z > 9 ergibt sich V' < (g)zz: 3—26 < 4.

12—ay 12 6 1
2(z+y) < 2max{z,y} < 18— 37

0 < z folgt 0 < 12 — zy, also zy < 12. Damit ergibt sich V = zyz < 122 < % =4.
Auf der kompakten Menge <[O, 20] x [0, 20] x [0, 10]) N {(x, Y, 2) ‘ A (g) = 12} nimmt die stetige

und aus

Jetzt nehmen wir an, dass max{z,y} > 18. Dann gilt z =

Funktion V' ein Maximum an. Dieses Maximum ist mindestens 4, weil ja V' an der Stelle %) den
Wert 4 liefert (und an dieser Stelle die Nebenbedingung A = 12 erfiillt ist). Die Maximalstelle
kann nicht auf dem Rand des Quaders ([0,20] x [0,20] x [0, 10]) liegen (weil diese Randpunkte
entweder zyz = 0 erfiillen oder aulerhalb des vorhin betrachteten Quaders [0, 18] x [0, 18] x [0, 9]
liegen und wir schon wissen, dass V' dort drauflen nur Werte kleiner 4 annimmt). Also muss
(nach 4.6.3) das Maximum an der einzigen kritischen Stelle liegen, die uns die Multiplikator-

Bedingungen iibrig gelassen haben: bei <§) = @) . Das maximale Volumen ist also 4m?.
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Stroppel /Séandig

Aufgabe 6 (5 Punkte) Entscheiden Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder divergieren.

> 1 > 22k
® 25 ) 2 R © X Gy

(a) 1. Variante: Das Quotientenkriterium liefert

po 251 1+2ik71<1
ki%o2k+1+1_kiri102+2i_2 '

Daher konvergiert die Reihe.
L < 2% kann man die Reihe durch eine konvergente geometrische Reihe

2.Variante: Wegen 5~

abschéatzen:
=1 =1 1
> <D m=T1
k=0 k=0 2

2k +1

Das Majorantenkriterium liefert dann die Konvergenz der urspriinglichen Reihe.

(b) Es gilt
S
VEERFT) T V2R kY2

Da die harmonische Reihe divergiert, so divergiert auch die Reihe

und damit nach dem Minorantenkriterium auch die Reihe
RS
— VE(k+1)
22k 4k
=1.

ay = ——————=
ENCENCIOL
Die Folge ay, ist also keine Nullfolge. Daher kann die Reihe ) ;7 aj nicht konvergieren.

(c) Fiir gerade k gilt:
==

(Auch die Betrachtung der Summanden mit ungeraden Indizes liefert diese Erkenntnis:
Fiir ungerade k& gilt ndmlich a; = ﬁ =& =2").
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Aufgabe 7 (5 Punkte) Es sei eine Ebene E, im R3 gegeben durch
E232$1+2I2—$3—5:0

(a) Bestimmen Sie die Ebenen E; und FEj parallel zu Fs, welche von E, jeweils den Abstand 3
haben.

Wir betrachten eine Gerade g durch den Ursprung, welche E; im Punkt A schneidet, E, im Punkt
B und Ej im Punkt C'. Dabei betragen die Abstinde |AB| und |BC| jeweils 6.

(b) Machen Sie eine Skizze des geometrischen Sachverhalts.

(c) Berechnen Sie, unter welchem Winkel die Gerade g die Ebenen Ej, Es und Ej schneidet.

Ermitteln Sie dabei den Winkel zur jeweiligen Normalen der Ebene.

(a) E, in Hesse-Normalform lautet

5
Damit hat die Ebene F; vom Ursprung den Abstand 3 Fir E; und E3 brauchen wir also

2
1 14 4
Ebenen mit demselben Normalenvektor 7 = 3 2 | und den Aufpunkten 3 7 und —3 7.
-1
Die Gleichungen lauten daher
1 : 14 1 : 4
E12§ 2 f—gzo und Egig 2 i"+§:0
-1 -1
[ 4
bzw. Egig -2 f—gzo
1

(Die zweite Gleichung ist die Hesse-Normalform fiir Es.)
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(b) Der geometrische Sachverhalt 148t sich am besten in einer Ebene beschreiben, welche die Gerade
g enthélt und senkrecht auf den Ebenen FE;, Es und FEj3 steht. Dann ergibt sich folgendes Bild:

Ey

Es

Es

/g

C

(c) Der Winkel ¢ zwischen den Normalenvektoren der Ebene und der Geraden ¢ ldBt sich in der
Ebene messen, die im Teil (b) gezeichnet wurde. Weil die Ebenen parallel sind, sind alle diese

Winkel gleich. Insbesondere gilt:

3
— arccos —
14 6

T
3
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Aufgabe 8 (8 Punkte)

Gegeben ist das reelle, lineare Gleichungssystem Az = b mit

(a)
(b)
(c)

(d)

0

[u—
— o o O
—_ o O O

1
2
1 3
0 —1

[

Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A.
Fiir welche «, 8 € R besitzt das System eine eindeutige Losung? Berechnen Sie diese Losung.

Fiir welche o, 8 € R besitzt das System unendlich viele Losungen? Berechnen Sie die Losungs-

menge.

Fiir welche a, 8 € R besitzt das System keine Lésungen?

(a)

(b)

Durch Zeilenoperationen bekommt man die folgende vereinfachte Matrix A, die die gleiche De-

terminante besitzt wie A.

N

I
o o o ~
o O =
=T SR
+ © o o

1+3

Also gilt:
detA:detfl:Ll-Q-(l—i-%):2—|—a.

Ein LGS mit quadratischer Koeffizientenmatrix hat eine eindeutige Losung genau dann, wenn die
Determinante der Koeffizientenmatrix nicht verschwindet. Also besitzt das LGS eine eindeutige
Losung, falls

det A # 0 = 24+ a#0 = a# =2,

Um die Losung in diesem Fall zu berechnen betrachtet man das augmentierte System

11 0 0]0
1 2 010
[A|[b] =
01 3 a|p
00 —-1 111
und vereinfacht es auf dieselbe Weise wie in @ zu
1 1 0
. 011
[Al[b] =
00 2 o
000 24al|2+p
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Aus dieser Schreibweise kann man die Losung dann ablesen und erhélt

1 0 —«
| 1 a—f
x3 24« b —«
T4 240

(c) Aus [(b)] weiB man, dass die Matrix nur fiir den Fall @ = —2 unendlich viele Losungen haben

kann. Betrachtet man die letzte Zeile von [A][b], so erhilt man fiir die Losbarkeit auch noch die

Bedingung g = —2.

Wir setzen nun o = 3 = —2 in die augmentierte Matrix [A||D] ein und erhalten:
110 010 1 0 —-1]-1
011 010 01 1 1
=
00 2 —2|-=-2 001 —-1]-1
000 01]0 000 01]0

Die Losung kann man daraus ablesen, man erhilt die Losungsmenge

-1 1
1 —1
+1
—1 1
0 1

telR

(d) Aus erhélt man, dass fiir « = —2 und [ # —2 das lineare Gleichungssystem keine Losung

besitzt.
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Aufgabe 9 (5 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenwerte sowie die zugehorigen Eigenrdume der Matrix

-2 0 -1
A= -1 1 1
10 0

Geben Sie die algebraische und geometrische Vielfachheit aller Eigenwerte an.

Das charakteristische Polynom der Matrix A: (1 — \)(1 + \)? =0

Eigenwerte: A\ =1, Ay = —1,
Algebraische Vielfachheiten: ey, =1, ey, = 2.

Eigenrdume:
-3 0 -1 0
(A-ME)=] -1 0 1 = V(N)=<s| 1 seC
1 0 -1 0
-1 0 -1 1
(A-XE)=1] -1 2 1 = V(X)) =<5 1 seC
10 1 -1

Geometrische Vielfachheiten: dy, = d,, = 1.
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Aufgabe 10 (4 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Losung der Gleichung
22 —1) =1+ 3i

in der Form 2z = a + bi mit a,b € R.

(b) Beweisen Sie fiir alle n € N die Formel

(1+i)" =22 <cos (%) +isin (Z—n>> :

(a) Die Gleichung kann umgeformt werden zu

L+3i_ (1+3)Q2+0) _ —1+7 1 7,
Z = e = = —— —1.
2-1  (2-D(2+1) 5 55

(b) Zuniichst ist arg(141i) == und |1 +i| = v2 =22, also

14+i =22 (COS (%) +isin (Z)) .
(1+1)" = 22 (cos <%> + isin (%))n = 23 (cos (%) + isin <%>)

fiir n € N.

Es folgt

Alternative Losung.
Zunichst ist arg(1 +1i) =7 und |1 +i| = V2= 22 | also

14+i = 2267 .

Mit der Formel von Euler und de Moivre folgt

TN

(1+1)" = 2% = 2

0|3

(con () #3500 (7))

fiir n € N.
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Nummer:

Studien-
gang;:

Aufgabe 11 (3 Punkte) Geben Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Entwicklungspunkt an

und bestimmen Sie den Konvergenzradius.

Entwicklungspunkt Konvergenzradius
= /2n+1\" on 1
S () : %
n=1
— 3 o _ 1
Zn2+1(2_32) 31 g

3

=0
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Aufgabe 12 (3 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

: 1 1 , (—1)™n

lim [ —— — =) = —2) = _
(2) 20 (sin(w) :1:) 0 (c) nl~l>r+noo (2n2 +1 2) 2
(b) lim x + cos(x) _ )

r——+00 €T
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Aufgabe 13 (5 Punkte) Gegeben sei die Quadrik

Q= {az e R? —xf — acg — 2\/§x1x2 — 2x1703 — 2\/§(E2$3 +1= 0} )
Geben Sie die Matrixbeschreibung der Qua-
drik an.
-1 =2 -1
z' -2 0 —v2 |z+1=0
-1 =2 -1

Bestimmen Sie die euklidische Normalform der

Quadrik. (\/3—1)3/%—(\/5—1-1)3/%—1-1 —0

Bestimmen Sie die Gestalt der Quadrik an-

hand der Normalform. hyperbolischer Zylinder
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Aufgabe 14 (8 Punkte) Wir betrachten fiir R® die beiden Basen

0 —1 2 1
E: o, 1], 10 und C: 01,1-21,10
0 1 0 1

und fiir R? die Basen

) ()6

Die Abbildung f: R? — R3 ist gegeben durch die Matrix

-1 3
€ f B = 2 0
1 2
Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen
-bob 1/(1 5
id, = 0o Lo und id = - N
&3 2 B1  Bs 3 1 7
0 0 1
sowie die Abbildungsmatrix in neuen Basen
) -1 -7
Cf B, — § —1 5
3 9
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 15 (3 Punkte) Gegeben ist das Vektorfeld
.

for: RP xR xR =R (z,y, Z)T — <ozi, z,ln(xy))
Ty

wobei a € R ein Parameter ist. Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix von f,:

g 0o
T
_ z 1
Jfa ((I,y,Z) ) - O _y_2 ?;
1 1
z y
Fiir welche o € R besitzt das Vektorfeld ein Potential: o = 1 ?
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