Stroppel /Sandig Musterlésung 06.09. 2011, 180min

Aufgabe 1 (4 Punkte) Gegeben sind die Vektoren

1 1 —1
flz -1 ) f2: 1 5 f3: 1
2 0 1

und der Punkt P = (2,—-2,1).

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren fi, fo, f3 paarweise orthogonal sind, aber kein Orthonormal-System
bilden.

(b) Sei E die Ebene senkrecht zu f; durch den Punkt P. Geben Sie die Hessesche Normalform der
Ebene F an und bestimmen Sie den Abstand der Ebene vom Ursprung O.

(a) Test auf Orthogonalitit:

(filfa) = 1-14+(=1)-14+2-0=0, (filfs) =1-(-1)+(-1)-1+2-1=0,
(folfs) = 1-(-1)+1-1+0-1=0.

Nicht normiert:
AP =14+1+4=6, |fb>=1+14+0=2, |fsP=1+1+1=3,

Es geniigt natiirlich nur bei einem Vektor festzustellen, dass er nicht normiert ist.

() (ilp)=1-24(-1)-(-2)+2-1=6=

Beschreibung der Ebene in Hessescher Normalform: (auf positive rechte Seite achten)

<%f1

x>:\/5

Abstand zum Ursprung: V6
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Aufgabe 2 (6 Punkte)

Gegeben ist das reelle lineare Gleichungssystem Az = b mit

-2 4 -1 1
A=A,=10 1 11, b=121, a e R.
2 -6 « 1

(a) Fiir welche Werte des Parameters « ist das System eindeutig losbar?
(b) Geben Sie den Rang der Matrix A, in Abhéngigkeit von « an.

(c) Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems fiir a = —3.

(d) Gibt es einen Parameterwert «, fiir den in einer Losung des Gleichungssystems alle Variablen

den gleichen Wert (d.h. 1 = 23 = 23 ) annehmen?

Wir betrachten die erweiterte Matrix

-2 4 —1]1
[Aulbl=] 0 1 1|2
2 -6 ol

Durch Zeilenumformungen vereinfacht man sie zu

24 -1 |1
Aol=] o 1 1 |2
0 0 a+l]|6

(a) An der letzten Zeile von [A,||b] erkennt man, dass das System fiir alle o € R\{—1} eindeutig

losbar ist.

Alternativ: Das System ist genau dann eindeutig losbar, wenn det A, = —2a — 2 # 0 ist,

also fiir o € R\{—1}.
(b) Aus der obigen Darstellung von [A,||b] folgt:

Rg(A4,) =3 fir a# -1, Rg(Ac—1y) =2.

(c) Fiir @« = —3 erhalten wir mit den gleichen Umformungen wie oben das Gleichungssystem
-2 4 —1]1
[Asllb]=1] 0 1 12
0 0 —2|6

Mit Riickwértseinsetzen erhélt man jetzt die Losung:
.
z=(11,5,-3)".
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(d) Im Fall 2y = xo = z3 folgt aus der zweiten Zeile von [fla||l~)], dass 2x = 2 ist und somit
T =29 =x3=1

gilt. Aus der dritten Zeile sieht man dann, dass o = 5 sein muss.

Einsetzen in die erste Zeile ergibt auch keinen Widerspruch; also ist (1,1, 1)T eine Losung fiir

a=2>5.
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Aufgabe 3 (6 Punkte) Gegeben sei die folgende Quadrik:
2x% — 21129 — 22173 + 2x% — 22973 + 2x§ —1=0

Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt der Quadrik.

Um die euklidische Normalform der Quadrik zu bestimmen, muss man die Matrixbeschreibung der

Quadrik aufstellen:

2 -1 -1 Ty
0=<x1 To Ig) -1 2 -1 zo | —1
-1 -1 2 x3
) X

Das charakteristische Polynom von A ist xa(\) = —9A 4+ 6A* — A\*. Somit sind die Eigenwerte von A
)\1:3, )\2:3111'1(1 )\3:0 .
Weil die Quadrikgleichung keinen linearen Teil hat, ergibt sich daraus direkt die euklidische Normalform
der Quadrik:

3yl —3ys+1=0

Die Quadrik ist ein elliptischer Zylinder (bzw. Kreiszylinder, da die Hauptachsen gleiche Linge haben).
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Aufgabe 4 (3 Punkte) Bestimmen Sie die Grenzwerte der Folgen.

2
(a) lim (n— n2—|—2) (b) lim ¢y il

n—+00 n——+o00 omn

(a)
(n—+vn?+2)(n+vn?+2) 2

n—vn?2+2 = - =
n+vn?+2 n+vn?+2
2
— lm n—vn2+2= lim —+— = 0.
n——+o0 n—+o00 n+1/n2+2\_/2/

(b) Aus 1 <n?+n <202 fir n > 1 folgt /1 < /n2+n < /23/n2. Wegen lirf Ya=1,a€R"
n—-+0o0
und lim {/n =1 folgt weiter mit dem Sandwich-Theorem: lim /n?+n =1

n—+00 n——+o00

und damit schlielich
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Aufgabe 5 (6 Punkte)

kX +k
(a) Untersuchen Sie die Reihe Z ;k_ auf Konvergenz.
k=1
(b) Bestimmen Sie den Wert der Reihe Z(—l)k h
k=1 '
: : o1 (=2)F
(c) Bestimmen Sie den Wert der Reihe Z = + o :
k=0
(a) Esist
apsr|  (k+12+(k+1) 28 1k +3k+2
ap | 2k+1 R+k 2 k+k
woraus N 2
1 1+3 2
lim | %t] = L gy LESRE2E

1
folgt. Das Quotientenkriterium liefert die Konvergenz der Reihe.

Alternative:
Aus 1 S k2 + k< 2k% k> 1 folgt V1< VEZ+k < V2Vk2. Wegen klim Ya=1,a€R" und
—+00
lim k=1 folgt weiter mit dem Sandwich-Theorem: lim /A2 +k = 1.

k—+o0 k—+o0

Wir iiberpriifen nun mit dem Wurzelkriterium, ob wir die Konvergenz entscheiden kénnen:

S — E2+k 1 — 1
lim /|ax| = Tim | AL e V2 + =§<1.

k——+o0 k—+o0 Qk o 2 k——+oo

Damit folgt die Konvergenz der Reihe.

(b)

© S
S G- (3) < (55)

-+
=

Es handelt sich um zwei absolut konvergente geometrische Reihen und es gilt

w

=1 (- &) &y 1 1 5
= = - - = =4+ =2
§5k+ 3k Z(5> 2 3 1—1/5 1+1/3 4 1

k=0 k=0
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Aufgabe 6 (7 Punkte) Gegeben ist die Funktion

(a)
(b)

f:R* = R: (z,y) = 2° —y* — 27,

Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f. Welcher Typ liegt jeweils vor?

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f auf der Geraden y =z — 1.

(a)

(b)

Mit dem Gradienten

folgt aus der notwendigen Bedingung grad f = 0:

V6

=0und r = £—
Y und z 5

H f(z,y) = (65 _02>

ergibt sich an der Stelle (v/6/3,0) ein Sattelpunkt und an der Stelle (—+/6/3,0) ein Maximum.

t
C:R—->R% t—
t—1

parametrisieren. Damit ist die auf Extrema zu untersuchende Funktion einer Verédnderlichen

Aus der Hesse-Matrix

Die Gerade lasst sich durch

h(t) = f(O)=t"—(t—1)* -2t =t>—t*—1

mit den Ableitungen
R'(t)=3t>—2t und  A'(t) =6t —2.

Die notwendige Bedingung h'(t) = 0 fiihrt auf
2
tl =0 und t2 = g

mit A"(t;) = —2 und h"(ty) = 2.

Somit sind die lokalen Extrema:

An der Stelle (0,—1) lokales Maximum mit Wert f(0,—1) = —1

An der Stelle (2/3,—1/3) lokales Minimum mit Wert f(2/3,—1/3) = —31/27
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Aufgabe 7 (8 Punkte) Gegeben seien die Parameter o« € R und § € R sowie das Vektorfeld

x 2azy + 3sin(y) + byz
R R: |y | = | az®+ 3zcos(y) + 5xz
z Py

(a) Fiir welche Parameter «, 8 besitzt f ein Potential?

(b) Berechnen Sie ein Potential von f fiir die Parameterwerte aus (a).

(c) Sei nun S =5 und folgende Parametrisierung der Kurve K gegeben.
1+t

C:00,1] > R*: t— | tr
0

Bestimmen Sie alle o € R fiir die

/Kf(s)ods:l

gilt.

(a) R? ist einfach zusammenhingend, die hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Potentials

lautet somit

0 fx — bz (B6—5)x
0 [ =rot(f) = by — By =G-8y |-
0 2ax 4 3cos(y) + 5z — 2aw — 3cos(y) — bz 0

also a € R, f=5.
(b) Wegen grad(U) = f gilt zunéchst

Ulx,y,z) = /204xy + 3sin(y) + byzdx = az®y + 3z sin(y) + 5zyz + c1(y, 2) .

d d
d—yU(w, y,z) = ax® + 3w cos(y) + bxz + d—cl(y, z) = az® + 3w cos(y) + dzz
Y

Ein Potential ist somit U(z,y, z) = az?y + 3z sin(y) + Szyz.
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(c) Fiir g =5 ist das Kurvenintegral wegunabhéngig.

1= /Kf(s) eds=U(C(1)) —U(C(0)) = adrm + 6sin(m) — 0 = adnr

1
Die Bedingung ist somit fiir o = e erfiillt.

T
Alternative:
Kurvenintegral:
. 2a(1 + t)tm + 3sin(tm) 1
/f(s)ods = / f(c t)dt:/ a(l+6)?+3(1+1t)cos(tr) | o | 7 | dt
. ° ’ 5(1 + t)tr 0

= / 2a(1 + t)tr + 3sin(tr) + am(1+ )% + 37(1 +t) cos(tr) dt

= / ar + dart 4+ 3art? + 3sin(tr) + 37(1 4 t) cos(tn) d t
0

3 ' !

= [omt + 2amt? + ant® — = cos(tm) + 3(1 + 1) sin(tw)} - 3/ sin(tm) dt
T 0 0
3 b3

[omt + 2amt? + ant® — = cos(tm) + 3(1 + ) Sin(tﬂ'):| + = [cos(tm)],

7T 0 T

= [ant + 2ant® + amt® + 3(1 + t) sin(tn)]

= [am + 2am + ar]

= darm

1
Die Bedingung ist somit fiir o = e erfiillt.
T
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 8 (5 Punkte)

Gegeben ist die Menge M = {vy, v, v3,v4} von vier Vektoren des R? mit

—1 2 —4 2
1 1 1 7
v = , U2 = y U3 = ;U4 =
4 -2 16
0 3 -3 9

(a) Stellen Sie v, als Linearkombination der Vektoren v; und ve dar, d.h. bestimmen Sie Parameter

a, B € R so, dass vy = avy + fus .

a= 4 £ = 3

(b) Stellen Sie vy als Linearkombination der Vektoren vy und vs dar, d.h. bestimmen Sie Parameter

~v,0 € R so, dass vg = yvg + dvs .

v = 5 0= 2

(c) Geben Sie eine Basis B £ M des von M erzeugten Vektorraums W = L(M) aus Vektoren von
M an.

B: {v1,v2} oder beliebige andere zwei
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Aufgabe 9 (4 Punkte) Gegeben ist die Matrix

a+b 1 O
A= 0 i 1 |ecCc mit a,b € R.
0 0 —i

(a) Geben Sie die Determinante von A in Abhéngigkeit von a und b an.

det A = a + bi

(b) Fiir welche Paare (a,b) € R? haben alle Eigenwerte die algebraische Vielfachheit 17

(a,b) € R2~ {(0,1), (0, 1)}

(c) Fiir welche Werte von a und b ist der Vektor | 1 | ein Eigenvektor?

(a,b) = (0,2)
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Aufgabe 10 (2 Punkte) Bestimmen Sie folgende Ableitungen in den jeweiligen Definitionsbereichen.

d

7 e = (22 4 1)e*
d z-3 —r+7
do (r+1)2 (x+1)3
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Aufgabe 11 (3 Punkte) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 3 der folgenden Funktionen

um den angegebenen Entwicklungspunkt xg.

(a) f:R—=R:z— cos(x/2), x5=0

1
T5(f,2,0) = 1—§x2.

(b) g: R\ {0} > R: z+—In(a?), z=1

T3(g,x,1) = 2 — 1) — (17—1)2+§(x— 1)3
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Aufgabe 12 (6 Punkte) Berechnen Sie folgende Integrale.

Jle s (6 - = | [+ o+ etz Lano]
o) e+ 3 sy + )= | [t 1
[0 | e
[ #atee- ()

Seite 14 von [14]



