Stroppel Musterlésung 01.09.2014, 180min

Aufgabe 1 (4 Punkte) Sei

s
f:R* = R*: | ¢ »—>s<2)+t<1)+u<3>.
-1 2 1

u

Sei F, die Standardbasis von R? und sei E5 die Standardbasis von R3. Sei

()0

eine weitere Basis von R? und sei

1 0 1
C:111,11}|,10
0 1

eine weitere Basis von R?. Bestimmen Sie die Matrizen g, fg,, g, fc, und pfc.

1 0 0
f 0 =<2) f 1 :<1>undf 0 =<3)
—1)’ 2 1/
0 0 1

Hieraus ergibt sich die Matrix von f beziiglich der Standardbasen E3 von R? und E; von R? als

2 1 3
EQfE3:<—1 2 1)'

Byide =

Es ist

e S S
—_ = O
_ O

Somit berechnet sich g, fc als

3 4 5
2 —E, - pide = :
E fC E. ng Es3iUC (1 3 0)

2 1
Weiterhin ist g,idp = ( . 2) , und damit

pidg, = (g,idp) ™' =
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Dies ergibt

. 1 1 2
BfC:BldEz'Esz: 121 .

Alternativ:

! 3 0 4 ! 5)
f 1 :(1>,f 1 :<3) und f 0 :<O>'
0 1 1

Hieraus ergibt sich die Matrix von f beziiglich der Basis C' von R? und der Standardbasis Fy von R?

3 4 5

als

Weiterhin ist

s

e === S
I
VR
W
~_
I
—
VR
I o
[u—
~__—
+
—_
Vol
[N
~___

Hieraus ergibt sich die Matrix von f beziiglich der Basis C' von R3 und der Basis B von R? als

ot
PIC=\1 2 1)
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Hohere Mathematik 1/2

Stroppel
Aufgabe 2 (4 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
sinx — z cos x (b) 1 3z + V1 -+t
im ————
r —sinw z—too g 4+ /1 + 22

&)

TCcosST + sinx
sin x

(a) Zweimalige Anwendung der Regel von I’'Hospital liefert:
, rsinx ,2¢
lim = lim
z—0 1 — coszx z—0

sinx —zxrcosx ,2¢

x—0
COST — xSINx + cosx 5
- )

COS T

lim -

x —sinx

An dieser Stelle kann man nun entweder nochmal die Regel von ’'Hospital anwenden, und erhélt
z—0

rcosx +sinz ,2¢
= lim

lim -

z—0 sin x

oder man nutzt alternativ einen aus der Vorlesung bekannten Grenzwert:
cos T + 1) =2.

sSinx

(

TCoST + sinx .
= lim
x—0

lim -
sin

z—0
(34 Vat+1)

(b) Es gilt
i 3+ v1+ 2! I
im ———— = lim
rotoo x4 /1 +a2 et g(l+ a2+ 1)
i ST Vel
im ————
+oo 1l ++v/x7241

T—

=2
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Aufgabe 3 (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Funktion f:R? — R, die durch

y )
) = | Argi g @) # 0.0
0 fir (z,y) = (0,0)

gegeben ist, nicht stetig ist.

1. Moglichkeit: Wire f stetig in (0,0), dann wiirde jede gegen (0,0) konvergente Folge in R? eine

gegen f(0,0) konvergente Folge von Funktionswerten besitzen.

Nun ist zwar
1 1
lim <—, —) = (0,0),
n—o0 n n
aber .
1 1 n- 1
li — — ] = 1 = — 0 = £(0,0) .
nggo (n’ n) nggo 3n—4 3 7 1(0.0)

Also ist f nicht stetig in (0,0). Somit ist f nicht stetig.

2. Moglichkeit: Die Funktion f ist nicht stetig in (0,0), da sich

. 1 1 —4 1
lim —,— | = lim = =
n—r00 n' n n—oo 3n—4 3
und
1 0
n—oo n n—oo N,

ergeben und nicht beide Grenzwerte als Funktionswert von f bei (0,0) auftreten kénnen.
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Aufgabe 4 (7 Punkte) Bestimmen Sie fiir die Funktion

(a)
(b)

fiR? = R: (z,y) = 1+ 6y — 2° — 8y
alle kritischen Stellen,

Lage, Art und Wert der lokalen Extrema.

(a)

(b)

Der Gradient von f ist:

Vir,y) = <6y_3x )

62 — 249
Kritische Stellen sind Nullstellen des Gradienten. Dies ergibt folgendes Gleichungssystem:
2y — 12 =
r—4y> = 0

2\2

Daraus folgt z = 4y*> = (2y)? = (2®)? = 2* und also z = 0 oder z = 1. Zu x = 0 gehort

y=32=0.Zuxz=1 gehort y = 32? = 3.
Einsetzen ergibt in der Tat, dass (0,0) und (1, 3) das Gleichungssystem l6sen. Dies sind also die
beiden kritischen Stellen.

Die Hesse-Matrix von f ist:

HJ (r,) = (‘669” _fgy)

Die Hesse-Matrix wird an der kritischen Stelle (1,1/2) ausgewertet:

Hf (1,1/2) = <_66 _(;4) .

Esist det Hf (1,1/2) = 108 > 0 und f,,(1,1/2) = —6 < 0. Es liegt also bei (1,1/2) ein lokales

Maximum vor.

Alternativ: Die beiden Eigenwerte dieser Matrix, A;/; = —15 £ 3v/13 sind beide negativ, also ist

die Matrix negativ definit. Es liegt also bei (1,1/2) ein lokales Maximum vor.

Die Hesse-Matrix wird an der kritischen Stelle (0,0) ausgewertet:

HY (0,0) = (2 g)

Es ist det Hf (0,0) = —36 < 0. Es liegt also ein Sattelpunkt vor.

Alternativ: Die beiden Eigenwerte \;/, = 46 haben verschiedenes Vorzeichen. Es liegt also bei
(0,0) ein Sattelpunkt vor.

Bei der einzigen lokalen Extremstelle ist noch der Wert der Funktion anzugeben. Dieser ergibt
sich zu f(1,1/2) = 2.
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Aufgabe 5 (7 Punkte)

Gegeben ist die Potenzreihe

=3 (#) .

n=0

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius. Skizzieren Sie den Konvergenzkreis.
(b) Bestimmen Sie den Wert der Reihe fiir z = 2i.

(c) Geben Sie an, fiir welche z € C die Reihe konvergiert und fiir welche z € C sie divergiert.

(a) Esist
(22 =2 =1\ 21\ Xaom, om
=3 (FEEEY oy () ey
n=0 n=0 n=0
und somit ist der Entwicklungspunkt Skizze: (der Rand des Kreises gehort
) 37% falls k = 2n nicht zum Konvergenzkreis)
Zo =1 und a, = Im
0  sonst. I A ) B
Das Wurzelkriterium liefert mit ”i;f7;L”;:;f’zlﬁ(gffi;”;b7;Lf
3 e
T o] =l /(1737 = 1/3 . o
k—o0 n—00 **T‘**%**‘***:*14'**7‘**“{**1‘**‘r*’
den Konvergenzradius 3 . i i\\ i i i i /1 i
—4-3-2-1 01 23 4 Re
Ty
B R e S R
=3
bbb

(b) Es ist
[e'e} <\ 2N o0 k
i -1 1 9
f(Qi)ZZ(—) =Z<—) =00 = 10
n=0 3 k=0 9 1- <_§) 10
(c) Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z im Konvergenzkreis und divergiert auflerhalb. Fiir ein w
auf dem Rand ist |w —i| = 3 und die Reihenglieder haben alle Betrag |w —i]?/9 = 1. Sie bilden

also keine Nullfolge. Die Reihe ist also fiir keinen Randpunkt konvergent.

Somit ist die Reihe fiir {z € C: |z —i] < 3} konvergent und fiir {z € C: |z —i| = 3} divergent.
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Aufgabe 6 (4 Punkte) Gegeben ist die skalare Funktion
f:R? =5 R: 2 — x5 (cos(x1))” — exp(a2)

und die Kurve K mit der Parametrisierung

C(t) = (CO;t)) L telon].

Skizzieren Sie K. Sei g: R? — R?*: x + (grad f)(z) das Gradientenfeld von f. Berechnen Sie das

Kurvenintegral
/ g(x)edz.
K

Es ist K der Graph der Cosinus-Funktion auf [0, 7]. Skizze:

1

B

—1

Als Gradientenfeld hat g das Potential f und daher kann das Kurvenintegral durch Auswertung des

Potentials f an den Kurvenendpunkten bestimmt werden.

Wir erhalten

und den Integralwert
/Kg(x) edz = f(m,—1) — f(0,1) = —1(cos(m))® — exp(—1) — 1 (cos(0))* +exp(l) = e—2—1/e.

Alternativ:

Gradientenfeld:
—215 cos(z1) sin(xy)

9(@) = ((cos(xl))2 - exp(m))

Kurvenintegral:

I —2 cos(t) cos(t) sin(t) 1
r)edr = . d
/Kg( ) 0/ ((Cos(t))2 — exp(cos(t))) (— sin(t)) !
= /—3(cos(t))2 sin(t) + sin(t) exp(cos(t)) dt = [(cos(t))?’ — exp(cos(t))
— 0—1—exp(—1)—1—|—exp(1):e—2—1/e.

T

0

Seite 7 von 12



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 01.09.2014, 180min

Aufgabe 7 (5 Punkte) Es sei

fiR? =R (z,y) — (2 —da+4)(y* +2y + 1) + 2y — 2y + 3.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom T5(f, (z,y), (0, —1)).

Jedes Polynom entspricht seiner Taylor-Reihe. Fiir den Entwicklugspunkt (0, —1) wird nach Termen

cx®(y + 1)* umgeformt:

(2 —dz+ ) +2y+ 1) +ay —2y+3= (2" —do+D)y+ 1) +axfy+1)—z—-2@y+1)+5.

Zum Taylor-Polynom der Stufe zwei gehoren die Terme, bei denen k + ¢ < 2 ist:

To(f, (2,9),(0, 1)) =4y + 1)’ + 2y +1) =2(y + 1) =z +5

Alternativ:
f,-1) =5
fo it Q=) +2y+1)+y, f:(0,=-1) = -1
fo @ (@P—dz+4H)Q2y+2)+z—2, fy(0,—-1) = =2
for + 207 +2y+1), fe2(0,=1) =0
foy ¢+ e —4)2y+2)+1, fay(0,—1) 1
fow + 2(2* —dx+4), fu(0,-1) = 8

To(f, (z,y),(0,=1)) = f(0,=1) + fo(0,=1)(z — 0) + f,(0, =1)(y — (1))
o Feal0, =) = 0+ £y (0,1 = 0y — (~1)) + 3 /0, 1)y — (~1))
= 5—z—2y+1) +a(y+1)+4y+1)?
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Aufgabe 8 (3 Punkte) Gegeben seien die folgenden Ebenen im Raum R3:
By = {r € R® | 42, — 102y — v3 = —28},
Ey = {z € R®| 42y — 273 = 8},
B3 ={r € R®| 22, — 4wy — 23 = —12}.

Bestimmen Sie die Schnittmenge Fy N Ey N Es.

Das zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems ist
4 —10 —11 —28
0 4 =2 8
2 =4 —1] —12

Nach Tausch der ersten und dritten Zeile liefert das Gauf3-Verfahren:

2 4 1| -12
0 4 —2| 8
4 -10 -1 28 |

-4 —1| —-12

0 4 =2 8
Zg-QZlf | 0 =2 1 —4_

2 -4 -1} —-12

LR 0 2 -1 4
2 1| —4 |
—4 -1 —-12
0 2 -1 4
Zsy+Zy: | 0 0 0| 0
1+ 27 2 0 -3 —4
0 —1 4
I 0 0
321 1 0 —% —2
%Zzi 1 —% 2
0 0 0| 0

Hieraus ergibt sich als Losung des LGS und damit als Schnittmenge der Ebenen:

—2 3 —2
0 1 0
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Aufgabe 9 (3 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N die folgende Gleichung gilt:

n

Z 1 . n
k(k+1) n4+1°

k=1

1. Moglichkeit: Beweis durch Induktion
1
1 1 1
Fiir n =1 erhalt i = = .
ir n eraenwur;k(k_'_l) L +D  1+1

@ Es gelte

i 1 _n
— E(k+1) n+1

@ Fiir n + 1 erhalten wir
n+1

1 1 1
2 WD " <k:1 k(k+1)> TaE Dm0

k=1
:nLH nach @

_ n(n+2) N 1
S+ Dn+2) (n+1D(n+2)
n(n+2)+1
(n+1)(n+2)
(n+1)?
(n+1)(n+2)
n+1

(n+1)+1

3

N

2. Moglichkeit: Direkte Berechnung mit Teleskopsumme

k=1

k:lk Ic:lk—i_1
nl n+11
=252
k=1 k=2

1 1

1 n+1

. n

_n+1
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Name, Matrikel- Studien-
Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 10 (5 Punkte) Gegeben seien die Funktionen

x
f:R* - R?: N , RS RE | oy [ ¢ ., h:=fog
v v+1 y+z
z

und der Punkt p := (0,1, 1). Bestimmen Sie:

die Jacobimatrix Jf (u,v) = Jg (2,y,2) =

b))

1
den Vektor g¢(p) = ( ) :

wo- | (1)

Aufgabe 11 (5 Punkte) Fiir alle o € R sei eine Matrix A, gegeben durch

a 0 0
a 2 0
0 0 2

A, =

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix A, .

(a—=N)(2-=X)?

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A, .

a, 2

(c) Fiir welche Werte von « ist A, diagonalisierbar?

Fiir alle o € R\ {2}.

(d) Geben Sie fiir diese Werte eine invertierbare

Matrix T, so an, dass T, 'A,T, eine Diagonal- a=2 00
i T, = a 10

matrix ist.
0 01

Aufgabe 12 (2 Punkte) Seien v; = (5,3,2)" und vy = (2,4,6)". Berechnen Sie:

<U1|U2> = 34 und <3U2‘U1> + <71}1|1)1 X U2> = 102
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Musterlésung
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T > 1} in der komplexen Zahlenebene.
Die berandenden Geraden gehoren

nicht zur gefragten Menge.

Re(z)
Im(z)+

0

Hohere Mathematik 1/2

dzx

3
(1—a)t

)). Zeichnen Sie die Punkte u = 2 und v = 2®—3i in der komplexen
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(a) Zeichnen Sie die Menge {z eC ‘ Im(z) # —1 und

/

Aufgabe 13 (4 Punkte) Bestimmen Sie folgende Integrale.

Aufgabe 14 (5 Punkte)

Stroppel

Q Q
. , st , , , , A ,
| | | | ! | | | | | | | | | | |
| //, | | ! | | | | | | | | | | |
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