Stroppel Musterlésung 24.02.2020, 180min

Aufgabe 1 (6 Punkte) Bestimmen Sie die folgenden Reihenwerte.

O°3n+2
(a)nig—n!,
= 5" — 3"
b
) 3
oo 1 n 1 n+1
1+-) — (1 .
@ > ((+1) - ()"
(a) Esist
Oo3n+2 O°3n+2 32 3 X an 5
> :( - )—W—?——36+9Z—|——36+9e
(b) Esist
PRGN oY E0 R o (5 kNS N B B
0 30m =\6 ~\10) 1-% 1—-4 5 9 45 45 45

(c) Hier liegt eine Teleskopreihe der Form Y- (a, — apt1) mit a, = (14 )" vor. Damit ist

n=1

N—oco N—oco N+1
n=1 n=1

0 N N+1
Z(an —apy1) = lim Z(an —Qpy1) = z\}gn (a1 —ans1) = a; — lim (1 + —) =2—e.
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Aufgabe 2 (5 Punkte) Gegeben sei die Potenzreihe

(a)
(b)

[e.o]

> (=3 (z—2-0)"

n=1
Bestimmen Sie den Entwicklungspunkt und den Konvergenzradius der Reihe.

Fiir welche z € C konvergiert die Reihe und fiir welche divergiert sie?

(a)

(b)

Wir setzen a, = (—3)". Dann ist {/|a,| = 3 fiir alle n € N. Trivialerweise gilt damit nh_)rrolo /lan] =3,
sodass der Konvergenzradius der Reihe gegeben ist durch p = %

Der Entwicklungspunkt ist zp = 2 4 1.

Aus Teil (a) folgern wir, dass die Potenzreihe absolut konvergiert fiir alle z mit [z —2 —i| < 3

und divergiert fiir alle z mit |z —2 —i| > 3.

Es bleibt noch der Rand des Konvergenzkreises zu betrachten. Im Folgenden gelte daher, dass

|z —2—1i| = 5. Dann ist

(=8)"(z—2— i) = 1-3"- G)n _1

fiir alle n € N. Insbesondere bilden die Reihenglieder keine Nullfolge, sodass die Potenzreihe auf

dem Rand des Konvergenzkreises divergiert.
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Aufgabe 3 (6 Punkte) Gegeben sei g: R? — R?: (21, 25)" + (21672, 25)". Weiter sei die Kurve K,
parametrisiert durch C;: [0,1] — R?: t — (¢,#%)" und K, sei die Strecke von (0,0)" nach (1,1)".
(a) Berechnen Sie / g(x)edum.

K1

(b) Berechnen Sie / g(x)edx.

Ko
(c) Besitzt g ein Potential?

(a) Esist

1 tQt 1
/g(x).da::/ ¢ . dt
K1 0 t2 2t
L, 1. 1,0
_ ¢ 3 A 14
_/O <e t+2t>dt—{26 +2t]

0
1 1 1 1

(b) Eine Parametrisierung von K ist zum Beispiel Cs: [0,1] — R?: Cy(t) = (}) .

Dies ist eine regulidre Parametrisierung, denn es gilt C}(t) = (1) =+ (8).

/K2g(x).d:r: /01 (eit) . (1) dt

1
= et +t)dt
(
0
= [etﬂl —/1etdt+ [ltz}l
o 0
0 2 0

:e—O—[et};Jr%—o

Damit ist dann

1
—e—(e—1)+ =
e— (e )—|—2

(c) Die Funktion g kann kein Potential besitzen, da die beiden Kurven K; und K, dieselben Anfangs-
und Endpunkte besitzen, aber das Kurvenintegral unterschiedlich ist.
Alternative 1: Die Jacobimatrix Jf (31) = (°; ") ist (fiir ; # 0) nicht symmetrisch. Daher
kann g kein Potential besitzen.

Alternative 2: Es ist rot g( ) =0 —x1e™ # 0. Also kann ¢ kein Potential besitzen.

1
2
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Aufgabe 4 (6 Punkte) Bestimmen Sie diejenigen Stellen in der kompakten Menge
M = {(z,y)" € R?|42® +¢* = 4},

an denen die Funktion f: R? = R: (z,9)" + (z-+%)? ihren kleinsten bzw. ihren groften Wert annimmt.

Losung: Zunichst halten wir fest, dass Maximal- und Minimalstellen nach dem Satz vom Minimum

und Maximum existieren miissen, da f stetig und M kompakt ist.

Sei g(z) = 42% + y* — 4. Wir stellen fest, dass Vg(’?j) = (8"”) # (g) fiir alle (z) € M gilt. Daher finden

2y
wir alle Kandidaten fiir Extrema durch die Methode von Lagrange.

Wir erhalten das folgende nichtlineare Gleichungssystem:

2(x+y)+8)\m$(),
2z +y) + 2y = 0,
4x2+y2—440.

Ziehen wir die zweite Gleichung von der ersten ab, ergibt sich
2M(4x —y) =0 <=y =4z oder A =0.

Fall 1: A = 0. Dann folgt aus der ersten Gleichung, dass * = —y. Einsetzen in die dritte
Gleichung ergibt 52? = 4, sodass = = i—\/lg und schlielich y = $\%.

Fall 2: y = 4x. Einsetzen in die dritte Gleichung ergibt 202 = 4, also = = i\/ig und schliefflich
_ 44
(A kann dann durch Einsetzen in die erste oder zweite Gleichung eindeutig bestimmt werden).

T T T T
Wir erhalten also insgesamt die kritischen Stellen (%, —%) , (—%, \%) , (\/Lg, \%) , (—\/Lg, —\/ig) :

Es geniigt zur Beantwortung der Frage, die gefundenen kritischen Stellen in f einzusetzen und die

Funktionswerte zu vergleichen
2 _
Es ist f<i 5,¢f> —0u

T T
nd f( % %) = 5. Also nimmt f an den Stellen (i%,:F%) den
kleinsten und an den Stellen (

+
\Lf \%) den grofiten Wert an.
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Aufgabe 5 (10 Punkte) Gegeben sei in Standardkoordinaten die Quadrik

(a)

(b)

(c)

Q= {(xl,a:g)T € R? | 702 — 1723 — 18xy0y — 1221 + 4wy + 2 = O} :

Geben Sie eine Matrixbeschreibung Q = {x € R? | 2" Az +2b"x+¢ = 0} mit einer symmetrischen

Matrix A, einem Vektor b und einer Konstanten ¢ an.

Berechnen Sie die Eigenwerte von A und bestimmen Sie fiir jeden Eigenraum eine Orthonormal-
basis.

Geben Sie eine euklidische Normalform und die Gestalt der Quadrik © an und stellen Sie ferner
ein kartesisches Koordinatensystem auf, beziiglich welchem O durch diese euklidische Normalform

beschrieben wird.

(a)

(b)

Wahle

T -9 —6
A= , b= und ¢ = 2.
-9 17 2

Das charakteristische Polynom y4(\) := det(A — AFE3) berechnet sich zu
xa(A) = (7= X)(=17 = X) — 81 = A% 4 10X\ — 200.
Es gilt des Weiteren
0= A+ 10\ — 200 <= 225 = (A +5)?
= A= 5415,

die Eigenwerte von A sind also 10 und —20, mit jeweils eindimensionalen Unterrdumen.

Fiir den Eigenraum zum Eigenwert 10 betrachten wir das Gleichungssystem

-3 -9 ZL=72—3-Z -3 =9
—> ,
-9 =27 0 0

woraus sich der Eigenvektor (—3, 1)T ergibt. Ein Eigenvektor zum Eigenwert —20 muss dann
durch (1,3)" gegeben sein, da A symmetrisch ist — Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigen-
werten also senkrecht aufeinander stehen — und (1,3)" den (eindimensionalen) Orthogonalraum

von (—3,1)" aufspannt. Alternativ betrachtet man das Gleichungssystem

27 =9 | z=21+32, 0 0
_— .
-9 3
In jedem Fall sehen wir, dass

-9 3
1 -3 1 1
flz\/—l_()(l)undfg:\/—l_()(g)

eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten 10 respektive —20 ist.
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(c) Betrachte das kartesische Koordinatensystem F := (0; fi, fo) und die Matrix F':= (f1, f2), deren
Spalten die Vektoren f; und f, sind. Es sei auflerdem

b 1 -3 1 —6 1 (20
vVIO\ 1 3 2 V10 \ 0
Sind dann y := oL die Koordinaten eines Punktes = € R?, so gilt

1€Q =1 Az +2'x+2=0
= yF AFy+2w' y+2=0

2
<= 10y} — 20y5 + —— - 20y; +2 =0

V10
2
— 102 +2- — ) —2002+2=0
(91 \/1—091 Yo
2 2
<~ 10 +—) —4-—202+2=0.
(yl \/1—()) y2

Ist also P der Punkt mit F-Koordinaten P = (—2/4/10,0)7, d. h.

1 -2 1( 3
e )-40)

so besitzt = in dem kartesischen Koordinatensystem G := (P; f1, f2) die Koordinaten z := =

Yy — ]FP. Also gilt
T€ Q=102 —2022 —2=0<= —522+ 1022 +1=0.

In dem Koordinatensystem G = (% (3); \/% (7). \/LTO (%)) besitzt Q also euklidische Normal-

form. Auflerdem sehen wir, dass es sich bei @ um eine Hyperbel handelt.
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Aufgabe 6 (3 Punkte) Sei A eine Matrix mit Eigenwert A und zugehorigem Eigenvektor v. Zeigen
Sie mit Hilfe von vollsténdiger Induktion, dass v fiir beliebiges n € N ein Eigenvektor von A?" zum

Eigenwert \?" ist.

Fiir n =1 ist A nach Voraussetzung Eigenwert von A mit Eigenvektor v, d.h. es gilt Av = A\v.
Somit ist A?Tv=A-Av=A- v = Av = \*1v.

@ Fiir ein n gelte A?"v = \?".

@ Zu zeigen: A?F2y = \nt2y,

Alternative 1: A?""2y = A% . (A?™) @ A%\ = 22 A% A2 N2y = N2y

Alternative 2: A2+2y = A2+ (Ay) =N A2 Ny = XL A2 (Ap) =N A2 (A7) @

)\2 . )\an — )\2n+2v'
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4 -1 3 701
Aufgabe 7 (3 Punkte) Wir betrachten die Matrizen M = |2 1 0|l und N=|1 0 3
0 2 1 01 3

Bestimmen Sie Sp(M + N), det(M) und Rg(N).

Die Spur ist die Summe der Diagonaleintrige, also gilt Sp(M + N) = Sp(M)+Sp(N) =6+10 = 16.
Mit der Regel von Sarrus erhalten wir det(M) =4 + 12 — (—2) = 18.

10 3
Es gilt Rg(N)=Rg |0 1 3 |, damitist Rg(/N) =Zeilenrang(N) = 3.
0 0 —20

Alternativ kann man zeigen, dass die drei Spalten (oder drei Zeilen) linear unabhéngig sind.
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Aufgabe 8 (3 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

lim /4" — 3~
n—oo

2n2 _ n5/2 _ n3

(2n —1)°

lim
n—oo

lim
n—oo

1\ @2
14+ — 1/6
(+5) e

Aufgabe 9 (7 Punkte) Essei f: R? = R: (z,y)" ~ zsin(zy). Bestimmen Sie den Gradienten und

die Hesse-Matrix von f.

grad f ((z,y)")

22 cos(zy)

(sin(my) +xy COS(SUIU)>

Hf ((z,y)")

2y cos(zy) — xy?sin(zy) 2w cos(xy) — 22y sin(zy)
2z cos(zy) — 22y sin(xy)

—3

sin(zy)

Berechnen Sie grad f ((1,

grad f ((1.3)")

)") und Hf ((1,%)7).

o) |

B
~—
-
N——"

-

SIERFSER

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Stufe von f zum Entwicklungspunkt (1, %)T

T, (f, (%?J)Ta (17

')

I+ (@—1)-Z(x—1)2-Z(x—1)(y—

Seite 9 von 10



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 24.02.2020, 180min

2 0 0 0

- . 181 0 -6

Aufgabe 10 (8 Punkte) Gegeben sei die Matrix A = Lo -1 1

)

6 0 0 -1

Bestimmen Sie

das charakteristische Polynom y4()\) = (2= =XN)(-1-=)1)?
die Eigenwerte von A: M =2, =1 =-1

die algebraischen Vielfachheiten
. 62:1261, 6_1:2
der Eigenwerte:

V(2) =L((1,6,02)).
die Eigenrdume: V(1) =L ((0, 1,0, O)T) )

V(=1) =L ((0,0,1,0)7)

die geometrischen Vielfachheiten
. dy =1 fiir alle Eigenwerte
der Eigenwerte:

Aufgabe 11 (3 Punkte) Zeichnen Sie die Punkte der Menge {z € C|2* = 8(—1 + iv/3)} in dem
nachfolgenden Koordinatensystem ein:

Im

TR

S
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