Stroppel Musterlésung 24.02.2025 , 180min

Aufgabe 1 (7 Punkte) Gegeben sei die Quadrik

SHEE

Bestimmen Sie eine euklidische Normalform von ).

ZB%+6[E1ZE2—|—[L§—|—4$1—4:0} .

Wir schreiben die Quadrikgleichung zunéchst in Matrixform und erhalten

(13 2\
T T+ 2 z—4=0.
31 0

——
=:A

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

1-X 3
X(A):det( ; 1_/\)

=(1-A)?-9=X-2\-38.

Daraus ergeben sich die Eigenwerte Ay =4 und Ay = —2.

Wir berechnen nun zugehérige FEigenvektoren

o V(4):
=3 3]0 |1 —1]0
3 =30 0 00
Damit ist V(4) =L ((}))-
o V(-2):
330 |1 10
330 0 00

Damit ist V(—2) =L ((,)).

In den neuen Koordinaten y = @D’ definiert durch z = \/LE (1M)y & y= \% (11)z ergibt sich
- T . .
mit @ = \% 14 ()= (g) die Gleichung

4y? — 202 + 22y, + 2V 2y, — 4 = 0.
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Durch quadratisches Ergénzen erhalten wir

4 y%—I—Z-\/Tﬁyl—l—%—%)—2<y§—2-%§y2+%—%)—4:0
& 4 y1+§>2—%—2(y2—§>2+1—4:
STARE e
Mit z1:y1+*/T§ und Zgzyg—\/Ti haben wir dann
423—2z§—g=0 & —gz%+i;z§+1:0.
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Aufgabe 2 (11 Punkte) Gegeben seien die Funktionen

fiRE SR () —2ye@)
9
g: R* 5 R: (§)|—>x2—|—y2—§.

sowie der Kreis

D= {(gﬁ)eR2

g(5) =0}

Wir betrachten die Einschrankung f|, von f auf D. Bestimmen Sie die globalen Minimal- und

Maximalstellen von f|,.

Es gelten:

—4xye) 2x
Vi) = ( o ) Va(3) = (2y>

Die einzige Stelle, an der Vg null wird, ist im Punkt (8) , welcher jedoch nicht in D enthalten ist. Wir
finden also alle Kandidaten fiir Extrema mit Lagrange.

Bestimmen der kritischen Stellen

1) —daye® +2\z = 0
(I1) —2e) 4 2)\y = 0
(III) ?+yP—-2 =0

Aus der ersten Gleichung folgt = = 0 oder A = 2ye(’32).

o r=0: Aus (III) wird

Wir erhalten die kritischen Stellen

0 0
51:< 3) und52:<3).
V2 V2

Der Wert von A ist in diesem Falle gegeben durch A\ = i = —\/TE beziehungsweise A =

“[S

e ) =2ye™): Aus der zweiten Gleichung ergibt sich

0= —2e@) 4 4y2e(x2) =2 (2y2 — 1) @)
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und somit

da @ nie Null wird.

Mit 2% = % — y? = 4 erhalten wir die kritischen Stellen:

2 2
55 - 1 ) Sﬁ = 1
V2 V2

In diesem Falle ist A = —v/2¢e* (fiir S3, S5) beziehungsweise A\ = v/2e* (fiir Sy, S ).

Bestimmung der Extrema:
Da f stetig und der Kreis D eine kompakte Menge ist, existieren Minimum und Maximum und wir

miissen nur die Werte an den in Frage kommenden (kritischen) Stellen vergleichen.

Wir setzen ein:

= 2¢0 - \% =32
f(S2) =—=3V2
f(S5) = —2e-27.
= V2¢ = f(S5)
f

f(Sy) =—v2¢! =

pug

W0

SN—
|

|
St

Wegen e* > 2% = 16 > 3 folgt

f(Sa) = f(Se) < f(S2) < f(S1) < f(S3) = f(55)

Die Maximalstellen sind also S3 und S5, die Minimalstellen S; und Sg.

Seite 4 von 16



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 24.02.2025 , 180min

Aufgabe 3 (5 Punkte)

(a) Fiihren Sie eine reelle Partialbruchzerlegung fiir den folgenden Ausdruck durch.

(z —1)2

1
———dz
22 +2x+5
(c) Zeigen Sie, dass das folgende uneigentliche Integral konvergiert.

+oo s 2
[T,
0 T

(b) Berechnen Sie /

(a) Mit dem Ansatz
x A n B
(z—12 2-1 (x—1)2

ergibt sich die Bedingung A(x — 1) + B = x, woraus durch Koeffizientenvergleich direkt A = 1
und damit B = A =1 folgen, womit

x 1 1
(z—-12 -1 (v—1)2

Alternativer Losungsweg:

Durch eine geschickte Addition der Null gelangen wir unmittelbar zum Ergebnis:

x Cx—14+1 z-1 n 1 1 n 1
(z-12 (z-1)2 (z—-12 (z2—-12 z-1 (z—1)

i et
—-——adr = | ———— ax
2 +2x+5 (x+1)2+4

1 1
“1
)

(b) Esist

2

Mit der Substitution u(x) = - (und entsprechend u/(z) = 1) ergibt sich

1
2

E/Tli)zdx:%/uluzd“_[ arcten(u )]

(3]

Das Polynom z? + 2z + 5 hat reelle Koeffizienten, aber die Nullstellen

—2++/22-4-5 i
/Ll/gz =—-14+2i

2

Alternativer Losungsweg:
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ot B
\J} , so ergibt sich geméf

sind nicht reell. Setzen wir §:=2, v:=5, A==~ — %2 =4 und u:=

der Formel aus der Vorlesung (Lemma 3.4.9):

/; do = L arctan(u)
x24+2x+5 VA

= Laurctaun I—i_g
VA VA

1 (2t
= | —arctan _—
2 2

(2
(c) Da der Ausdruck sm(2x ) in z = 0 nicht definiert ist, muss auch das Verhalten fiir x — 040
x

. 1 sin(z?)
untersucht werden. Wir betrachten dazu fo 2 dz.

: 2 7ol

sin(x g cos 2x

Da lim # = lim cos(z) - 2v _ = limcos(z?) = 1, kann der Integrand stetig in 7 = 0
z—0 z—0 2z z—0 )

1 sin(z?)

fortgesetzt werden, sodass das Integral fo dx konvergiert.

auf den aus

(2
sin(z
Alternative: Mit der Substitution u = z2? koénnen wir den Grenzwert lim (z7)

z—0 2
. sin(u) N : : :
der Vorlesung bekannten Grenzwert hH(l) ——= = 1 zuriickfithren, womit ebenfalls die stetige
u—r u

SlIl (17

Fortsetzbarkeit und damit die Konvergenz des Integrals fo sin(2?) gy gezeigt ist.

Alternative: Da auf [0,1] die Ungleichung

z2

sin(z? ‘ < 1 gilt, konvergiert [ L) 4 nach dem

Majorantenkriterium.

Nun betrachten wir f oo Sm(x dx. Da

f+00 sm(a:
1

Sm(x ‘ < = und fl - da konvergiert, konvergiert auch
dx nach dem Majorantenkriterium.
Da beide Teilintegrale konvergieren, konvergiert damit auch

+0o0 o3 2
/ sin(z?) e
0

12
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Aufgabe 4 (3 Punkte) Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

n 1
2 (1) VAT an

n=1

Sei a, = (—1)" \/ﬁ. Da die Folge (|an|)nen eine monoton fallende Nullfolge ist und die Reihe alter-

niert, konvergiert die Reihe ) ° | a,, nach dem Leibnizkriterium.

i ; 1 1 1.1
Fiir alle n € N gilt ‘a"‘:mzﬁz7'g~
Da die harmonische Reihe % Yo % divergiert, divergiert auch Y~  |a,| nach dem Minorantenkrite-

rium und es liegt damit keine absolute Konvergenz vor.
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T
Aufgabe 5 (5 Punkte) Sei E das Standardkoordinatensystem sowie ]FP = (2 0 —2) der Koordi-

natenvektor des Punktes P beziiglich des Koordinatensystems

4 2 2 2
F= O151-21,-31],| -3
0 —4 —4 -3

(a) Bestimmen Sie den Standardkoordinatenvektor von P.

(b) Bestimmen Sie das Bild von v € R® unter der Koordinatentransformation o

Die benotigten Koordinatentransformationen sind gegeben durch

Eﬁw(u) =Fu+Q
K (0) = Pl u— Q)

mit
2 2 2 4
F=|-2 -3 -3 , Q=10
-4 —4 -3 0

(a) Wir setzen die IFP in die entsprechende Koordinatentransformation e ein:

2 2 2 2 4 4
EP = e 0 =|1-2 -3 -3 Ol+10]l=1] 2
—2 -4 —4 -3 -2 0 —2

(b) Wir berechnen F~':

1/27, : 1 1 1 [1/2 0 0
—ZQ — Zl : 0 1 1 —1 —1 0
Zs+ 27 : 0 0 1 2 0 1
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Zy— Ly 1 0 0 |3/2 1 0
Zy=Zs: | 0 1 0| -3 -1 -1

Wir erhalten:

51 0 4
g =1-3 -1 —1| [v—
2 0 1
1 0 —6
=1-3 -1 -1|v+ ] 12
2 0 1 -8
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Aufgabe 6 (5 Punkte) Gegeben sei die Abbildung

T1 1 7 4 —4 T 4
0:R¥ > R3: | 2 |—>§ 4 1 8 x|+ -8,
T3 —4 8 1 T3 8
welche eine Spiegelung an der Ebene
1 T 1
: 1
S - i) € R i) g —2 == 6
€3 T3 2

beschreibt, sowie die Ebene E, welche durch die Punkte P, = <(8)), P = (_g6> und P3 = <

verlauft.

(a) Bestimmen Sie eine Hesse-Normalform von E.

(b) Bestimmen Sie die Bildebene E' := p(E) = {¢(z)| x € E}.

(a) Da P, der Ursprung ist, konnen wir einen Normalenvektor n direkt tiber das normierte Kreuz-

produkt der Ortsvektoren von P, und P; berechnen. Es gilt

—6 8 —15 —1
X 15| = 30 =151 2 1,
1 —-30 -2
womit wir
—15 -1
1 1
n 30 . 2

T2+ 22t (20

erhalten. Da E den Ursprung erhélt, erhalten wir als eine Hesse-Normalform folglich:

E:{@é) cR3

1,22
R S
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(b) Die Bildebene ist eindeutig durch die durch

4
p(P1) =] -8
8
| 7T 4 —4 —6 4
o(Pp) = g| 4 1 8 0|+ |-8
-4 8 1 3 8
. —42 — 12+ 36 -2
=3 —24424—-T72| =] -8
2443472 11
. 7T 4 —4 8 4
o(Ps) = 9 4 1 8 501+ -8
-4 8 1 1 8
) 56 + 20 — 4 + 36 12
=9 324548172 =1 -3
—324+40+1+72 9
gegebenen Punkte bestimmt.
Ein Stiitzvektor ist somit gegeben durch
4
u=p()=1|-8
8
zwei Richtungsvektoren v, w erhalten wir mittels
-2 4 —6
v=pB)—pP)=|-8|—-[-8]=|0
11 8 3
12 4 8
w=pP3)—pP)=|-3|-]-8|=
9 8 1
Wir erhalten hieraus:
4 —6 8
eE)y=<¢|-8[+x| 0 |+n|5]| peR
8 3 1
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Alternativer Losungsweg:
?134) der lineare Anteil von . Da ¢ als
E:

(3
8
Q €

. . . 7
Sei 7 ein Normalenvektor von E sowie A := § ( 1

[sometrie Winkel erhélt, gilt fiir beliebige Punkte P,

0

(Q—Pln)=(Q—P|(P+n) —P)
(p(Q) — o(P) (P +n) —¢(P))
(p(Q) — @(P) | An)

Insbesondere ist infolge der Langentreue von = — Ax

T (o
= An=— -
ni=An=cl4 1 08 |52

48 1 2
T48+8 1
S VT
B e
44162 2

ein Normalenvektor von ¢(FE), da zu jedem Punkt P in ¢(F) ein Punkt P in F mit P’ = ¢(P)
existiert.

Den Abstand zum Ursprung erhalten wir aus

0={(p(Q) —p(P)|An)  bzw.  (@(P)|An) = (p(Q)|An),
indem wir fiir P einen festen Punkt, z. B. P;, einsetzen:
.
e = (o ((0 0 0)") |n)
4 ) 1
= — — | — =12
< nE > ,
8 2
Die Hesse-Normalform lautet also

oe) = {(8) e

Alternativer Losungsweg:

L0y — 2yt 20y = 12
31’1 31‘2 31’3 = .

Die Ebene E ist offensichtlich parallel zur Spiegelebene S: Die Normalenvektoren stimmen (bis
auf das Vorzeichen) iiberein. Somit haben diese beiden Ebenen keine Schnittgerade, sondern einen
festen Abstand d, welcher — da E durch den Ursprungverlauft — dem Abstand der Ebene S zum
Ursprung entspricht: d=6.

Als Isometrie erhélt ¢ Abstédnde und Winkel, somit liegt ¢(FE) ebenfalls im Abstand 6 parallel
zu S. Vom Ursprung aus gesehen liegt die Bildebene nur auf der anderen Seite von S, was, da

ersterer in E enthalten ist, uns zwei Dinge folgern lasst:
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e Der fiir die Normalform relevante Normalenvektor von ¢(FE) entspricht dem von E bzw. S

(in ersterem Falle bis auf das Vorzeichen)
e ¢(E) hat zum Ursprung Abstand 12

Wir erhalten die Darstellung

E’:{@é) € R3

L 2 iyt 2 12
—T] — =To+ T3 =
371 3T g
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Stroppel

Aufgabe 7 (4 Punkte)
sin(x?)

(a) Berechnen Sie lim
r—040 x
(b) Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte.
Lo (T L 3 37
> (3) @ >3 i >
n=0 n=3 n=3
(a) Mit der Regel von I"'Hospital ergibt sich
3\ w0 2 3
lim sin(x?) 5 i 3x* cos(z”) _0
z—=0+0 T z—0+0 1
(i) Mit der geometrischen Reihenformel ergibt sich
— (7 T ("\"lixy7 1 7
S 94\9) 9 1-I 2

(b)

) n+1 7
9 n=0

E

(ii) Wir konnen die vorliegende Reihe auf die Exponentialreihe zuriickfithren durch

°°3 =1 =1 1

(111) Mit Hilfe von Teil (b) (ll) erhalten wir
n (i 15
@ e -_— — E
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 8 (10 Punkte) Sei a € R ein Parameter und

6 8 0 0

-1 0 0 0
Ay =

0 0 4 1

0 00 I+«

(a) Sei zundchst o = 3. Bestimmen Sie die Losungsmenge £ von

Agv =4v+ b
.
mit b= (—4 2 1 0) -
—2 —4 0
1 0
L= +L ,
0 1
1 0
Im Folgenden sei a € R wieder beliebig.
(b) Bestimmen Sie die Determinante det(A,) in Abhéngigkeit von a: det(A,) =| 32(1+a)
(c) Fiir welche a € R ist A, nicht invertierbar? a € -1

(d) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x4, (A\) in faktorisierter Form:

Xaa(A) = A=XN2-N1+a-2N

(e) Ein Eigenwert ist offenbar « + 1. Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfach-

heiten ebendieses Eigenwertes in Abhéngigkeit von «:

a €atl | dat1
a=1 2 2
a=3 3 2

aeR~{1,3}] 1 1
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Aufgabe 9 (2 Punkte) Gegeben sei die Funktion

a x=0
fof0,m] = Riw e Qeos (£) - (2—2%) € (0,m)

15} rT=m

mit «a, § € R. Bestimmen Sie «, 8 so, dass f stetig ist:

a = 2 B=| cos(1)(2—7%

. 1
Aufgabe 10 (4 Punkte) Gegeben sei f: Rt = R: 2z — f(x) = 2% exp <5> )

(a) Berechnen Sie die ersten beiden Ableitungen von f.

P(a) = (307 — o) exp (i)

po= | (oot e (1)

(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Stufe zum Entwicklungspunkt g = %

1 1 1 1 1\2
TQ(f,%%): —e2+—e2(:p——)+—62(x——>

8 4 2

Aufgabe 11 (4 Punkte)

(a) Fiir z € C sei die Potenzreihe E %(z +1)" gegeben. Bestimmen Sie den Entwicklungs-
n )m
n=1

punkt 2z, und den Konvergenzradius p dieser Potenzreihe.

(b) Eine reelle Potenzreihe Zan(x — xo)" konvergiere genau fiir x € [—4,1). Bestimmen Sie den
n=0
Entwicklungspunkt xy und den Konvergenzradius p dieser Potenzreihe.
S 3 P 5
’ 2 2
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