Stroppel Musterlésung 24.02.2025 , 120min

Aufgabe 1 (7 Punkte) Gegeben sei die Quadrik

SHEE

Bestimmen Sie eine euklidische Normalform von ).

ZB%+6[E1ZE2—|—[L§—|—4$1—4:0} .

Wir schreiben die Quadrikgleichung zunéchst in Matrixform und erhalten

(13 2\
T T+ 2 z—4=0.
31 0

——
=:A

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

1-X 3
X(A):det( ; 1_/\)

=(1-A)?-9=X-2\-38.

Daraus ergeben sich die Eigenwerte Ay =4 und Ay = —2.

Wir berechnen nun zugehérige FEigenvektoren

o V(4):
=3 3]0 |1 —1]0
3 =30 0 00
Damit ist V(4) =L ((}))-
o V(-2):
330 |1 10
330 0 00

Damit ist V(—2) =L ((,)).

In den neuen Koordinaten y = @D’ definiert durch z = \/LE (1M)y & y= \% (11)z ergibt sich
- T . .
mit @ = \% 14 ()= (g) die Gleichung

4y? — 202 + 22y, + 2V 2y, — 4 = 0.
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Durch quadratisches Ergénzen erhalten wir

4 y%—I—Z-\/Tﬁyl—l—%—%)—2<y§—2-%§y2+%—%)—4:0
& 4 y1+§>2—%—2(y2—§>2+1—4:
STARE e
Mit z1:y1+*/T§ und Zgzyg—\/Ti haben wir dann
423—2z§—g=0 & —gz%+i;z§+1:0.

Seite 2 von 11



Stroppel Hoéhere Mathematik 1 Musterlésung 24.02.2025 , 120min

T
Aufgabe 2 (5 Punkte) Sei E das Standardkoordinatensystem sowie ]FP = (2 0 —2) der Koordi-

natenvektor des Punktes P beziiglich des Koordinatensystems

4 2 2 2
F= O151-21,-31],| -3
0 —4 —4 -3

(a) Bestimmen Sie den Standardkoordinatenvektor von P.

(b) Bestimmen Sie das Bild von v € R® unter der Koordinatentransformation o

Die benotigten Koordinatentransformationen sind gegeben durch

Eﬁw(u) =Fu+Q
K (0) = Pl u— Q)

mit
2 2 2 4
F=|-2 -3 -3 , Q=10
-4 —4 -3 0

(a) Wir setzen die IFP in die entsprechende Koordinatentransformation e ein:

2 2 2 2 4 4
EP = e 0 =|1-2 -3 -3 Ol+10]l=1] 2
—2 -4 —4 -3 -2 0 —2

(b) Wir berechnen F~':

1/27, : 1 1 1 [1/2 0 0
—ZQ — Zl : 0 1 1 —1 —1 0
Zs+ 27 : 0 0 1 2 0 1

Seite 3 von 11



Stroppel

Hoéhere Mathematik 1

Musterlésung

Wir erhalten:

Zl — ZQ .
ZQ — Z3 :

1 0 o0
0 1 0

0 1
51 0
-3 -1 —1
2 0 1
1 0
-3 -1 -1
2 0 1
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Aufgabe 3 (5 Punkte) Gegeben sei die Abbildung

T1 1 7 4 —4 T 4
0:R¥ > R3: | 2 |—>§ 1 8 x|+ -8,
T3 —4 8 1 T3 8
welche eine Spiegelung an der Ebene
1 T 1
: 1
S - i) € R i) g —2 == 6
T3 T3 2

beschreibt, sowie die Ebene E, welche durch die Punkte P, = <(8)), P = (_g6> und P3 = <

verlauft.

(a) Bestimmen Sie eine Hesse-Normalform von E.

(b) Bestimmen Sie die Bildebene E' := p(E) = {¢(z)| x € E}.

(a) Da P, der Ursprung ist, konnen wir einen Normalenvektor n direkt tiber das normierte Kreuz-

produkt der Ortsvektoren von P, und P; berechnen. Es gilt

—6 8 —15 —1
X 15| = 30 =151 2 1,
1 —-30 -2
womit wir
—15 -1
1 1
n 30 . 2

T2+ 22t (20

erhalten. Da E den Ursprung erhélt, erhalten wir als eine Hesse-Normalform folglich:

E:{@é) cR3

1,22
R S
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(b) Die Bildebene ist eindeutig durch die durch

4
p(P1) =] -8
8
| 7T 4 —4 —6 4
o(Pp) = g| 4 1 8 0|+ |-8
-4 8 1 3 8
. —42 — 12+ 36 -2
=3 —24424—-T72| =] -8
2443472 11
. 7T 4 —4 8 4
o(Ps) = 9 4 1 8 501+ -8
-4 8 1 1 8
) 56 + 20 — 4 + 36 12
=9 324548172 =1 -3
—324+40+1+72 9
gegebenen Punkte bestimmt.
Ein Stiitzvektor ist somit gegeben durch
4
u=p()=1|-8
8
zwei Richtungsvektoren v, w erhalten wir mittels
-2 4 —6
v=pB)—pP)=|-8|—-[-8]=|0
11 8 3
12 4 8
w=pP3)—pP)=|-3|-]-8|=
9 8 1
Wir erhalten hieraus:
4 —6 8
eE)y=<¢|-8[+x| 0 |+n|5]| peR
8 3 1
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Alternativer Losungsweg:
?134) der lineare Anteil von . Da ¢ als
E:

(3
8
Q €

. . . 7
Sei 7 ein Normalenvektor von E sowie A := § ( 1

[sometrie Winkel erhélt, gilt fiir beliebige Punkte P,

0

(Q—Pln)=(Q—P|(P+n) —P)
(p(Q) — o(P) (P +n) —¢(P))
(p(Q) — @(P) | An)

Insbesondere ist infolge der Langentreue von = — Ax

T (o
= An=— -
ni=An=cl4 1 08 |52

48 1 2
T48+8 1
S VT
B e
44162 2

ein Normalenvektor von ¢(FE), da zu jedem Punkt P in ¢(F) ein Punkt P in F mit P’ = ¢(P)
existiert.

Den Abstand zum Ursprung erhalten wir aus

0={(p(Q) —p(P)|An)  bzw.  (@(P)|An) = (p(Q)|An),
indem wir fiir P einen festen Punkt, z. B. P;, einsetzen:
.
e = (o ((0 0 0)") |n)
4 ) 1
= — — | — =12
< nE > ,
8 2
Die Hesse-Normalform lautet also

oe) = {(8) e

Alternativer Losungsweg:

L0y — 2yt 20y = 12
31’1 31‘2 31’3 = .

Die Ebene E ist offensichtlich parallel zur Spiegelebene S: Die Normalenvektoren stimmen (bis
auf das Vorzeichen) iiberein. Somit haben diese beiden Ebenen keine Schnittgerade, sondern einen
festen Abstand d, welcher — da E durch den Ursprungverlauft — dem Abstand der Ebene S zum
Ursprung entspricht: d=6.

Als Isometrie erhélt ¢ Abstédnde und Winkel, somit liegt ¢(FE) ebenfalls im Abstand 6 parallel
zu S. Vom Ursprung aus gesehen liegt die Bildebene nur auf der anderen Seite von S, was, da

ersterer in E enthalten ist, uns zwei Dinge folgern lasst:
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e Der fiir die Normalform relevante Normalenvektor von ¢(FE) entspricht dem von E bzw. S

(in ersterem Falle bis auf das Vorzeichen)
e ¢(E) hat zum Ursprung Abstand 12

Wir erhalten die Darstellung

E’:{@é) € R3

L 2 iyt 2 12
—T] — =To+ T3 =
371 3T g
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Stroppel
Aufgabe 4 (3 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte.
— 3 —3—n
® > @3

(a) i (g)

(a) Mit der geometrischen Reihenformel ergibt sich
j<1

> (5) 56

n=0

(b) Wir konnen die vorliegende Reihe auf die Exponentialreihe zuriickfithren durch
)

> 3 > 1 =1 1 1 1
m:?’;m:?’«zm)—a‘rﬁ):?’(e_é

n=3 n=0
(c) Mit Hilfe von Teil (b) erhalten wir
~3-N =3 =7 (b 15— 1
D =D Y e ]
n=3 n=3 n=3 n=3
15 &1 15 11
—3e———-Y —=3e———(e—1—-1)=2 — —.
T ;k! e-g e ) =25
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 5 (10 Punkte) Sei a € R ein Parameter und

6 8 0 0

-1 0 0 0
Ay =

0 0 4 1

0 00 I+«

(a) Sei zundchst o = 3. Bestimmen Sie die Losungsmenge £ von

Agv =4v+ b
.
mit b= (—4 2 1 0) -
—2 —4 0
1 0
L= +L ,
0 1
1 0
Im Folgenden sei a € R wieder beliebig.
(b) Bestimmen Sie die Determinante det(A,) in Abhéngigkeit von a: det(A,) =| 32(1+a)
(c) Fiir welche a € R ist A, nicht invertierbar? a € -1

(d) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x4, (A\) in faktorisierter Form:

Xaa(A) = A=XN2-N1+a-2N

(e) Ein Eigenwert ist offenbar « + 1. Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfach-

heiten ebendieses Eigenwertes in Abhéngigkeit von «:

a €atl | dat1
a=1 2 2
a=3 3 2

aeR~{1,3}] 1 1
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Aufgabe 6 (4 Punkte) Gegeben seien die Basen B: by ,by,b3 von Poly,C und C:  ¢1,¢9,¢3,¢4,5
von Poly C mit

h(X)=1 , b(X)=X , b(X)=X?

a(X)=4 |, X)=3X , a(X)=2X% |, aX)=-X3 | (X)=X".
Wir definieren die lineare Abbildung ¢: Poly C — Pol, C: p + (p) mittels o(p)(X) := p(X? —4).

(a) Bestimmen Sie ¢(bs3):

o(bs)(X) = X4 —-8X?2+16 L 1 4
1
0 0 O
. . . . . . _ 1
(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix e P = 0 5 —4
0 0 0
0 O
(c) Bestimmen Sie die Dimension des Bildes von ¢: dim (Bild (¢)) =| 3

Aufgabe 7 (2 Punkte) Gegeben sei A € R?*5 mit

1 -1 2 31
A= .
(—3 5 6 7 3)

(a) Bestimmen Sie den Zeilenrang und den Spaltenrang von A.

Zeilenrang von A: 2 Spaltenrang von A: 2

(b) Welche Dimension hat der Losungsraum £ S R des homogenen linearen Gleichungssystems

Ar =07 dimL=| 3
Aufgabe 8 (4 Punkte) ] | | o Jim | ' ]
In der komplexen Zahlenebene ist die komplexe
Zahl z gegeben (siehe Skizze) als einer der < 21 -
Schnittpunkte der Imaginérachse und des Kreises .
durch 2+ 2i mit Mittelpunkt 0.
Re
Besti Si d : { i
(a) Bestimmen Sie |z| und arg(z) IR T3 13
Q 1 @]
3 _ 14 4
2l =| 2v3 arg(z) =| o
2
= _2 4 -
(b) Ergénzen Sie die Skizze um die Lésungen = 3% < 4

wy, wo, w3 der Gleichung w?® = z.
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