Im Wintersemester 2012/13 wurde in der Vorlesung , Hohere Mathematik 1
fiir Ingenieurstudiengénge” das folgende Beispiel einer Hauptachsentrans-
formation besprochen:

6.3.11 Beispiel. In R® sei eine Quadrik gegeben durch die folgende Glei-
chung:
2x§+ 5x1x2—x§—2x1+2\/§xz+2x3:2.
In Matrixschreibweise: x" Ax +2a'x + ¢ = 0 mit
2 V5 0 -1
A=[1v5 0 o, a=|+5], c=-2.
0 0 -1 1

Wir wollen zuerst entscheiden, welcher Quadriktyp hier vorliegt und dann
die euklidische Normalform bestimmen.

Grobeinteilung: Um den Typ der Quadrik zu bestimmen, berechnen wir

2 3V5 0
r=RgA = Rgliv5 0 0 = 3,
0 0 -1
_2‘ 1 5 1 1 0 0 -1
1 _ 1
oo = RelAem) = Re -1 245 0 _ ke 1 235 0
V5|1v6 0 0 V5 iv5 0 0
11 0 0 -1 -2 -1 5 1
1 0 0 -1 1 0 0 -1
_ kel © 2 15 -1 _Roogx/ﬁ S31_,
T ®loE 05| Plo oo §INA|TT
0 -1 5 -1 0 -1 V5 -1

Es liegt also eine Mittelpunktsquadrik vor (vgl. 6.2.6).

Erster Schritt: Diagonalisierung.
Wir erhalten die Eigenwerte von A als Nullstellen von

2-1 3V5 0
X,4(A) = det(A — AE3) = det| 15 -2 0 |=-(A2=21-2)(A+1),
0 0 -1-A

also als A= %, A, =-1 und A
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Durch Losen der entsprechenden linearen Gleichungssysteme erhalten wir
V() =L(f), V(-1) = L(f;) und V(~1) = L(f;), wobei

\5 -1 0
A
0 0 1

Diese Vektoren stehen schon senkrecht aufeinander (das hat einen systema-
tischen Grund, vgl. 5.4.5).

Wir miissen die f]’f normieren:

1 ., 1 V5 1 ., 1 -1 . 0
fl-:ﬁﬁ:% (1) ’ fz-:@fzz% \égr f3-:f3:1'

Dies liefert die Transformationsmatrix

V5 -1 0
1
F=(f,ffs)=——|1 5 0].
lo o0 6
Probe
(V5 L 0)( 2 4v¥E 0)(V5 -1 0 20 0
PTAF:E -1 V5 0 [%«/5 0 0] 1 V5 0 :{o -1 0]
0 0 +VeJl O 0 -1J)lo o0 +e 0 0 -1
, V5 1 0)(-1 0
Esgilt Fla=—|-1 +5 0 [VE]_[VEJ
Velo o vel1) |1

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystem [F = (6; fi, f2, f3) hat unsere
Quadrik also die Gleichung

0 = yT(FTAF)y+2(FTa)Ty—2
30 0 0\

y'|0 =3 0|y+2|V6|y-2
0 0 -1 1

- 5,2

= 3y -3y y3+2Vey, +2y, 2.
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Zweiter (und letzter) Schritt: Verschiebung.

Durch quadratische Ergdanzung sehen wir, wie wir verschieben miissen, um
den linearen Term in y, zu beseitigen:

2V =< (A -20V6s) -1 123 2

Analog beseitigen wir den linearen Term in y,:

—y§+2y3=—(y§—2y3)=—(y3—1)2+1.

T
Wir nehmen als neuen Ursprung also den Punkt P mit L= (0, 26, 1) (far
diesen gilt P = P = pxp(pP) = FP = (-2,2 v5,1)"), und erhalten beztiglich
des kartesischen Koordinatensystems

=2\ L (VB 4 (1) (O

= P;f1/f21f3 = 2\/5 ;T = 1 2 \/g ’ 0
et | B e B e B
die Gleichung
0 = %z%—%%—z§+11.

Die euklidische Normalform erhélt man, indem man diese Gleichung noch
durch 11 dividiert:

1 1
2 2 _
Zzl—ZZZ 1123+1 0.

Die Quadrik ist ein einschaliges Hyperboloid, in Abb. 6.1 findet man ver-
schiedene grafische Darstellungen dazu.

Die benétigten Koordinatentransformationen erhalt man mit

L (Y5 -1 0 -2 0
F=—|1 5 0|, P=|2v5|, F'P=[2v6
Velo o V6 1 1
als  pxp: ye Fy, FRE: x+— Fx,
Fkg: z>z+F'P, GKE* y—>y—F'P
EXG = EXE © pKG " z+>F(@z+F'P) = Fz+P,

T T T
GKE = GKp O pKg: ¥ F (x—-D) F'x-FP.
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Abbildung 6.1: Die durch ~ 2x% + V5x, x, =22 —=2x, +2V5x, +2x, =2
gegebene Quadrik. Die Geraden deuten die Achsen in den
Koordinatensystemen E, F bzw. G an.

Auf der rechten Seite wurden verschiedene neue Blickwinkel
gewdhlt, um einen besseren Eindruck zu vermitteln.




