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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 96. Integration
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) /:Esin /1.77-2Cd< da (b) /—VeXp6<3\/E>dx

0

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir berechnen zunachst das innere Integral wie folgt: Wir wahlen x beliebig und be-
trachten dieses als Parameter. Dann gilt:

1 1

/m-Q(dC:x/QCdC:x[Cz]é:x

0 0
Dies gilt fiir alle z, womit wir mittels partieller Integration

1

/xsin /a:-2(d( de = /:csin(:c)dm = [z cos(x)] —/cos(:c)dx
: = [z cos(z) — sin(x)]

erhalten.
(b) Es gilt:
/ xp (¥z) dz = l/ei(x)é dz
6 6
Substitution: x(¢) := &
=5 [ g
1 1

= §/e2££2df

mehrmalige partielle Integration
- _e%%?} - 2/e%€5d§ - [e%%? —4e%’34 . /(—4)e%5d§
= _6%562 — 4e%5£ + 8e%5}

= (V)" VeViz — ayaV/e 7 1 8V/e 7|

Aufgabe H 97. Kurvendiskussion
1
Gegeben sei f:R\{—l}%R:x%eXp( )

1+
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(a) Bestimmen Sie f" und f”.
(b) Bestimmen Sie samtliche Extrema sowie Wendepunkte von f.

(c) Bestimmen Sie den links- und den rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle zy = —1,
sofern diese existieren. Ist f dort stetig fortsetzbar?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten:

1 1
f/(x) — _meﬂrz
1 o 2 1
f//(x> = me“ﬂ” + mel+z
(b) Wir berechnen die Nullstellen der Ableitungen:
! 1 1
f/<$) =0= —melﬂ =04

Dies hat keine Losung.
Da der Definitionsbereich offen ist (und somit keine Randpunkte zu beriicksichtigen

sind), existieren keine lokalen Extrema. Fiir die Wendepunkte folgt aus f”(x) 20
1 1 2 1

|
0= ——eT+a el+z

T+a) vy

= <2+ (1—|1—x)) (1+1x)seliﬂ”

3 . . I 3 . 1
dass nur an xp = —3 ein Wendepunkt vorliegen kann. Fiir z < —3 gilt 0 < — 5 <2

und somit
(2+ L ) >0
(1+2)

Fiir —1 > 2 > —3 hingegen gilt ——5 > 2 und somit

(2+ﬁ) <0

Da ferner
(1—:x)3<0 firz < —1
et > 0 fir x # —1
gelten, folgt
<0 z<-3
ff(x)q=0 z=-3
>0 —3<z<-—1

2

3
Somit liegt in (—5, 6_2) ein Wendepunkt von f vor. (Die Ableitung nimmt ein lokales

Minimum an.)
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(c) Es gelten:

1

im =
z——-1-0x + 1

. 1

lim = 400
z——1+0x + 1

und somit

0

A 1)

Der linksseite Grenzwert von f in g = —1 existiert, der rechtsseitige hingegen nicht.
Insbesondere ist f nicht stetig fortsetzbar in xqg = —1.

Aufgabe H 98. Integration durch Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale.
Wenn Sie substituieren, verwenden Sie hierzu ausschlieBlich 3.3.3.

exp ( ln(85)>

(a) / In(z)2z"™@ =1 d x (b) 0/ @dx

1

2 1 1

L . .
Hinweis: Nutzen Sie Z = arcsin (5) und —F =111 + Tt

6

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt wegen In (exp (1)) = r fiir alle r € R:

[ eeeran [0 g,

1
(%) @) g,
xXr A

exp( 1n(85)) exp(w /1n(85)) exp <\ /ln(85)>
1

1 1

1
Substitution: u(x) = In(z) — u/(z) = —
T
exp(\/ln(&”’)) \/In(85)
= / w(z)e™@” o (z) d o *E° / ue” du
0

1
Substitution: ¢(u) = u* — ¢'(u) = 2u

exp(\/ln(85)) In(85)
1 1
= / §C,(u)e<(“) du *2° / EeCdC

-
o
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(b) Wir nutzen den Hinweis:

% ) arcsin( %) )
/ dz = / dz
cos(x) cos(x)
0 arcsin(0)

1

[NIES

2

2 y 2 '
= 2 t dt == - . / t dt
/ cos(arcsin(t)) aresin' () / cos(arcsin(t)) arcsin'(t)

0 0

1
2
3 2 1

B /COS(arcsin(t)) ' mdt = ()

0

Es gilt: arcsin ([—1,1]) = [~Z,Z]. Da auf letzterem Intervall cos(z) und |cos(z)|

iibereinstimmen, folgt:

cos(arcsin(t)) = |cos(arcsin(t))| = \/1 — (sin(arcsin(t)))® = V1 — ¢2

Wir erhalten (erneut mit dem Hinweis):

_ i at
(¥) = /1—# /1+t+1—t

— [In <|1+t|>+1n<|1—t|>]§
:ln<1—|—%) ( —%) (—-2>:ln(3)
Aufgabe H 99.

Gegeben sei die vom ganzzahligen Parameter o € Z ~ {0} abhingige Funktion

fo: Do = Rz In((z+2)-e7),

wobei D, den maximal moglichen Definitionsbereich bezeichne.
(a) Bestimmen Sie eine Funktion F,,: D, — R so, dass F!(z) = f.(z) gilt.
(b) Sei nun a = —2. Bestimmen Sie D_, sowie diejenige Funktion F': D_, — R, fiir
welche F’ = f_, sowie F(—=1) =6 und F(e —2) = 5 gilt.

Hinweis: Ist D_5 ein Intervall?
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Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen:

/ln ((x+2)~exa)dx:/ln((:c+2))+ln (e")da
:/ln((x+2))+a:adx:/ln((x+2))dx+/x"‘dx

partielle. Integration
=[x+ 2)In((x+ 2))] —/1dx+/xadx

42z +2) -4 g2t a# -1
[(z+2)In(z+2) —z+In(z|)] a=-1
(b) Fiir « = —2 ist 2 an der Stelle 0 nicht definiert. Fiir z # 0 gilt (z + 2)e” > 0 &
x > —2. Wir erhalten
D_, = (_27()) U (07 OO)

Da dies kein Intervall ist, haben wir die Konstanten betreffend mehr Wahlfreiheit (vgl.
3.1.3), allerdings ist nach (a) die gesuchte Funktion auf jedem der Teilintervalle I; =
(—2,0), I, = (0,00) von der Bauart

Fiz)=@+2)m@+2) —z—a ' +c()

mit einer (moglicherweise) vom Intervall I € {I;, I,} abhangigen konstanten ¢(/) € R.
Wir setzen ein:

6=F(—1) = (—1+2)In(-1+2) — (=1) = (=1) '+ ¢ (L) =2+ c ()

:>C(Il):4
—3 R
¢ 2éF(e—Q):(e—2+2)1n(e—2+2)—(e—2)—<e—2)—1+c(12>
o
2e —5
:e—e—|—2—e_ —|—c([2)—e_2+c(f2)
e—3 2e—5
L) = - — 1
= c(b) e—2 e—2
Wir erhalten:
F) (z+2)In(z+2)—z—a'+4 |, —2<2<0
xr) =
r+2)n(z+2)—z—2'-1 ,0<z

Aufgabe H 100.

p Frischhaltebox N
0

1 0 O 0
Fir A:== {0 1 O] undvg:=1[1] gilt A"y = 1 fiir beliebiges n € Nj.
4 -2 1 2 2—-2n

Weisen Sie dies induktiv nach.

. J
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Losungshinweise hierzu:

Fir n =0 gilt A™ = E3 (vgl. P47, HM1) und somit:

0
AOUO = Vg = 1
2—-2-0
@ Fiir ein n € Ny gelte
0
An’UO = 1
2—2n
@ n —n-+ 1 Es gilt:
A"y = A~ (AMy)
1 0 0 0 0 0
@ 0 1 0 1 = 1 = 1
4 -2 1 2—2n —242—-2n 2—-2(n+1)
Mit vollstandiger Induktion folgt
0
Anl}o = 1
2—2n

fir alle n € Ny.
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