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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Logik

1.1.1 Awussagen

Die Logik befasst sich mit Aussagen, d.h. mit (im weitesten Sinne sprach-
lichen) Sétzen, die objektiv entweder wahr oder falsch sind. Insbesondere
gelten daher folgende Prinzipien:

e Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten (“Tertium non datur”):
Eine Aussage muss wahr oder falsch sein.

e Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch: Eine Aussage darf
nicht gleichzeitig wahr und falsch sein.

Im folgenden kiirzen wir “wahr” haufig mit “w” und “falsch” mit “f” ab.

1.1.2 Beispiele

Der folgende Satz ist eine Aussage, die wahr ist:

Das Wintersemester 2022/23 an der Universitit Stuttgart beginnt im Okto-
ber.

Der folgende Satz ist eine Aussage, die falsch ist:

2+2=15
Der folgende Satz ist keine Aussage, da sein Wahrheitsgehalt subjektiv ist:

9
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Griin ist schoner als Rot.

Der folgende Satz ist keine Aussage, da kein Wahrheitsgehalt zugewiesen
werden kann:

Dieser Satz ist falsch.

1.1.3 Bool’sche Operatoren

Aussagen konnen miteinander kombiniert werden. Sind beispielsweise p und
q zwei Aussagen, so ist die

Negation (Verneinung) von p, schreibe —p und sage “nicht p”, durch die
folgende Wahrheitstabelle gegeben:

p|p
w| f
flw
Konjunktion (“und”) von p und ¢, schreibe p A ¢ und sage “p und ¢”,

durch die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

p/Ag

== g g3
—- 8 = g
= 2>

Mit anderen Worten: p A q ist genau dann wahr, wenn sowohl p als auch ¢
wahr sind.

Disjunktion (“oder”) von p und ¢, schreibe p V ¢ und sage “p oder ¢”,
durch die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

pvyg

~== 8 8
- & — g
~— & E g|KL

Beachte: “oder” ist nicht exklusiv gemeint, d.h. wenn sowohl p als auch ¢
wahr sind, so ist auch “p oder ¢” wahr.
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Implikation von p und ¢, schreibe p = ¢ und sage “Aus p folgt ¢.”, durch
die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

SN

- g g
- & = g

Mit anderen Worten: ist p = ¢ wahr, so kénnen wir:

e aus der Wahrheit von p auf die Wahrheit von ¢ schliessen.
e aus der Wahrheit von ¢ nicht auf die Wahrheit von p schliessen.

e aus der Falschheit von ¢ auf die Falschheit von p schliessen.

Wir sagen, dass p hinreichend fiir ¢ ist und dass ¢ notwendig fiir p ist.

Aquivalenz von p und g, schreibe p < ¢ und sage “p ist zu ¢ dquivalent.”,
durch die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

bP<—=4q

=g 2
- & = g
SIS >

Mit anderen Worten, p < ¢ ist genau dann wahr, wenn p und ¢ die gleichen
Wahrheitswerte haben.

1.1.4 Tautologien

Eine Verkniipfung von Aussagen, die unabhéngig von den Wahrheitswerten
der einzelnen Aussagen immer wahr ist, heiffit Tautologie.

Sind p und ¢ Aussagen, so ist zum Beispiel

(=49 & (~g¢=-p)

eine Tautologie, wie die folgende Wahrheitstabelle zeigt:
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plqg|p=q| 7P| q|q="p
w | w w flf w
w| f| f [ w f
flw w w | f w
flf w w | w w

Tautologien konnen also “logischen Rechenregeln” entsprechen. In solchen
Fillen schreiben wir daher hdufig auch “=” statt “<”. Die obige Tautologie
kann deshalb auch als

(r=q) =(~q= —p)

geschrieben werden.

1.1.5 Einige wichtige Tautologien

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Tautologien, die aus einer Aussage
gebildet werden koénnen, zusammen.

Satz 1.1.1. Ist p eine Aussage, so sind die folgenden Aussagen Tautologien:

i) Satz vom ausgeschlossenen Dritten: pV —p.
ii) Satz vom Widerspruch: —(p A —p).
iii) Satz von der doppelten Verneinung: —(—p) = p.

iv) Idempotenz:

PAD=Dp,
pPVp=p.

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Tautologien, die aus mehreren Aus-
sagen gebildet werden, zusammen.

Satz 1.1.2. Sind p, ¢ und r Aussagen, so sind die folgenden Aussagen Tau-
tologien:

i) Rechenregeln von de Morgan:

—(pAg)=-pV g,
“(pVqg) =-pA—q.
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ii) Kontraposition: (p = q) = (-q = —p).
iii) Zerlegung der Aquivalenz: p < q= (p=q)A(q=p).
iv) Transitivitdat: (p = q) AN (g=1)= (p=71).

v) Distributivgesetze:

1.1.6 Bemerkungen

Neben den oben genannten Tautologien gibt es noch weitere Tautologien, wie
z.B. die Kummutativitéiten (p A q) = (¢ Ap) und (pV q) = (qV p).

Es gibt genau 16 zweistellige logische Operationen, d.h. Verkniipfungen, die
aus 2 Aussagen p und ¢ eine neue Aussage f(p,q) generieren. Jede dieser 16
Operationen und die Verneinung lasst sich durch die Operation —(p A q), die
wir mit p NAND ¢ bezeichnen, darstellen. So gilt zum Beispiel:

—p= (pNANDp),
pAq=(pNAND q) NAND (¢ NANDp).

Analog lésst sich jede dieser 17 Operationen auch durch die Operation —(pV
q), die wir mit p NOR ¢ bezeichnen, darstellen.

Schreiben wir “1” statt “w” und “0” statt “f”, so entspricht p A ¢ der Multi-
plikation. Analog entspricht das “exklusive oder”, d.h. p XOR ¢ := —(p < q),
der Addition mit Uberlauf.

1.1.7 Awussagen mit Variablen

Wenn Aussagen Variablen enthalten, sprechen wir von Aussageformen.
Einfache Beispiele von Aussageformen sind

p1(x) == “x ist 20 Jahre alt.” ,
pa(z) = “x < 27,
Durch Einsetzen “erlaubter” Werte fiir die Variable erhalten wir Aussagen:
p1(“Ingo Steinwart”) = f,
pe(l) =w,
p(2)=f.
p1(1) macht hingegen keinen Sinn, da die Zahl 1 kein Alter hat.
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1.1.8 Quantoren

Aus einer Aussageform p(x) konnen mithilfe von Quantoren ebenfalls Aus-
sagen gebildet werden. Die folgende Quantoren interessieren uns:

e All-Quantor:
V@ p(x)

steht fiir die Aussage, dass fiir alle erlaubten Werte von x die Aussage
p(z) wahr ist.

e Existenz-Quantor:
Jz : p(z)

steht fiir die Aussage, dass es mindestens einen erlaubten Wert von z
gibt, so dass die Aussage p(z) wahr ist.

¢ Einzigkeits-Quantor:
Az : p(x)

steht fiir die Aussage, dass es genau einen erlaubten Wert von x gibt,
so dass die Aussage p(x) wahr ist.

Mit den obigen p; und p, ist beispielsweise die Aussage Vr : pi(x) falsch,
wéhrend die Aussage Jx : py(z) wahr ist.

1.1.9 Vergleich von Aussagen

Mit Quantoren gebildete Aussagen konnen wieder verglichen werden. So gel-
ten zum Beispiel die de-Morgan’schen-Regeln

@ p(a)) = Ve - p(a),
—(Vz :p(z)) =3z : —p(x).

Aussageformen konnen von mehreren Variablen abhéngen. In diesem Fall
kann die Reihenfolge von Quantoren eine wesentliche Rolle spielen. Beispiels-
weise sind die Aussagen

Vo Iy : p(x,y) und JyVa : p(z,y)

im Allgemeinen nicht dquivalent, da im ersten Fall der Wert von y von x
abhéngen kann, wiahrend er im zweiten Fall von x unabhéngig sein muss.
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1.1.10 Bemerkungen zum Beweis von Aussagen

Wollen wir zeigen, dass die Aussage Vz : p(x) wahr ist, konnen wir z.B. die
Aussage p(z) fiir jeden einzelnen Wert von x iiberpriifen. Dies funktioniert
aber eigentlich nur, falls es nur endlich viele (oder genauer: wenige) erlaubte
Werte von z gibt.

Steht x beispielsyveise fiir alle Mannschaften der 1. Fufiball-Bundesliga, so
lasst sich durch Uberpriifen aller 18 Teams zeigen, dass die Aussage

Vz : “x hat mindestens einen Torwart”
wahr ist. Steht z jedoch fiir alle Zahlen, so ist die Aussage
Ve:z+1>z

nicht mehr durch Betrachtung jeder einzelnen Zahl als wahr zu identifizie-
ren. Stattdessen ist ein mathematischer Beweis notwendig, der beispielsweise
schon bekannte, wahre Aussagen ausnutzt. Wissen wir z.B. dass die beiden
Aussagen 1 > 0 und Vz,y,2 : © > y = 2z + x > z + y wahr sind, so folgt
die obige Aussage durch Betrachtung von z = 1 und y = 0. In den meisten
Féllen ist ein Beweis aber deutlich langer und damit komplizierter.

Wollen wir zeigen, dass die Aussage Jx : p(z) wahr ist, miissen wir ein x
finden. Wie fiir den All-Quantor kann dies z.B. dadurch geschehen, dass man
hintereinander die Aussage p(x) fiir jeden einzelnen Wert von x iiberpriift
und stoppt, sowie man einen Wert gefunden hat, fiir den p(z) wahr ist.

Steht x wieder fiir alle Mannschaften der 1. Fulball-Bundesliga, so ist schon
fiir x = “Werder Bremen” die Aussage

Jz : “x hat mindestens einen Torwart”

wahr und das Uberpriifen der restlichen 17 Teams eriibrigt sich.

Im Falle von unendlich vielen Werten kann manchmal ebenfalls ein geeig-
neter Wert von x “erraten” werden, meistens ist aber ebenfalls ein Beweis
notwendig.

Schliellich lassen sich mithilfe der de-Morgan’schen-Regeln Aussagen mit All-
Quantoren in solche mit Existenz-Quantoren (und umgekehrt) umwandeln.
Ein etwas ldngeres, aber nicht untypisches Beispiel hierzu ist

ﬁ(vx JyVz : p(x,y, z)) = dxVy3z:-p(x,y,2).



16 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.2 Mengen

1.2.1 Mengen

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten. Diese werden Ele-
mente genannt. Jedes Element kann nur einmal in der Menge vorkommen.
Es gibt keine Reihenfolge fiir die Elemente einer Menge.

Mengen werden in der Regel mit grolen Buchstaben bezeichnet, Elemente
hiufig mit kleinen. Ist M eine Menge und z ein Objekt, so schreiben wir:

reM falls z ein Element von M ist.
& M falls = kein Element von M ist.

Ferner bezeichnet () die leere Menge, d.h. die Menge die kein Element
enthalt.
1.2.2 Konstruktion von Mengen

Mengen mit wenigen, explizit bekannten Elementen kénnen durch Auflistung
der Elemente beschrieben werden, z.B.

M:={1,2,3,4}.
Ist p(z) eine Aussageform mit Variable x so ist
M = {z:p(x)} = {z|p(x)}

die Menge aller erlaubten Werte von z, fiir die Aussage wahr ist!. Damit
lassen sich auch unendliche Mengen einfach beschreiben, z.B

M = {n :n ganze Zahl und n > 10} .

1.2.3 Inklusion und Identitat

Seien A und B zwei Mengen, so ist A eine Teilmenge von B, genau dann
wenn jedes Element von A auch ein Element von B ist, d.h.

Ve:(x € A= x € B).

!Hier muss man allerdings etwas aufpassen, wie in Abschnitt 1.2.9 noch gezeigt wird.
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In diesem Fall schreiben wir A C B.

Ferner sind die Mengen gleich, geschrieben A = B, genau dann wenn
A C Bund B C A gilt, d.h., genau dann wenn

Ve:(re A< xeB).

Beispielsweise gilt {21, 22,23} C {n : n ganze Zahl und n > 10} und
(1,2,3,4} = {4,3,2,1} = {1,2,3,4,4} .

Ferner gilt sowohl () C A als auch A C A fiir jede Menge A. Sind schlieflich
A, B und C Mengen mit A C B und B C C, so gilt auch A C C.

1.2.4 Operationen mit Mengen

Sind A und B zwei Mengen, so konnen wir die folgenden Mengen definieren:

Durchschnitt: ANB:={z:2€ ANz € B},
Vereinigung: AUB:={z:x€ AVz € B},
Differenz: A\B:={z:x€ ANz & B}.

Ferner sagen wir, dass A und B disjunkt sind, falls AN B = (. Gibt es
zudem eine feste, aus dem Zusammenhang bekannte Menge M mit A C M,
so schreiben wir auch

A =M\ A.
Es gilt beispielsweise

{1.2} n{2,3,4} = {2},

{1, 2} U {2, 3,4} = {17 2,3, 4},
{17 2} \ {2’ 374} = {1}7
{2,3,4}\ {1,2} = {3,4}

und die Mengen {1,2} und {3,4} sind disjunkt.

1.2.5 Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Eine unvollstéindige Liste von Rechenregeln fiir den Durchschnitt und die
Vereinigung von Mengen liefert das folgende Lemma.
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Lemma 1.2.1. Sind A und B Mengen, so gelten die folgenden Identitdten:

ANB=BnNA,
AUB=BUA,
ANA=A,
AUA=A,
ANP=10,
Auph=A.

Ist C eine weitere Menge, so gilt zudem

ANn(BNnC)=(ANnB)NC,
AU(BUC)=(AuB)UC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AuB)N(AUC).

Das folgende Lemma zeigt einige Rechenregeln fiir Differenzen auf.

Lemma 1.2.2. Sind A, B und C Mengen, so gelten die folgenden Iden-
titdten:
A\A=10,
AN (BNC) =(A\B)U(A\C),
AN(BUC) = (A\B)N(4\C),
(A\B)\C =A\(BUC),
AN (B\C) = (A\B)U(ANC),

und damit insbesondere auch (AN B)¢ = A°U B® und (AU B)® = A°N B°.

1.2.6 Kartesisches Produkt

Sind x und y zwei Objekte, bezeichnet (x,y) das geordnete Paar von x
und y. Insbesondere ist (z,x) ein Paar und es gilt (z,vy) = (y, z) genau dann
wenn r = y.

Sind A und B zwei Mengen, so ist das kartesisches Produkt von A und B
AxB:={(z,y):x€ ANy € B}.
So ist beispielsweise (1,2) # (2,1) und

{1,2} x {2,3} = {(1,2),(1,3),(2,2),(2,3) } .
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An dieser Stelle sei bemerkt, dass geordnete Paare auch formal durch

(z,y) = {{z} . {z.y}}

einfithrt werden konnen. Uns wird aber ein informelles Verstidndnis ausrei-
chen.
1.2.7 Operationen mit mehr als zwei Mengen

Ist I # () eine Menge und haben wir fiir jedes ¢ € I eine Menge A;, so
definieren wir

ﬂAi::{x‘ViEI:xeAi},

icl
Udi={z|Fiel:zcA}.
i€l

Sei ferner I = {1,2,...,n} und z; € A; fiir alle ¢ € I, so bezeichnen wir die

geordnete Folge mit Wiederholungen (1, xs, ..., z,) als n-Tupel. Fiir n = 3
sprechen wir auch von Tripeln. Insbesondere ist ein 2-Tupel ein geordnetes
Paar und Gleichheit von zwei n-Tupeln ist durch

(1,22, .y xn) = (Y1,Y2y - -, Yn) & Viel:x =y;
definiert. Damit definieren wir das kartesisches Produkt von Ay, As, ..., A,
durch

Ay X Ay X - X A, = {(le,xg,...,xn)‘ViEI::L‘Z'EAZ-}.

Fir A=A, = Ay =--- = A, schreiben wir auch A" = A; x Ay x --- X A,,.

1.2.8 Potenzmengen

Ist A eine Menge, so ist die Potenzmenge P(A) von A die Menge aller
Teilmengen von A, d.h.

P(A):={B:BC A}.

Hat A genau n Elemente, so hat P(A) genau 2" Elemente.
Fiir A := {1, 2,3} gilt beispielsweise

P(A) = {0.{1}. {2}, {3}, {1.2}, {1, 3}.{2.3}. {1, 2,3}}.
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1.2.9 Aussageformen, die nicht zu Mengen fiihren

Bei der Bildung von Mengen mit Aussageformen muss man (etwas) vorsichtig
sein. Fiir die Aussageform

p(x) = (v ¢ )
fithrt z.B. die zugehorige Bildung der Menge

M ={z:px)}={r: 2 &z}
bei der Frage nach M € M zu einem Widerspruch, denn es gilt

MeM = Mg M,
Mg M = Me M.

Damit kann M € M weder richtig noch falsch sein, d.h. die Aussage M € M
hat keinen Wahrheitswert! Das Problem liegt in der “Selbstreferenzierung”,
die vermieden werden kann, wenn Mengen nur innerhalb einer bekannten
Obermenge, wie den ganzen Zahlen, den reellen Zahlen, etc. gebildet wer-
den. Dies fithrt zu einer Beschriankung der erlaubten Werte von Variablen in
Aussageformen.

1.2.10 Einige wichtige Mengen

Aus der Schule sollten schon einige wichtige Mengen bekannt sein, wie z.B.

N:={1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen
No:={0,1,2...} Menge der natiirlichen Zahlen
inklusive 0
7 :={0,£1,+2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q:={m/n:meZAnecN} Menge der rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
[a,b] :={r eR:a <z <b} abgeschlossenes Intervall zwischen
a und b
(a,b) :=la,bl:={r eR:a<x<b} offenes Intervall zwischen a und b
la,b) :=[a,b] :={r €eR:a <z <b} halboffenes Intervall zwischen
a und b

Diese werden aber noch ausfiihrlicher betrachtet werden.
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A A
Y Y
1 1

) D A ?
X X 't

Abbildung 1.1: Tllustrationen fiir drei Relationen (jeweils in blau) auf [0, 1]2.
Links: Die Relation “=”". Mitte: Die Relation “<”. Rechts: Die Relation
R aus (1.3.1).

1.3 Relationen und Abbildungen

1.3.1 Relationen

Definition 1.3.1. Seien A und B Mengen. Dann ist eine Relation R zwi-
schen A und B eine Teilmenge R C A X B.

Ist R eine Relation zwischen A und B so wird (z,y) € R so interpretiert,
dass  und y in Relation zueinander stehen. Dies wird auch haufig durch

tRy & (v,y) € R

beschrieben. Fiir spezielle Relationen wird R dabei durch ein anderes, eingén-
gigeres Symbol ersetzt.

Ist beispielsweise A = B, so ist R := {(z,y) € A X B : z = y} eine Relation
und wir schreiben z = y statt xRy. Fiir A = B = [0,1] ist auch R :=
{(x,y) € A* : © < y} eine Relation und wir schreiben = < y statt zRy.
[lustrationen dieser beiden Relationen finden sich in Abbildung 1.1.

Diese Beispiele verdeutlichen schon, dass unsere Definition einer Relation nur
beschreibt, was sie “formal” ausmacht, nicht aber was sie “inhaltlich” bedeu-
tet. Im allgemeinen ist nur ein sehr kleiner Anteil aller Relationen zwischen
zwei Mengen A und B wirklich “interessant”.
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1.3.2 Ein weiteres Beispiel

Fiir t € R sei [t| die Abrundung von ¢ auf die ndchste kleinere ganze Zahl,
d.h.
|t] =max{k € Z:k <t}.

Fir A = B = [0,1] ist dann R := {(x,y) € Ax B : |[10x| = |10y]} eine
Relation und fiir z,y € [0, 1] gilt

xRy < 1. Nachkommastelle ist gleich (1.3.1)

Eine Illustration dieser Relationen findet sich ebenfalls in Abbildung 1.1.

1.3.3 Aquivalenzrelationen

Das letzte Beispiel gehort zu einer besondere Klasse von Relationen, die wir
in der folgenden Definition einfiihren.

Definition 1.3.2. Sein A # () eine Menge und R C A x A eine Relation.
Dann heifst R Aquivalenzrelation auf A, genau dann wenn die folgenden
drei Figenschaften erfillt sind:

i) Reflexivitdit: Fir alle x € A gilt (v,z) € R.
ii) Symmetrie: Fir alle v,y € A gilt (x,y) € R< (y,z) € R.
ii1) Transitivitdt: Fir alle v,y,z € A gilt

((z,y) € RA(y,2) € R) = (z,2) € R.

Im folgenden werden Aquivalenzrelationen auch mit ~ oder = bezeichnet.
Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A und = € A, dann heif3t

(] ={ye Az ~y}

die Aquivalenzklasse von z und = ein Reprisentant dieser Aquivalenzklasse.

1.3.4 Partition einer Aquivalenzrelation

Die Relation “=" ist neben der in (1.3.1) definierten Relation eine Aquivalenz-
relation. Bei der letzteren sieht man auch deutlich, dass z.B. die Elemente in
(0] = [0,1/10) zueinander dquivalent sind, wihrend keines der Elemente in
[0]. =[0,1/10) &quivalent zu einem Element in [1/10]. = [1/10,2/10) ist.

Das folgende Resultat zeigt, dass diese Beobachtung nicht zuféllig ist.



1.3. RELATIONEN UND ABBILDUNGEN 23

Lemma 1.3.3. Sei A # 0 eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf A.
Dann gilt fir alle x,y € A entweder

oder
(] Nyl = 0.

Insbesondere ist jedes v € A in genau einer Aquivalenzklasse, namlich [z],
enthalten.

Beweis. Anhand einer Wahrheitstabelle iberpriift man leicht, dass wir fiir
alle v,y € A
[zl =W~ = A0

zeigen miissen.

Sei dazu zunéchst [z]. = [y]~. Dann gilt y € [y]. = [z]~ und damit y €
[z]~ N [yl~, d.h. [z]. Nyl #0.

Gilt umgekehrt [z]. N[y]~ # @ dann gibt es ein 2 € [x]. N [y]~. Wegen z ~ 2
und z ~ y folgern wir x ~ y.

Sei nun w € [z].. Dann gilt w ~ 2 und wegen = ~ y damit auch w ~ y,
d.h. w € [y]~. Mit anderen Worten haben wir [z]. C [y]. gezeigt. Der Beweis
von [y|. C [z]~ ist analog, und damit sehen wir insgesamt [z]. = [y].. O

Eine Aquivalenzrelation ~ auf A teilt A in die Aquivalenzklassen von ~
auf. Die Elemente einer Aquivalenzklasse [z]. werden dabei als “gleichwer-
tig” im Sinne von ~ aufgefasst und jedes Element y € [z]. kann als Re-
prisentant dieser Aquivalenzklasse genommen werden. In diesem Sinne dient
eine Aquivalenzklasse zur Fokussierung auf das fiir einen bestimmten Zweck
Wesentliche.

Fiir die Aquivalenzrelation ~:= A x A gilt [z]. = A fiir jedes z € A und
damit ist [z]. N [y]~ # O nie erfillt.

1.3.5 Ordnungen

Weitere wichtige Relationen werden in der folgenden Definition eingefiihrt.

Definition 1.3.4. Sein A # () eine Menge und R C A x A eine Relation.
Dann heifst R Halbordnung auf A, genau dann wenn die folgenden drei
Figenschaften erfiillt sind:
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i) Reflexivitdt: Fir alle x € A gilt (z,z) € R.
ii) Anti-Symmetrie: Fir alle x,y € A gilt

((z,y) € RN (y,2) €ER) =z =y.

iii) Transitivitdt: Fir alle x,y,z € A gilt

((z,y) € RA(y,2) € R) = (z,2) € R.

Gilt zusdtzlich noch die Vergleichbarkeit, d.h.
Vo,y € A: ((z,y) € RV (y,z) € R)

so i1st R eine Totalordnung.

Halbordnungen werden statt mit R in der Regel mit einem zu < “&dhnlichen”
Symbol bezeichnet. Insbesondere ergibt < auf jeder Teilmenge von R eine To-
talordnung. Ferner liefert C auf P(A) eine Halbordnung, die im allgemeinen
keine Totalordnung ist.

1.3.6 Abbildungen

Bis jetzt haben wir nur Relationen auf A? kennengelernt. Die folgende Art
von Relationen kann auf beliebigen Produkten A x B betrachtet werden und
gehort zu den zentralsten Begriffen der Mathematik.

Definition 1.3.5. Seien A und B nicht leere Mengen und f C A X B eine
Relation zwischen A und B. Dann heifst f Abbildung oder Funktion, genau
dann wenn fir alle v € A genau ein y, € B gibt, das zu x in Relation steht.
In diesem Fall schreiben wir f: A — B und f(x) :=y,, oder auch

f:A—B

Die Menge A heifit Definitionsbereich der Funktion f und B heifit Bild-
bereich von f.
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1.3.7 Gleichheit von Funktionen

Zwei Funktionen f; : Ay — By und fy : Ay — Bs sind gleich, geschrieben
f1 = fo, genau dann wenn A; = Ay, By = B, und

fi(z) = fo()
fiir alle z € A; gilt.
Héufig wird eine Funktion durch eine konkrete Berechnungsvorschrift wie
z.B.
f(z) == 2? (1.3.2)

angegeben. Ohne Angabe von Definitions- und Wertebereich spezifiziert dies
aber noch keine Funktion. Setzen wir jedoch zusétzlich zum Beispiel A :=
[0,1] und B := R, so wird aus der obigen Berechnungsvorschrift (1.3.2) eine
Funktion. Andern wir dann B in B := [0, 00) um, erhalten wir eine andere
Funktion, wihrend das Ersetzen von der Berechnungsvorschrift (1.3.2) zu

f@):=(x+1)-22-1
die Funktion auf A := [0, 1] und B := R nicht &ndert.

1.3.8 Die Identitiat und weitere Beispiele

Ist A eine Menge so heifit die Abbildung id4 : A — A, z — x Identitat auf
A. Ist A C B, so heifit die Abbildung idsp : A — B, z — z Inklusions-
abbildung. Obwohl beide Abbildungen die gleiche Berechnungsvorschrift
haben sind sie nur im Fall B = A auch tatséchlich gleich.

Ist A eine Menge und B C A so heifit die Abbildung 15 : A — {0,1}

15(2) 1, fallsxe B
xXr) .=
o 0, fallsz¢ B

Indikatorfunktion von B. Héufig wird auch der Bildbereich R betrachtet.

Sei A die Menge aller Autos, die am 31.12.2021 in Stuttgart gemeldet waren,
und B die Menge aller moglichen Kennzeichenkombinationen. Dann ist f :
A — B mit

f(z) := Kennzeichen(z) , reA (1.3.3)

eine Abbildung. Umgekehrt konnen wir aus g(y) := Auto mit Kennzeichen(y)
keine Abbildung g : B — A erstellen, da nicht jede mogliche Kennzeichen-
kombination auch vergeben war. An diesem Beispiel sieht man auch, dass die
“Berechnungsvorschriften” sehr willkiirlich sein kann.
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1.3.9 Graph, Bild, Urbild und Einschrinkung

Die folgende Definition fiihrt ein paar weitere wichtige Begriffe fiir Abbildun-
gen ein.

Definition 1.3.6. Sei f : A — B eine Abbildung und Ay C A, By C B.
Dann heifit

i) graph(f) := {(z, f(z)) : x € A} der Graph von f.
ii) f(Ao) :={f(z):x € A} das Bild von Ay unter f.

iwi) f~H(Boy):={x € A: f(x) € By} das Urbild von By unter f.

Ferner heifit die Funktion fia, : Ao — B, die durch fia,(x) := f(x) fir alle
x € Ay gegeben ist, die Einschrdinkung von f auf Ap.

1.3.10 Grafische Darstellungen von Funktionen

Funktionen konnen auf verschiedene Arten visualisiert werden, wie in den
Abbildungen 1.3.10 und 1.3 illustriert ist.

-
-

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung einer Abbildung von einer Menge
A (links) in eine Menge B (rechts). Die Pfeile deuten das Verhalten der
Abbildung an, wie z.B. f(b) = 3.

Since A, B C R, so lassen sich Funktionen auch einem aus der Schule bekann-
ten Koordinatensystem darstellen. Ein Beispiel einer solchen Darstellung und
2 Beispiele von Relationen, die keine Funktionen sind findet sich in Abbildung
1.3.
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Abbildung 1.3: Illustrationen fiir drei Relationen (jeweils in rot) auf [0, 1]2.
Links: Eine Relation, die sogar eine Funktion ist. Mitte: Eine Relation, die
keine Funktion ist, da zwischen 1/3 und 2/3 kein Funktionswert zugewiesen
wird. Rechts: Eine Relation, die keine Funktion ist, da z.B. fiir z = 1/2 kein
eindeutiger Funktionswert existiert.

1.3.11 Zuséatzliche Eigenschaften von Abbildungen

In vielen Féllen erfiillen Abbildungen zusétzliche Eigenschaften. Die folgende
Definition stellt drei grundlegende vor.

Definition 1.3.7. Sei f : A — B eine Funktion. Dann heif§it f:

i) injektiv, genau dann wenn gilt:

Vay,x0 € At f(xq) = f(x2) = T, = To.

it) surjektiv, genau dann wenn f(A) = B gilt, d.h.
Vye Bdz € A: f(x) =y.

iii) bigektiv, genau dann wenn sie injektiv und surjektiv ist, d.h.

Vye BAlz € A: f(z)=y.

Fir A = B = R ist die durch (1.3.2) gegebene Funktion weder injektiv noch
surjektiv. Betrachten wir jedoch A = [0,00) und B = R so wird sie injektiv,
wéhrend wir fiir A = R und B = [0, 00) eine surjektive. Funktion bekommen.
Fiir A = B = [0, 00) erhalten wir schliefllich eine bijektive Funktion.

Die Inklusionsabbildung ist immer injektiv und sie ist surjektiv genau dann
wenn B = A gilt. Indikatorfunktionen sind “fast nie” injektiv und “meistens”
surjektiv fiir den Bildbereich {0, 1}.

Die um (1.3.3) beschriebene “Kennzeichenabbildung” ist injektiv aber nicht
surjektiv.
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1.3.12 Umkehrabbildung und Komposition

Ist f: A — B bijektiv, so gibt es zu jedem y € B genau ein z, € A mit
f(z,) = y. Damit kénnen wir eine neue Abbildung f~': B — A durch
7 y) =y, yey

definieren. Die Abbildung f~! heift Umkehrabbildung oder Umkehr-
funktion von f. Wie man sich leicht iiberlegt, ist f~! ebenfalls bijektiv
und es gilt (f~1)~! = f.

Die folgende Definition fiihrt eine weitere Operation fiir Abbildungen ein.

Definition 1.3.8. Seien f: A — B und g : B — C Abbildungen, so heifst
die durch

gof:A—=C
x> g(f(x))

die Komposition von f und g

1.3.13 Rechenregeln fiir Kompositionen

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. es gilt

ho(gof)=(hog)of
und aus diesem Grund schreibt man meistens nur h o g o f. Andererseits ist
die Komposition im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h. es gibt Funktionen
f und g mit
gof#/fog.

Fiir A= B = C = R ist dies zum Beispiel fiir f(z) := 2% und g(z) :==x + 1
der Fall, denn es gilt:

go f(z) = g(a*) =2* +1,

foglx)=fz+1)=(@+1)P2=2"+20+1,
und damit go f(1) =2# 4= fog(1).
SchlieBlich gilt foids = f und idgof fiir alle f : A — B.
Ist f: A — B eine bijektive Abbildung so gelten zusétzlich die Formeln

fﬁlof:idAu
foft=idp.
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Ist ferner g : B — C eine weitere bijektive Abbildung, so ist auch g o f
bijektiv und es gilt
(gof)y ' =flog".

SchlieBlich gilt immer id;' = id4.

1.3.14 Definition von Tupeln und Produkten mit Ab-
bildungen

Fiir n > 3 hatten wir schon in Abschnitt 1.2.7 n-Tupel und n-fache Produkte
A" eingefiihrt. Dies war allerdings nicht wirklich formal sauber. Mit Hilfe von
Abbildungen kénnen wir dies jetzt nochmal formal korrekt wiederholen.

Fiir n > 3 sei dazu I := {1,2,...,n}. Ein n-Tupel (ay,...,a,) in A kann
dann als Abbildung

I — A
A

aufgefasst werden. Umgekehrt kann jede solche Abbildung wegen der Ord-
nung auf I als n-Tupel aufgefasst werden. Formal werden daher n-Tupel
als Abbildungen definiert, wobei im allgemeinen Fall A;,..., A, noch et-
was mehr Arbeit notwendig ist, um die zunéchst betrachteten Abbildungen
I — Ay UA;U. .. A, geeignet einzuschrinken.

Diese Einsicht wird uns demnéchst niitzlich sein, wenn wir unendlich lange
Tupel einfithren werden.
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Kapitel 2

Z.ahlen

2.1 Natiirliche Zahlen

2.1.1 Die Axiome von Peano

Intuitiv sind die natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,... allgemein bekannt. Die fol-
gende, auf Peano zuriickgehende Definition fithrt die natiirlichen Zahlen for-
mal ein.

Definition 2.1.1. Eine Menge N heifit Menge der nattirlichen Zahlen,
falls die folgenden fiinf Peano-Axiome erfillt sind:

P1 Es existiert ein besonderes Element 1 € N.

P2 Zu jedem Element n € N gibt es genau ein weiteres Element n’ € N,
das als der Nachfolger von n bezeichnet wird.

P3 Das Element 1 ist selbst kein Nachfolger, d.h.

VneN:n #1.

P4 Die Nachfolger-Abbildung n — n' auf N ist injektiv, d.h. fiir alle n,m €
N folgt aus n’ = m/, dass n = m.

P5 Induktionsaxiom: Besitzt eine Teilmenge M C N die Eigenschaften
i)leM
i) Y)ne M :n' e M

31



32 KAPITEL 2. ZAHLEN

so gilt M = N.
Wir nutzen die tibliche Notation und bezeichnen 2 :=1', 3 =2/, elc.

Man kann zeigen, dass es tatsédchlich eine Menge N gibt, die alle fiinf Peano-
Axiome erfiillt.

Ferner bestimmen die Peano-Axiome die Menge N im wesentlichen eindeu-
tig: Wenn zwei Mengen N und N die Eigenschaften P1 bis P5 besitzen, dann
kann man zeigen, dass eine eindeutig bestimmte Bijektion ¢ : N — N zwi-
schen diesen Mengen existiert mit (1) = 1 und p(n’) = ¢(n)'. Bis auf eine
Umbenennung der Elemente haben wir damit durch die Eigenschaften P1
bis P5 die natiirlichen Zahlen charakterisiert.

Die Axiome charakterisieren die natiirlichen Zahlen als eine nicht abbrechen-
de Reihe von Elementen verbunden durch die Nachfolgeroperation,

®  o—0o—O0—O0O—O—O—O

wobei die 1 als blauer Punkt dargestellt ist, und der Nachfolger n’ einer Zahl
n direkt rechts von ihr steht und mit einer Linie mit ihr verbunden ist.

Wir {iberlegen uns kurz, dass dieses Bild die natiirlichen Zahlen richtig illu-
striert, indem wir zeigen, was die einzelnen Axiome ausschliefen.

Das Axiom P2 schlieft aus, dass die Zahlenreihe aufhort, oder ein “Loch”
hat
® o —0—0—0—20 e} o—o0

oder aber sich an einer Stelle verzweigt

Axiom P3 verhindert, dass die Zahlen zyklisch verlaufen,
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Axiom P4 schliefft Zusammenfiihrungen der Form

aus.

P5 schlieBit Bereiche aus, welche nicht nach endlich vielen Schritten von 1
aus gesehen erreichbar sind

® o—0O0—0—O0O—O0O—O0O—20

2.1.2 Rekursion am Beispiel von Rechenoperationen

Mit Hilfe der Axiome von Peano konnen wir auf N die Addition definieren.
Dazu fixieren wir ein m € N und definieren n € N:

m+1:=m,

m+n":=(m+n),
wobei n’ der Nachfolger von n ist und (m + n)" der Nachfolger von m + n.

Aus dem Induktionsaxiom schlieen wir nun, dass wir damit m + n fiir alle
n € N erklart haben, und da m € N beliebig war, auch fiir alle m € N.

Eine solche Definition heifit rekursiv und sie ist fiir N typisch. Um eine
Grofle A, fiir jede natiirliche Zahl n zu definieren, geniigen nach dem Induk-
tionsaxiom die folgenden beiden Schritte:

Rekursionsanfang (RA): Festlegung, was A; ist.

Rekursionsschritt (RS): Fiir jedes n € N die Grole A,,11 mit den Groien
Aq, ..., A, auszudriicken.

Rekursive Ansétze spielen aber auch in der Informatik eine wichtige Rolle,
z.B. bei der Behandlung von sogenannten Baumen.

Neben der Addition kann auch die Multiplikation rekursiv definiert werden.
Dazu fixieren wir wieder ein m € N und definieren fiir n € N:

m-1:=m,

m-ni=m-n+m,
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wobei wir annehmen, dass wir die Addition schon wie oben definiert haben.
Schliefllich definieren wir die Relation < auf N durch

m<n < dreN:n=m-+r.
Damit konnen wir auch die Relation < auf N durch
m<n = (m<nVm=n).

Im folgenden setzen wir diese Operationen und Relationen sowie ihre Ge-
setzméfigkeiten als bekannt voraus.

2.1.3 Vollstiandige Induktion

Ahnlich wie bei der Rekursion kann man die Peano-Axiome auch zum Be-
weis von Aussagen iiber naiirliche Zahlen nutzen. Sei dazu ¢(n) eine Aus-
sageform iiber naturliche Zahlen n. Wenn wir zeigen wollen, dass ¢(n) fir
jede natiirliche Zahl n wahr ist, d.h., dass

Vn € N: q(n) (2.1.1)
wahr ist, gehen wir dazu wie folgt vor:
Induktionsanfang (IA): Wir zeigen, dass ¢(1) wahr ist.
Induktionsschritt (IS): Wir zeigen, dass
VneN: (¢(n) = q(n+1))

wahr ist. Dabei wird ¢(n) Induktionsvoraussetzung (IV) genannt
und ¢(n + 1) Induktionsbehauptung.

Mit anderen Worten zeigen wir fiir die Menge
M:={neN:qn)},

dass 1 € M und fiir allen € M auch n’ € M gilt. Nach dem Induktionsaxioms
wissen wir dann, dass M = N gilt und damit ist (2.1.1) tatséchlich bewiesen.

Alternativ kann man im Induktionsschritt nicht nur ¢(n) benutzen, sondern
sogar ¢(1),...,q(n), d.h. es reicht zu zeigen, dass

Vn € N: ((q(l)/\---/\q(n)) = q(n+1)>
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wahr ist.

Manchmal sind Aussagen erst ab einer gewissen Zahl ng wahr. In diesem Fall
ist im Induktionsanfang ¢(ng) zu beweisen und im Induktionsschritt zeigt
man dann nur ¢(ng) = g¢(n+ 1), bzw. (g(ng) A--- Ag(n)) = gq(n+1)
fiir alle n > ng. Dies gilt insbesondere, wenn man Aussagen fiir alle n € Ny
beweisen mochte.

Die aus der Schule bekannten Gesetzméfligkeiten fiir die Addition und Multi-
plikation in N oder Ny konnen iiber vollstandige Induktion bewiesen werden.
Dies wollen wir hier aber nicht vertiefen.

2.1.4 Beispiel fiir vollstindige Induktion

Um die vollstindige Induktion an einem Beispiel zu betrachten, wollen wir
das folgende Lemma zeigen, zu dem es auch eine Anekdote von Gauss gibt.

n(n+1)

Lemma 2.1.2. Fir allen € N gilt 1+2+---+n==5—.

Beweis. Induktionsanfang: Hier miissen die Aussage fiir n = 1 zeigen, d.h. 1 =

—1(1; U Das ist aber offensichtlich wahr.

Induktionsschritt: Hier fixieren wir ein n € N und nehmen als Induktions-
voraussetzung an, dass die Aussage fiir dieses n wahr ist. Dann gilt

n(n+1 n
1+2+---+n+(n+1):%+(n+1):(n+1)- <§+1>
_ (n+1)(n+2)
B 2
und damit ist die Aussage auch auch fiir n+1, d.h. die Induktionsbehauptung
gezeigt. O]

2.1.5 Weitere rekursive Definitionen

Im folgenden sei n immer eine natiirliche Zahl. Dann wird die Fakultdt von
n durch
=1, (n+1D:=nl-(n+1)

definiert. Haben wir ferner Zahlen a;, € N fiir alle £ € N so definieren wir fiir
m € Nund n > m:

m
E ag = Qp , E ap = Qp41 + E ag
k=m = =
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und
m n+1 n
Hak::ama Hak:GnH'Hak.

Diese Schreibweisen sind im Zweifelsfrei préaziser als z.B. a1+ - -+a,,, wihrend
die letztere suggestiver ist.

2.2 Kombinatorik

2.2.1 Maichtigkeit von Mengen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Zahlen von Objekten in einer Menge
beschéftigen.

Eine Menge A heiit n-elementig, falls es eine Bijektion A — {1,2,...,n}
gibt. Die Zahl n heifit dann die Anzahl der Elemente von A oder auch die
Kardinalitidt oder Méchtigkeit von A und wir schreiben dafiir

|A| .= #A:=n.
Die Anzahl ist eindeutig bestimmt, da es fiir verschiedene natiirliche Zahlen

n # m keine Bijektion {1,...,n} — {1,...,m} geben kann.

Eine Menge A, fiir die eine injektive Abbildung N — A existiert, heifit un-
endlich. Existiert keine solche injektive Abbildung, so gibt es ein n € N mit
|A] = n und wir sagen die Menge A ist endlich. Wir vereinbaren weiter,
dass |0] := 0 gilt.

Sind A und B zwei n-elementige Mengenund f : A — {1,...,n}und g : B —
{1,...,n} zwei Bijektionen, so ist h:= g 'o f: A — B eine Bijektion. Gibt
es umgekehrt eine Bijektion h : A — B zwischen zwei beliebigen endlichen
Mengen A und B, so gilt |A| = |B].

2.2.2 Maichtigkeit von Vereinigungen und Produkten

Satz 2.2.1. Seien A und B endliche Mengen, Dann gilt:

i) |[AUB| = |A|+ |B|—|ANBj.

ii) |Ax B| =|A| - |B.
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Beweis. i). Sind A und B disjunkt, so gilt offensichtlich |AU B| = |A| + |B|.
Im Allgemeinen Fall betrachten wir zunéchst AUB = AU (B \ A). Da A
und (B \ A) disjunkt sind folgt

IAUB| = |AU(B\ A)| = |A| + |B\ A]. (2.2.1)

SchlieBlich gilt B\ A = B\ (AN B), und da B\ (AN B) und AN B disjunkt
sind, folgt wegen B = (B\ (AN B))U (AN B):

IB|= B\ (ANB)|+ |ANB| =|B\ Al + |AnB|.

Damit haben wir |B\ A| = |B| — |AN B| und Einsetzen in (2.2.1) ergibt die
Behauptung.

ii). Seien m := |A| und n := |B|, sowie f : A = {1l,...,m} und g : B —
{1,...,n} zwei Bijektionen. Dann ist

AxB—={l,....m} x{1,...,n}
(a,b) = (f(a), 9(b))

eine Bijektion. Die Menge {1,...,m} x {1,...,n} kann man sich rechteckig
angeordnet denken und zeilenweise gezéhlt ergeben sich mn Elemente.  [J

2.2.3 Anzahl von Abbildungen

Seien A und B Mengen, so schreiben wir B4 = {f|f : A — B} fiir die
Menge der Abbildungen von A nach B. Der folgende Satz bestimmt die
Michtigkeit von B4,

Satz 2.2.2. Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt |B4| = | B|I4.

Beweis. Wir schreiben m := |A| und n := |B| und fiithren den Beweis {iber
Induktion iiber m.

Induktionsanfang: Fiir m = 1, haben wir A = {a} und jede Abbildung f :
A — B ist durch Angabe von f(a) € B eindeutig bestimmt. Wegen |B| =n
haben wir hierfiir n verschieden Werte und damit folgt |B4| = |B| = n'.

Induktionsschritt: Sei |[A] = m + 1 und a € A. Wir setzen A" := A\ {a}.
Dann gilt |A’| = m nach Satz 2.2.1 und daher wissen wir nach Induktions-
voraussetzung, dass |BA'| = |B|I4 gilt.

Sei nun f : A — B. Dann ist fio € B* und f(a) € B und ferner wird f
eindeutig durch Angabe von fl4 und f(a) bestimmt. Umgekehrt kann jede
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Funktion g : A” — B eindeutig zu einer Funktion auf A fortgesetzt werden,
indem man den Funktionswert g(a) festlegt. Formal erhalten wir also eine
Bijektion
B*— BY x B
f = (.f|A’7 f(a))

Damit folgt |BA| = |BY x B| = |BY|-|B| = n™ - n = n™ = |B|4 mit
Satz 2.2.1. [l

2.2.4 Maichtigkeit von Potenzmengen

Mit Hilfe des Satzes 2.2.2 kénnen wir jetzt die Méchtigkeit von Potenzmengen
bestimmen.

Korollar 2.2.3. Sei A eine endliche Menge. Dann gilt |P(A)| = 2141

Beweis. Wir setzen B := {0,1} und bemerken, dass |B| = 2 gilt. Dann
lésst sich jede Teilmenge C' von A durch ihre Indikatorfunktion 14 eindeutig
beschreiben. Wir haben daher eine Bijektion

P(A) - BA
C— 1c.

Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.2.2. [

2.2.5 Anzahl von Umordnungen

Sei A eine endliche Menge, so wissen wir bereits, dass es |A|4l Abbildun-
gen A — A gibt? Wir wollen nun untersuchen, wie viele Permutationen,
d.h. bijektive Abbildungen A — A es gibt. Im folgenden schreiben wir dazu

Perm(A) :={f: A — A| f bijektiv}.

Gilt |A| = nund sind a4, . . ., a, die Elemente von A, dann ergibt jede Permu-
tation 7 : {1,...,n} — {1,...,n} eine andere Anordnung (ax(,- - -, Gx(m))
dieser Elemente. Die Anzahl von Umordnungen oder Anordnungen dieser
Elemente ist daher gleich der Anzahl von Permutationen 7 : {1,...,n} —

{1,...,n}.

Satz 2.2.4. Sei A eine endliche Menge. Dann gilt |Perm(A)| = |A]!.
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Informell kann man sich dies am Mischen von Karten klar machen: Fiir n = 1
gilt es nur eine Anordnung. Haben wir schon n Karten gemischt (mit n!
Anordnungen nach Induktionsvoraussetzung), dann haben wir genau n + 1
Moglichkeiten, eine (n + 1)-te Karte in diese n Karten einzusortieren. Zu-
sammen ergibt dies n!- (n 4+ 1) = (n 4 1)! Anordnungen.

Beweis. Es reicht, die Menge A, := {1,...,n} zu betrachten. Wir fithren
einen Induktionsbeweis iiber n.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 gibt es genau eine bijektive Abbildung {1} —
{1}.

Induktionsschritt: Fiir jedes b € A, fixieren wir zunéchst eine Bijektion
hy : Apir \ {b} — A,.

Wie im Beweis von Satz 2.2.2 kénnen wir jede Abbildung f : A1 — A
in fia, und b := f(n+ 1) eindeutig zerlegen. Ist f bijektiv, so gilt f(n+1) ¢
f(An) = fla,(Ay). Ferner ist die Abbildung fia, : An = A,qq \ {b} bijektiv
und damit ist hy o fla, € Perm(A,). Insgesamt erhalten wir eine Bijektion

Perm(A,,11) = Perm(A,) x A1
= (Bgnsny © fian, f(n+1)).

Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir |Perm(A,)| = n! und mit |4, | =
n + 1 und Satz 2.2.1 folgt dann die Behauptung. ]

2.2.6 Binomialkoeffizienten

Fiir k,n €€ Ny mit £ < n definieren wir den Binomialkoeffizienten durch

<Z) . k'(nn—Lk)' (2.2.2)

wobei 0! := 1 gesetzt wird.

Satz 2.2.5. Sei A eine n-elementige Menge und k € Ng mit k < n. Da gibt
es genau (Z) verschiedene k-elementige Teilmengen von A, d.h.

\{B¢A:|B|:k}\:(z>.

Beim Lotto “6 aus 49” gibt es beispielsweise (469) = 13.983.816 Moglichkeiten,
6 Kugeln aus den 49 Kugeln zu ziehen.
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Beweis. Die Gesamtzahl der moglichen Anordnungen von k verschiedenen
Elementen aus A,, ist

nn—1)...(n—k+1),

wie man sich leicht durch sukzessives Ziehen und Anordnen von Elementen
aus A, ohne Zuriicklegen klar machen kann. Ignoriert man Anordnung, so
fallen alle Kombinationen zusammen, die durch Umordnung entstehen, d.h.,
jeweils k! Kombinationen fallen zusammen. Wegen

nn—1)...(n—k+1) n! _<n)

il T Rm—k)! \k

folgt die Behauptung. m

Die Berechnung der Binomialkoeffizienten mit Hilfe von (2.2.2) ist im All-
gemeinen zu aufwendig. Der folgende Satz bietet eine alternative, rekursive
Berechnung, die nur auf Addition beruht.

Satz 2.2.6. Firk,ne N mit0 <k <n gilt (ﬁ) = (Z) =1 und

-G+

Beweis. Mit Bruchrechnung erhalten wir

G2+ (") - s e

(=% (n—1)(n—k)
T HO—R T Hm—h)
(n— 1)k +n— k)
R — )]
n!

"
-(&)

Ferner ist (g) = (Z) = 1 offensichtlich. O

Die Rekursionsformel kann man sich am Pascal’schem Dreieck illustrieren,
wobei die Zeilen von oben nach unten mit n = 0,1,2,... nummeriert sind
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und die “Spalten” von links nach rechts mit £ =0,... n.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Die hervorgehobenen Zahlen zeigen (g

notwendigen Binomialkoeffizienten mit n < 6. Die Spitze, die fiir (8) steht,
ist streng genommen zur Berechnung nicht notwendig, da immer schon bei

((1)) oder (i) abgebrochen werden kann.

Fiir groBe n und k£ kann man Binomialkoeffizienten, oder allgemeiner Fa-
kultéten, auch durch die Stirling’sche Formel approximativ berechnen:

) und die zur rekursiven Berechnung

nle® 1

1
e1+12n<—<eﬁ’ n>1.
T\ 2mnnt o

2.2.7 Binomischer Lehrsatz

Binomialkoeffizienten sind fiir eine Vielzahl von Berechnungen niitzlich. An
dieser Stelle wollen nur den sogenannten binomischen Lehrsatz erwéhnen.

Satz 2.2.7. Fir alle a,b € R und n € Ny gilt
(a+0b)" = i (n) atbr,
k=0 k

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion iiber n € Ny gefiihrt.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

<n) a"b"k = <0) a’t’ =1=(a+1b)°.
par k 0

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Formel fiir n wahr ist. Um zu
zeigen, dass sie auch fiir n + 1 wahr ist, betrachten wir die Rechnung
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(a+b)""™ = (a+b)(a+b)"

= (a+b) i (Z) ak bk

k=0

_ . n kintl—k Y\ nt10 Y 01n41 —~ (n kin+l—k
= <k_1)ab +(n)a b +<O)ab —i—Z(k)ab
k=1 k=1
— n+1 - n n kbn-‘rl—k bn+1
() )

wobel wir im letzten Schritt Satz 2.2.6 verwendet haben. O

2.3 Ganze und Rationale Zahlen

2.3.1 Ganze Zahlen

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen N kann man die ganzen Zahlen
gewinnen:

Z::{"'7_27_17071727--~}:{m—nimENo/\nENo}.

Mochte man dies formal sauber konstruieren, kann man z.B. auf Ny x Ny die
Aquivalenzrelation

(ml, nl) ~ (m2,n2) = my + Ng = Mo + Ny (231)

definieren, die Zahlenpaare zusammenfasst, die die gleiche Differenz haben.
Jede Aquivalenzklasse [(m, n)]. entspricht dann einer ganzen Zahl m — n.

Die Addition auf diesen “ganzen Zahlen” wird durch

[(ma, ma)]~ + [(ma, no)]~ = [(ma + ma,ny + ng)]
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definiert, wobei man aufpassen muss, dass dies von der Wahl der Représentanten
unabhéngig ist. Diese Konstruktion wollen wir nicht vertiefen, sondern nur
in Abbildung 2.1 illustrieren.

(O(S\ ° ’ ®
(Otz) C

(‘pll) < 0} >

A T
(@9 .oy (o) G.o)

Abbildung 2.1: Konstruktion der ganzen Zahlen mit Hilfe der
Aquivalenzrelation (2.3.1). Jede Diagonale entspricht einer Aquivalenzklasse
und somit einer ganzen Zahl. Naheliegende Reprisentanten liegen auf den
Achsen, wobei (m,0) die natiirlichen Zahlen Ny reprisentieren und (0,n)
die “negativen Zahlen” —Nj repréasentieren.

2.3.2 Gruppen

Es kann gezeigt werden, dass die ganzen Zahlen zusammen mit der Addition
eine kommutative Gruppe im Sinne der folgenden Definition bilden.

Definition 2.3.1. Sei G eine Menge und - : G x G — G eine Abbildung.
Dann heifit (G, -) Gruppe, falls die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

i) Assoziativitdt: Fir alle v,y,z € G giltx - (y-2z) = (z-y) - 2.

i1) Neutrales Element: Es existiert ein Element 1 € G, so dass fiir alle
reGuqilt:1-z=x-1=x

i) Inverses Element: Fiir alle x € G existiert einxz™ € G mitx-x~! =

b =1.

Ist ferner - kommutativ, d.h. es gilt x -y = y - x fir alle x,y € G, dann
heifit (G, -) kommutative Gruppe oder Abel’sche Gruppe.

In einer Gruppe (G, -) kann es nur ein neutrales Element geben, denn wenn
1 und 1’ neutrale Elemente sind, so folgt 1 = 1-1" = 1’. Ferner ist jedes
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inverse Element eindeutig. Denn wenn es zu x € G zwei inverse Elemente
27! und 7 gibt, so folgt

f=i-1=8-(z-a =G 2)-27'=1-27"=2

Damit hat die Gleichung a - x = b fiir feste a,b € G genau eine Losung z,
ndmlich x = a™* - b. Entsprechend hat die Gleichung x - a = b die eindeutige
Losung « = b - a~!. Ahnlich leicht lassen sich die Formeln

1t=1, (z ) t=2 und (zy) ' =y ot

nachweisen.

Ist A eine Menge und Perm(A) die Menge alle Bijektionen A — A, dann
ist (Perm(A), o) eine Gruppe, wobei id4 das neutrale Element ist und die
Umkehrabbildung f=! zu einem f € Perm(A) ist das inverse Element. Im
allgemeinen ist (Perm(A),o) aber nicht kommutativ, vgl. auch Abschnitt
1.3.13.

Fir (Z,+) sind die Assoziativitdt und Kommutativitidt aus der Schule be-
kannt. Das neutrale Element ist die 0 und fiir £ € Z ist —k das inverse Ele-
ment. In unserer Konstruktion (2.3.1) gilt 0 = [(0,0)]. und —k = [(n,m)]~
fir k = [(m,n)]~. Damit ist (Z, +) tatsichlich eine kommutative Gruppe.

Fiir k,m € Z definieren wir die Subtraktion als
k—m:=k+(—m).
Schlielich kénnen wir auf Z auch eine Totalordnung durch
[(m1,n1)]~ > [(m2,n2)]~ = my +ng 2= ma + 1y

definieren, wobei wir die Konstruktion von Z aus (2.3.1) zugrunde gelegt ha-
ben. Die natiirlichen Zahlen Ny entsprechen dann den ganzen Zahlen [(m, n)]~
[(0,0)]~, was gleichbedeutend mit m > n ist.

2.3.3 Rationale Zahlen

Wiéhrend die Multiplikation auf Z ohne Probleme definiert werden kann, ist
das Dividieren von Zahlen in Z nur sehr eingeschréankt moéglich. Um dieses
Problem zu beheben, betrachten wir die rationalen Zahlen

Q::{%:mGZ/\nEN}. (2.3.2)

v
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Auch hier kann man diese recht informelle Definition formalisieren, indem
man z.B. auf Z x N die Aquivalenzrelation

(ml,nl) ~ (mg,ng) < my - Mg = 1My - N1

betrachtet, die Paare mit gleichem “Quotienten” zusammenfasst. Der Aus-
druck ™ wird entsprechend durch [(m,n)]. formalisiert.

Addition und Multiplikation kénnen durch

my mo — MMiNg + maony
ny no ning

m1 Mma mimes

ny N ning

definiert werden, wobei man iiberpriifen muss, dass “dquivalente” Briiche
das Ergebnis nicht verédndern. Die entsprechenden Rechnungen sind nicht
schwierig aber zeitaufwéndiger.

m

In der Darstellung (2.3.2) entsprechen die ganzen Zahlen Z den Briichen *
mit n = 1. Es ist offensichtlich, dass auf diese Weise die eben definierte
Addition und Multiplikation auf Q der auf Z entspricht.

2.3.4 Korper

Weitere elementare Rechnungen zeigen, dass (Q, 4+, -) ein Kérper im Sinne
der folgenden Definition bilden.

Definition 2.3.2. Sei K eine Menge und + : K x K — K und - : K X
K — K zwei Abbildungen. Dann heifst (K, +, - ) Kdrper, falls die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

i) (K,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0.
it) (K \ {0}, -) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1.

iii) Distributivgesetz: Fir alle x,y,z € K gilt x- (y+2)=x-y+x- 2.

In der Darstellung (2.3.2) von Q ist % das neutrale Element der Addition und
% das neutrale Element der Multiplikation. Ferner ist =™ das additive Inverse
zu . Schlieflich ist das multiplikative Inverse von 2 mit m # 0 entweder
oder =, je nachdem, ob m > 0 oder m < 0 ist.

Ist (K,+, -) ein Korper, so gilt 1 # 0, denn das neutrale Element 1 der
Gruppe (K \ {0}, -) muss 1 € K \ {0} erfiillen.
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Fir z € K gilt immer 0-x = -0 = 0, denn das Distributivgesetz zusammen
mit der neutralen Eigenschaft der 0 ergibt

0-24+0-2=(0+0)-2=0-z.

Durch Addition von —(0- ) auf beiden Seiten bekommen wir dann 0-x = 0.

Die Eigenschaft 0 - x = 0 fiir alle x € K zeigt, dass es kein multiplikatives
Inverses 0~! € K von 0 geben kann, denn sonst hiitten wir ja 0-07! = 1.

Haben wir z,y € K mit x -y = 0, so gilt x = 0 oder y = 0. Ist beispielsweise
r#0,s0folgty=y-(z-27)=(@y -2)-z'=0-271=0.

Fir z € K gilt (—1)z = —z, wie die folgende Rechnung zusammen mit der
Eindeutigkeit von —x zeigt:

z+(-1)-z=1-2+(-1)-2=(1+(-1)-2=0-2=0.

Hieraus kénnen wir dann auch leicht (—z) -y = —(z-y) = z - (—y) und
(—=1)- (1) = —(—1) = 1 folgern.

In Kérpern wird héaufig der Multiplikationspunkt “-” weggelassen, d.h. wir
schreiben zy := z - y. Auerdem definieren wir die die Subtraktion und die
Division durch

-1

r—y:=x+(—y) und =zy

)
wobei fiir die Division y = 0 natiirlich ausgeschlossen ist. Die letzte Schreib-
weise steht dabei nicht im Widerspruch zu unserer Darstellung (2.3.2) von

Q.

2.3.5 Totalordnung auf den rationale Zahlen

Neben der Addition und Multiplikation kénnen wir auf Q auch eine Total-
ordnung definieren. Benutzen wir die Darstellung (2.3.2), so kénnen wir diese
durch

my mo

— S e S mineg S monq

ny na
definieren. Den leichten Nachweis, dass dies wohldefiniert ist und tatséchlich
eine Totalordnung ergibt, iiberspringen wir wieder aus Zeitgriinden.
In der Darstellung (2.3.2) entsprechen, wie schon erwéhnt, die ganzen Zahlen

Z den Briichen ™ mit n = 1. Es ist offensichtlich, dass auf diese Weise die
oben definierte Totalordnung der auf Z entspricht.
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2.3.6 (Geordnete Korper

Die eben definierte Totalordnung vertrégt sich mit der Addition und Multi-
plikation im Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.3.3. Sei (K, +, ) ein Korper und < eine Totalordnung auf K.
Dann heifst (K,+, -, <) (an)geordneter Korper, falls fir alle z,y € K
mit x <y und alle s € K undt > 0 gilt:

r+s<y-+s, (2.3.3)
t-x<t-y. (2.3.4)

Im folgenden benutzen wir <, um den Relationen <, > und > die iiblichen
Bedeutungen zu geben. Ist insbesondere z < y, so konnen wir < in (2.3.3)
durch < ersetzen und im Falle ¢ > 0 gilt dies auch fiir (2.3.4). Aulerdem
sichert die Anti-Symmetrie und die Vergleichbarkeit, dass fiir z,y € K immer
genau eine der folgenden drei Aussagen wahr ist: x < y, z = y oder x > y.

In jedem geordneten Korper gelten die iiblichen “Vergleichs-Regeln”. Zum
Beispiel gilt

r <y = —y < —=x (2.3.5)
wie aus (2.3.3) mit s := —y — z leicht folgt. Ferner gilt fiir alle y € K, dass
y-y=>0, (2.3.6)
denn im Fall y > 0, folgt 0 = y -0 < y -y aus (2.3.4) mit z := 0 und
t :=y und im Fall y < 0 wissen wir schon —y > 0 und damit folgt ebenfalls
y-y=(—y) - (—y) > 0. Fiir y := 1 erhalten wir insbesondere
1>0, (2.3.7)
da 0 # 1 in jedem Korper gilt. Daraus kénnen wir wiederum
y>0 = y >0 (2.3.8)
schlieflen, denn wire y~1 < 0, so wiirde aus (2.3.4) mit z :=y ' und t .=y

folgen. Ein doppeltes Anwenden von (2.3.8) und (2.3.4) liefert dann die zu

(2.3.5) analoge Implikation 0 < x <y =0<y ! <zl
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Wir betrachten ein Beispiel und formen die beiden Ungleichungen
—3a—-2<5<-3a-+14

dquivalent um. Mit den oben gezeigten Regeln folgt
—3a—2<5H & -3a<7 <& —gga

und )
h<-3a+4 & 1<-3a0 < ag—g

und die beiden Ungleichungen sind damit zusammen #quivalent zu —7/3 <
a<-—1/3.

2.3.7 Rationale Zahlen erfiillen Archimedisches Axiom

Neben den Axiomen eines geordneten Korpers erfiillt Q auch das sogenannte
Archimedische Axiom wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.3.4. Fiir alle x,y € Q mit x > 0 und y > 0 existiert ein k € N mit
k-xz>uy.

Beweis. Wir betrachten die Darstellung (2.3.2), d.h. x = 7% und y = 22 mit
my, Mo, n1,ne € N. Wir setzen k := 2mon. Aus 2miny > 1 folgt dann

m m m
Yy = -2 < 2ming - 2 2mimsg = 2m2n1—1 = 2monix
ng na ni
und mit der Definition von k erhalten wir y < kx. O

Betrachten wir € := x und y := 1 so impliziert Satz 2.3.4, dass es zu jedem
£ € Qmite>0einneNgibt mit 1/n <e.

2.4 Reelle Zahlen

2.4.1 Rationale Zahlen konnen nicht alles ausdriicken

Sind z,y € Q mit x < y und setzen wir z := (z+y)/2, so gilt x < z < y. Mit
anderen Worten finden wir zwei beliebig nahe beieinander liegenden, unter-
schiedlichen rationalen Zahlen immer noch eine rationale Zahl, die zwischen
diesen beiden liegt. Damit konnen wir uns QQ als Zahlengerade vorstellen.
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Leider hat diese Gerade trotz der obigen Beobachtung Liicken. So ist die
Lénge der Diagonalen in einem Quadrat der Seitenldnge 1 nicht in Q, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.4.1. Es gibt keine rationale Zahl r € Q mit r? = 2.

Beweis. Angenommen, es gébe eine solche rationale Zahl r = ™ wobei wir
wie iiblich m € Z und n € N annehmen. Offensichtlich ist m = 0 unméglich
und im Fall m < 0 ist 7 = = eine weitere Zahl, die r? = 2 erfiillt. Wir
kénnen daher zusétzlich m € N annehmen. SchliefSlich kénnen wir ohne Ein-

schriankung annehmen, dass der Bruch 7 vollstandig gekiirzt ist.

Aus r? = 2 folgt nun m? = 2n? und damit ist m? gerade. Wire m ungerade,
dann gibe es ein k € N mit m = 2k — 1. Wegen

m?® = (2k — 1) = 4k — 4k + 1 = 2(2k* — 2k) + 1

wire dann aber auch m? ungerade. Da letzteres falsch ist, muss m gerade
sein. Damit gibt es ein [ € N mit m = 2[. Dies ergibt 412 = m? = 2n? und
damit 2{?> = n?. Mit anderen Worten ist n? gerade und ein Wiederholen des
obigen Arguments zeigt uns dann, dass auch n gerade ist.

Damit sind sowohl m als auch n gerade, was im Widerspruch zu unserer
Annahme des vollstindig gekiirzten Bruchs steht. O

2.4.2 Axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen

Um die Liicken zu schliefen, suchen wir eine Menge R mit
NCZcCcQCcCR,

so dass R ein geordneter Korper ist, der keine “Liicken mehr enthélt”. Die
Eigenschaften eines geordneten Korpers garantieren uns dabei, dass wir wie
gewohnt rechnen und vergleichen zu koénnen.

Dazu konnte man versuchen, Losungen von “algebraischen” Gleichungen wie
die obige zu den rationalen Zahlen “hinzuzufiigen”. Da dies aber immer noch
nicht Zahlen wie 7 oder e erzeugen wiirde, werden wir einen anderen Ansatz
verfolgen, wobei wir aber die eigentliche Konstruktion aus Zeitgriinden nicht
ausfithren, sondern nur die gewiinschten Eigenschaften von R aufzéhlen.

Die folgenden beiden Axiome fassen unsere erste Forderung an R zusammen.

Korperaxiome. Es gibt eine Addition + und eine Multiplikation - auf R,
so dass (R, +, ) ein Koérper ist.
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Ordnungsaxiome. Es gibt eine Totalordnung < auf R, so dass (R, +, -, <)
ein geordneter Korper ist.

Man kann zeigen, dass jeder geordnete Korper K die rationalen Zahlen Q
“enthélt”. Dies ist nicht ganz {iberraschend, denn Q ist ja durch, in gewissen
Sinne minimale, Ergénzungen aus N entstanden und da 1 < 1+1 < ... in
jedem geordneten Korper K gilt, kénnen wir N in K “wiederfinden”.

Da Q auch ein geordneter Korper ist, schlieen diese Axiome alleine aber
noch keine Liicke. Dies soll nun unser néchstes Ziel sein.

Definition 2.4.2. Sei K ein geordneter Kérper, M C K und b € K. Dann
heifst:

i) M mach oben beschrdnkt, falls es ein b’ € K gibt mit x < b fiir alle
x € M. In diesem Fall heifst b’ eine obere Schranke von M.

ii) b Supremum von M, geschrieben sup M = b, falls b eine obere
Schranke von M ist und fiir jede obere Schranke b’ von M gilt b <V'.

Mit anderen Worten kann M hochsten ein Supremum besitzen und falls dieses
existiert, ist es gleich der kleinsten oberen Schranke von M.

Die Existenz von Suprema in Q ist nicht automatisch erfiillt, wie das folgende
Lemma zeigt.

Lemma 2.4.3. Die Menge M := {x € Q : x* < 2} ist nichtleer und nach
oben beschrinkt, hat aber kein Supremum in Q.

Beweis. Offensichtlich gilt 1 € M, d.h. M ist nichtleer. Fiir jedes z € M gilt
ferner x < 2, denn wire x > 2 wahr, so wiirde 22 =z -2 > 2 -2 > 2 gelten.
Damit ist M nach oben beschrankt.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass jede obere Schranke b von M die Unglei-
chung b? > 2 erfiillt. Dazu nehmen wir b* < 2 an. Fiir € := 2 — b* > 0 gibt es
dann nach Satz 2.3.4 ein n € N mit 3b/n < . Wir definieren z := b+ 1/n.

Dann gilt
26 1 3b
x2:62+—+—2§62+—<b2+5:2,
n o n n
d.h. x € M. Wegen © = b+ 1/n > b ist dann aber b keine obere Schranke

von M. Die Annahme b? < 2 ist daher falsch.

SchlieBlich zeigen wir, dass M kein Supremum in Q hat. Wir nehmen dazu
an, dass das Supremum b := sup M in Q existiert, d.h. b € Q. Da dann b
eine obere Schranke ist, wissen wir b> > 2 aus unserer Voriiberlegung. Ferner
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ist b = 2 nach Lemma 2.4.1 unmdglich ist, und daher gilt sogar b? > 2. Wir

setzen nun )
bs —2

2b
Wegen 1 € M und 0 < 1 < b gilt dann ¥’ < b, und aus b?> > 0 > —2 konnen
wir wegen

b i=b—

b —2 b_b2—2

b2 > —2 20% > b? — 2 b
> = > = > 2 = 2

>0

auf & > 0 schlieflen. Ferner haben wir

b —2\? b2 — 2 p2—2\? p2—2\?
(b’)Q:(b— 50 ) =b*—2b- 5 +( 5 ) :2+( 5 ) > 2

und damit folgt 22 < (b')? fiir alle x € M. Dies impliziert x < ¥/, denn z > b’
wiirde wegen o' > 0 die Ungleichung 22 > (b')? erzwingen. Mit anderen ist
b’ eine obere Schranke von M mit ' < b, und damit kann b kein Supremum
von M sein. O

Aufgrund der obigen Beobachtung liegt es nun nahe, die Liicken durch die
Existenz von Suprema zu erzwingen. Dies ist die Motivation fiir das folgende,
letzte Axiom fiir R.

Supremumsaxiom. Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge der
reellen Zahlen R besitzt ein Supremum.

Mit dem Supremumsaxiom finden wir in R nun tatséchlich ein b € R mit
b*> = 2. Sei dazu b := sup M, wobei M die Menge aus Lemma 2.4.3 ist.
In dem Beweis von Lemma 2.4.3 haben wir dann zunéchst b*> > 2 geschen.
Ferner fiihrte b > 2 durch die Konstruktion eines ¢’ zu einem Widerspruch
und damit gilt in der Tat b? = 2.

Die axiomatische Einfiihrung von R erfordert natiirlich einen Existenzbe-
weis, den wir aber hier nicht durchfithren wollen. Das Gleiche gilt fiir die
“Eindeutigkeit”, vgl. dazu auch Abschnitt 2.1.1. Schliefllich kann man auch
zeigen, dass Q C R gilt und dass R keine Liicken mehr besitzt, so dass unser
anfangliches Problem tatsichlich gelost ist.

Der folgende Satz zeigt, dass das Archimedische Axiom in R erfiillt ist.
Satz 2.4.4. Fir alle z,y € R mit © > 0 und y > 0 existiert ein n € N mit
nr > y.

Beweis. Ist y < x, so konnen wir k& = 2 wéihlen. Es reicht daher den Fall
x < y zu betrachten.
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Wir nehmen nun an, dass es 0 < x < y gibt, so dass nx < y fiir alle n € N
gilt. Die Menge
M :={nx :n € N}

ist dann beschréankt und daher existiert b := sup M. Da b eine obere Schranke
von M ist, folgt nx < b fiir alle n € N und damit auch (n + 1)z < b fiir alle
n € N. Dies impliziert nx < b — z fiir alle n € N, d.h. ¥ := b — x ist eine
obere Schranke von M. Wegen x > 0 gilt aber & =b—x < b, was b = sup M
widerspricht. ]

2.4.3 Infima, Maxima und Minima

Im folgenden Schreiben wir sup ) := —oo. Ist ferner M C R nicht beschriinkt,
so definieren wir sup M := oo. Damit hat jede Teilmenge M von R ein
Supremum.

Fiir M C R ist ferner das Infimum von M durch
inf M := —sup(—M) (2.4.1)

definiert. Hierbei ist —M = {—z : 2z € M} und —(—o0) := co. Analog sagen
wir, dass M nach unten beschrinkt ist, falls —M nach oben beschrankt
ist und in diesem Fall ist —b eine untere Schranke von M, falls b eine
obere Schranke von —M ist. Insbesondere ist dann inf M die grof3te untere
Schranke von M.

Gilt sup M € M, so schreiben wir max M := sup M und im Fall inf M € M
schreiben wir analog min M := inf M.

Fir die Menge M := {1 + 1/n : n € N} gilt beispielsweise inf M = 1 und
inf M & M.

In der Tat ist 1 eine untere Schranke von M und gébe es eine untere Schranke
b > 1 von M, so wiirden wir mit Satz 2.4.4 ein n € N mit % < b—1 finden.

Dies ergidbe 1+ 1/n < b, d.h. b kann keine untere Schranke sein. Insgesamt
haben wir also inf M = 1 gesehen und 1 ¢ M folgt aus den Koérperaxiomen.

2.5 Winkelfunktionen

2.5.1 Definition Sinus und Kosinus

Winkel messen wir im folgenden im Bogenmaf}. Die Gréfle eines Winkels
a entspricht damit der Lénge des Kreisbogenabschnitts zum Radius 1, der
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Abbildung 2.2: Oben Links: Der Winkel a wird im Bogenmafl gemessen,
d.h. in der Lénge des orange-farbenen Teils des blauen Einheitskreises. Oben
Rechts: Seiten- und Winkel-Bezeichnungen am Dreieck. Unten Links: Geo-
metrische Interpretation von sin o und cos . Unten Rechts: Geometrische
Interpretation im Falle von “groflen” Winkeln.

vom Winkel o bestimmt wird. Ein rechter Winkel entspricht damit 7/2, ein
Vollkreis 27, siehe Abbildung 2.2.

Betrachten wir ein rechtwinkeliges Dreieck mit den Winkeln, o, 5 := 7/2 und
v, die aufsteigend gegen den Uhrzeigersinn beschriftet sind, und benennen wir
die jeweils gegeniiberliegenden Seiten mit a, b und ¢, siehe wieder Abbildung
2.2, so gilt

cosq i= 7 und sina = — .

o
R

Fiir ¢ = 1 vereinfachen sich die Formeln auf natiirliche Weise und eine geo-
metrische Interpretation am Einheitskreis ist moglich, siehe Abbildung 2.2.
Diese erlaubt es auch, a > 7/2 zu betrachten, siehe wieder Abbildung 2.2.

Einige spezielle Werte der Winkelfunktionen lassen sich direkt aus speziell
gewahlten Dreiecken ablesen, siehe Abbildung 2.3.
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N
s

Abbildung 2.3: Links: Geometrische Herleitung von sin % an einem gleichsei-
tigen Dreieck der Seitenlinge 1. Rechts: Geometrische Herleitung von sin 7
an einem gleichschenkeligem Dreieck mit rechten Winkel. In beiden Féllen

wird der Satz von Pythagoras angewendet.

o[z |33 3
cosl\/?g‘g%O
sin [0 L |22

2.5.2 Geometrische Sitze mit den Winkelfunktionen

Mit der geometrischen Interpretation am Einheitskreis und dem Satz des
Pythagoras ergibt sich sofort das folgende Lemma.

Lemma 2.5.1. Fiir alle « € R gilt

sin® a4 cos*a =1,

2 2

wobei wir die Kurzzschreibweisen sin® a := (sina)? und cos®* a = (cosa)
verwenden.

In den folgenden beiden Sétzen betrachten wir allgemeine Dreiecke, wobei die
Seiten-, Ecken- und Winkelbezeichnungen der Abbildung 2.4 zu entnehmen

sind.

Der folgende Satz ist als Sinussatz bekannt.

Satz 2.5.2. In jedem Dreieck gilt

sinaw  sinf8  sinvy
a b c
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Abbildung 2.4: Links: Ein allgemeines Dreieck mit Seiten-, Ecken- und Win-
kelbezeichnungen Mitte: Geometrischer Ansatz fiir den Sinussatz. Rechts:
Geometrischer Ansatz fiir den Kosinussatz.

Beweis. Die Hohe h. zur Grundseite ¢, siche Abbildung 2.4, berechnet sich
sowohl durch h. = bsina als auch durch h., = asinf. Gleichsetzen und
Umstellen liefert die erste Gleichheit. Die zweite folgt durch zyklisches Ver-
tauschen der Bezeichnungen. ]

Der folgende Satz ist als Kosinussatz bekannt.

Satz 2.5.3. In jedem Dreieck gilt

a’ =b* + ¢ — 2bccos a,
b =+ a? — 2cacos B,

= a® + b* — 2abcos .

Beweis. Seien ¢4 und cp fiir die beiden Abschnitte der Seite ¢, die durch h,
entstehen, siehe Abbildung 2.4. Damit haben wir ¢4 4+ cg = ¢. Mit dem Satz
des Pythagoras und ¢4 = bcos « gilt dann

a®=h>+c5 =b"sina+ (c — beosa)?
= b*(cos® a + sin? @) + ¢ — 2bccos o

= 0%+ ¢® — 2bccos .

Die weiteren Identitédten folgen durch zyklisches Vertauschen der Bezeich-
nungen. 0

2.5.3 Formeln fiir die Winkelfunktionen

Das folgende Lemma fasst ein paar einfache Formeln fiir die Sinus- und
Kosinus-Funktion zusammen.
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Abbildung 2.5: Links: Dreiecke mit Winkel o und a am Einheitskreis.
Rechts: Drehen des Dreiecks mit Winkel ov um 7/2.

Lemma 2.5.4. Sei a € R. Dann gilt:

sin(—a) = —sina und cos(—a) = cos
sin(a+ 7/2) = cosa und cos(aw + m/2) = —sina,
sin(a 4+ ) = —sina und cos(a+ ) = —cosa,

sin(a+ 27) = sina und cos(a+2m) = cosa.

Beweis. Die ersten beiden Zeilen lassen sich leicht am Einheitskreis ablesen,
siehe abbildung 2.5. Die dritte und vierte Zeilen folgen aus der zweiten Zeile
durch 2- bzw. viermaliges Anwenden. m

Die folgenden beiden Formeln sind als Additionstheoreme bekannt.

Satz 2.5.5. Fiir alle o, 5 € R gilt:

sin(a + ) = sinacos B + cosasin 3,

cos(a+ ) = cosacos f — sinasin (3.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung 2.6 und bezeichnen die Lénge einer
Strecke XY mit | XY|. Mit |AE| = |AC| + |CE| und |AC| = |BD| folgt
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Abbildung 2.6: Links: Die Winkel o und  zusammen mit den senkrechten
Strecken AE und BD, sowie der waagerechten Strecke C'D. Nachdem die
Strahlen in Blau und Magenta gezeichnet sind, wird ein Punkt F fixiert. Dann
werden zunsichst die Strecken AE und DE konstruiert. Im Anschluss werden
noch die Strecken C'D und BD konstruiert. Mitte-Links: Identifikation des
Winkels a zwischen den Strecken C'D und 0D. Mitte-Rechts: Identifikation
des Winkels a zwischen den Strecken BD und der Verlingerung von DE nach
unten. Rechts: Identifikation des Winkels a zwischen den Strecken AE und
DE.

dann:
. |AE|  |BD|+ |CE|
sm(o + = == —
( f) |0E)| |0E)|
_|BD|-[0D| | |CE|-|ED|
0D|-[0E| ~ [ED| - |0E|
=sina-cosf +cosa- [
Die restlichen Formeln konnen analog bewiesen werden. ]

2.6 Komplexe Zahlen

2.6.1 Reelle Zahlen konnen nicht alles ausdriicken

Obwohl wir durch die Hinzunahme von Suprema die rationalen Zahlen Q
erheblich erweitert haben, konnen gewisse Gleichungen in den resultierenden
reellen Zahlen R nicht gelost werden. Beispielsweise hat die Gleichung

2 =—1

in R keine Losung, da wir einerseits 22 > 0 und andererseits —1 < 0 haben.
Da die beiden letzten Ungleichungen in jedem geordneten Korper gelten,
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besteht auch keine Hoffnung, einen noch grofleren, geordneten Korper F zu
finden, in dem 22 = —1 eine Losung hat. Wollen wir die Kérperaxiome nicht
aufgeben, so miissen wir daher zwangslaufig die Ordnungsaxiome aufgeben,
um die Gleichung l6sen zu koénnen.

Nehmen wir nun an, dass wir einen Korper [F haben, in dem es eine solche
Losung i € I gibt, d.h. i = —1. Wegen der Kérperaxiome miissen dann fiir
alle x1, 2, y1,y2 € F die beiden Gleichungen

(1 +iy1) + (x2 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + 12)

und

(21 4+ iy1) (2o + iy2) = 122 + 1T1Y2 + 1172 — V1Yo
= (2129 — Y1y2) + i(T1Y2 + y172)

gelten. Zudem wollen wir natiirlich R in F wiederfinden kénnen, d.h. wir
wollen R C F haben. Die komplexen Zahlen C werden dieses erfiillen.

2.6.2 Konstruktion der komplexen Zahlen

Die obigen Gleichungen motivieren dazu, Elemente in F als Zahlenpaare zu
definieren. Die folgende Definition greift diesen Gedanken auf.

Definition 2.6.1. Die Menge C := R? zusammen mit der Addition + :
C x C — C und Multiplikation - : C x C — C, die fir alle (z1,y1) € R? und
(z2,v2) € R? durch

(1, 91) + (22, 92) 1= (21 + 22,41 + §2)
(z1,91) - (22, 92) == (122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1)
definiert sind, heifst Menge der komplexe Zahlen.
Mit fleifigem Rechnen stellt sich heraus, dass (C, 4+, -) ein Korper ist, wobei

seine Null durch (0, 0) und seine Eins durch (1, 0) gegeben sind. Fir (z,y) € C
gilt ferner —(z,y) = (—z, —y) und

(rc,y)‘IZ( Y )

1'2+y2 x2+y2

wobei letzteres natiirlich nur im Fall (x,y) # (0,0) definiert ist. Ferner gilt
(0,1)-(0,1) = —(1,0), d.h. die imaginire Einheiti:= (0,1) lost tatsdchlich
die Gleichung 22 = —1. SchlieBlich liefert die obige Formel i~! = —i.
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Werden die Addition und Multiplikation von C auf R := {(2,0) : = € R}
eingeschriankt, so erhalten wir wieder einen Korper, der zudem eine Total-
ordnung

(21,0) < (22,0) <= 1 <1y

hat, mit der er zu einem geordneten Koérper wird. Ferner erfiillt diese Total-
ordnung das Supremumsaxiom, und damit konnen wir die Menge R als ein
weiteres Modell von R betrachten. Mit dieser Identifizierung haben wir also
R C C und

T +1iy = (z,y), z,y € R,

ergibt eine vertrédgliche Notation.

2.6.3 Gaufl’sche Zahlenebene

Nach unserer Konstruktion kann C als Zahlenebene gedacht werden, deren
x-Achse die reellen Zahlen bildet. Diese Achse heifit aus diesem Grund haufig
auch reelle Achse. Senkrecht dazu steht die y-Achse {(0,y) : y € R} die
auch als imaginire Achse bezeichnet wird.

Die Addition in C entspricht offensichtlich der Vektoraddition in R? und eine
geometrische Interpretation der Multiplikation werden nach den folgenden
Definitionen kennenlernen.

Fiir z := (z,y) € C bezeichnen wir die Koordinaten
Rez ==z, Imz:=y

als Real- und Imaginérteil der Zahl z. Die Zerlegung z = = + iy wird als
kartesische Darstellung der Zahl z bezeichnet. Der Betrag

= VTR

entspricht dem Abstand von z zum Ursprung.

Fir z = (x,y) € C sei nun r := |z| und ¢ der Winkel zwischen der z-Achse
und der Strecke 0z. Dann gilt die Polar-Darstellung von z:

z=r(cosp+isingp).

Haben wir nun zwei komplexe Zahlen z; und 25 in Polar-Darstellung (71, 1)
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und (72, p2), so gilt

Z1 %2

= r1(cos p1 + isiny) - 79(cos o + 1sin o)
=77y ((cos 1 - COS g — Sin gy - sin ) + i(cos @y - sin g + sin g - cos @2)>

=77y (cos(gpl + ¢2) +isin(ey + 902)> , (2.6.1)
wobel wir im letzten Schritt die Additionstheoreme aus Satz 2.5.5 benutzt

haben. Mit anderen Worten: Die Betrige werden multipliziert und die
Winkel werden addiert.

Mit Hilfe der Formel (2.6.1) und Induktion iiber n € N ldsst sich nun der
folgende Satz, der als Formel von Moivre bekannt ist, leicht beweisen.

Satz 2.6.2. Sei z =r(cosp +isiny) € C. Dann gilt fir alle n € N:

2" =1" - (cos(nep) + isin(ny)) .

2.6.4 Einheitswurzeln
Im folgenden definieren wir fiir p € R
e :=cosyp +isingp.

Fir ¢, 1,2 € R und n € N gelten dann die Formeln:

60— 1 (2.6.2)
ellPrtee) — oo givs (2.6.3)
(€%)" = &%, (2.6.4)

e % = (%) (2.6.5)

Hierbei ist die erste Formel leicht abzulesen und die zweite folgt aus (2.6.1).
Die dritte Formel folgt sofort aus der Formel von Moivre und die vierte
Formel ist eine einfache Konsequenz aus den ersten beiden Formeln.

Satz 2.6.3. Es gibt genau n komplexe Zahlen z, die die Gleichung 2" = 1
erfilllen. Diese Zahlen sind die sogenannten n-ten FEinheitswurzeln

;. 2mk
2pi=e€"n | k=0,....n—1.
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Bevor wir diesen Satz beweisen, beachten wir, dass die Zahlen

0 27 -1 272 2r(n — 1)

n n n

einen ganzen Einheitskreisumfang 27 in n gleich groflen Schritte zerlegen.
Entsprechend zerteilen die Einheitswurzeln zg, . . ., z,_1 den Einheitskreis auf
der Gauf’schen Zahlenebene und insbesondere gilt z; # z; fiir 7 # j.

Beweis. Aus der eben bewiesenen Formel (e?)" = ¥ folgt sofort
2 = 2™ = cos(27k) +isin(27k) = 1.

Wir miissen daher nur noch zeigen, dass es keine anderen Losungen der Glei-
chung gibt. Einen einfachen Beweis werden wir mit Korollar 2.7.6 finden
konnen. Hier werden wir einen etwas geometrischer orientierten Beweis vor-
stellen.

Sei nun z € C mit 2™ = 1. Wegen der Formel von Moivre wissen wir dann,
dass
1 = 2" = cos(ny) + isin(ny)
und |z| = 1 gilt. Aufgrund der Form der Sinus- oder Kosinus-Funktion ergibt
2mtm

dies ny = 2mm fiir ein m € Z, d.h. wir haben z = e" "= . Durch Division mit
Rest gibt es dann [ € Z und k € {0,1,...,n — 1} mit In + k = m. Da dies

. 2m(Intk) . . 2nk
s =T :e‘2”l~e‘n :1Zk
ergibt, ist der Beweis dann beendet. ]

2.6.5 Komplexe Konjugation

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy ist es sinnvoll die dazu komplex konju-
gierte Zahl

Zi=x—1y
zu betrachten. Es gilt
z+w=7zZ+w und zZw=7zZwW.

In der Tat ist die Formel fiir die Addition sofort ersichtlich. Wir rechnen also
noch die Produktformel nach. Seien dazu z = x 4 iy und w = w + iv. Dann
folgt einerseits

Zw = (z+1iy)(u +iv) = zu — yv + i(2zv + yu) = zu — yv — i(zv + uwy)
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und andererseits

ZW=z+iyu+iv=(r—iy)(u—iv) = zu — yv — i(xv + yu).
Mit Hilfe der komplex konjugierten Zahl kann der Betrag berechnet werden,
denn mit der dritten binomischen Formel und i? = —1 gilt
2Z = (x+iy)(z —iy) = 2> +y* = |2]*.

Damit kénnen einfache Formeln nachgerechnet werden. So gilt

|zw] = |z] w]
da
|zw|? = 2wzw = 22w = |z|*|w|?.
Betriige sind also multiplikativ und wegen [1| = 1 gilt insbesondere |21 =

|z|7! fiir alle z € C\ {0}.

2.6.6 Exponentialfunktion im Komplexen

Im folgenden gehen wir davon aus, dass die Exponentialfunktion = + e fiir
x € R bekannt ist. Insbesondere nehmen wir an, dass wir die Gleichung

eTITT2 — (T1 | (T2 ’ T, Xy € R (266)

kennen. Wir erweitern die Definition nun auf komplexe Zahlen 2z := x + iy
durch . .

"t =¥ = e"(cosy +isiny) .
Mit anderen Worten gilt

e = eRez(

cos(Im z) + isin(Im z)) .

Seien nun z = xr+iy und w = u+iv zwei komplexe Zahlen. Mit der Definition
der Exponentialfunktion im Komplexen, der Gleichung (2.6.6) im Reellen und
(2.6.3) erhalten wir dann

4w _ xtuti(y+o)

e*tW — ¢ i(y+v)

=e" e = ”e"ee” = e%e. (2.6.7)

Mit anderen Worten gilt (2.6.6) nicht nur in R sondern auch in C. Ebenso
gilt nach Definition

|ez| — eRez

und aus (2.6.7) folgt
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2.6.7 Winkelfunktionen im Komplexen

Wir konnen die gerade definierte Exponentialfunktion nutzen, um damit die
Winkelfunktionen auszudriicken. Wegen

e'¥ = cosp +1isin g,

e ¥ =cosp —ising

ergeben sich cosp = £ (e +e7¥) und sinp = o (' — ™) fiir alle ¢ € R.
Dies motiviert die folgenden Definitionen fiir alle komplexen Zahlen z € C:

cos z 1= (e‘z + e_lz),

Hl\DI»—t

3 (A2 iz
Sl z 1= l(e e )

Auch im Komplexen gilt dann

sinz=0 & z=krfireinkecZ
und

cosz=0 <& z:g—l-knrfiireinkEZ.
Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen, wir zeigen die Aussage fiir den Sinus.
Es gilt

sinz=0 & " =e¢ ¥ & (9)P=1.

Damit ist e* gleich einer der beiden zweiten Einheitswurzeln, d.h. e** = £1.
Wegen der Form dieser Einheitswurzeln, siehe Satz 2.6.3, schlieBen wir auf
2 € R und somit folgt die Aquivalenz aus der entsprechenden Aquivalenz fiir
die reelle Sinus-Funktion.

Wir definieren neben Sinus und Kosinus noch die beiden Funktionen Tan-
gens

sin z s
tanz = , 24 —+km, ke
COs 2 2
und Kotangens
coS 2
cotz = ——, 2+ km, kel
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2.6.8 Hyperbelfunktionen

Analog zu den Winkelfunktionen definiert man die Hyperbelfunktionen

1
coshz:= —(e*+e7),
s ()
sinh z := l(ez — e’z) ,
2
sinhz e*—e™?
tanh z := = ,
coshz e*+e™?
1 eZ —z
coth z := _ete :
tanhz e* —e™?
Fiir z € C gilt somit coshz = cos(iz) und sinh z = —isin(iz). Betrachtet

man aber nur die reellen Winkel- und Hyperbelfunktionen, so gibt es keine
analogen Gleichungen.

Hyperbelfunktionen kénnen geometrisch interpretiert werden, wenn man statt
des Einheitskreises 22 + y? = 1 die Einheitshyperbel 22 — y? = 1 betrachtet.

Es gilt dann das folgende Lemma, das im Falle der Winkelfunktionen das
Lemma 2.5.1 verallgemeinert.

Lemma 2.6.4. Fir alle z € C gilt:

cos® z +sin? 2z = 1 = cosh? z — sinh? 2.

Beweis. Im Falle der Hyperbelfunktionen gilt

ol + st o — (EFETY (e
N 2 2

(e2z + 2e%e? + e—QZ) _ (eQZ — 2¢%e™ % + e—2z>
4

=1.

Der Beweis fiir die Winkelfunktionen ist analog. O
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2.7 Polynome

2.7.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Eine Funktion p : C — C heifit Polynom, falls es ein n € Ny und Koeffizi-
enten qay,...,a, € C gibt, so dass

p(z) = ap* (2.7.1)

fiir alle z € C gilt. Fiir Polynome p # 0 setzen wir
degp := min{n € Ny ‘ Jdag,...,a, € CVz € C:p(z) = Zakzk}
k=0

und fiir das Polynom p = 0 schreiben wir deg p := —1. In beiden Féllen heifit
deg p der Grad des Polynoms p.

Ferner sprechen wir von einem reellen Polynom, falls wir reelle Koeffizien-
ten finden, d.h. ag,...,a, € R.

Sind p und ¢ zwei Polynome mit degp > 0 und degq > 0, so gilt

deg(p + g) < max{degp,degq}, (2.7.2)
deg(pg) < degp +degq, (2.7.3)

wobei beide Formeln durch leichtes Ausrechnen gezeigt werden kénnen.

Spéater werden wir sehen, dass man mit Hilfe von Ableitungen leicht sehen
kann, dass die Koeffizienten eines Polynoms eindeutig sind. Dies wiederum
fithrt dazu, dass die Ungleichung (2.7.3) eine Gleichung ist. Im folgenden
werden wir aber die Eindeutigkeit der Koeffizienten nicht benctigen.

Ein z € C heifit Nullstelle von p, falls p(z) = 0 gilt. Fiir Nullstellen reeller
Polynome gilt die folgende Beobachtung;:

Lemma 2.7.1. Ist p ein reelles Polynom und z € C eine Nullstelle von p,
so ist auch Z eine Nullstelle von p.

Beweis. Es gilt

wobei wir im zweiten Schritt ao, ..., a, € R ausgenutzt haben. ]
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Polynome vom Grad 2 erlauben die Berechnung mit der aus der Schule be-
kannten “Mitternachts-Formel”, wobei es leicht zu ersehen ist, dass diese auch
im Komplexen gilt. Fiir Polynome vom Grad 3 und 4 gibt es ebenfalls noch
Formeln, die aber in der Regel unbrauchbar sind. Ferner kann man zeigen,
dass es solche Formeln fiir allgemeine Polynome vom Grad > 5 nicht geben
kann.

Unabhéngig davon gilt aber der auf Gauf zuriickgehende Fundamentalsatz
der Algebra, den wir an dieser Stelle weder beweisen wollen noch kénnen.

Satz 2.7.2. Jedes Polynom p mit degp > 1 hat mindestens eine Nullstelle
i C.

2.7.2 Polynomdivision

Ahnlich wie fiir ganze Zahlen kénnen wir Polynome mit Rest teilen. Dies ist
der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 2.7.3. Seien p und g Polynome mit degp > degq > 0. Dann g¢ibt es
Polynome r und s mit

p(z) = s(2)q(z) +r(2), 2€C,

sowie deg s = degp — degq und degr < degq.

Beweis. Seien n := degp und m := degq. Ferner seien a, # 0 und b,, # 0
entsprechende Koeffizienten von p und ¢. Dann ist

n _n—m
pi() = p(=) = 32 (), seC

ein Polynom mit degp; < n—1. Wir definieren das Polynom s; durch s;(z) :=

prz"™ fir alle z € C, so dass dann p; = p — s1¢ und deg s1 < n —m gilt.

Ist degp; > q, so wenden wir die obige Konstruktion auf p; und ¢ an, so dass
wir Polynome p, und so mit py = p; — s9¢q, sowie deg sy < degpr—m < n—m
und degpy < deg(p1) — 1 < n — 2 gefunden haben.

Dieses Vorgehen wiederholen wir nun solange, bis die gefundenen Polynome
pr und s, die pp = pr_1—skq und deg s < n—m nach Konstruktion erfiillen,
auch degp, < degq erfiillen. Da wir degp; < n — ¢ im i-ten Schritt haben,
ist dies nach maximal n — m Schritten der Fall. Wir setzen nun r := p; und
S:=81+- -+ Sg.
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Fiir pg := p liefert unsere Konstruktion dann

=Pk = Pk—1 — Skq
= Pk—2 — Sk—19 — Skq

=DPo— S19g — - — Sg—19 — Skq
=p—(s1+- 510
=P—5q

und degr < deggq.

SchlieBlich folgt deg s < n —m aus (2.7.2) in Verbindung mit degs; < n—m
fir alle 1,..., k. Umgekehrt wissen wir wegen p = sq + r und (2.7.2) auch

deg p < max{deg(sq),degr} < max{deg(sq),deg(q) — 1}
< max{deg(sq), deg(p) — 1}
Wire nun deg(p) — 1 > deg(sq), so hétten wir degp < deg(p) — 1, was
unmoglich ist. Aus diesem Grund gilt deg(p) — 1 < deg(sq). Dies fiihrt zu
degp < max{deg(sq),deg(p) — 1} = deg(sq) < degs + degq,

wobei wir im letzten Schritt (2.7.3) ausgenutzt haben. Dies ergibt degs >
degp — degq. ]

Der Beweis des Satzes 2.7.3 liefert eine explizite Konstruktion fiir s und r.
Wir betrachten dies am Beispiel der Polynome p(z) := 22% — 322 — 62 + 6
und ¢(z) := z — 2. Wir gehen dann wie bei der schriftlichen Division vor:

22 =322 —62+46) + (2 —2) =22+ 2z -4+ —2
— 223 + 422 z-2
22— 62
— 22422
—4z4+6
4z — 8
-2
Hierbei sind
s = 222 p1222—62+6
Sy =2 p2=—4z+6
s3=4 p3 = —2,

und damit erhalten wir s =222+ z+4 und r = —2.
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2.7.3 Zerlegung in Linearfaktoren

Mit Hilfe der Polynomdivision und dem Fundamentalsatz der Algebra kénnen
wir Polynome durch ihre Nullstellen darstellen. Um dies zu zeigen, benttigen
wir zunéchst das folgende Korollar.

Korollar 2.7.4. Sei p ein Polynom mit degp > 1 und A eine Nullstelle von
p. Dann gibt es ein Polynom s mit deg s = deg(p) — 1 und

p(z) =(z2—=A)-s(2), z e C.
In diesem Fall heifit das Polynom (z — \) vom Grad 1 Linearfaktor von p.

Beweis. Wir betrachten das Polynom ¢(z) := z — A. Dies ist eine nicht-
konstante, lineare Funktion und deswegen haben wir degq = 1. Nach Satz
2.7.3 gibt es nun Polynome s und r mit p = s - q + r fiir alle z € C, sowie
deg s = degp — degq = deg(p) — 1 und degr < degq = 1. Damit gibt es ein
ag € C mit r(z) = ap fiir alle z € C. Es folgt

0=pA) =sA)-(A=X)+7r(A\) =r(A) =ap
und damit r = 0. [l

Wir konnen nun den sogenannten Hauptsatz der Algebra, der ein Poly-
nom anhand seiner Nullstellen beschreibt, beweisen.

Satz 2.7.5. Sei p ein Polynom mit degp = n fir ein n > 1. Dann gibt es
eina€C mita#0 und \,..., N\, € C mit

p(z)=a-(z=M\)- (2= \), z€C, (2.7.4)
Ferner sind Ay, ..., \, € C die einzigen Nullstellen von p.

Kommt der Faktor (z — \;) genau k-mal in der Zerlegung (2.7.4) vor, so
sprechen wir von einer k-fachen Nullstelle von p. Beispielsweise ist A = 1
eine zweifache Nullstelle des reellen Polynoms p(z) = 22 — 2z +1 = (2 — 1)2

Beweis. Zum Beweis von (2.7.4) benutzen wir Induktion iiber n.

Fiir n = 1 haben wir dabei p(z) = a1z + ap mit a; # 0, so dass A\; := —ap/a;
und a := a; die gewiinschte Darstellung liefert.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fiir alle Polynome
g mit deg g = n wahr ist. Sein nun p ein Polynom mit deg p = n+1. Nach dem
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Fundamentalsatz der Algebra, siche Satz 2.7.2, gibt es dann eine Nullstelle
Ans1 € Cvon p. Korollar 2.7.4 gibt uns dann ein Polynom ¢ mit deg g = n und
p(2) = (2= Aua1)q(2) fiir alle z € C. Anwenden der Induktionsvoraussetzung
ergibt dann die Behauptung fiir p.

Aus (2.7.4) lasst sich sofort ablesen, dass Ay, ..., A, Nullstellen von p sind.
Sei nun A € C eine beliebige Nullstelle. Dann folgt

0=pA)=a-(A—A)- A= An).

Da C ein Korper ist, muss einer der Faktoren gleich 0 sein, d.h. es gibt ein ¢
mit A — \; = 0. Dies zeig A = \;, d.h. es gibt keine weitere Nullstelle als die
Zahlen A\, ..., \,. O]

Mit Hilfe des Hauptsatzes der Algebra konnen wir nun einen Test auf Gleich-
heit fiir Polynome formulieren.

Korollar 2.7.6. Seien p und q Polynom mit degp < n und degq < n fiir
ein n € Ny. Falls es n + 1 verschiedene Punkte zy,...,2,11 € C gibt mit
p(z) = q(z) firalei=1,....,n+1, so gilt p=q, d.h.

p(z) =q(z)
fiir alle z € C.

Betrachten wir insbesondere ¢ = 0 in dem obigen Korollar, so sehen wir, dass
die Existenz von n+ 1 verschiedenen Nullstellen von p schon p = 0 impliziert.
Tatséchlich betrachtet der folgende Beweis des Korollars genau diesen Fall.

Beweis. Wir setzen r := p —q. Nach (2.7.2) ist dann 7 ein Polynom mit k :=
degr < n. Ferner sind nach Konstruktion die Zahlen zy, ..., z,,1 Nullstellen
von r.

Wiére nun r # 0, so hédtte im Fall £ > 1 das Polynom r nach dem Hauptsatz
der Algebra genau k Nullstellen. Wegen £ < n < n + 1 fiithrt dies zum
Widerspruch.

Im Fall £ = 0 ist  von der Form r = ag mit ag # 0 und damit hétte es gar
keine Nullstelle, was ebenfalls zum Widerspruch fiihrt. ]

2.7.4 Zerlegung reeller Polynome

Fiir reelle Polynome p hatten wir in Lemma 2.7.1 gesehen, dass mit A auch
A eine Nullstelle ist. Da A = X dquivalent zu A € R ist, treten genau zwei
Fiélle fiir Nullstellen reeller Polynome auf:
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i) Die Nullstelle A ist reell mit zugehorigem Linearfaktor z — A.

i) Es ist A = a +if mit 3 # 0 eine Nullstelle. Dann ist aber ebenso
A = a—if Nullstelle und die beiden Linearfaktoren ergeben zusammen
den quadratischen Faktor

(z—a—iB)(z —a+iB) = (z — a)® + B?
=22 —2az+a+ 7.

Damit zerféllt jedes reelle Polynom in ein Produkt aus Linearfaktoren und
quadratischen Faktoren.

Das Polynom p(z) := 23 + 2z — 3 besitzt beispielsweise die Nullstelle \; := 1,
wie direkt durch Einsetzen ersichtlich ist. Spaltet man diesen Linearfaktor
mittels Polynomdivision ab, so gilt

P +2:-3=(+2+3)(z—-1)

und der entstehende quadratische Faktor (2% + z + 3) besitzt keine weiteren
reellen Nullstellen. Allerdings besitzt er zwei zu einander komplex konjugierte

Nullstellen
1 /1 1 V11
/\273.——§Z|: 1_3__5:&17

2.7.5 Anwendung: Funktionsinterpolation

Im folgenden betrachten wir ein sogenanntes Interpolationsproblem, bei
dem zu gegebenen Eingabepunkten x4, ..., z, € R und Ausgabepunkten
Y1,---,Yn € R eine Funktion f : R — R gesucht ist, die

f(xz):yz7 izl,...,n

erfiillt. Da es naturgemifl sehr viele solche Funktionen gibt, werden typi-
scherweise zusétzliche Forderungen an die gesuchte Funktion f gestellt.

Eine mogliche Anwendung fiir dieses Problem besteht darin, dass wir eine
komplizierte oder aufwendig zu berechnende Funktion g : R — R haben und
diese durch eine “billige” Alternative f ersetzen wollen. Die Hoffnung besteht
dann darin, dass aus

f(xi) = yi = g(zi) 1=1,...,n

schon f(z) =~ g(x) fiir alle z € R, die uns interessieren, folgt.
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— Iteroglation — Interpolaticn — Incerpolztion
Wahre Furktion Wiahre Fanktion Wahre Funkticn

10 5 o Datenpunkte 10 - o Datenpurce 10 o Datenpunkte
f \ N ,//\ /\
05 05 ’/ \ 05 , \ /b \(\ x
, LA | : \ /

v Y, w

Abbildung 2.7: Interpolation des Funktion g(z) := (14z*)~! durch Polynome
aus Satz 2.7.7. Links: 5 Eingabepunkte mit Abstand 3. Mitte: 7 Eingabe-
punkte mit Abstand 2. Rechts: 13 Eingabepunkte mit Abstand 1. Insgesamt
nédhern sich die interpolierenden Polynome nur “in der Mitte” der Funktion

f an.

Wir wollen im folgenden ein interpolierendes Polynom p mit degp < n — 1
konstruieren. Der folgende Satz zeigt, dass dies auf genau eine Art moglich
ist.

Satz 2.7.7. Seien x1,...,x, € R paarweise verschieden und vy, ...,y, € R.
Dann gibt es genau ein Polynom p mit degp < n — 1 und

p(z;) = yi, 1=1,....n

Beweis. Zunichst konstruieren wir ein Polynom mit den gesuchten Eigen-

schaften. Fiir £ = 1,...,n definieren wir dazu die Lagrange-Polynome
N
L = ’ R.
i=1,i#k

Fir:=1,...,n gilt dann

1 fallsi=k

0 somst,

Lk(l‘l) = 5i,k = {

da im ersten Fall alle Briiche des Lagrange-Polynom L gleich 1 sind und im
zweiten Fall ein Bruch gleich 0 ist. Ferner ist Lj offensichtlich ein Polynom
mit deg L, < n — 1. Damit ist

pi= il
k=1
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das gesuchte Polynom.

Die Eindeutigkeit folgt direkt aus Korollar 2.7.6. O]

Der Beweis des Satzes 2.7.7 konstruiert das Polynom explizit. Ferner ist dieses
Polynom einfach zu konstruieren und bei Anderung von den Ausgabepunkten
y; lasst es sich leicht anpassen. Ferner ist das Polynom eindeutig bestimmt
und sehr “glatt”. Leider werden die Berechnungen teuer, wenn sich die Ein-
gabepunkte z; dndern sollten. Dariiber hinaus konnen die interpolierenden
Polynome “zappeln”, siehe Abbildung 2.7, was auch als Runges Phinomen
bekannt ist.



Kapitel 3

Geometrie

3.1 Operationen mit Vektoren

3.1.1 Vektoren

Im folgenden wollen wir einige geometrische Aspekte im zwei- und drei-
dimensionalen Raum betrachten. Damit diese moglichst gleichzeitig behan-
delt werden kénnen, betrachten wir zunéichst den d-dimensionalen Raum R¢.

Im folgenden nennen wir ein x € R? Vektor und schreiben ihn als Spalten-
vektor

x
xr = ,
Tq
wobei z1, ..., x4 € R die Komponenten von x sind. In der Literatur findet

man auch die Schreibweisen ¥ oder x fiir Vektoren, diese werden wir aber
nicht verwenden.

In den Riumen R? und R? sehen Vektoren damit so aus

T Y1
x:(1)€R2 und y= |y | eR>.
i) y
3

Vektoren kann man als Punkte in dem d-dimensionalen Raum R¢ und als
Richtungspfleile in dem Raum R¢ interpretieren. Je nachdem in welchem
Kontext man sich befindet, ist die eine oder die andere Interpretation hilf-
reicher.

73
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3.1.2 Addition und Skalarmultiplikation
Auf R? kénnen wir eine Vektor-Addition + : R? x RY — R¢ durch

1 Y1 r1+
S [N R .

Td Yd Td + Ya

definieren. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass (R¢, +) eine kommutative Gruppe
mit neutralem Element

0
0:=|:]eRr?
0
T —T1
ist. Fiirx = | : | ist zudem —z := : das inverse Element.
Tq —Zq

Die Vektoraddition kann man mit Verschiebungen vom Nullpunkt illustrie-

ren:
/ \
rT+y
Die Vektoraddition wird oft auch mit einem Parallelogramm illustriert:

o

Auf R? kénnen wir auBerdem eine Skalarmultiplikation - : R x R? — R
durch

T axy

Tq AT q
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definieren. Héufig wird dann aber der Punkt -, wie bei der Multiplikati-
on in Q, R oder C, weggelassen. Die Skalarmultiplikation entspricht einer
Streckung des Vektors z um den Faktor a.

Der Raum R? zusammen mit seiner Vektoraddition und Skalarmultiplikati-
on bildet einen Vektorraum im Sinne der folgenden Definition, wie einfache
Rechnungen zeigen.

Definition 3.1.1. Sei V' eine Menge auf der Operationen + :V xV =V

und - : R x V.=V definiert sind. Dann heifit (V,+,-) Vektorraum, oder
auch R-Vektorraum, falls (V,+) eine kommutative Gruppe mit neutralem

Element 0 ist und fir alle x,y € V und o, 5 € R gilt:

a-(f-z)=(ap) =,

a-(z+y)=a-xz+a-y,

(a+pB) z=a-xz+0- x,
l-z==x.

Haben wir stattdessen eine Skalarmultiplikation - : C x V. — V' die die glei-
chen 4 Gleichungen fir alle o, € C erfillt, so sprechen wir von einem
C-Vektorraum.

Aus den 4 Eigenschaften der Skalarmultiplikation kann man z.B. auf (—1) -
x = —xz und 0 -z = 0 schlieBen. Im R? kann man dies natiirlich auch direkt
nachweisen.

Vektorrdaume sind eine der zentralsten Objekte der Mathematik und werden
intensiver im Sommersemester behandelt.

3.1.3 Betrag und Normen

T

Zu einem Vektor z = | : € R? ist die Entfernung dieses Punktes zum
Zq

Nullpunkt nach Pythagoras durch

||33||2 = |l’| = x%+...+x3

gegeben. Im folgenden nennen wir |z| den Betrag von x. Der Betrag ist eine
Norm im Sinne der folgenden Definition.
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Definition 3.1.2. Sei (V, +,-) Vektorraum. Dann heifit eine Abbildung || - || :
V — [0,00) Norm auf V', falls fir alle x,y € V und o € R die folgenden
drei Eigenschaften erfillt sind:

i) Definitheit: ||| =0 < x = 0.
ii) (absolute) Homogenitit: ||az| = || - ||z

iii) Dreiecksungleichung: ||z + y| < ||z| + ||y

Vektorraume mit einer Norm heiffen normierte Rdume. Analog konnen
Normen auf C-Vektorrdumen definiert werden.

Die ersten beiden Eigenschaften sind dabei fiir den Betrag leicht nachzu-
rechnen. Fiir den Betrag entspricht die Dreiecksungleichung der bekannten
Tatsache, dass in einem Dreieck jede Seite kiirzer als die Summe der beiden
anderen Seiten ist. Einen formalen Beweis werden wir spéter kennenlernen.

Ein Vektor z € R? mit |x| heifit normiert oder auch Einheitsvektor. Ist
x # 0 ein Vektor im R?, so ist |#|~*2 normiert. Hiufig schreiben wir auch é—|
statt |z|~'z. Analoge Definitionen sind in allgemeinen normierten Rdumen
moglich.

Neben dem Betrag gibt es eine Vielzahl weitere Normen auf dem R?. Hier
wollen wir nur die folgenden zwei Normen erwéhnen.

Die Supremumsnorm:

|%]| oo := max{|z;| ;i =1,...,d}.
Die 1-norm: .
lally =3 il
i=1
Ist || - || eine Norm auf einem Vektorraum V, so heifit

By == B = {r eV . |z|| <1}

die Einheitskugel von || - ||. Im Falle von V = R? ist die Einheitskugel
bzgl. des Betrages der Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1. Fiir die Su-
premumsnorm ist die Einheitskugel das Quadrat mit Mittelpunkt 0 und Sei-
tenldnge 2.
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Im folgenden heiit der Vektor e; € R?, der an der i-ten Stelle gleich 1 ist und
ansonsten nur Nullen enthilt, der i-te Einheitsvektor im R¢. Im R? sind
also

1 0 0
er:=1(0], ea =111, e3: =10
0 0 1

die drei Einheitsvektoren.
T

Fiir z := | : | € R? gilt die Darstellung
Zq

d
r = g Ti€;,
i=1

wie durch einfaches Nachrechnen iiberpriift werden kann.

3.1.4 Skalarprodukt

T Y1
Fiir zwei Vektoren z := | : | e R?und y := | : | € R? ist das Skalar-

Zq Ya

d
<l’, Z/> = Z TiYi
i=1

definiert. Damit haben wir eine Abbildung (-, -) : R x R? — R definiert,
die die Gleichungen

produkt durch

(x,x) =[]
(l’, y> = <y7 l‘>
(az,y) = a(z,y)
(T +2,9) = (z,9) + (2,9)

fiir alle ,7,2 € R und a € R erfiillt. Diese Gleichungen lassen sich jeweils
sehr einfach nachrechnen und werden daher iibersprungen.

In der Literatur finden sich viele weitere Schreibweisen des Skalarprodukts,
wie z.B.

r-y:=xzoy:=xey:=(xY).



78 KAPITEL 3. GEOMETRIE

Abbildung 3.1: Links: Ansatz fiir die Anwendung des Kosinussatzes im Be-
weis von Satz 3.1.3. Rechts: Die Léange der Strecke zwischen 0 und der griinen
Hohe des Dreiecks ist laut Satz 3.1.3 gleich |y| cos p = (z,y) - |x|~'. Der ent-
sprechende Vektor von 0 bis zum Fufipunkt der Hohe ist damit (x,y) - ﬁ
Dieser Vektor entspricht der Projektion des Vektors y auf die von = aufge-
spannte Gerade.

Der folgende Satz liefert eine geometrische Interpretation des Skalarprodukts,
vgl. auch Abbildung 3.1.

Satz 3.1.3. Seien z,y € R? und ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen den Strecken
0z und Oy. Dann gilt

(x,y) = |2| - |y|cos .

Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir dass fiir  # 0 und y # 0 der
Winkel /(z,y) zwischen den Strecken 0z und Oy die Gleichung

cos(£(,y)) = 2

|z] - [y]

erfiillt. Anwenden der “Umkehrfunktion” vom Kosinus ergibt dann den Win-
kel Z(x,y).

Beweis. Im Fall ¢ = 0 gilt y = x und im Fall ¢ = 7 gilt y = —z. In beiden
Féllen ist die Behauptung dann offensichtlich.

Fiir ¢ € (0, 7) betrachten wir das Dreieck mit den Ecken 0, x und y. Da die
Strecke Ty, die dem Winkel ¢ gegeniiberliegt, durch y — z gegeben ist, haben
die Seiten des Dreiecks die Léngen |z|, |y| und |y — x|, siche auch Abbildung
3.1. Mit dem Kosinussatz 2.5.3 folgt dann

ly —z|* = |z]> + |y[* = 2|z| - |y| cos .



3.1. OPERATIONEN MIT VEKTOREN 79

Ferner gilt
d d

ly— 2 =) (wi— ) =D af =2z +y) = | + [yI” — 2(z,y).
=1 i=1

Gleichsetzen der beiden Gleichungen ergibt
2 + [yl = 2(2,y) = |2 + [y[* — 2] - |y[ cos ¢,

und einfaches Umformen liefert dann die Behauptung. ]

Da |cosp| < 1 fiir alle ¢ € R gilt, folgt aus Satz 3.1.3 sofort die Cauchy-
Schwarz’sche-Ungleichung

{2, y)| < |l - |yl (3.1.1)

fiir alle ,y € R?%. Diese kann auch rein rechnerisch, d.h. ohne den geometri-
schen Ansatz des Satz 3.1.3, nachgewiesen werden.

Ferner sind zwei Vektoren x,y € R? senkrecht zueinander oder orthogo-
nal, geschrieben x L y, genau dann wenn (z,y) = 0 gilt.

Wir sagen ferner, dass zwei Vektoren z,y € R¢ parallel sind, geschrieben
x|ly, falls es ein a € R gibt mit # = ay oder ax = y. Die beiden Fille sind
dabei notwendig, um die Félle x = 0 und y # 0 bzw. y = 0 und x # 0 mit
einzuschlieflen.

T
Sei e; € R? der i-te Einheitsvektor. Fiir z = | : | € R? gilt dann
Zq

<ZIZ’, ei> =X

und damit haben wir insgesamt

d

r = Z(m, ei)e; .

=1

Ferner sind verschiedene Einheitsvektoren senkrecht zueinander.

3.1.5 Kreuzprodukt

Fiir d = 3 ist das Kreuzprodukt x : R? x R3 — R? durch

Tals — X3Y2
XY= |2T3Yyr — T1Y3
T1Y2 — T2l
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Abbildung 3.2: Links: Die Hohe des Parallelogramms ist durch |y| sin ¢ gege-
ben. Damit ist seine Flache gleich |z| |y| sin ¢ = |z xy|. Rechts: Die Vektoren
x und y liegen in der Zeichnung auf der horizontalen Ebene. Thr Kreuzpro-
dukt hat die in der Zeichnung angegebene Richtung. Dies entspricht einem
Rechts-System.

T Y1
definiert, wobei wir x = | x5 | und y = | y2 | betrachtet haben.
T3 Y3

Das Kreuzprodukt erfiillt die Rechenregeln

rxx=0,
rxy=—(yxuz)),
(az) xy=a-(zxy),
rx(y+z)=zxy+zXz,
rxy=0 < x=0Vy=0V x|y,
% yl* = |2 [y[* — (2, 9)%,

die jeweils elementar nachgerechnet werden konnen. Das gleiche gilt fiir die
Formeln

X (y x 2) = (z,2)y — (T,9)2
( xy,v xw) = (z,v) - (y,w) — (y,v) - (T, w) .

Das Kreuzprodukt hat keine Gruppenstruktur, denn ansonsten gébe es z.B. ein
neutrales Element e. Wegen e = e x e = 0 und 0 x x = 0 fiihrt dies fiir x # 0
zum Widerspruch. Das Kreuzprodukt ist auch nicht assoziativ!

Fiir 2,y € R3 liefert eine weitere einfache Rechnung

(xxy,x)y=0=(x xXy,y).
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Damit steht x x y senkrecht zu x und y und damit auch senkrecht zu
der von x und y und 0 aufgespannten Ebene £, d.h. zu

Ezz{ozx—i-ﬁy:oz,ﬁER}.

Umgekehrt ist £ gleich der Menge aller Vektoren, die senkrecht zu z x y
stehen. Neben der geometrischen Anschauung kann man dies z.B. durch
Losen der Gleichung (x x y, z) = 0 nach z elementar nachrechnen. Im Som-
mersemester werden wir sehen, dass dies auch aus einfachen Dimensions-
Betrachtungen folgt.

Aus Satz 3.1.3 wissen wir ferner (x,y)* = |z|* - |y|* cos? ¢, wobei ¢ € [0, 7]
der Winkel zwischen den Strecken Oz und Oy ist. Aus den Rechenregeln des
Kreuzprodukts und dem Satz des Pythagoras folgern wir damit, dass

< y* = [zl [y]* = (z,9)*
= |z* [yP*(1 — cos® p)

= |z |y sin® ¢ .
Mit anderen Worten haben wir

|z % y| = |z]|y|sinep,

wobei der Ausdruck auf der rechten Seite dem Flicheninhalt des von x
und y aufgespannten Parallelogramms entspricht, siche Abbildung 3.2.

Mit den bisherigen geometrischen Eigenschaften gibt es nur noch zwei geo-
metrische Moglichkeiten fiir das Kreuzprodukt, die sich auch nur in ihrem
Vorzeichen unterscheiden. Da z,y, x X y immer ein Rechts-System bildet,
sieche Abbildung 3.2, ist das Kreuzprodukt eindeutig geometrisch beschreib-
bar.

3.2 Geraden und Ebenen

3.2.1 Geraden im Raum

Vektoren im Raum kann man nutzen, um geometrische Konzepte einfach
zu beschreiben. Wir sammeln dazu einige Geraden- und Ebenengleichungen
und zeigen, wie man mit diesen einfache Aufgabenstellungen der analytischen
Geometrie 16sen kann.
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Eine Gerade g im Raum R? ist bestimmt durch einen ihrer Punkte x4 € R?
und eine Richtung v € R?\ {0}. Das fiihrt zur Beschreibung

g={zo+tv|teR}.

Damit ist jedem Paar (g, v) von Vektoren xg, v € R? eine Gerade zugeordnet.
Die Zuordnung ist nicht injektiv, da z.B. (xg,v) und (xg, —v) die gleichen
Geraden beschreiben. Analog kann man den Stiitzpunkt xy durch jeden
anderen Punkt zj, der Geraden ersetzen, ohne dabei die Gerade zu éndern.

Durch den Richtungsvektor v haben wir der Gerade eine Richtung gegeben,
wir sprechen deswegen auch von einer gerichteten Geraden.

3.2.2 Ebenen

Eine Ebene £ im Raum R? wird analog zu Geraden durch einen ihrer Punkte
7o und zwei nichtparallele Richtungen v, w € R?\ {0} bestimmt, d.h.

E={zo+sv+tw]|s,t € R}

Die Forderung, dass v und w nichtparallel sind, kann hierbei durch v x w # 0
ausgedriickt werden. Die Darstellung von £ heifit Punkt-Richtungsform
oder auch Parameterform. Wie bei Geraden, kann eine Ebene durch ver-
schiedene Stiitzpunkte r; und Richtungsvektoren v, w dargestellt wer-
den.

Das folgende Lemma zeigt, dass es einen ausgezeichneten Stiitzpunkt gibt.

Lemma 3.2.1. Sei £ eine FEbene, die durch den Stiitzpunkt o und die Rich-
tungsvektoren v, w dargestellt ist. Dann gibt es genau einen Punkt xj € £
mit (x5, v) = 0 und (zf, w) = 0.

Die beiden Gleichungen bedeuten, dass zj senkrecht zu der von v und w
aufgespannten Ebene £ mit Stiitzpunkt 0 steht. Mit unserer geometrischen
Interpretation des Kreuzprodukts gilt daher zf = a(v x w) fir ein a €
R. Damit ist zj auch auf der Geraden g mit Richtungsvektor v x w und
Stiitzvektor 0. Insgesamt erhalten wir also x;5 € gN&.

Der folgende Beweis beruht nicht auf diesem geometrischen Argument, son-
dern auf dem Gauf3-Algorithmus zum Losen eines linearen Gleichungssy-
stems, das in diesem Fall ein einfaches 2 x 2-System ist, da wir auf diese
Weise diesen Algorithmus in Erinnerung rufen kénnen.
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Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass die Ebene £ sich nicht &ndert, wenn
wir statt v und w die normierten Vektoren |v|™'v und |w|~'w betrachten. Das
gleiche gilt fiir die beiden Orthogonalitatsgleichungen. Im folgenden nehmen
wir daher |v| = |w| =1 an. Es gilt dann 0 # |v x w|* = |[v]*|w|* — (v,w)? =
1 — (v,w)?.

Wegen zf; € £ muss es s,t € R geben, so dass
xy = To + sv + tw

gilt. Setzt man dies in die beiden Gleichungen (zf,v) = 0 und (zf, w) = 0
ein, ergibt sich

(xg,v) + s{v,v) + t{v,w) =0
(o, w) + s(v, w) + t{w,w) =0.

Wegen |v| = |w| = 1 haben wir dann fiir a := (v,w), ¢; := —(zg,v) und
¢o i = —(x,w) die beiden Gleichungen

s+ at =c

as+t=-cy.

Multipliziert man die erste Gleichung mit a und zieht man das Ergebnis dann
von der zweiten Gleichung ab, so ergibt sich das dquivalente Gleichungssy-
stem

s+at =c
0s + t(1 — a®) = ¢y — ac; .

Dazu dquivalent ist das Gleichungssystem

s+at=c
Cy — acCy
t= ——7,
1—a?

wobei wir 0 # 1 — (v,w)? = 1 — a® benutzt haben. Multipliziert man nun die
zweite Gleichung mit a und zieht sie im Anschluss von der ersten Gleichung
ab, so ergibt sich

Co — acCy

s=c —a-
1 —a?

Cy — acCy
1—a?
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Wegen

o —ac; ¢ (1l —a®)—acy —a’c; ¢ —acy
Gi—ar 2 2 - 2
1—a 1—a 1—a

haben wir damit insgesamt

g —aca  —(xo,v) +al{zg,w)  (rg,aw —v)
T e T 1 —a? Tl
,_ 2—ac _ —(20, w) + alxo,v)  (wo,av —w)

1—a? 1 —a? 1 —a?

Damit ist der Punkt z{; durch

. 4w+t N (x0, aw — v) N (x0, a0 — w)
ry=r9+Sv+tw=a20+-———-> V+—-—" w.
0 0 0 1 —a? 1—a?
Wir beachten dabei, dass wegen a = (v, w) und |v| = |w| =1 der Vektor aw
der Projektion von v auf w entspricht und der Vektor av der Projektion von

w auf v entspricht, vgl. Abbildung 3.1. Ferner gilt 1 — a® = |v x w|?. O

Neben der Punkt-Richtungsform gibt es eine weitere Moglichkeit, eine Ebene
zu beschreiben. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 3.2.2. Sei £ eine FEbene, die durch den Stitzpunkt xo und die Rich-
tungsvektoren v, w dargestellt ist. Wir definieren
L vXw wnd g (o, v X W)
v X w| lv x w|
Dann gilt
E={zecR®: (x,n) =d}.

Die in dem obigen Satz gefundene, alternative Beschreibung von & heifit
Hessesche Normalform. Diese kann genutzt werden, um Absténde von
Punkten zu Ebenen zu berechnen. Fiir einen beliebigen Punkt z € R? be-
schreibt

d(z,&) == (z,n) —d

den orientierten Abstand von x zu der Ebene &£, wobei die Orientierung
in Richtung des Normalenvektors gemessen wird. Mit anderen Worten gilt
d(z,&) > 0 genau dann wenn, x auf der Seite der Ebene liegt, in die der
Normalenvektor zeigt. Damit ist |(x,n) — d| der Abstand zwischen z und
E. Fiir x := 0 erhalten wir insbesondere den Wert —d, der den orientierten
Abstand von &£ zum Ursprung wiedergibt und daher ist |d| der Abstand der
Ebene zum Ursprung.
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Beweis. Wir setzen & := {z € R : (z,n) = d}, so dass wir & = & zeigen
missen.

Sei dazu zunédchst x € £. Dann gibt es s,t € R mit x = z¢ + sv + tw. Dies
ergibt
(2, m) (xo+ sv+tw,v xw) (rg,v Xw) s(v,vxw) tw,vxw)
l‘,n - =

lv X w| lv X w| v X w| v X w|
=d.

Sei umgekehrt x € £. Dann gilt
(x — xg,v X w) = (z,0v X W) — (xg,v X W) = (x,v X W) —d |v X W|
= ((z,n) — d)|v x w|
=0.
Damit muss nach unserer geometrischen Interpretation des Kreuzprodukts

der Punkt z — x4 in der von v und w aufgespannten Ebene sein, d.h. es gibt
s,t € R mit  — x¢p = sv + tw. Dies zeigt x € €. ]

3.2.3 Abstand windschiefer Geraden

Gegeben seien zwei Geraden

g1 ={x1+tv |t €R}
und

g2 = {xo +tvy | t € R}
durch Stiitzpunkte z; und in Richtungen v; mit v; x vy # 0.
Wir fragen nach dem Abstand beider Geraden, also der Linge derjenigen
Verbindungsstrecke, welche auf beiden Geraden senkrecht steht. Dieser Ab-
stand ist insbesondere gleich dem Abstand der beiden parallelen Ebenen &

und & zu den Richtungsvektoren v; und vy, die jeweils x; beziehungsweise
9 enthalten.
Nun ist der orientierte Abstand der Ebene & zum Ursprung durch
d = <.Z‘Z',U1 X U2>
R
’Ul X U2|
gegeben. Der Abstand von &; zu & berechnet sich damit durch
(1,01 X vg) (T2,v1 X vg) . [(21 — 22,01 X v2)]

’dl — dg’ - - -
|U1 X ’U2| |U1 X 'U2| |U1 X ’U2|
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3.2.4 Schnitt zwischen Gerade und Ebene

Gegeben seien eine Gerade
g={zo+tv|teR}

und eine Ebene in Hessescher Normalform
E=A{z|(z,n) =d}.

Wir fragen nach moglichen Schnittpunkten von der Geraden g und der Ebene
&. Angenommen es gibt ein x € gNE. Dann gibt es ein t € R mit x = z¢+tv
und es gilt
d = (xo+tv,n) = (xg,n) + t{v,n).
Im Fall (v,n) # 0 ergibt dies
d — (xg,n)
f=—
{v,n)

und Einsetzen von t in die Geradengleichung liefert einzigen Schnittpunkt z.

Gilt andererseits (v,n) = 0, also v L n, so ist der Richtungsvektor der
Geraden parallel zur Ebene und es gilt entweder ¢ C £ oder gN & = (.

3.2.5 Schnitt zweier Ebenen

Wir betrachten nun den Schnitt zweier Ebenen in Hessescher Normalform
51 = {ZL‘ - ]RS | <ZL‘,TL1> = d1}7
E ={r c R | (x,ny) = dy}.
Sind die Ebenen parallel, gilt also n; = #£ns, so gilt entweder £ = & oder
EiNé& =10.

Sind die Ebenen nicht parallel, so sind n; und ny nicht parallel und damit
gilt sowohl v := n; X ny # 0 als auch (ny,ny)? # 1, wobei letzteres z.B. aus
Satz 3.1.3 folgt.

Wir nehmen nun zunéchst an, wir haben schon ein xq € & N & gefunden.
Wir wollen dann
g1ﬂ€2:giz {$0+tv|t€R}

zeigen. Dazu sei zunéchst ¢ € R und z := x + tv. Dann gilt

(x,n;) = (xo,n;) + t{v,n;) = (xo,n;) + t{ny X ng,n;) = (xo,m;) = d; .
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Damit haben wir {zo +tv | t € R} C & N &, gezeigt. Die andere Inklusion
kann man jetzt auch formal beweisen, da aber der Schnitt von & und &; aus
geometrischer Anschauung im Fall ny xny # 0 eine Gerade ist, kann es keinen
weiteren Punkt = € (& N&;) \ g geben. Aus diesem Grund iiberspringen wir
den formalen Beweis der anderen Inklusion.

Um g vollstdndig zu bestimmen, miissen wir also noch ein xyg € & N &
finden. Dies konnte man z.B. dadurch erreichen, dass man eine Losung xg
des linearen Gleichungssystems

(:U,n1> = d17

(957712> = dy

bestimmt. Hier wollen wir stattdessen zeigen, dass

dy —dy <ﬂ1, nz)

<7’Ll, n2)2 -1

: <<n1, n2>n1 - n2>

xo = ding +

eine explizite Losung ist. Dazu betrachten wir zunéchst

dy — d1<n1,n2)
<7’L1,n2>2 — ]_
dy — dy <n1,n2)
(ny1,m9)? — 1

(g, 1) = (diny,n1) + : <<n1,n2>n1 — nQ,n1>

=d, + . ((nl,ng) -(ny,n1) — (nl,m))

=d; ,
wobei wir zweimal (nq,n1) = 1 ausgenutzt haben. Analog gilt

dy — d1<n1>n2>
(nl,n2>2 — 1
dy — d1<n1,n2>
(nl,n2>2 —1

(z0,n2) = (din1,ng) + : <<n1,n2)n1 — Ny, n2>

= di(ny,nz) + : ((”1>n2>2 - <n2,n2))

wobei wir im letzten Schritt (ny, ns) = 1 ausgenutzt haben.
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Kapitel 4

Grenzwerte

4.1 Konvergenz von Folgen

4.1.1 Metrische Riaume

Im R haben wir neben dem Betrag schon weitere Normen kennengelernt. Wir
wollen nun diese Betrachtungen noch etwas weiter verallgemeinern, indem wir
einen allgemeinen Abstandsbegriff fiir Paare von Objekten einfithren.

Definition 4.1.1. Sei X eine nichtleere Menge. Dann heifit eine Abbildung
d: X x X = [0,00) Metrik auf X, falls fiir alle z,y,z € X die folgenden
drei Figenschaften erfillt sind:

i) Definitheit: d(z,y) =0 & x =y.
it) Symmetrie: d(z,y) = d(y, ).

iii) Dreiecksungleichung: d(x,y) < d(z,z) + d(z,v).
In diesem Fall heifst (X,d) metrischer Raum.

Ist || - || eine Norm auf dem Vektorraum V', so definiert d(z,y) := ||z —y|| eine
Metrik auf V. In diesem Sinne ist jeder normierte Raum auch ein metrischer
Raum. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen jedoch nicht. Eine einfaches Bei-
spiel hierfiir sind echte Teilmengen X C V, die ebenfalls mit Hilfe der Norm
zu einem metrischen Raum werden. Es gibt aber auch Beispiele von Metriken,
die keinen Zusammenhang mit Normen besitzen.

89
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Ist (X,d) ein metrischer Raum, so gilt auch dic umgekehrte Dreiecksun-
gleichung

’d<x72) - d(Zvy)‘ < d(ZL’,y)

fiir alle z,y, 2z € X.
Ist (X,d) ein metrischer Raum, x € X und r > 0, so heifit

Ulz,r):={ye X :d(x,y) <r}
die offene Kugel um = mit Radius r. Analog bezeichnen wir
B(z,r) = {y € X : d(z,) < r}

als die abgeschlossene Kugel um = mit Radius r.

In R gilt U(z,r) = (x — 7,2 +r) und B(z,r) = [z —r,x + r]. Im R? und C
sind die offenen, bzw. abgeschlossenen Kugeln beziiglich der Betragsmetrik
die Kreise ohne bzw. mit Rand.

Lemma 4.1.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum, x,y € X, r > 0 und s >
r+d(z,y). Dann gilt

Uly,r) C U(z,s) und B(y,r) C B(x,s).
Beweis. Sei z € U(y,r). Dann gilt d(y, z) < r und daher folgt
d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) <d(z,y) +7r <s.
Dies zeigt z € U(x, s). Die zweite Inklusion kann analog gezeigt werden. [J
Ist (X, d) ein metrischer Raum, = € X und A C X nichtleer, so heif}t
dist(z, A) := inf{d(z,y) : y € A}

der Abstand von x zu der Menge A. Ist B C X eine weitere, nichtleere
Menge, so heifit

dist(A, B) := inf{d(z,y) : z € A,y € B}

der Abstand zwischen den Mengen A und B.

Offensichtlich gilt dist(x, A) = dist({z}, A) und dist(A, B) = dist(B, A). Ist
ferner A C B, so gilt

dist(x, B) < dist(z, A), r e X.
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Ist x € A, so gilt dist(z, A) = 0. Dies ist aber nicht der einige Fall, in dem der
Abstand verschwinden kann. So gilt beispielsweise in R mit der Betragsmetrik

fir A = (0,1) und z = 0 ebenfalls dist(z, A) = 0.

Analog gilt dist(A, B) = 0 fiir Mengen A und B mit AN B # 0, aber dies
ist wieder nicht der einzige Fall, wie man schon aus der Kombination der
vorherigen Bemerkungen schliefen kann.

4.1.2 Folgen und Konvergenz

Im folgenden wollen wir die Konvergenz von Folgen untersuchen. Dazu fiihren
wir den Begriff einer Folge zunéchst formal ein:

Definition 4.1.3. Sei X eine nichtleere Menge. Dann ist eine Folge (z,)nen
in X eine Abbildung N — X, deren Funktionswert im Punkt n € N mit x,
bezeichnet wird.

Manchmal werden wir auch Folgen mit Indexbereich Ny betrachten. Folgen
werden auch mit (z,,),>1 bzw. (z,),>0 bezeichnet. Wir schreiben auch manch-
mal (z,),>1 C X, um auf kurze Weise zu sagen, dass die Folge (x,,)n,>1 in X
liegt.

Die folgenden Definitionen sind von grundlegender Bedeutung fiir den Rest
des Vorlesungszyklus:

Definition 4.1.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,)nen eine Folge
in X. Dann heifit die Folge:

i) beschrdnkt, falls es eine B > 0 und einy € X gibt mit d(z,,y) < B
fiir alle n > 1.

it) Cauchyfolge, falls gilt:

Ve > 03dn. > 1Vn,m > n. : d(zp,, x,) < €.

iii) konvergent, falls es ein x € X g¢ibt, so dass gilt:
Ve > 03n. > 1Vn > n. 1 d(z,,z) < €.

In diesem Fall heiffit x Grenzwert oder Limes der Folge und wir
sagen, dass die Folge gegen x konwvergiert.
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In R ist die Folge, die durch z,, := 1/n definiert ist, wegen
|z, — 0] = [1/n[ <1

beschrénkt, da wir y := 0 und B := 1 wéhlen konnen. Sei nun € > 0. Nach
dem Archimedischen Axiom, siehe Satz 2.4.4, finden wir dann ein n, € N mit
n;! < e. Fiir n > n, folgt dann mit z := 0:

|z, — x| =|1/n| < |1/n| <ce.

Mit anderen Worten ist die Folge auch konvergent, und nach dem etwas
spéteren Satz 4.1.6 damit auch eine Cauchyfolge.

SchlieBlich bemerken wir, dass die Folge z, := n~'/* fiir k € N ebenfalls
gegen 0 konvergiert. Fiir den Beweis nehmen wir mit dem Archimedischen
Axiom ein n. € N mit n-! < ¥ und wiederholen die obige Abschitzung.

Die Folge, die durch z,, := n? definiert ist, weder beschrinkt noch konvergent,
und wie wir in Satz 4.1.6 sehen werden, auch keine Cauchy-Folge.

Reelle Folgen, die gegen 0 konvergieren, werden auch Nullfolgen genannt.
Analog gilt dies fiir Folgen in C oder in normierten Rédumen.

Eine Folge (2, )nen in einem normierten Raum (V/ || - ||) konvergiert gegen ein
x, genau dann wenn
Yn = [|zn — x|

eine reelle Nullfolge definiert. Dies folgt sofort aus der Gleichung
l2n — || = ||z — || - 0]

Im Fall x = 0 sehen wir damit, dass (z,)neny C V' eine Nullfolge ist, genau
dann wenn (||z,||)n>1 eine reelle Nullfolge ist. Dies gilt insbesondere fiir die
Betragsmetrik auf R.

In einem normierten Raum ist eine Folge (7,),en beschrinkt genau dann,
wenn es ein B > 0 gibt mit [|x,|| < B fiir alle n > 1. Die nicht ganz triviale
Richtung folgt hierbei aus ||z,|| < ||z, — yll + [Jy|| < B+ ||y|]| =: B.

Eine konstante Folge (z,),en in einem metrischen Raum (X, d), d.h. eine
Folge mit x,, = «* fiir ein 2* € X und alle n > 1, konvergiert immer gegen
z*, da d(z,,2*) =0 fur alle n > 1 gilt.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine konvergente Folge genau einen Grenz-
wert hat.

Lemma 4.1.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (T,)nen e€ine konver-
gente Folge in X. Dann gibt es genau einen Grenzwert der Folge.
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Wegen des Lemmas 4.1.5 bezeichnen wir den eindeutigen Grenzwert einer
Folge (z,)nen mit lim,, o x,,. Ferner schreiben wir auch z,, — x fiir n — oo,
falls die Folge (x,)nen gegen z konvergiert.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt zwei verschiedene Grenzwerte z und y. Da-
mit gilt € := d(z,y)/2 > 0. Da die Folge gegen x konvergiert, gibt es dann
ein n. > 1 mit

d(xp, x) <€

fiir alle n > n.. Analog gibt es ein m, > 1 mit

d(zn,y) <e

fir alle n > m.. Fiir n := n. + m. haben wir dann n > max{n., m.} und
damit folgt
d(z,y) < d(z,2y) + d(zg, y) <26 =d(z,y).

Damit haben wir einen Widerspruch gefunden. ]

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den 3 Begriffen fiir
Folgen her.

Satz 4.1.6. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,)n,en €ine Folge in X.
Dann gilt:

i) Ist (zp)nen konvergent, so ist (x,)nen eine Cauchyfolge.

ii) Ist (xp)nen eine Cauchyfolge, so ist (x,)nen beschrankt.

Beweis. 1). Sei x der Grenzwert der Folge und € > 0. Dann gibt es ein n. > 1,
so dass fiir alle n > n. die Ungleichung d(z,x,) < /2 gilt. Fiir m,n > n,
haben wir damit

d(n, ) < d(zy, ) + d(z,20) < €/24¢/2 =¢.

ii). Fir € :== 1 gibt es ein n. > 1 so dass d(x,,x,,) < 1 fir alle n,m > n.
gilt. Wir definieren y := z,,_ und

B :=1+max{d(z,,y): 1 <n<n.}.

Fiir n < n. haben wir damit d(z,,y) < max{d(z,y) : 1 <k <n.} < Bund
fir n > n. gilt d(z,,y) = d(zp, z,.) <1 < B. O



94 KAPITEL 4. GRENZWERTE

Die Umkehrungen des Satzes 4.1.6 sind im Allgemeinen falsch.

So ist beispielsweise die Folge (x,)nen C R, die durch z,, := (—1)" fiir alle
n > 1 definiert ist, beschréinkt mit y := 0 and B := 1, sie ist aber keine
Cauchyfolge, da fiir alle n > 1

|20 = Tna| = [(=1)"] - [1 = (1) =2

gilt.

Betrachten wir wieder die Folge, die durch z,, := 1/n definiert ist, so haben
wir bereits gesehen, dass lim z,, = 0 gilt. Damit ist die Folge nach Satz 4.1.6
eine Cauchyfolge. Betrachten wir diese Folge nun in dem Intervall X :=
(0,00), das wieder mit der Betragsmetrik d ausgestattet ist, so ist die Folge
weiterhin eine Cauchyfolge. Sie ist aber in (X, d) nicht mehr konvergent, da
der einzig mogliche Grenzwert x := 0 nicht in X liegt!

Wir werden spater allerdings sehen, dass, im Unterschied zu Q, in R jede
Cauchyfolge konvergent ist.

4.1.3 Konvergenz in den reellen Zahlen

Mit Grenzwerten reeller Zahlenfolgen kann man Rechnen, wie der folgende
Satz zeigt. Man beachte, dass in diesen Satz jeweils gleichzeitig Konvergenz
gezeigt und ein Grenzwert berechnet wird.

Satz 4.1.7. Seien (x,)nen C R und (Yn)nen C R zwei konvergente Folgen.
Dann gilt:
i) Die Folge (x,, + Yn)nen konvergiert und es gilt

lim (z,, + y,) = lim z,, + lim y, .

ii) Die Folge (x,, - Yn)nen konvergiert und es gilt

lim (z, - y,) = lim z, - lim y, .

i) Ist x, # 0 fiir alle n > 1 und lim,, o x, # 0, so konvergiert (x,;")nen

und es gilt

) 1 1
lim —= ——— .
n—00 T, limy, 00 Ty,

w) Ist x, < yp fir allen > 1, so gilt lim, o, < limy, 00 Yn-
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Beweis. Wir wollen exemplarisch nur die Aussagen i) und iv) zeigen. Dazu
seien x := lim,_,o , und y := lim,, o0 Yn.

ii). Da (z,)nen konvergiert, gibt es nach Satz 4.1.6 ein B > 0 mit |z,| < B
fiir alle n > 1. Sei nun € > 0. Dann gibt es n. > 1 und m. > 1 mit
|z, —x| <e/(2ly|+1) fur alle n > n. bzw. |y, —y| < /(2B) fir alle n > m..
Fiir n > max{n., m.} folgt dann

’Inyn - $y| S |xnyn - xny| + |xny - $y| S |J7n| : |yn - y| + |In - :L‘| . |y|

£ £
<B4+ ° .
B op g Y
<€+€_€
_2 2_ )

wobel wir |y|/(2|y| + 1) < 1/2 fiir alle y € R ausgenutzt haben.

iv). Wir nehmen an, dass stattdessen = > y gilt. Wir betrachten dann ¢ :=
(r —y)/2. Dann gibt es n. > 1 und m. > 1 mit |z, — z| < € fiir alle n > n,
bzw. |y, —y| < € fiir alle n > m.. Fiir n > max{n., m.} folgt dann einerseits

x—azng\xn—xl<5:u
2
und damit z,, > (x + y)/2, und andererseits
r—y
Yo=Y Sl —yl<e=——

und damit y,, < (z + y)/2. Zusammen ergibt dies y, < (z +y)/2 < z,, und
damit haben wir einen Widerspruch gefunden. [

Da konstante Folgen konvergent sind, folgt aus i) fiir eine konvergente Folge
(Zp)neny und a € R insbesondere, dass (az,),en konvergent ist mit

lim (- z,) =a- lim x,.
n—oo n—oo

Diese Aussage und i) gelten sogar in allen normierten Raumen, wobei die
Beweise analog zu denen in R sind.

Sind die Annahmen z,, # 0 in i) und z, < y, in w) nur fir alle n > ng
erfiillt, so gelten weiterhin die Aussagen.

Das folgende Korollar ist manchmal ebenfalls niitzlich.

Korollar 4.1.8. Sei (x,)neny C R und k € N. Dann gilt x,, — 0 genau dann,
wenn 8 — 0.
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Beweis. Die Konvergenz 2% — 0 folgt durch (k — 1)-maliges Anwenden von
Satz 4.1.7. Sei umgekehrt ¢ > 0. Dann gibt es ein n. > 1 mit |zF| < &* fiir
alle n > n.. Dies ergibt |z, | < ¢ und damit haben wir z,, — 0 gezeigt. O

Der folgende Satz ist als Vergleichskriterium bekannt. Man beachte dabei,
dass die wesentliche Aussage die Konvergenz der Zwischenfolge (zy,)nen ist:
In der Tat folgt die Gleichheit der Grenzwerte schon direkt aus zweimaligem
Anwenden von Satz 4.1.7 i), falls die Konvergenz von (z,)nen zusitzlich
bekannt ist.

Satz 4.1.9. Seien () nen, (Yn)nen und (z,)nen Folgen, fir die es einng > 1
gibt mit

fir alle n > ng. Konvergieren dann die Folgen (z,)nen und (Yn)nen mit
lim,, o0 @, = limy, o0 Yn, S0 konvergiert auch die Folge (z,)nen und es gilt
lim z, = lim z, = lim g, .

n—00 n—00 n—ro0
Beweis. Wir setzen ¢ := lim,,_,, x,, = lim,,_,, y,. Fiir € > 0 gibt es dann ein
ne > 1 mit |z, —c| < e und |y, — ¢| < € fiir alle n > n.. Fiir diese n gilt dann
auch

m—Cc<yYp—c<|yn—c|<e
und analog ¢ — z, < ¢ —x, < |z, — ¢| < e. Wegen |a| = max{a, —a} folgt
dann zusammengenommen

|zn —c| < €

fir alle n > 1. O

Das folgende Lemma fiihrt die Konvergenz im R? auf die Konvergenz im
Reellen zuriick. Analoge Aussagen gelten auch fiir die Supremumsnorm und
die 1-Norm:

Lemma 4.1.10. Sei (2,),en C R eine Folge und x* € RY. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) x, — x* beziiglich der Betragsmetrik.

ii) Fir allei = 1,...,d konvergiert die Folge (xg))neN der i-ten Koordi-
naten der Folge (x,,)nen gegen die i-te Koordinate x} von x*.

Bevor wir das Lemma beweisen, bemerken wir noch dass damit in C eine
Folge (z,)nen konvergiert genau dann, wenn die Folgen der Real- und Ima-
gindrteile konvergieren.
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Beweis. Unsere Notationen liefern

:U%l) ]
o Tg
Damit gilt
2y — 22 = (2 — 22+ (2D — )2 (4.1.1)

i) = 11). Wir betrachten die i-te Koordinate. Aus der angenommenen Konver-
genz z,, — z* folgt |z, —x*| — 0 und mit Satz 4.1.7 dann auch |z, —x*|*> — 0.
Unsere anfingliche Betrachtung (4.1.1) liefert ferner

0< (2 — 7)< |, — 2.

Das Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9 sichert dann (ng) — ) = 0 und
wegen Korollar 4.1.8 erhalten wir z) — xz; — 0, d.h. z) - x} nach Satz

4.1.7.

ii) = 1i). Die Gleichung (4.1.1) zusammen mit Korollar 4.1.8 und Satz 4.1.7
ergibt |z, — z*|* — 0. Mit Korollar 4.1.8 erhalten wir |z, — z*| — 0 und
damit x, — x* beziiglich der Betragsmetrik. ]

4.1.4 Beispiele konvergenter Folgen in R

Wir fixieren zunéchst ein k£ € Z und definieren die Folge (z,,)nen durch
Ty = nk.

Fir £ = 0 gilt dann z,, = 1 fiir alle n > 1 und damit konvergiert diese

konstante Folge gegen 1. Ist k& > 1, so gilt wegen lim,_,.n" ' = 0 und

Korollar 4.1.8

lim z, =0. (4.1.2)

n—oo

Mit dem Archimedischen Axiom kann man schlieBlich schnell zeigen, dass im
Fall & < 0 die Folge (x,,)neny unbeschrénkt ist.

1

Betrachten wir nun die Folge (z,)nen, die durch z,, := n~"'sinn definiert ist.

Wegen

1 sinmn
—=<
n n

<

SRS

)

sinn __ 0

folgt dann mit dem Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9 lim,, .,
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Lemma 4.1.11. FEs gilt lim,,_,, {/n = 1.

Beweis. Wir betrachten die Folge a,, := /n— 1. Es gilt a,, > 0 fiir allen > 1
und nach dem binomischen Satz gilt fiir alle n > 2

n_ n(n—1) , ~ (n k
n=(an,+1) —1+nan+Tan+;(k>an

wobei der letzte Schritt wahr ist, da wir nichtnegative Summanden wegge-
lassen haben. Es folgt

V2

Ogang_

vn

fiir n > 2 folgt. Damit erhalten wir a,, — 0 mit Hilfe von lim,, ., 1/4/n =0,
von Satz 4.1.7, und dem Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9.

Satz 4.1.7 liefert dann die Behauptung. m

Mit Satz 4.1.7 folgt

1 1 1
lim T2 fim (1+—):1+ lim - =1,
n

n—o0 n n—00 n—oo 1,

wobei die Gleichung von rechts nach links gelesen einen Beweis der Existenz
des Grenzwertes auf der linken Seite liefert, und das anschlieende Lesen der
Gleichung von links nach rechts die Berechnung des Grenzwertes ergibt.

Die Kombination von Satz 4.1.7 mit (4.1.2) ergibt

lim

n—oo

<6n4+3n2+2>2

6n* +3n% +2 )2
Tt +12n3 +6

<nggo Tt +12n3 +6
6+ 3n2+2n74\?
lim

n—oo 7+ 12n-1 4+ 6n—4

wobei die Existenz und die Berechnung des Grenzwertes wie im Vorherigen
Beispiel zu verstehen ist.
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Bevor wir noch die Konvergenz von ein paar weiteren Folgen betrachten
kénnen, bendtigen wir die Folgende Ungleichung, die Bernoulli-Ungleichung
genannt wird.

Lemma 4.1.12. Fiir alle x > —1 und alle n € N gilt
(14+2z)" > 1+ na.

Beweis. Wir beweisen die Ungleichung per Induktion. Der Induktionsanfang
ist durch (1+2)' = (1+1x) > 1+ x gegeben. Angenommen, die Ungleichung
wurde schon fiir ein n gezeigt. Dann folgt

(1+2)" = (1 +2)"(1+x)
> (1+nz)(l+x)
=1+ nx + x + na’
>14+(n+1)x

und nach dem Induktionsprinzip gilt dann die Aussage fiir alle n € N. ]
Lemma 4.1.13. Seia € R und (z,)nen die durch
Ty i=a

definierte Folge. Dann gilt:

i) Fir |a| > 1 ist die Folge unbeschrankt.
it) Fir |a| <1 konvergiert die Folge gegen 0.
iii) Fir a =1 konvergiert die Folge gegen 1.

i) Fir a = —1 ist die Folge beschrinkt aber nicht konvergent.

Beweis. Die Falle 4ii) und iv) wurden schon behandelt.

i). Wir setzen y := |a| — 1. Dann gilt y > 0 und mit der Ungleichung von
Bernoulli folgt

" = (1+y)" = 1+ny.

Geben wir uns nun ein M > 0 vor, so gilt

14+ny>M = n >
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und damit |a™| > M fiir ebensolche n.

ii). Im Fall a = 0 ist die Aussage trivial und daher betrachten wir nur noch
den Fall a # 0.
1

Wir setzen nun y := ks 1. Dann gilt y > 0 und somit folgt mit der Bernoulli-
Ungleichung
1 1
< =
(I4+y)» ~ 1+ny

0< |a"| = |a]” = : Yn.

Wegen y,, — 0 folgt dann mit dem Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9, dass
|a™ — 0| eine Nullfolge ist. Dies impliziert a,, — 0. O

Lemma 4.1.14. Sei a > 1. Dann gilt

lim Va=1.

n—oo

Beweis. Wir definieren uns eine Folge (y,,)nen durch

Es gilt y, > 0 und die Bernoulli-Ungleichung ergibt
a=1+y)">1+ny,.

Insgesamt haben wir damit

““lsy >0,
n
Wegen %1 — 0 folgt dann y, — 0 mit dem Vergleichskriterium aus Satz
4.1.9. Somit erhalten wir /a — 1. O

4.1.5 Monotone Folgen

Wir hatten gesehen, dass die Implikationen des Satzes 4.1.6 im Allgemeinen
keine Aquivalenzen sind. Im folgenden wollen wir jedoch eine Klasse von
beschrinkten Folgen kennenlernen, fiir die aus der Beschrianktheit schon die
Konvergenz folgt.

Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 4.1.15. Fine reelle Folge (x,)nen heifft monoton wachsend,
falls fiir alle n € N die Ungleichung x,.1 > x, gilt. Sie heifit monoton
fallend, falls .1 < x, fir allen € N gilt. Ist eine Folge monoton wachsend
oder monoton fallend, so heifst sie monoton.
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Die Folge, die durch z, := n* fiir £ € N definiert ist, ist monoton fallend,
withrend die durch y,, := (—1)"n"! definierte Folge nicht monoton ist.

Haben wir eine beschriankte Folge (z,,)nen, dann existieren nach dem Supremums-
Axiom sowohl

inf{z, :n > 1} als auch sup{z, :n > 1}.

Ist die Folge zusétzlich monoton, so zeigt der folgende Satz, dass einer der
beiden Werte der Grenzwert von (x,,),en ist.

Satz 4.1.16. Sei (x,)nen €ine monoton wachsende und beschrinkte Folge in
R. Dann konvergiert sie gegen x := sup{x, : n > 1}.

Ist die Folge (¥, )nen monoton fallend und beschrinkt, so ist die durch z,, :=
—y, definierte Folge monoton wachsend und beschrénkt. Sie konvergiert nach
Satz 4.1.16 gegen sup{z, : n > 1}. Damit folgt

nh_)rrolo Yn lim sup{z, :n > 1} =inf{—x, :n > 1}

= inf{y, : n > 1}.

Beweis. Sei € > 0. Da x die kleinste obere Schranke von {x, : n > 1} ist,
kann z — € keine obere Schranke dieser Menge sein. Damit gibt es ein n, € N
mit z,. > = — ¢. Fiir n > n, folgt dann

rT—e<xy, <xp<r<x+e€

und damit haben wir |z — z,| < £ gezeigt. O

Die Folge (z,)nen, die durch

n
1
Ty = 72
k=1

definiert ist, ist monoton wachsend, da alle Summanden nichtnegativ sind.
Wegen

= - = k>2
k? — Y
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und der daraus folgenden Abschétzung

k=1 = k=2 k=2
- . n—1 1 n 1
- k k
k=1 k=2
B 1
N n

erhalten wir auch 0 < z, < 2 fiir alle n > 2. Damit ist die Folge auch
beschrankt und damit nach Satz 4.1.16 konvergent. Allerdings werden wir
den Grenzwert dieser Folge erst viel spéter ausrechnen kénnen.

Die Folge (z,,)nen, die durch

definiert ist, ist monoton wachsend. Wegen

1 1 1

<
Kl 1-2-3(k—1k ~ k(k—1)

fir alle £ > 2 erhalten wir

< . 1 < ~ L <
l‘n_l‘l'l"‘Z(k_—l)k_Q‘l' ﬁ_g’
k=2 k=2

wobei wir letzten Schritt das vorherige Beispiel benutzt haben. Damit gilt
0 <z, <3 fir alle n > 1, d.h. die Folge ist beschrankt. Sie ist damit auch
konvergent und wir bezeichnen ihren Grenzwert als die Eulersche Zahl e,

n

= 1 _ 1
e:= ; s T}LIEOZ; h (4.1.3)

Es gilt, wie wir gerade gezeigt haben, 2 < e < 3. Die Eulersche Zahl ist
uns schon bei der ersten informellen Einfithrung der Exponentialfunktion
begegnet.

Die Folge (z,)nen, die durch

Ty = (1 + l)n (4.1.4)
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definiert ist, ist ebenfalls monoton wachsend und beschriankt. Die Monotonie
folgt dabei aus der Bernoulli-Ungleichung mit = := —# > —1 und

n —(n—1) n n
n 1 1 1 -1
Tn AR (14 LY. n_(n
Tp1 n n—1 n n—1 n

Um zu zeigen, dass die Folge beschrinkt ist, betrachten wir zunéchst die
Abschétzung

(n) 1 nn—1)--(n—k+1)

k)nk knk

L) () (Y

1
ik
1
< —.
Kl

Damit folgt mit dem binomischen Lehrsatz 2.2.7 mit a := % und b :=1

1\" <& /n\1 1
k=0

k=0
Das folgende Lemma zeigt nun, dass die Folge sogar gegen e konvergiert.

Lemma 4.1.17. Es gilt
: "
lim (1 + —) =e.
n—o00 n

Beweis. Sei (xy,)nen die durch (4.1.4) definierte Folge. Wir wissen schon
lim,, , T, < e aus unseren Voriiberlegungen.
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Fir 1 < N <n gilt wegen (4.1.6) und (4.1.5):

EH0-H0D()
2;%(1—%)

Damit erhalten wir

N 1 N N N 1
iz g S (1-7) =2

fiir alle N > 1. Fiir N — oo ergibt dies lim,, .o, z, > e. O

Ist (x,)nen eine reelle Folge, so ist die Folge (y,)nen, die durch

Yn i= SUDP Ty, = SUp{z,, : m >n}, n>1 (4.1.7)

m>n

definiert ist, monoton fallend. Ist (z,)n,eny nun beschrankt, so gibt es ein
B > 0 mit |z,| < B fir alle n > 1. Damit folgt

[Yyn| < sup [2,| < sup |z, < B,
m>n m>1
d.h. die Folge (y,)nen ist ebenfalls beschrénkt. Nach Satz 4.1.16 konvergiert

dann (y,)nen und wir definieren den Limes Superior als

limsup x,, := lim y, = lim sup z,, = inf sup z,, .
n—00 n—00 n—=00 ;y>np n>lp;>n

Definieren wir nun die Folge (z,)nen durch

2p = inf z,,, n>1, (4.1.8)

m>n

so ist diese monoton wachsend und, falls (z,)nen beschriankt ist, ist auch
(2zn)nen beschriankt. Dies erlaubt dann die Definition des Limes Inferior

liminfz, := lim 2, = lim inf z,, = sup inf z,,.
n—00 n—00 n—oo m>n n>1 m>n
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Die Definitionen (4.1.8) und (4.1.7) ergeben sofort
Zn S Tn < Yn, n =1

Satz 4.1.7 liefert dann liminf, , 2z, < limsup,_,. =, und im Falle der
Gleichheit ergibt das Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9 sofort die eine Im-
plikation des folgenden Lemmas:

Lemma 4.1.18. Sei (z,)nen €ine beschrinkte, reelle Folge. Dann konver-
giert die Folge (x,)nen genau dann, wenn liminf, . x, = limsup, .. =p.
In diesem Fall qult

lim x,, = liminf z,, = limsup x,, .
n—0o0 n—oo n—oo

Bewers. Die Implikation “«<” und die Gleichung folgt, wie schon erwéhnt,
aus Satz 4.1.9.

Fiir den Beweis von “=’ nehmen wir liminf, , z,, < limsup,,_, . x, an. Fiir

e := (limsup z,, — liminf z,)/4 > 0
n—o0 n—00

gibt es dann ein n. > 1 mit

inf z,, < liminfx, +¢ (4.1.9)

k> n—00

und

sup x, > limsupz, —¢
k>n n—00

fiir alle n > ng. Damit existieren zu jedem n > n. zwei Indices m, k > n mit

xp < liminfx, + ¢
n—oo

und

Ty > limsupz, — ¢,
n—oo

da z.B. liminf, ,, x, + ¢ wegen (4.1.9) keine untere Schranke der Menge
{z) : k > n} ist. Dies impliziert

|xm —.Tk| > x,, —xp > limsupzx, — e — (1i7£r_l>j£fxn+5) = 9% .
n—o0

Somit ist (z,)nen keine Cauchyfolge und damit auch nicht konvergent. [
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Wir vereinbaren noch einige Sprechweisen zu Zahlenfolgen. Wir sagen, dass
eine Folge (z,)nen divergent ist, falls sie nicht konvergent ist. Wir nennen
eine reelle Zahlenfolge (z,),eny bestimmt divergent gegen oo, falls

VR >03dng > 1Vn>ng:x, > R

gilt. In diesem Fall schreiben wir x,, — oo oder auch lim,,_,,, x,, = 0o. Analog
heifit die Folge bestimmt divergent gegen —oo, falls

VR >0dng > 1Vn>np:x, < —R.

In diesem Fall schreiben wir z,, —+ —oo oder auch lim,,_, z, = —00.

4.1.6 Vollstindigkeit von R

Wir hatten in Satz 4.1.6 gesehen, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfol-
ge ist und anhand von Beispielen haben wir ferner gesehen, dass die Umkeh-
rung im Allgemeinen falsch ist. Der folgende Satz ist daher bemerkenswert.

Satz 4.1.19. Jede reelle Cauchyfolge konvergiert in R.

Beweis. Sei (x,)nen eine reelle Cauchyfolge. Nach Satz 4.1.6 ist die Folge
beschrankt, und nach Lemma 4.1.18 reicht es daher

liminf z,, = limsup z,,
n—00 n—o00

zu zeigen. Wie in (4.1.8) und (4.1.7) schreiben wir dazu

Yn = SUP Ty,
m>n

zp = Inf x,, .
m>n

Damit reicht es lim,, o 2, = lim,, o0 Yn, d.h.

lim (y, —2,) =0 (4.1.10)

n—oo

zu zeigen. Sei dazu € > 0. Dann gibt es ein n. > 1 mit |z, — z,,| < ¢/3 fir
alle n > n.. Sei nun n > n. fixiert. Da y, die kleinste obere Schranke der
Menge {x,, : m > n} ist, gibt es ein m > n mit

T > Yp —€/3.



4.2. KONVERGENZ VON REIHEN 107

Da z, die groBte untere Schranke der Menge {z,, : m > n} ist, gibt es ein
k > n mit
T < zn+€/3.

Damit folgt

0< < T+ = +i< | | + 2 <e
n— 2 < T+ - —2p+ - < |r, -2 — .

>y 3 kT3 k 3

Dies ergibt |y, — z,| < € und damit haben wir (4.1.19) gezeigt. ]

Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge in X
konvergiert.

Der Satz 4.1.19 zeigt, dass R vollstandig ist. Analog zu Lemma 4.1.10 kann
man mit Hilfe von Satz 4.1.19 dann auch zeigen, dass R? beziiglich der Be-
tragsmetrik vollstédndig ist, und das gleiche gilt auch fiir die Supremumsnorm
und die 1-Norm. Im Fall d = 2 sehen wir zudem, dass C vollsténdig ist.

Teilmengen eines vollsténdigen metrischen Raums sind im Allgemeinen nicht
vollstédndig. Wir hatte dies schon fiir die Teilmenge (0, 00) C R im Anschluss
an Satz 4.1.6 gesehen.

4.2 Konvergenz von Reihen

4.2.1 Reihen: Grundlagen

Sei (zx)ren C R eine Folge. Dann heifit die durch

n
sn::E Ty, n>1
k=1

definierte Folge (s, )nen Folge der Partialsummen oder auch Reihe. Kon-
vergiert die Folge (s,)nen, so schreiben wir

o0 n

E T = lim s, = lim E T
n—oo n—oo

k=1 k=1

und sprechen vom dem Wert der Reihe, oder oder auch nur von der Reihe.

In einigen Fillen betrachten wir auch z.B. Folgen (xj)gen,. Die Definition

von
oo
D
k=0
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ist dann analog zu verstehen. Analoge Definitionen sind in allen normierten
R&aumen moglich.

Héaufig kann der Grenzwert von Reihen leider nicht explizit berechnet werden.
Die Konvergenz kann aber meistens nachgewiesen werden. Ein erstes Resultat
in diese Richtung liefert der folgende Satz, dessen erster Teil als Cauchy-
Kriterium bekannt ist.

Satz 4.2.1. Seien (rx)pen C R und N € N. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

i) Die Reihe Y . | x), konvergiert genau dann, wenn gilt:
Ve > 03dn. € NVn,m > n, : ‘Zxk‘ <e. (4.2.1)
k=n

i) Konvergiert die Reihe Y .- | xy, so gilt x;, — 0.

i) Die Reihey - | x), konvergiert genau dann, wenn der Reihenrest > ;- \
konvergiert und in diesem Fall gilt

00 N-1 [e'e)
E T = E T+ E T -
k=1 k=1 k=N

Beweis. i). Fir m,n € N mit m > n gilt:

Damit ist die Folge (s, )nen eine Cauchyfolge genau dann, wenn (4.2.1) gilt.
Die Implikation “=" folgt dann aus Satz 4.1.6 und die Implikation “«<” aus
Satz 4.1.19.

ii). Folgt aus i) durch Betrachtung von n = m.

iii). Fir n > N gilt
n N—-1 n
DT = Q) k)
k=1 k=1 k=N
Fiir n — oo folgt dann die Behauptung. m

Fiir die Implikation “<” in i) wurde die Vollsténdigkeit von R benutzt.
Diese Implikation gilt daher auch/nur in vollstandigen normierten Raumen,
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wéhrend die anderen Implikation in allen normierten Rdumen gelten. Insbe-
sondere gilt der Satz ohne Einschrankung auch fiir Reihen in C.

Der Teil i) aus Satz 4.2.1 ist manchmal niitzlich, um zu zeigen, dass eine
Reihe nicht konvergiert.

AuBlerdem gelten die folgenden Rechenregeln fiir Reihen, die eine einfache
Konsequenz aus Satz 4.1.7 sind.

Lemma 4.2.2. Seien (vg)ken und (yx)ren reelle Folgen, deren Reihen kon-
vergieren. Dann gilt:

i) Die Reihe Y, (x + yi) konvergiert und es gilt

Z(xk +yr) = Zxk -l—Zyk.
k=1 k=1 k=1

i) Fir alle o € R konvergiert die Reihe Y - (o)) und es gilt
S om) =03
k=1 k=1

Viele der Konvergenzkriterien fiir Reihen sind eine direkte Konsequenz des
Cauchy-Kriteriums fiir die Konvergenz von reellen (oder komplexen) Zahlen-
folgen. Eines der konzeptionell einfachsten dieser Kriterien ist das Leibniz-
Kriterium, das wir allerdings, wie unten zu sehen ist, nicht iiber das Cauchy-
Kriterium beweisen.

Satz 4.2.3. Sei (zx)ren C [0,00) monoton fallend mit limy_,o ax = 0. Dann
konvergiert die Reihe

> (-
k=1
Auf die Monotonie der Folge (z)ren kann nicht verzichtet werden. Dies kann

man z.B. an der durch zq, = % und x9y,_1 := 0 definierten Folge (z,)nen im

Zusammenspiel mit der etwas spéter gezeigten Divergenz der harmonischen
Reihe (4.2.2) leicht sehen.

Beweis. Wir betrachten die Folge (s,)nen der Partialsummen

n

Sp 1= Z(—l)kxk.

k=1
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Fiir £ € N gilt dann x99 < T9py1 und damit

S2(k+1) = S2k — Tok+1 + Tokya < Sog -

Damit ist die Folge (sax)ren monoton fallend. Analog zeigt man mit sop,1 =
Sok—1 + Tor — Togr1 > Sop—1, dass die Folge (Sox_1)keny monoton wachst.

Mit dieser Monotonie von (sgx_1)gen und z; > 0 folgt nun
Sok = Sop—1 + T = S1 + T = S1 =1

Damit ist die Folge (sax)ren nach unten beschrénkt, und somit konvergiert
sie nach Satz 4.1.16 gegen ein s € R. Analog zeigt man mit der Monotonie
von (Sor )ken und xy > 0:

Sok—1 = So — X, < Sop < S =T — T

Damit ist die Folge (Saox—1)keny nach oben beschréankt und nach Satz 4.1.16
gegen ein s~ € R.

Ferner gilt mit Satz 4.1.7

sT— s~ = lim sy, — lim s9p_1 = lim (Sop — Sop_1) = lim 29, = 0.
k—o0 k—o0 k—o00 k—o0

Wir schreiben daher s := st = s~ fiir den gemeinsamen Grenzwert.
Sei nun € > 0. Dann gibt es ein k. > 1 mit
|s — soi| < € und |s — sor_1| < €

fir alle k > k.. Fiir n. := 2k. und n > n. erhalten wir dann |s — s,| < € und
damit konvergiert (s, ),en gegen s. O

4.2.2 Beispiele

Es gilt die geometrische Summenformel

ZnJrl -1

n

E zk:—,
z—1

k=0

wie man leicht durch Ausmultiplizieren

n n n n+1 n
(Z_l)E:ZkZE:Zk+1_§:zk:§:zk_§:zk
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
— Zn+1 _ 1

zeigt. Wir bilden den Grenzwert fiir n — oo und erhalten:
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Lemma 4.2.4. Die geometrische Reihe ) ;- 2% ist konvergent fiir alle
|z| < 1 und erfillt

o0
> =

k=0

FEbenso ist die geometrische Reihe fir alle |z| > 1 divergent.

Fiir die harmonische Reihe gilt

Z% (4.2.2)

d.h. sie ist bestimmt divergent gegen oo. Dazu schétzen wir bestimmte Par-
tialsummen nach unten ab:

il 1+ +1+1+1+1+1+1+ + ! + . +1
ko 3 4 5 6 7 8 2m1 41 om
k=0 —— — v ~

>3 >3 >3

m
>1+5—>OO

fiir m — oo. Da die Folge aller Partialsummen monoton wéchst, folgt die
gewiinschte bestimmte Divergenz. Insbesondere impliziert die Konvergenz
xr — 0 nicht die Konvergenz der zugehérigen Reihe!

Die alternierende harmonische Reihe

> % (4.2.3)

k=1
konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium 4.2.3.

Die beiden Reihen

= 1 =1

>z und D%

k=1 k=0
konvergieren. Dies hatten wir schon im Abschnitt 4.1.5 gesehen.

4.2.3 Absolute Konvergenz

Die folgende Definition fiihrt eine weitere Konvergenz von Reihen ein, die
sich als wichtig herausstellen wird.



112 KAPITEL 4. GRENZWERTE

Definition 4.2.5. Sei (z)ken eine reelle Folge. Dann sagen wir, dass die
Reihe Y. | ), absolut konvergiert, falls die Reihe

o0

> Jax

k=1

der Betrdge konvergiert.

Konvergiert die Reihe "7 | x) absolut, so gibt es nach dem Cauchy-Kriterium,
siehe Satz 4.2.1, zu jedem ¢ > 0 ein n. > 1, so dass fiir m > n > n, gilt

m m
k=n k=n

Erneutes Anwenden von Satz 4.2.1 zeigt dann, dass die Reihe ), | x) auch
konvergiert.

Mit anderen Worten: Jede absolut konvergente Reihe ist auch konver-
gent. Die Umkehrung gilt nicht, wie man anhand der alternierenden harmo-
nischen Reihe sehen kann.

Der folgende Satz ist als Majoranten-Kriterium bekannt.

Satz 4.2.6. Seien (vg)ren und (ag)ren 2wei reelle Folgen mit |xy| < ay fir
alle k € N. Fulls die Reihe

o
D

k=1

konvergiert, konvergiert die Reihe
>
k=1

absolut und es qilt

0o 00 )
Dok <D lul <D ar.
k=1 k=1 k=1

Der Satz gilt analog fiir Reihen ) ;- x; in C. Der Beweis ist analog zu
fithren.
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Bewers. Wir setzen a := 220:1 ar. Dann existiert zu jedem € > 0 ein n. € N
mit

<e,

n
E ap — a
k=1

fir alle n > n.. Mit Teil iii) aus Satz 4.2.1 folgt fir solche n:

Damit folgt aber fiir m,n > n. die Abschétzung

m m o
Z |2y | < Z ap < Z ap < ¢,

k=n-+1 k=n+1 k=n+1

da die Folge der Partialsummen der Reihe ) 7° | a; monoton wachsend ist.
Das Cauchy-Kriterium aus Satz 4.2.1 liefert dann die absolute Konvergenz
der Reihe Y 77 | xy.

Weiterhin gilt

n n n )
Doan <l <D an <) a
k=1 k=1 k=1 k=1

und fiir n — oo folgen dann die beiden Ungleichungen aus der Monotonie
von Grenzwerten. O

Um ein Beispiel zu betrachten, fixieren wir ein o > 2. Dann gilt k= < k=2
fiir jedes k > 1 und damit konvergiert die Reihe

=1
P
k=1

absolut nach dem Majoranten-Kriterium und der schon im Abschnitt 4.1.5

bewiesenen Konvergenz von » -, klz

Sei (x)ren eine reelle Folge. Dann heifit die zugehorige Reihe unbedingt
konvergent, falls fiir jede Bijektion 7 : N — N die umgeordnete Reihe

0o
Z Tr(k)
k=1

konvergiert. Man kann zeigen, dass in R eine Reihe genau dann absolut kon-
vergent ist, falls sie unbedingt konvergent ist. Der folgende Satz liefert ins-
besondere die eine Richtung dieser Aquivalenz:
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Satz 4.2.7. Sei (xy)ren eine reelle Folge, deren Reihe absolut konvergiert.
Dann konvergiert die Reihe auch unbedingt und fiir jede Bijektion m : N — N
qilt

Z[Ek = Z{l?ﬂ(k) . (4.2.4)
k=1 k=1

Beweis. Sein : N — N eine Bijektion. Fiir n € N setzen wir M := max{n(1),...

Dann gilt

n M 00
D el Y lwel <l
k=1 k=1 k=1

und damit folgt auch Y 77| |Z-a)| < D pey |z < co. Damit konvergiert die
umgeordnete Reihe absolut und ihre Konvergenz folgt.

Anwenden der letzten Ungleichung auf die Inverse 77! : N — N liefert

) 0 0
Z |I’k| - Z |:L‘7r*107r(1c)| S Z |x7r(k:)| )
k=1 k=1 k=1

so dass wir insgesamt

D k] =D ) (4.2.5)
h=1 h=1

gezeigt haben.
Um (4.2.4) zu zeigen, definieren wir jetzt
z = max{wy, 0},
x, := —min{xzy, 0} .
Dies ergibt zi© > 0, und die Zerlegungen z), = z; — z;, und |z}| = 7} + 7.

Nach dem Majoranten-Kriterium mit ag := |z konvergieren dann die Rei-
hen > 07z und Y7 @, absolut und wegen |mk| = mk liefert doppeltes
Anwenden unsere Voriiberlegung (4.2.5):

o0 o0 o0 o0
+ - + _ -
Z L (k) Z Lk = Z L Z Ly, -
k=1 k=1 k=1 k=1

Ferner gilt

Z Lr(k) = Z Z Ly Z Lok
k=1 k=1 k=1

und eine analoge Rechnung liefert Y o ap = Y po 2 — > pey 25 - O
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Falls eine Reihe Y 7, x; allerdings nicht unbedingt konvergiert, zeigt der
Riemann’sche Umordnungssatz, dass fiir jedes + € R U {—00, 00} ei-
ne Bijektion 7 : N — N existiert, so dass die umgeordnete Reihe gegen x

konvergiert, d.h.
Z Trk) = T -
k=1

Mit anderen Worten: Das Umordnen von Reihen nur fiir absolut kon-
vergente Reihen ungefihrlich.

Absolute Konvergenz kann man auch in normierten Rdumen definieren, in-
dem man Betrége durch Normen ersetzt. In vollstdndigen, normierten Rdumen
ist dann jede absolut konvergente Reihe auch unbedingt konvergent, die Um-
kehrung gilt allerdings nur noch im Falle endlicher Dimension des Raums,
wie aus dem Satz von Dvoretzky-Rogers folgt.

Typische Vergleichsreihen fiir das Majoranten-Kriterium sind geometrische
Reihen, siche Lemma 4.2.4. Mit diesen erhalten wir zwei oft nutzbare Kon-
vergenzkriterien. Das erste ist als Quotienten-Kriterium bekannt.

Satz 4.2.8. Sei (zy)ren eine reelle Folge mit x, # 0 fir alle k > 1. Gilt
dann

’$k+1’

lim sup <1,

k—o0 |93k;\

so konvergiert die Rethe Y - xp absolut. Gilt andererseits

lim inf k41

>1,
k—o00 |{L‘k|

so divergiert die Rethe Y, | .

Der Satz gilt analog fiir Reihen in C. Der Beweis ist ebenfalls analog zu
fithren.

|I‘k+|1\ _
Tk
Wir schreiben ¢ := und ¢ := g — G. Dies ergibt ¢ € (¢,1) und ¢ > 0.
Damit gibt es ein n. > 1 mit

Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Aussage. Sei dazu ¢ := lim sup;_,
g+1
2

fiir alle n > n.. Mit Induktion ergibt dies

|Tnpr| < |, | - qk =i ag
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fur alle £ > 1. Da die Reihe > ;7 ax nach Lemma 4.2.4 konvergiert, folgt
nach Satz 4.2.6 die absolute Konvergenz der Reihe } )° . Dies impliziert
die absolute Konvergenz der Reihe >/, x, siche Satz 4.2.1.

Fiir die zweite Aussage nutzen wir entsprechend, dass ¢ > 1 und n. > 1
existieren mit

P

k>n |[Ek|

fir alle n > n.. Mit Induktion erhalten wir dann

|xn£+k| Z |l’ns| : qk

fir alle £ > 1. Wegen x,,_ # 0 ist daher (x,),en keine Nullfolge und Satz
4.2.1 ergibt die Divergenz. O]
Die Reihe

k

> z
> o (4.2.6)
k=0

konvergiert absolut fiir alle z € C. Fiir z = 0 ist dabei nichts zu zeigen, und
fiir alle anderen z € C nutzen wir das Quotienten-Kriterium: Es gilt
e R
(E+1)! |z]F  k+1

—0

fiir kK — oo und damit gilt dies auch fiir den Limes Superior, siche Lemma
4.1.18. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt dann aus dem Quotienten-
Kriterium.

Das zweite Kriterium, das im folgenden Satz vorgestellt wird, ist als Wurzel-
Kriterium bekannt. Auch diese Kriterium ist nur fiir R formuliert, es gilt
aber ohne Einschrankung auch in C.

Satz 4.2.9. Sei (xy)ren eine reelle Folge. Gilt dann

limsup v/|zx| < 1,

k—o0

so konvergiert die Reihe Y, x) absolut. Gilt andererseits
lilgn inf /|zg| > 1
—00

so divergiert die Reihe Y - | .
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Beweis. Wir zeigen wiederum zuerst die erste Aussage. Nach Voraussetzung
existiert ein n. > 1 und ein ¢ < 1 mit

Viekl < q

fiir alle & > n.. Damit folgt aber direkt |zy| < ¢* fiir alle k > n.. Aus der
Konvergenz der geometrischen Reihe folgt dann die absolute Konvergenz von
Zzozni x mit Hilfe des Majoranten-Kriteriums.

Fiir die zweite Aussage nutzen wir entsprechend, dass n. > 1 und ¢ > 1
existieren, so dass /|zx| > ¢ fiir alle k& > n. gilt. Damit folgt |z, > ¢*
fiir alle & > n,. und die Reihenglieder bilden keine Nullfolge. Also folgt die
Divergenz. [

Fiir z € C konvergiert die Reihe
>k
k=1
genau dann, wenn |z| < 1. Dazu bemerken wir zunéchst, dass Lemma 4.1.11

VE|z|F = |2|VE — |2, k — oo

liefert. Das Wurzel-Kriterium ergibt Konvergenz fiir |z| < 1 und Divergenz
fir |z| > 1. Fiir |z| = 1 liefert das Kriterium keine Aussage, jedoch sieht man
den Reihengliedern direkt an, dass diese auch hier keine Nullfolge bilden.

4.2.4 Wie grof} ist R?

Wir hatten in Kapitel 2.2 die Gréfe von endlichen Mengen beschrieben. Ins-
besondere haben wir dort definiert, dass eine Menge A unendlich ist, falls es
eine injektive Abbildung N — A gibt.

Im folgenden heifit eine unendliche Menge A abzihlbar, falls es eine Bijek-
tion N — A gibt, ansonsten heifit sie iiberabzéhlbar. Schliellich heifit eine
Menge héchstens abzéhlbar, falls A entweder endlich, oder abzéhlbar ist.

Offensichtlich ist N abzédhlbar, und es ist auch Z abzéhlbar, denn wir kénnen
die z.B. Bijektion

0 falls n =1
n— <k falls n =2k fir k € N
—k fallsn=2k+1fuirkeN
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Abbildung 4.1: Links: Konstruktion einer Bijektion N — A x B. Die 1
wird auf (aq,by) abgebildet, danach werden die Tupel (a;, b;) geméf der ro-
ten Pfeilrichtungen abgezéhlt, d.h. wir betrachten die Abbildung N — A x B
mit 2 — (ag, b1), 3 — (a1, b2), 4 — (a1, bs) usw.. Rechts: Beweisidee von Satz
4.2.11. Die Zahlen sq, s, ... werden in ihrer Dezimaldarstellung untereinan-
der aufgeschrieben. Dann wird die n-Ziffer z, der n-ten Zahl s; verédndert.
Beispielsweise wird die Ziffer um 1 erhoht, falls sie kleiner als 8 ist und
ansonsten auf 0 gesetzt. Dies ergibt die blaue Zahl in der obersten Reihe.
Diese kann nicht in der Menge {s, : n > 1} enthalten sein, weil sie sich nach
Konstruktion von jeder dieser Zahlen an mindestens einer Nachkomma-Stelle
unterscheidet.

betrachten.

Man kann zeigen, dass jede Teilmenge einer hochstens abzdhlbaren Menge
wieder hochstens abzéhlbar ist. Zusammen mit dem folgenden Satz zeigt dies,
dass Q abzéhlbar ist.

Satz 4.2.10. Seien A und B abzdihlbare Mengen. Dann ist A x B abzdhlbar.

Beweis. In Abbildung 4.1 ist eine Bijektion N — A x B skizziert. Dabei

werden die Bijektionen N = A mit 7 — a; und N — B mit j — b; bezeichnet.
O

Die rationalen Zahlen hatten wir mit Hilfe des Supremums-Axioms zu den
reellen Zahlen aufgefiillt, wobei es unser Ziel war, die “Liicken” zu schliefen.
Waren es wenige Liicken, d.h. sind die reellen Zahlen auch abzéhlbar?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir Reihen der Form

o0

> 107", (4.2.7)

k=1



4.2. KONVERGENZ VON REIHEN 119

wobei 2 € {0,1,...,9}. Setzen wir a; := 9-107, so erhalten wir z;,-107% < a,,
fiir alle £ > 1 und das Majoranten-Kriterium ergibt

0 < L10% <9 (—) —of —— 1) =1.
—;Z’“ = ; 10 (1—1/10 >

Mit anderen Worten hat jede dieser Reihen einen Wert zwischen 0 und 1,
und man kann sogar zeigen, dass sich jede reelle Zahl in [0, 1] auf diese Weise
darstellen lasst.

Satz 4.2.11. Das Intervall [0,1] und R sind nicht abzihlbar.

Beweis. Wir betrachten die Menge M aller Zahlen der Form (4.2.7), wobei
wir nur die “Ziffern” z, € {0,1,...,8} zulassen. Dies sichert die Eindeutigkeit
der Darstellung jeder Zahl in M, den Beweis hiervon lassen wir aber aus.

Wenn R abzéhlbar wire, wire [0, 1] abzdhlbar und damit auch M. Wir neh-
men dann eine beliebige Abbildung N — M mit n — s,. In Abbildung 4.1
ist dann illustriert, warum diese Abbildung nicht surjektiv ist. ]
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Kapitel 5

Stetige Funktionen

5.1 Stetigkeit

5.1.1 Stetigkeit und Folgenstetigkeit

Funktionen, bei denen dhnliche Eingabewerte zu dhnlichen Ausgabewerten
fithren, werden stetig genannt. Die folgende Definition fithrt diesen intuitiven
Ansatz mathematische prézise ein:

Definition 5.1.1. Seien (X, dy) und (Y,ds) zwei metrische Raume, f : X —
Y eine Abbildung und xo € X. Dann heifst f stetig in xq, falls gilt:

Ve > 036 > 0V € X : di(z,20) <0 = da(f(2), f(z0)) <e.
Ist f in allen Punkten xo stetig, so heifst f stetig.

Ist X C Y und stimmen die beiden Metriken d; und dy auf X iiberein, so
ist die Inklusionsabbildung idyy : X — Y stetig, denn wir kénnen zu jedem
e > 0 einfach ¢ := ¢ wihlen.

Ist f: X — Y eine konstante Funktion, d.h. es gibt ein yo € Y mit f(z) = yo
fiir alle x € X, so ist f stetig, denn wir konnen zu jedem ¢ > 0 ein beliebiges,
von € unabhéngiges ¢ > 0 wéhlen.

Fir A C R ist 14 i.A. nicht stetig. Fir A := [0,00) ist z.B.  := 0 eine
Unstetigkeitsstelle. Fiir A := Q ist die Funktion 14 in keinem Punkt stetig!

Die Stetigkeit kann auch mit Hilfe von Folgen ausgedriickt werden. Dies ist
der Inhalt des folgendes Satzes:

Satz 5.1.2. Seien (X, dy) und (Y,ds) zwei metrische Riume, f : X — Y
eine Abbildung und xo € X. Dann sind dquivalent:

121
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i) f ist stetig in xq.

ii) f ist folgenstetig in xq, d.h. fir alle Folgen (z,)neny C X mit x, — xq
gilt f(xn) = f(o).

Ist f stetig, so lasst sich die Aussage des Satzes 5.1.2 informell auf die Formel

f(lim x,) = lim f(x,)

n—oo n—oo

fiir alle konvergenten Folgen (z,,),eny € X bringen. Mit anderen Worten: Die
Stetigkeit erlaubt es, Grenzwert-Bildung und Funktions-Anwendung
zu vertauschen.

Entsprechend eingeschrénktere Aussagen gelten natiirlich auch fiir die Ste-
tigkeit in einem Punkt xg.

Beweis. 1) = ii). Sei € > 0 und (z,)neny C X eine Folge mit z,, — xo. Da f
stetig in x ist, gibt es dann ein 6 > 0 mit

di(z,20) <6 = do(f(2), f(z0)) <e

fiir alle x € X. Wegen z,, — xy gibt es dann ein n* > 1 mit dy(z,,z) < 0
fiir alle n > n*. Damit haben wir also da(f(x,), f(z0)) < € fiir alle n > n*,
d.h. wir haben f(z,) — f(x¢) gezeigt.

ii) = 1). Hier zeigen wir die dquivalente Aussage —i) = —ii). Dementspre-
chend ist f nicht in xg stetig und damit ist die folgende Aussage wahr:

Je > 0V > 03z € X : di(z,m9) < 6 Ada(f(2), fz0)) > €.

Wir fixieren dieses €. Fiir n € N gibt es dann zu §,, := 1/n ein z,, € X mit
di (@, 9) < &, und do(f (), f(0)) > €.

Wegen 6,, — 0 sichert unsere Konstruktion d;(z,,z9) — 0 nach dem Ver-
gleichskriterium, siehe Satz 4.1.9, d.h. x,, — x. Andererseits gilt aber auch
do (f(2), f(xo)) > € fiir alle n > 1, und damit kann (f(z,))sen nicht gegen
f(xo) konvergieren. Damit ist f nicht folgenstetig in zg. O

Die Kombination der Sétze 5.1.2 und 4.1.7 liefert sofort das folgende Korollar:

Korollar 5.1.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum, f,g: X — R Funktionen,
die in xo € X stetig sind und o, € R. Dann sind auch die Funktionen
af + Bg und f - g in xy stetig.
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Das obige Korollar zeigt insbesondere, dass die Menge
C(X,d) = {f X = R|f stetig}

ein Vektorraum ist. Da wir ferner schon wissen, dass die Abbildungen = +— a
und z — z als Abbildungen R — R stetig sind, sind alle reellen Polynome
ebenfalls stetig. Die gleiche Aussage gilt fiir komplexe Polynome.

Die Kombination der Satze 5.1.2 und 4.1.7 liefert zudem das folgende Korol-
lar:

Korollar 5.1.4. Seien (X1,d;), (Xa,d2) und (Xs,ds) metrische Riume, so-
wie [ Xy — Xo und g : Xo — X3. Ist dann f in xq stetig und g in
yo := f(wo) stetig, so ist go f: X1 — X3 in xq stetig.

5.1.2 Holder- und Lipschitz-Stetigkeit

Laut Definition ist eine Funktion X — Y stetig, falls die folgende Aussage
wahr ist:

Vo € XVe > 036 > 0V’ € X : di(z,2) <§ = do(f(2), f(2))) <e.

Damit héngt J potentiell sowohl von z als auch von € ab. Die folgenden Defi-
nitionen heben die Abhéngigkeit von x auf und spezifizieren die Abhéngigkeit
von € genauer.

Definition 5.1.5. Seien (X,d;) und (Y, ds) zwei metrische Riume und f :
X =Y eine Abbildung und o € (0, 1]. Dann heifst f:

i) gleichmdf$ig stetig, falls gilt:
Ve > 036 > OVz, 2’ € X 1 dy(z,2') < § = daof(2), f(2')) <e.
it) a-Hdlder-stetig, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass fir alle

x, 2 € X gilt:
do(f(2), f(a')) < cdf(a,2').

iii) Lipschitz-stetig, falls f 1-Hélder-stetig ist.

Ist eine Funktion a-Holder-stetig, so ist sie auch gleichméfig stetig, denn
definieren wir fiir € > 0 die GroBe 0. > 0 durch ¢62 := ¢, so gilt fiir z,2" € X
mit dy(z,2") < J. die Abschétzung

do(f(z), f(2') < cdf(z,2) <6 =¢
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Es gibt aber gleichméflig stetige Funktionen, die nicht Holder-stetig sind.
Als Beispiel kann die Funktion f : [0,1/2] — R mit f(0) := 0 und f(z) :=
—1/In(z) fir z € (0,1/2] dienen. Einen Beweis iiberspringen wir.

Ist eine Funktion gleichméfig stetig, so ist sie offensichtlich auch stetig. Die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, wie z.B. f : R — R mit f(z) := x?
zeigt. Wir werden spéter aber noch sehen, dass fiir stetige Funktionen, die
auf abgeschlossenen Intervallen definiert sind, die Umkehrung gilt.

Ist (V,]]-]|) ein normierter Raum, so ist die Norm ||| : V' — [0, 00) Lipschitz-
stetig, denn fiir z, 2" € V' zeigt ja die umgekehrte Dreiecksungleichung;:

[l = ll2ll] < llz = 2|l

5.1.3 Funktionsgrenzwerte

Seien (X, d;) und (Y, ds2) zwei metrische Raume, f : X — Y eine Abbildung
und zy € X. Konvergiert dann fiir jede Folge (x,)neny mit z, — x und
x, # xg fiir alle n > 1 die Folge (f(x,))n>1 gegen ein und dasselbe yy € Y,
so schreiben wir

lim f(z) =yo.

T—T0

Aquivalent dazu ist die Aussage
Ve > 030 > OVx € U(xo,9) \ {0} : f(z) € U(f(x0),¢).

Der Beweis, der analog zu dem von 5.1.2 zu fiithren ist, wird iibersprungen.
Man beachte, dass i.A. nicht yo = f(zo) gelten muss. Genauer gesagt ist

Jim f(z) = f(z0)

aquivalent zur Stetigkeit von f in z.

In R konnen wir diese Definitionen noch etwas verfeinern. Sei dazu z.B. f :
la,b) — R eine Funktion. Gibt es ein y € R, so dass fiir jede Folge (x,,)nen C
la,b) mit z, — b gilt f(z,) — y, so ist der linksseitige Grenzwert

lim f(z)=y.

Analog definieren wir den rechtsseitigen Grenzwert lim, ..+ f(z) = y
fiir Funktionen f : (a,b] — R. Die gleichen Notationen werden auch fiir
Punkte xy im Definitionsbereich von f verwendet, wenn nur eine einseitige
Approximation von zq erlaubt sein soll. Es gilt

lim f(z) =y

T—T0
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genau dann, wenn die links- und rechtsseitige Grenzwerte existieren und

5.2 Hauptsitze iiber stetige Funktionen

5.2.1 Zwischenwertsatz

Im folgenden wollen wir den Wertebereich von stetigen Funktionen f : [a, b] —
R untersuchen. Wir beginnen mit dem sogenannten Nullstellensatz von
Bolzano.

Satz 5.2.1. Sei f : [a,b] — R stetig mit

fla) <0 < f(b).

Dann ezistiert ein xg € (a,b) mit f(zo) = 0.

Beweis. Wir betrachten einen Beweis, der auch als Grundlage fiir einen Al-
gorithmus zur Nullstellensuche dienen kann. Dazu definieren wir zwei Folgen
(an)neny und (b,)pen rekursiv wie folgt: Fiir n = 1 setzen wir a; := a und
by :=b. Es gilt dann offensichtlich f(a;) < 0 und f(by) > 0.

Haben wir die beiden Folgen fiir n > 1 schon definiert, so betrachten wir
zunichst den Mittelpunkt ¢, := (a, + b,)/2 des aktuellen Intervalls [a,,, b,,].
Gilt f(c,) = 0, so haben wir eine Nullstelle gefunden, und eine weitere Kon-
struktion eriibrigt sich. Im Fall f(c,) < 0 setzen wir

Qpi1 = Cp und bpi1 = by
und im Fall f(¢) > 0 setzen wir

Qpi1 '= Qp und bpi1:=cCp .

Da der Mittelpunkt ¢, immer a,, < ¢, < b, erfiillt, ist die Folge (a,)nen mo-
noton wachsend und die Folge (b,,)nen ist monoton fallend. Beide Folgen sind
auBerdem beschriankt, da sie im Intervall [a, b] liegen, siche auch Abbildung
5.1. Nach Satz 4.1.16 konvergieren daher beide Folgen. Ferner gilt

bp — ap = (b—a)-2""", n>1,

wie eine einfache Induktion zeigt. Damit folgt lim,, (b, — a,) = 0 und mit
Satz 4.1.7 schliefen wir zg := lim,,_,o @,, = lim,, s, b,,.
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Abbildung 5.1: Beweis von Satz 5.2.1 mit Intervall-Halbierung fiir die griine
Funktion f : [0,1] — R. Links: Das Anfangsintervall mit a; := a = 0 und
by := b = 1. Mitte: Die erste Intervall-Halbierung: Es wird f(c;) fiir den
Mittelpunkt des aktuellen Intervalls ¢; := (a; + b1)/2 betrachtet. Da f(c;) <
0 ist, wird as := ¢; und by := b; gesetzt. Rechts: Die néchste Intervall-
Halbierung: Es wird f(cq) fiir den Mittelpunkt des aktuellen Intervalls ¢y 1=
(ag + by)/2 betrachtet. Da f(cq) > 0 ist, wird diesmal a3 := ay und by := ¢z
gesetzt.

Offensichtlich gilt =y € [a,b]. Ferner sichert unsere Konstruktion sowohl
f(a,) < 0 als auch f(b,) > 0 fiir alle n > 1. Mit der Folgen-Stetigkeit
und Satz 4.1.7 erhalten wir daher f(x¢) = lim, oo f(an) < 0 und f(zg) =
lim,, oo f(b,) > 0 und damit f(xzq) = 0. Dies schliefit g = @ und xy = b aus.

[

Mit Hilfe des Nullstellensatzes konnen wir nun den folgenden Zwischen-
wertsatz einfach beweisen.

Satz 5.2.2. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und seien
Y« = min{ f(a), f(b)} und y* = max{f(a), f(b)}.
Dann gibt es zu jedem y € (y«,y*) ein x € (a,b) mit f(z)=1y.

Beweis. Seiy € (y«,y*). Im Fall f(a) < f(b) erfiillt die Funktion g : [a,b] —
R, die durch g(z) := f(x) — y definiert ist, sowohl

gla) = fla) —y=y.—y <0

als auch g(b) = f(b) —y = y* —y > 0. Da g auch stetig ist, gibt es nach Satz
5.2.1 ein x € (a,b) mit g(z) = 0. Dies ergibt f(z) = y.

Im Fall f(a) < f(b) betrachtet man stattdessen die durch h(z) =y — f(z)
definierte Funktion und wiederholt die Argumentation. O
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5.2.2 Teilfolgen

Um weitere Eigenschaften von stetigen Funktionen herzuleiten, ist der Begriff
von Teilfolgen sehr niitzlich. Konzeptionell passt dieser eher ins Kapitel 4.

Definition 5.2.3. Sei (a,)nen €ine Folge und (ny)ren C N eine streng wach-
sende Folge. Dann heif$t (a,, )ren Teilfolge von (a,)nen.

Jede Folge ist Teilfolge von sich, es gibt aber natiirlich auch “echte” Teilfol-
gen: Fiir die durch a, := (—1)" definierte Folge ist beispielsweise (ag,)nen
eine echte Teilfolge. SchliefSlich ist jede Teilfolge einer Teilfolge auch eine
Teilfolge der urspriinglichen Folge.

Konvergiert eine Folge (a,,)nen gegen ein a, so konvergiert auch jede Teilfolge
von ihr gegen a, wie ein einfaches Anwenden der Definitionen zeigt. Haben
wir umgekehrt eine Folge (a,,)nen, fiir die jede Teilfolge konvergiert, so ist die
Folge selber schon konvergent, da sie ja eine Teilfolge von sich selbst ist.

Fiir reelle Folgen kénnen wir Teilfolgen mit zusétzlichen Eigenschaften kon-
struieren. Dies ist das Ergebnis der folgenden beiden Sétze:

Satz 5.2.4. Sei (a,)nen eine reelle Folge. Dann existiert eine monotone Teil-
folge von (ap)nen.

Beweis. Ein Folgenglied a,, heifit Gipfelstelle, falls a,, > a,, fiir alle n > m
gilt.

Falls es unendlich viele verschiedene Gipfelstellen a,, gibt, konnen wir durch
sukzessives Wahlen der kleinsten verbleibenden Indizes m; die Sortierung
ny < ng < ng < ... herstellen. Die resultierende Folge (ay,, )ren ist dann
monoton fallend.

Falls es nicht unendlich viele Gipfelstellen gibt, gibt es ein ny, so dass a,, fiir
alle m > ny keine Spitze ist. Da a,, keine Gipfelstelle ist, gibt es ein ny > ny
mit a,, < a,,. Da a,, auch keine Gipfelstelle ist, gibt es ein ng > ny mit
ap, < an,. Rekursiv erhalten wir somit eine monoton wachsende Teilfolge

(@nk)keN- ]

Der folgende Satz ist als Satz von Bolzano-Weierstrafl bekannt.

Satz 5.2.5. Sei (a,)nen eine reelle und beschrankte Folge. Dann existiert
eine konvergente Teilfolge von (ap)nen-

Beweis. Nach Satz 5.2.4 existiert eine monotone Teilfolge von (a,,),en. Diese
ist ebenfalls beschréankt, und damit konvergent nach Satz 4.1.16. ]
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Ein metrischer Raum (X, d) heifit folgenkompakt, falls es zu jeder Folge
(Zn)neny C X ein z € X und eine Teilfolge (z,, )ren gibt mit z,, — .

Satz 5.2.5 zeigt, dass die Intervalle [a, b] folgenkompakt sind, da jede Folge
(n)nen in einem solchen Intervall beschriankt ist und Grenzwerte = von kon-
vergenten Teilfolgen (z,, )ren wegen Satz 4.1.7 die Ungleichungen a < x <b
erfiillen miissen.

Durch sukzessives, komponentenweises Anwenden der obigen Argumentation
kann man zeigen, dass z.B. auch Megen der Form [—a, a]? oder B(0,r) folgen-
kompakt sind. Offene, nichtleere Intervalle sind dagegen nie folgenkompakt.

5.2.3 Stetige Umkehrfunktionen

Die folgende Definition beschreibt das Verhalten bestimmter reeller Funktio-
nen.

Definition 5.2.6. Eine Funktion f : [a,b] — R heifst:

i) monoton wachsend, falls fiir alle x,,xs € [a,b] gilt
r1<xe = f(r1) < flag).
Entsprechend sagen wir sie sei monoton fallend, falls
r1<x9 = f(z1)> flag).
ii) streng monoton wachsend, falls fir alle x1, x5 € [a,b] gilt
T <z = f(z1) < f(22).
Entsprechend sagen wir sie sei streng monoton fallend, falls

T <zo = f(21) > f(22).

Konstante Funktionen sind sowohl monoton wachsend als auch fallend, aber
weder streng wachsend noch streng fallend. Die Funktion x + x ist auf jedem
Intervall [a, b] streng wachsend, und die Funktion = + 22 ist auf [—1, 1] weder
wachsend noch fallend.

Ist f (streng) wachsend, so ist —f (streng) fallend, und umgekehrt. Ferner
sind streng monotone Funktionen automatisch injektiv.

Der folgende Umkehrsatz zeigt, dass streng monotone, stetige Funktionen
eine stetige Umkehrfunktion besitzen.
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Satz 5.2.7. Sei f : [a,b] — R streng monoton wachsend und stetig. Dann
existiert zu jedem y € [f(a), f(b)] genau ein x € [a,b] mit f(x) = y. Insbe-
sondere existiert damit die Umkehrfunktion

[ y) =2

auf [f(a), f(b)]. Diese ist streng monoton wachsend und stetig.

Beweis. Da f(a) < f(b) ist, ist die Existenz von x € [a,b] mit f(z) = y nach
dem Zwischenwertsatz 5.2.2 gesichert. Die Eindeutigkeit von x folgt aus der
Injektivitéit von f. Also folgt die Existenz der Umkehrfunktion

(@), f(0)] = [a,].

Um die strenge Monotonie von f~! zu iiberpriifen, wihlen wir y; < y,. Wiire

dann z; == f~Hy1) > f'(y2) =: 1o, so wiirde y = f(x1) > f(x2) = ¥2
folgen. Also ist f~! streng wachsend.

Giibe es nun ein y € [f(a), f(b)], so dass f~! nicht stetig in y wiire, so finden
wir eine Folge (Y, )nen mit v, — y und f~1(y,) 4 f~'(y). Damit gibt es ein
e > 0 und eine Teilfolge (yy, )k>1 mit

| ) = )| > € (5.2.1)
fir alle & > 1. Mit Satz 5.2.4 konnen wir zusétzlich annehmen, dass die-
se Teilfolge monoton ist. Wir setzen xy, := f~(y,,). Da f~! wachsend ist,

ist dann auch die Folge (z)reny monoton, und da sie auch beschréinkt ist,
konvergiert sie gegen ein x € [a, b]. Damit gilt aber mit der Stetigkeit von f

y = lim y,, = ,}1_{20 fay) = f(klim ) = f(v)

k—o00 —00
und somit
f(y) =2 = lim a2, = lim f ' (y,,).
k—o0 k—o0
Dies widerspricht (5.2.1). O

Fiir # > 0 ist die Funktion f(z) := 22 streng monoton wachsend und stetig.
Monotonie folgt dabei direkt aus

Ty >1 = 15— 1= (1 —21)(2 +71) > 0.
Damit existiert auf jedem Intervall [0,b?] die durch f~'(y) = VY gegebene
Umkehrfunktion
f7He[0,6%) = [0,0]
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und diese ist auch stetig. Da b beliebig war, ist auch die Wurzelfunktion
V- 1]0,00) = [0, 00) stetig.
Auf [-Z, 2] ist die Funktion f(x) = sinx stetig und streng monoton wach-

T 202
send, wie die folgende Zeichnung illustriert:

1 (cosz,sinx)

Damit existiert die als Arkussinus bezeichnete, streng monotone und stetige

Umkehrfunktion o
arcsin : [—1,1] — [—5, 5] .

Yy = arcsinx

Yy y=sinx
V\ x
M R
Entsprechend ist cos : [0, 7] streng monoton fallend und damit existiert die

stetig und monoton fallende Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7], die als
Arkuskosinus bezeichnet wird.

Y = arccosx

T\\x \
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5.2.4 Maxima und Minima

Der folgende Satz zeigt, das stetige Funktionen auf abgeschlossenen, be-
schréankten Intervallen beschrédnkt sind und Maximum und Minimum an-
nehmen.

Satz 5.2.8. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existieren Punkte x,,x* € |a,b]
mat

f(z) = mf{f(z) | = € [a,0]}
und

f(@*) =sup{f(z) | = € [a,b]}.
Insbesondere ist f beschrdankt und es werden das Minimum und Maximum
der Funktionswerte angenommen.

Aus dem Beweis des Satzes 5.2.8 wird schnell ersichtlich, dass er fiir stetige
Funktionen, die auf folgenkompakten Rdumen definiert sind, ebenfalls gilt.

Beweis. Fiir die Existenz von x* setzen wir W := {f(x) | x € [a,b]} und
M = sup{f(x) | x € [a,b]}. Da fir n > 1 nach Definition M — 1/n keine
obere Schranke von W ist, gibt es ein x,, € [a,b] mit

M= < f(a) <M.
n

Dies ergibt f(z,) — M. Ferner ist die Folge (x,)n,en beschrankt und da-
mit gibt es nach Satz 5.2.5 eine Teilfolge (z,, )ren, die gegen ein z* € R
konvergiert. Wegen (x,, )ren C [a, b] gilt zudem z* € [a, b]. Dies ergibt

M = lim f(z,) = k:h—g}o f(@n,) = f(2").

n—o0

Die Existenz von z, folgt durch die Betrachtung von —f. ]

Im Folgenden schreiben wir

C(la,b]) :={ [ : [a,b] = R | f stetig} .

Wir wissen schon, dass dies ein Vektorraum ist. Ferner ist nach Satz 5.2.8

[flloc == sup |f(z)] < oo
z€[a,b]

fir alle f € C([a,b]). Eine einfache Rechnung zeigt zudem, dass || - ||« ei-
ne Norm auf C([a,b]) definiert. Konvergiert eine Folge (f,)nen C C([a,b])
beziiglich dieser Norm, so sprechen wir von gleichméafliger Konvergenz.

Der folgende Satz untersucht die gleichméflige Konvergenz.
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Satz 5.2.9. Seien (f,)nen C C([a,b]) und f : [a,b] = R mit || f, — flloc — 0.
Dann gilt f € C([a, b]).

Konvergiert die Folge (f,)neny nur punktweise, d.h. f,(z) — f(z) fir alle
x € |a, b], so ist die Grenzwertfunktion im Allgemeinen nicht stetig.

Dies kann man an dem Beispiel f,(z) := 2" fiir € [0, 1] sehen, da in diesem
Fall f = 1y gilt, siche Lemma 4.1.13.

Ist (z)ren C [a,b] eine Folge mit 2 — = und (f,)nen geméaB Satz 5.2.9, so
gilt

lim lim fo(zy) = lim f(2) = f(z) = lim f(zy) = lim lim f,(zx)

n—00 k—00 —00 k—o00 n—00

Man darf also in diesem Fall die Grenzwertbildungen vertauschen. Wenn man
x:=1und 2 := 1 — 1/k im obigen Beispiel wihlt, so sehen wir, dass diese
Vertauschung bei punktweiser Konvergenz im Allgemeinen nicht moglich ist.

Aus dem Beweis des Satzes 5.2.9 wird wieder schnell ersichtlich, dass er fiir
stetige Funktionen, die auf folgenkompakten Raumen definiert sind, ebenfalls
gilt.

Beweis. Sei g € [a,b] und € > 0. Dann gibt es ein n > 1 mit

sup [fu(@) = (@) = I = flloe < 5.

z€[a,b]

Da f, stetig in zg ist, gibt es zudem ein § > 0, so dass fiir alle x € [a, b] mit
|z — x0| < & die Abschétzung

[Fa(@) = fulwo)] < 2

gilt. Fiir solche z folgt dann
|f(@) = f(zo)| < [f(2) = ful@)| + | fula) = falzo)| + | fulz0) — f(w0)|

<e,

und damit ist f stetig. m

5.2.5 Gleichmiflige Stetigkeit

Wir hatten schon gesehen, dass gleichméfig stetige Funktionen stetig sind,
die Umkehrung im Allgemeinen aber falsch ist. Der folgende Satz liefert daher
eine bemerkenswerte Aussage.
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Satz 5.2.10. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist [ gleichmdfig stetig.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht gleichméfig stetig wére. Nach der
Definition von gleichméfiger Stetigkeit gibt es dann ein € > 0, so dass es zu
jedem n > 1 Punkte z,, z, € [a,b] gibt mit

o0 = 2l < - und F(a) = Fn)l 2 e

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf}, siche Satz 5.2.5, gibt es dann ein
x € [a,b] und eine Teilfolge =, — x. Wendet man das gleiche Argument auf
die Folge (zy, )ken an, so erhalten wir eine Teilfolge (2, )ren von (2n, )ken,
die gegen ein z € [a, b] konvergiert. Fiir die Teilfolge (2, Jken von (zn, )ren
gilt dann x,,, — = und wegen

1
| Ty — 2| < .

gilt auferdem x = z. Da f stetig ist, folgt

lim f(2,) = f(z) = lim f(zmk) .

k—o0 k—o0

Damit gibt es ein kg > 1, so dass fiir alle & > ky gilt

3

F@m) = F@)] < 5 und £ o) = @) < 5.

Dies ergibt
[f(@m,,) = fGm )] < 1 f(@m) = F@)] +1f(2) = flzm)] <€,

was im Widerspruch zu dem obigen |f(zp,) — f(2m, )| > € fiur alle £ > 1
steht. O

5.3 Exponentialfunktion

5.3.1 Exponentialfunktion als Reihe

Wir hatten in (4.1.3) die Euler’sche Zahl durch die Reihe Y 77 & definiert,

und in (4.2.6) hatten wir gesehen, dass die Reihe ) 72 Z—’? fir alle z € C
absolut konvergiert. Diese Einsichten wollen wir jetzt nutzen, um die Expo-
nentialfunktion als Reihe zu definieren.
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Definition 5.3.1. Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist
durch

k

exp(z) :=€* ::ZE’ z2eC
k=0

N

definiert.

Betrachtet man die Exponentialfunktion nur fiir reelle Argumente = € R,
so ergibt die Reihendarstellung sofort exp(z) € R. Die resultierende Ein-
schrankung exp : R — R wird reelle Exponentialfunktion genannt.

Einsetzen von z = 0 und z = 1 in die Reihendarstellung der Exponential-
funktion ergibt
exp(0) =1 und exp(l) =e,

wobei fiir die zweite Formel die Definition (4.1.3) ausgenutzt wurde. Die
folgende Proposition prasentiert zwei wichtige Eigenschaften der Exponenti-
alfunktion.

Proposition 5.3.2. Die FExponentialfunktion exp : C — C ist stetig mit
exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(22) , 21,29 € C.

Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den reellen Fall. Der
komplexe Fall ist aber wegen diverser Bemerkungen zu absoluter Konvergenz
und Folgenkompaktheit im Skript komplett analog beweisbar.

Um die Stetigkeit in einem z € R zu beweisen, setzen wir a := |z| + 1. Fiir
n > 1 definieren wir weiter

fn(y) = 57 RS [—a,a].
k=0

Offensichtlich ist jede Funktion f, : [—a, a] — R stetig und ferner gilt

0 k 0 k
Y ouls X w

k=n+1 k=n+1

1 exP)—gq) —falloo = sup |exp(y) — fuly)| = sup

y€[—a,al y€[—a,a]

wobei wir nacheinander die Sétze 4.2.1 und 4.2.6 angewendet haben. Da die
Reihe > 77, (Z_T nach (4.2.6) konvergiert, zeigt Satz 4.2.1

e k

Jm 30 =0

k=n+1
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und damit haben wir || expj_, o —fnlleo — 0 gezeigt. Satz 5.2.9 liefert daher
die Stetigkeit von expj_, ), und dies ergibt die Stetigkeit von exp in z.

Da die Reihendarstellung der Exponentialfunktion in jedem Punkt absolut
konvergiert, siehe (4.2.6), diirfen wir nach Satz 4.2.7 die Reihen umordnen.
Mit dem Binomischen Lehrsatz 2.2.7 gilt dann

exp(z + 1) — z“y z z()

n=0

. n l.nfk yk
=22 oo

n=0 k=0
B oo 0 m yk
=22

o0 k o0 m

-(X8) (Z5)
= exp(y) exp(z) ,

wobei wir in der vierten Gleichung das Cauchy-Produkt von Reihen aus-
genutzt haben, dass in Abbildung 5.2 illustriert ist. O]

Ist f: R — R eine Funktion mit f(1) = e und f(z +y) = f(x)f(y) fir alle
x,y € R, so gilt zunéchst

e = £(1) = f(m/m) = f(1/m)", meN
und damit f(1/m) = e'/™. Fiir ¢ = k/m € Q mit k € Z und m € N folgt
fl@) = f(k/m) = f(1/m)" = /™ =t (5.3.1)

Die obigen Funktionalgleichungen erzwingen also ein eindeutiges Verhalten
der Funktion f auf Q. Da die Exponentialfunktion beide Gleichungen erfiillt,
muss also exp(q) = e? fiir alle ¢ € Q gelten, was zumindest fiir rationale
Argumente unsere Notation exp(z) = e* rechtfertigt. Ferner ist die Expo-
nentialfunktion stetig und man kann mit (5.3.1) und der Approximation von
R durch Q zeigen, dass es nur ein stetiges f, das die beiden Gleichungen
erfiillt, gibt. Daher ist unsere Definition der Exponentialfunktion identisch
zu den in den vorherigen Kapiteln benutzte, heuristische Herangehensweise.

Ferner lasst sich das Lemma 4.1.17 zu der Gleichung

exp(z) = lim (1 + %)n , reR

n—oo

verallgemeinern, die wir hier aber nicht beweisen wollen.
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@ e @, ¢ a @ 4 e @

3 N SRS 6

Abbildung 5.2: Cauchy-Produkt (3 7= a:) - (32720b5) = D020 D p_g @kbn—k,
wobei die absolute Konvergenz der beiden linken Reihen gefordert wird und
die absolute Konvergenz der rechten Reihe folgt. Links: Spaltenweise (lila)
Summation )7 ;> 775 a;b; iiber das rote Dreieck. Mitte: Aquivalente, dia-
gonale Summation Y . , Z;:o a;b;,_; tiber das Dreieck. Rechts: Einschach-
telung der Dreiecks-Summe durch 2 Quadratsummen (37" a;) - (3°72, ;) =
im0 2 jeg @ibj fiir m = |n/2] (tiirkis) und m = n (blau). Die Differenz zwi-
schen blauen Quadrat und dem Dreieck kann nach oben durch die Differenz
zwischen blauen und tiirkisen Quadrat abgeschéitzt werden.

Korollar 5.3.3. Es gilt exp(xz) > 0 fir alle x € R sowie exp(z) # 0 und
exp(z) = exp(z) fir alle z € C.

Beweis. Da exp(0) = 1 gilt, folgt fiir jedes z € C schon

1 = exp(z) exp(—=2)
und damit exp(z) # 0. Weiter ist fiir jedes > 0 auch jede Partialsumme der

Reihe positiv und es folgt exp(z) > 0 fiir x > 0. Zusammen mit exp(—z) =

—exﬁ(gc) folgt damit exp(x) > 0 fiir alle x € R.

Ferner gilt

exp(z) = Z i "I oo exp(2),
0

k=0 k= k=0

wobei wir im vorletzten Schritt die Stetigkeit der komplexen Konjugation
z — Zz benutzt haben. O

5.3.2 Logarithmusfunktion

Wir wollen nun die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion einfiithren. Dies geschieht in dem folgenden Lemma.
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Lemma 5.3.4. Die Funktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und
erfillt

lim exp(x) = +o0,

xr—>+00
lim exp(x) = 0.
T——00
Damit existiert thre Umkehrfunktion
In:(0,00) = R,

die durch
y=exp(z) < x=lny
charakterisiert ist, und diese ist ebenso streng monoton wachsend und stetig.

Beweis. Fiir x > 0 liefert die Reihendarstellung
exp(x) > 1+ (5.3.2)

damit lim,_,, ., exp(x) = +00. Damit folgt auch

=0.

lm_ep(r) = lim :
1m expl\r) = I11m =
T——00 P T——00 exp(—x) llmxg)+oo exp(:z:)

Fiir z > 0 liefert unsere anfiangliche Abschitzung zudem exp(z) > 1+ x > 1
und fiir z9 > 27 ergibt dies

exp(xg) — exp(x;) = exp(xl)(exp(xQ — 1) — 1) > 0.

Damit folgt die Behauptung aus dem Umkehrsatz 5.2.7. O
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Kapitel 6

Differentialrechnung

Differentialrechnung dient unter anderem dazu

e Extremwerte zu berechnen (Stetigkeit lieferte uns die Existenz aber
keine Methode zur Berechnung der Extremstellen)

e Geschwindigkeiten als Anderungsraten von GroéSen mathematisch zu
beschreiben

e Gleichungen fiir Anderungsraten als Differentialgleichungen fiir Funk-
tionen zu verstehen.

Wir werden in diesem Kapitel werden wir daher die Differentialrechnung
rigoros aufbauen und beweisen. Viele Aspekte werden dabei aus der Schule
in der einen oder anderen Form schon bekannt sein.

6.1 Differenzierbarkeit

6.1.1 Definition und erste Beispiele

Definition 6.1.1. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit differenzierbar im
Punkt z, € (a,b), falls der Grenzwert

f'(wo) = lim _f(xi - ;:[()%)

existiert. Sie heifst differenzierbar auf (a,b), falls sie in jedem xy € (a,b)
differenzierbar ist. In diesem Fall bezeichnet man die Funktion f': (a,b) — R
als die Ableitung von f.

139
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Analog sind alle diese Begriffe fiir f : R — R, f : (a,b) — R etc. definiert,
wobei zy immer im “Inneren” des Definitionsbereichs von f liegen muss.

Jede konstante Funktion f(x) = ¢ auf einem Intervall [a, b] ist differenzierbar
mit f'(zo) = 0 fiir alle zy € (a,b), denn es gilt

. c—c
lim =0.
IA)IQ,CL’—:L'O

Die Funktion f(z) = x ist in jedem zy € R differenzierbar mit f'(z¢) = 1,

denn offensichtlich gilt

. T —Xo
lim =1.
rx—x0 L — xO

Beschreibt ¢ — s(t) den zuriickgelegten Weg s in Abhéngigkeit von der Zeit
t, so entspricht die Ableitung

s(t+At) —s(t) . As

At50 At T A0 AY
der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢. Dabei haben wir At fiir kleine Zeit-
differenzen und As fiir die in diesen Zeiten zuriickgelegten Wegdifferenzen

geschrieben. Der Grenzwert des Differenzenquotienten wird oft als Differen-
tialquotient bezeichnet und entsprechend suggestiv als

ds _ As
at ~ ardo At

geschrieben, und als ds nach dt gelesen. Wéhrend es sich bei As und At
jedoch um Zahlen handelt, haben hierbei ds und dt¢ keine eigensténdige Be-
deutung und sie sind daher als rein formale Symbole zu verstehen.

Wir sagen f : [a,b] — R ist linksseitig differenzierbar in xy € [a, b], falls
der einseitige Grenzwert

o f) = f)
Ty Tr — X

existiert. Analog ist f rechtsseitig differenzierbar in z, € [a,b], falls der
einseitige Grenzwert

o f) = f)
x%:pg T — X

existiert. Eine Funktion ist in x( differenzierbar, genau dann, wenn sie links-
und rechtsseitig differenzierbar in z( ist und die beiden einseitigen Ableitun-
gen gleich sind.
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Analog sind alle diese Begriffe fiir f : R — R etc. definiert.
Die Abbildung = + |z| ist in O stetig, aber nicht differenzierbar, da die

linksseitige Ableitung —1 ist, die rechtsseitige aber 1 ist.
6.1.2 Beispiele: Exponential- und Winkelfunktionen

Lemma 6.1.2. Die Ezponentialfunktion exp : R — R ist differenzierbar und
es gilt exp’ = exp.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir xp = 0. Fiir z > 0 gilt wegen
exp(z) > 1+ x, siehe auch (5.3.2), die Abschétzung

exp(z) =1 2" o 2F
Ls = =l S T L G SO0
n= =0

Mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion, sieche Proposition 5.3.2, und
exp(0) = 1 folgt

lim M = 1.
z—0t x—0
Damit folgt aber ebenso
-1 1 — — —z)—1
lim M = lim exp(:v)M = lim exp(a:)M =1.
z—0~ x z—0~ x z—0~ —X

Zusammen ergibt dies die Differenzierbarkeit in 2y = 0 mit exp’(zo) = 1. Fiir
allgemeine xy gilt nun

exp(x) — exp(xo) exp(x — xp) — 1

lim = exp(zo) lim = exp(xp),
T—xo T — X T—xo T — X
womit die Behauptung bewiesen ist. O]

Das folgende Lemma bestimmt die Ableitungen der geometrisch eingefiihrten
Winkelfunktionen.

Lemma 6.1.3. Die Winkelfunktionen sin und cos sind differenzierbar und
fiir alle x € R gult:

sin’ z = cosx und cos’ x = —sinz.

Beweis. Wir zeigen zunéchst sin’(0) = 1. Dazu betrachten wir zunéchst fiir
x € (0,7/2) die folgende Skizze am Einheitskreis
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sinx

CoS T
Die Flache A; des kleineren Dreiecks ldsst sich dann durch

A= §cosxsina;

ho— sz y11d damit ist die

berechnen. Nach dem Strahlensatz gilt ferner h = 7 = >+

Flache As des grofleren Dreiecks

1 sinxzx
Ag = = .
2 coszx

SchlieBlich ist die Flache A, des Kreissegments proportional zum Winkel,
und da der Einheitskreis die Flidche m und den Umfang 27 hat, gilt folglich

é T

T or

Aus A; < Ay < Aj schlieffen wir nun coszsinz < x < % und damit auch

sin 1
cosx < < )
x cos T
Wegen lim,_,o+ cosx = 1 folgt
. sinz —sin0 . sinz

lim ——— = lim =1

z—0t x—0 z—0t T
und wegen w = 2 gilt das gleiche fiir die linksseitige Ableitung.

Als néchstes zeigen wir cos’(0) = 0. Dazu betrachten wir zunéchst

cosz—1 (cosz—1)(cosz+1)  —sin®z  sinz —sinz

T B x(cosx + 1) ~ 2(cosz + 1) r  cosz+ 1

fir z — 0.
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Mit diesen Vorbereitungen und den Additionstheoremen konnen wir nun
schlieflen:

sin(z +h) —sinz | sinxcosh+ cosxsinh —sinx
im = lim
h—0 h h—0 h
) . cosh—1 . sinh
=sinz lim ——— + cosx lim ——
h—0 h h—0
= CcosT
Der Beweis fiir cos’ x = — sin z ist analog. O

6.1.3 Lineare Approximation

Aus der Schule ist bekannt, dass die Ableitung f’(x¢) als Anstieg der Tan-
gente am Graphen der Funktion im Punkt (zo, f(x)) interpretiert werden.
Diese Gerade g ist durch die Gleichung

g(z) = f'(xo)(x — o) + f(w0), reR

gegeben. Bildet man die Differenz zwischen beiden Funktionen, so erhélt man
den Approximationsfehler

Ry (z) = g(x) — f(z) = ['(z0)(x — x0) + f(20) — f(2)

und die Definition der Differenzierbarkeit bedeutet gerade, dass

T 1 COR (f’(:cg) - M) =0 (6.1.1)

x—=x0 T — T T—TQ Tr — X

gilt. Man sagt, der Fehler sei klein-o von = — xy und schreibt
Ri(z) = o(z — xg), T — o,

Der Approximationsfehler konvergiert also schneller als linear gegen 0. Ferner
zeigt eine analoge Rechnung, dass jede andere lineare Approximation

a(x) =m - (x — xo) + f(70)

von f im Punkt xg keinen o(z — xy) Fehler hat.

Ferner zeigt der folgende Satz, dass die Differenzierbarkeit in xq sogar dquivalent
zur linearen Approximierbarkeit in zy mit o(z — xg) Fehler ist.

Satz 6.1.4. Seien f : [a,b] - R und x¢ € (a,b). Dann sind dquivalent:
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i) f ist in xq differenzierbar

ii) Es existiert eine Konstante ¢ € R und eine Funktion ¢ : [a,b] — R mit
o(x) = o(z — xg) fiir x — xo, so dass

f(x) = f(zo) + ¢ (x —x0) + p(x), z € [a,b]. (6.1.2)
In diesem Fall ist ¢ = f'(xp).
Beweis. i) = ii). Fiir ¢ = f'(x¢) und ¢(x) := R;(z) haben wir dies in (6.1.1)

gezeigt.

ii) = i). Einsetzen von (6.1.2) in den Differenzenquotienten ergibt

fl@) = flao) _c-(@=z0)tor) . o)

Fiir x — x( folgt dann die Behauptung. O

Korollar 6.1.5. Ist f : [a,b] — R in zy € (a,b) differenzierbar und ¢ :
la,b] = R gemaf$ (6.1.2). Dann ist f in xy stetig und es gilt

o). - — o], x € [a,b].
r — X

[f(x) = flzo)| < e+

Beweis. Mit (6.1.2) gilt

) = S = e+ (2 = a0) + 9(0)| = | (e 2L - (o= ).

r — Tg

Damit folgt die Ungleichung und die Stetigkeit ist eine direkte Konsequenz
der Ungleichung und der Eigenschaften von . O]

Man kann explizit Funktionen angeben, die stetig aber in keinem Punkt
differenzierbar sind. Ein Beispiel hierfiir ist die sogenannte Weierstraf3-
Funktion. Die vom Wiener-Prozess, der auch als Brown’sche Bewe-
gung bekannt ist, erzeugten zufilligen Funktionen sind mit Wahrscheinlich-
keit 1 in keinem Punkt differenzierbar.

6.1.4 Rechenregeln und weitere Beispiele

Wie schon bei Grenzwerten, Reihen und der Stetigkeit kann die Betrachtung
von Ableitungen erheblich durch einige wichtige Rechenregeln vereinfacht
werden.
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Satz 6.1.6. Seien f,g: [a,b] — R inzg € (a,b) differenzierbar und o, B € R.
Dann gilt:

i) Linearitdt: Die Linearkombination of + Bg ist in xqy differenzierbar
und es qilt

(af +B9) (z0) = af'(z0) + B9 (x0) -
it) Produktregel: Das Produkt fg ist in x¢ differenzierbar und es gilt
(f9)'(x0) = f'(w0)g(w0) + f(z0)g (20) -

iii) Quotientenregel: Fulls g(xy) # 0 gilt, so ist der Quotient L

7 m To
differenzierbar mit

i / 2 — J'(x0)g(z0) — f(0)g'(20)
(g) (&) (g(x0))? '

Beweis. 1i). Folgt sofort aus der Linearitdt des Grenzwertes, siehe Satz 4.1.7.

ii). Addieren von 0 = — f(x0)g(x) + f(x0)g(x) im Zahler ergibt

lim f(x)g(x) — f(x0)g(x0)

T—x0 T — :L'O

o F@g(@) = fao)g(a) + fao)g(@) = f(ro)g(ro)

T—TQ Tr — 2o
= i LI iy iy A= 0020)

= f'(z0)g(xo) + f(z0)g (z0),

da ¢ als in xq differenzierbare Funktion dort auch stetig ist, sieche Korollar
6.1.5.

ii1). Fir den Spezialfall f =1 gilt

1 1

. X X .
lim 4®)__9@o) _ i
T—T0 r — g T—T0 T — 2o

o) —glw) A 1
@) ! e

wobei wegen g(xg) # 0 und der Stetigkeit von g in zy auch g(z) # 0 fiir

alle hinreichend kleinen Absténde |z — x| gilt. Mit 1) folgt der allgemeine
Fall. O]
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Fiir k € Ny ist die g(x) := 2% differenzierbar und es gilt
go(x) = ka1t (6.1.3)

Fiir k& € {0, 1} hatten wir dies schon gesehen, und ist die Aussage fiir & schon
bewiesen, so folgt mit der Produktregel:

Grr (@) = (g - 91) () = gi(@)g1(2) + gr(2)g) () = ka* o + 2% = (k + 1)a".

Mit der Linearitét sind damit auch Polynome p(z) = Y )_, axz® differenzier-
bar mit

p(x) = Z kaga™t, r €R. (6.1.4)
k=1

Zudem gilt mit der Quotientenregel, dass fiir k& € N die Funktion fi(z) =
ko _1

7% = —— in x # 0 differenzierbar ist mit
gr ()

, 1 / / k k—1 1
i) = () @) == B = — e,

Insgesamt gilt also (6.1.3) fiir alle k € Z.

sinx

Die Funktion tanz = 2% ist nach der Quotientenregel in allen x € R mit
sinz # 0 differenzierbar und mit wegen sin? z + cos®> x = 1 gilt

2 .2
COoS“ T + sIn“ x 1
tan’ x = oy =% = 1+tan’z. (6.1.5)

252 4y allen x € R mit cosz # 0 differen-

sinz

Analog ist der Kotangens cot z =
zierbar und es gilt

cot' x = = —1—cot’z. (6.1.6)

sin?

Das folgende Resultat, das als Kettenregel bekannt ist, betrachtet die Dif-
ferenzierbarkeit von Kompositionen:

Satz 6.1.7. Seien f : R — R und g : R — R Funktionen, so dass f in xq
differenzierbar und g in f(xo) differenzierbar ist. Dann ist x — go f(z) in
xo differenzierbar und es gilt

(g0 f)(20) = g'(f(x0)) - f'(o)-



6.1. DIFFERENZIERBARKEIT 147

Intuitiv folgt die Aussage sofort aus

g @) =g @) g (@) — g () f@) = flo)

T—xo xr — X T—To f([L‘) — f(l‘o) Tr — 2o
= ¢'(f(20)) f'(wo)-

Das Problem an dieser Argumentation ist nur, dass aus x # xq nicht f(z) #
f(zo) folgt, und somit der erste Differenzenquotient nicht definiert sein muss.

Beweis. Wir fixieren eine Folge (z,,)neny mit z, — o und z, # x, fir alle
n > 1. Ferner schreiben wir y,, := f(x,) und yo := f(x¢). Um mit dem Fall
f(z,) = f(xo) umgehen zu konnen, definieren wir ¢g* : [a,b] — R durch

9W=9Wo)  fa1lg ¢ £ gy,
gy) =4 % ’
J'(Yo) falls y = yo .

Damit gilt ¢*(yn) = ¢'(v0) = ¢'(f (o)) fiir n — oo und

9W) —9(wo) = 9" () - (y — o) , y €R.
Fiir y =y, = f(z,) ergibt dies

o 9 =g o) ") () = ()

f(@n) = f(zo)

= lim ¢*(y,) - lim

n—o0 n—oo T — $0
= g'(f(20)) - f'(zo0) -
Da die Wahl der Folge beliebig war, folgt die Behauptung. ]

Satz 6.1.8. Ist f : [a,b] — R streng monoton und differenzierbar und gilt
f'(z) # 0 auf (a,b), so ist die Umkehrfunktion g := f~! ebenso differenzierbar
und es gilt

fiir alle y € f((a, b)), wobei f((a, b)) das Bild von (a,b) unter f ist.

Falls wir schon wissen, dass g differenzierbar ist, folgt die Formel aus g(f(z)) =
x = id(x) und der Kettenregel

1=id'(z) = (g0 f)(z) =g (f(2)) - f'(z) = g'(y) - ['(9(¥)),
wobei im letzten Schritt y := f(z), d.h. g(y) = f~1(f(z)) = z gesetzt wurde.
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Beweis. Sei (Yn)neny mit y, # y und y,, — y. Wir schreiben z,, := ¢g(y,) und
x:=g(y). Wegen y,, # y gilt dann z,, # = und da g nach Satz 5.2.7 stetig ist
haben wir auch z,, — x. Es folgt dann

. glye) —gly) r—x, 1 1
lim &=———= = lim == .
I nooo flan) — f(z)  f(x)  f'9(y)
Da die Wahl der Folge beliebig war, folgt die Behauptung. O]

Da die Logarithmusfunktion In : (0, 00) — R die Umkehrfunktion der Expo-
nentialfunktion exp : R — (0, 00) ist und diese differenzierbar mit exp’(x) =
exp(z) # 0 fiir alle x € R ist, siche Lemma 6.1.2 und Korollar 5.3.3, ist die
Logarithmusfunktion differenzierbar und es gilt

1 1 1
) )~ eem) v (617
Die Arkussinusfunktion arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] ist differenzierbar
arcsin’(y) = — L , = L : - 1
sin’(arcsiny)  cos(arcsin y) \/1 — sin?(arcsin y)
- (6.1.8)

V1—y?’
wobei wir cosx > 0 fiir x € [—7/2, 7/2] ausgenutzt haben. Analog gilt:
1

arccos y = ——— 6.1.9
y — (6.1.9)

Der Arkustangens arctan : R — R ist die Umkehrfunktion von tan einge-

schrénkt auf [—7, 7].

/ Yy tan x
/x y

Wegen der zweiten Identitdt in (6.1.5) ist die Ableitung durch

1 1 !
tan'(y) = - -
arctan’(y) tan/(arctany) 1+ tan?(arctany) 1+ 12

arctany

fiir alle y € R gegeben.
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6.2 Hauptsitze

6.2.1 Extrema

Aus der Schule ist bekannt, dass sich Minima und Maxima mit Hilfe der
Ableitungen finden lassen. Dies wollen wir nun untersuchen.

Definition 6.2.1. Sei I ein Intervall, f: I — R und xo € I. Dann hat f in
To ein:

i) lokales Maximum, falls es ein 6 > 0 gibt mit, so dass fiir alle x € 1
mit |x — x| < § gilt
f(z) < flxo).
Gilt diese Ungleichung sogar fir alle x € I, so hat f in xq ein globales
Mazimum.

ii) lokales Minimum, falls —f ein globales Maximum in xo hat, d.h. es
gibt ein 6 > 0, so dass fir alle x € I mit |x — xo| < § gilt

f(x) = f(xo).
Gilt diese Ungleichung sogar fiir alle x € I, so hat f in xy ein globales
Minimum

In beiden Fillen sprechen wir von lokalen bzw. globalen Extrema.

Offensichtlich ist jedes globale Maximum auch ein lokales Maximum, und die
Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Der folgende Satz liefert ein notwendiges Kriterium zum Finden eines lokalen
Extremums.

Satz 6.2.2. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Hat f in xy € (a,b) ein lokales
Extremum, dann gilt f'(xq) = 0.

Beweis. Es reicht den Fall eines Maximums in zy zu betrachten. Sei nun
d >0, so dass (g — d, 20+ 0) C (a,b) und

fx) < f(xo)

fir alle z € (g — d,x9 + 0) gilt. Fiir z < z( gilt dann %ﬁxo) > 0, und
daher folgt
F(xo) = lim f(@) = f(zo) > 0.

T—x0T r — Xy
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Analog finden wir

und zusammen ergibt dies f'(zg) = 0. O

Dieses notwendige Kriterium fiir Extrema erlaubt es, Kandidaten fiir Extre-
ma als Nullstellen der Ableitung zu bestimmen. Wir bezeichnen Nullstellen
der Ableitung von f deswegen als kritische Punkte.

Um ein Beispiel zu betrachten, sei f : R — R die durch Wir suchen Extrema
der Funktion

x
=1 rer
definierte Funktion. Etwas Rechnen zeigt, dass die Ableitung dann
1— 22
/ j—
f(l‘) - (1+.’L‘2)2

ist. Potentielle Extrema liegen daher nur in x = +1 vor, alle anderen Punkte
sind ausgeschlossen. Aus (1 — x)2 > 0 folgt nun 1 + 22 > 22 und damit

x 1

= < Z

1+22 7~ 2

/() = f(1),

d.h. f hat ein globales Maximum in 1. Analog kann man zeigen, dass f in
—1 ein globales Minimum hat.

6.2.2 Mittelwertsatz

Der folgende Satz ist als Mittelwertsatz bekannt und spielt eine wichtige
Rolle in unseren weiteren Uberlegungen.

Satz 6.2.3. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar. Dann existiert ein
xo € (a,b) mit

1) = fa)

f(wo) = b—a

Beweis. Wir betrachten die Funktion F': [a,b] — R, die durch

f(0) — f(a)

Fla) = f(z) - 25—

(x —a), x € [a,b]
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definiert ist. Dann ist F' stetig und differenzierbar mit

f(b) - f(a)

F'(z) = f'(z) — P (6.2.1)

und es gilt F'(a) = f(a) = F(b).

Falls nun F(z) = f(a) fir alle x € (a,b) gilt, so hat z.B. F' ein lokales
Maximum in zg := (a+ b)/2 und nach Satz 6.2.2 gilt F'(zy) = 0. Mit (6.2.1)
folgt die Behauptung.

Falls es ein z € (a,b) mit F(x) # f(a) gibt, betrachten wir zunéchst den
Fall F(z) > f(a). Da F nach Satz 5.2.8 sein globales Maximum in einem
zo € [a,b] annimmt, gilt dann F(zg) > F(z) > f(a) = F(a) = F(b), und
damit =g € (a,b). Mit Satz 6.2.2 folgt F'(zo) = 0 und (6.2.1) liefert die
Behauptung.

Der Fall F(z) < f(a) ist analog iiber globale Minima zu zeigen. O

Der folgende Spezialfall des Mittelwertsatzes mit f(a) = f(b) wird als Satz
von Rolle bezeichnet.

Korollar 6.2.4. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar. Gilt nun f(a) =
f(b), so existiert ein xo € (a,b) mit f'(xy) = 0.

Eine weitere wichtige Folgerung betrifft das Monotonieverhalten differenzier-
barer Funktionen.

Korollar 6.2.5. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

i) Es gilt f'(x) > 0 fir alle x € (a,b) genau dann, wenn f monoton
wachsend 1st.

it) Falls f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend.

iti) Es gilt f'(x) =0 fir alle v € (a,b) genau dann, wenn f konstant ist.

Analog lassen sich durch Betrachtung von — f auch fallende Funktionen durch
negative Ableitungen beschreiben. Die Riickrichtung in i) ist falsch, wie
z.B. das Beispiel z + 23 in x = 0 zeigt.

Beweis. “="). Wir wéhlen z1,xs € (a,b) mit z; < xs und betrachten die
eingeschrénkte Funktion f|j, 4,). Diese ist differenzierbar und ihre Ableitung



152 KAPITEL 6. DIFFERENTIALRECHNUNG

gleich f|’(x171,2). Insbesondere ist die Einschrankung nach Korollar 6.1.5 auch
stetig. Der Mittelwertsatz 6.2.3 liefert daher ein £ € (21, 22) mit

f2) = f(21) = f/(&) - (w2 —x1) .

Wegen x5 —x1 > 0 kdnnen dann die einzelnen Aussagen “abgelesen” werden.

“<”). Fiir konstante Funktionen wissen wir bereits, dass ihre Ableitung
gleich 0 ist. Ist wiederum f monoton wachsend, so gilt

f(z) — f(xo)

T — 2o

>0

fir alle z,z9 € (a,b) mit © # x,. Daraus folgt f'(zo) > 0 fiir alle zy €
(a,b). O

Sei f: R — R die durch

definierte Funktion. Dann gilt

V1+a2 —p—22 1

2./ 1422

!/
— = O
f(z) 1+ 22 (1 + x2)3/2 >

und damit ist f streng wachsend.

Mit diesen Einsichten kénnen wir nun die folgende, hinreichende Bedingung
fiir ein lokales Maxima beweisen.

Satz 6.2.6. Sei f : (a,b) — R differenzierbar und es gelte f'(xq) = 0 fir ein
xo € (a,b). Gibt es nun ein 6 > 0 mit

f(z) >0, x € (xg — 0, 10)
und
f/(ili’> < O, xr € (iCo,.I'o +(5>,

so besitzt f in xg ein lokales Mazimum.

Beweis. Nach Korollar 6.2.5 ist f auf (xg—0, z¢) streng wachsend, d.h. f(z) <
f(zo) fiir alle x € (zg — 0, z0).

Nach Korollar 6.2.5 ist f auf (zg,x¢ + 0) streng fallend, d.h. f(z¢) > f(x)
fir alle x € (zg, zo + 9).

Insgesamt hat f daher ein lokales Maximum in . O
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Wir hatten schon gesehen, dass die Exponentialfunktion die Gleichung exp’ =
exp erfiillt. Der folgende Satz zeigt, dass die Exponentialfunktion die einzige

Funktion f mit f' = f und f(0) =1 ist.

Satz 6.2.7. Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion, fir die es ein
c € R gibt mit
fl(@) =cf(x), z €R.

Dann gilt f(z) = f(0) - exp(cz) fir alle z € R.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g(x) := f(z) - exp(—cx) fiir z € R. Es
gilt dann mit der Produktregel

g'(x) = f'(x) - exp(—cx) — cf (x) - exp(—cx)
= (f'(x) = cf(x)) - exp(—cx)
=0

fiir alle x € R. Damit ist g nach Korollar 6.2.5 konstant. Wegen ¢(0) = f(0)
folgt g(x) = f(0) fiir alle x € R und ein einfaches Umstellen dieser Identitét
liefert die Behauptung. [

Die folgende hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema ist schon aus der
Schule bekannt. Fiir seine Formulierung sagen wir, dass eine Funktion f :
(a,b) — R stetig differenzierbar ist, falls f differenzierbar ist und f’ stetig
ist. Analog ist f zweimal stetig differenzierbar, falls f stetig differenzier-
bar ist und f” auch stetig differenzierbar ist.

Satz 6.2.8. Sei f : (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar. Ferner sei
zo € (a,b) mit f'(xo) = 0. Dann gilt:

i) Im Fall f"(x¢) <0 besitzt f in xo ein lokales Mazimum.

ii) Im Fall f"(x¢) > 0 besitzt f in xqy ein lokales Minimum.

Der Vorteil des Satzes 6.2.8 gegeniiber Satz 6.2.6 ist, dass er nur mit dem
Vorzeichen der zweiten Ableitung im Punkt z, arbeitet. Dieses ist haufig
einfach zu bestimmen. Jedoch benéttigen wir zweifache stetige Differenzier-
barkeit der Funktion f um ihn anzuwenden und er liefert auch keine Aussage,
falls f”(zo) = 0 gilt.

Beweis. Wir zeigen nur i), da i) durch die Betrachtung von — f folgt.
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Da f” stetig ist mit f"(xo) > 0, existiert fiir € := f"(z0)/2 > 0 ein 6 > 0 mit
|f" (o) — f"(x)] < e fiir alle € (xg — 0, x9 + J). Fiir solche z folgt

f'(@o) < f'(x) +& = f"(x) + "(0) /2

und damit f”(x) > 0. Damit ist f’ nach Korollar 6.2.5 streng wachsend auf
dem Intervall (zg — 0, x¢ + 0).

Da f'(xg) = 0 vorausgesetzt ist, folgt also f'(z) < 0 auf (xy — J,20) und
f'(x) > 0 auf (xg,zo + 0) und mit Satz 6.2.6 angewendet auf —f folgt die
Behauptung. O]

Zum Schluss geben wir noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes an,
die fiir einige spétere Beweise wichtig sein wird.

Satz 6.2.9. Seien f,g : [a,b] — R stetig und differenzierbar. Sei weiter
g (z) # 0 auf (a,b). Dann existiert ein £ € (a,b) mit

Beweis. Wére g(b) = g(a), so gibe es nach dem Satz von Rolle 6.2.4 ein
¢'(x) = 0. Da wir dies ausschlieflen, folgt ¢g(b) # g(a). Damit ist die Funktion

1) - fla)
o) —g(@) @

auf ganz [a,b] definiert und auf (a, b) differenzierbar. Wegen

F(x) = f(x) -

Pl - F0) = @) - 23 =T g0 - 0+ ZO= T8 00
= f@) = 1) - ZE =T (gt o)

d.h. F(a) = F(b), existiert nach dem Satz von Rolle 6.2.4 ein ¢ € (a,b) mit
F'(¢) = 0 und damit folgt

) - fla)
o) —g(@?

Ein einfaches Umformen liefert dann die Behauptung. O

f'(€) =
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6.2.3 Intermezzo: Konvexitit

Definition 6.2.10. Se: I C R ein Intervall. Dann heifit f : [ — R konvex,
falls fir alle o, x1 € I und alle t € [0, 1] gilt

F((L=t)xo 4+ tzr) < (1 —1t)f(mo) +tf(21). (6.2.2)

Die Funktion heifit strikt konvex, falls die obige Ungleichung strikt ist.
Schlieflich heifst f (strikt) konkav, falls —f (strikt) konvex ist.

Die Definition lésst sich von Intervallen auf Vektorrdume verallgemeinern.
Offensichtlich sind affin linear Funktionen sowohl konvex als auch konkav,
aber in beiden Féllen ist dies nicht strikt. Schliefllich ist die Ungleichung
(6.2.2) sowohl fiir zy = x; als auch fiir t € {0,1} immer erfiillt.

Konvexe Funktionen spielen in vielen Bereichen eine wichtige Rolle, u.a. weil
es fiir solche Funktionen effektive Algorithmen zum Finden von Minima gibt.

Der folgende Satz liefert ein einfaches hinreichendes Kriterium fiir die Kon-
vexitat.

Satz 6.2.11. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann ist f genau dann
konvex, wenn f' monoton wachsend ist.

Man beachte, dass sich Satz 6.2.11 mit Korollar 6.2.5 angewendet auf f
verbinden léasst. Dies zeigt, dass eine zweimal differenzierbare Funktion f :
(a,b) — R genau dann konvex ist, falls f”(z) > 0 fiir alle z € (a, b) gilt.

Beweis. Seien f konvex, xg,z1 € (a,b) mit g < 1 und ¢ € (0,1). Dann gilt

S =t)zo + tay) < (1 —1)f(xo) +tf(21)
und damit auch

f(zo + t(z1 — xo)) — f(0)

t- (%1 _«TO)

(21— w0) < f21) = f(20) -

Fiir t — 0 folgt

Plag) < L) = Fan) _ (o) = f()

Tr1 — X o — I1

und fiir g — x1 damit auch f'(zq) < f'(z1).
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Sei nun f” monoton wachsend. Fiir z¢, z1 € (a,b) mit o < z; und t € (0,1)
schreiben wir z; = (1 — t)xzg + tzy. Es gilt dann a; € (zo,21) und der
Mittelwertsatz 6.2.3 liefert damit & € (xg, x;) und & € (x4, 1) mit

f(xt) B f(mO) _ f/<€0) < f’(&) _ f(xl) — f(xt) ]

Ty — o L1 — 2t
Wegen z; — o = t(x; — o) und 3 — 2 = (1 — t)(z1 — z0) folgt

fw) = flwo) _ flan) = f()
t - 1-—1

und damit (1—1)(f(z¢) — f(x0)) < t(f(x1)— f(2¢)). Dies wiederum impliziert

fla) < (L=1)f(wo) +1f(21),

was der Konvexitéats-Ungleichung (6.2.2) entspricht. O]

6.2.4 Die Regel von de L’Hospital

Die Regel von de L’Hospital liefert eine elegante Moglichkeit zur Berechnung
von Funktionsgrenzwerten, die in Form unbestimmter Ausdriicke

0 o0

0’ =’ 0- o0, o0 — 00, o’ 0°, 1%
erscheinen. Die Regel von L’Hospital fiir Quotienten ergibt sich als An-
wendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Wie bei den elementaren
Grenzwertséitzen liefert sie eine Methode zur Berechnung von Grenzwerten,
die gleichzeitig deren Existenz mit beweist. Es ist jedoch Vorsicht geboten,
die Voraussetzungen der Regel sind in jedem Schritt zu priifen.

Satz 6.2.12. Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und es gelte

lim f(z) = lim g(z) =0 (6.2.3)
r—b— r—b—
und ¢'(x) # 0 fir x < b. Existiert dann der Grenzwert lim, ;- %, so qilt

lim @) = lim S(@)
a=b g(x)  amb g'(x)

Eine analoge Aussage gilt fiir rechtsseitige Grenzwerte. Ferner gilt die Aus-
sage auch, falls lim,_,;- % ein uneigentlicher Grenzwert ist.
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Beweis. Wegen (6.2.3) konnen wir f und g auf (a, b] durch f(b) := g(b) :=0
stetig fortsetzen. Im folgenden nehmen wir an, dass wir dies getan haben.
Sei nun (z,)neny C (a,b) mit z, — b. Wenden wir den verallgemeinerten

Mittelwertsatz 6.2.9 auf die Einschrinkungen von f und g auf [z,,b] an, so
existiert ein &, € (x,,b) mit

Ferner impliziert z,, — b die Konvergenz &, — b und damit folgt

lim M = lim f1e)
b g(x) b g'(§)

Da die Folge (2, )nen beliebig war, folgt die Behauptung,. O
Satz 6.2.13. Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und es gelte

lim f(z) = lim g(z) = 00

rz—b— r—b—

und ¢'(z) # 0 fir x < b. Existiert dann der Grenzwert lim, ;- %, s0 gilt

()

!/
lim ——= = lim @) .
e—b— g(x)  amb- ¢'(2)

Eine analoge Aussage gilt fiir rechtsseitige Grenzwerte. Ferner gilt die Aus-

sage auch, falls lim, ;- g :gg ein uneigentlicher Grenzwert ist oder b = oo

ist.

Der Beweis ist etwas aufwendiger als der von Satz 6.2.12 und wird aus Zeit-
griinden daher {ibersprungen.

Betrachten wir schliellich ein paar Beispiele. Mit Satz 6.2.13 finden wir

1 1
lim z Inz = lim ¥ = lim % = lim (—xz) = 0. (6.2.4)
z—0*t z—07t p xz—07F = z—07F

Dabei wurde der gegebene unbestimmte Ausdruck der Form 0 - co in einen
Quotienten der Form 22 umgeschrieben.
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Mit Satz 6.2.12 finden wir z.B.:

—1 In(z + 1) — In(z — 1 -
lim <x1n“’+1): fp 2D D)y

X X
x? x?
= lim —
zmoo \x—1 x+1
_ 212
= lim

Hier wurde der gegebene unbestimmte Ausdruck der Form 0 - oo in einen

Quotienten der Form (9) umgeschrieben.

Manchmal fithrt die Anwendung einer der Regeln leider nicht zum Erfolg.
Der Versuch Satz 6.2.12 wiederholt zu benutzen fiihrt in diesem Beispiel zu

) e—l/:c
lim
z—0t X
— 1 _
‘ e 1/$I_2 . e 1/x
= lim = lim 5
z—0t 1 =0+t X
— 1 _
' e l/mP ‘ e 1/z
= lim = lim 3
=0t 2T z—0t 2%
. e—l/maci2 . e—l/m
= lim S = lim 1
z—0t 6x rz—0+ Ox

Der Ausdruck wird also mit jeder Anwendung von Satz 6.2.12 komplizierter.
Wendet man stattdessen Satz 6.2.13, so ergibt sich

_ 1 1
. el . = . —2 ) 1

lim = lim == lim = lim o = 0

2—0+t T a—0+ el/T o+ —el/T% a0t e /=

6.2.5 Anwendung: Kurvendiskussion

Eine Anwendung der Differentialrechnung sind Kurvendiskussionen. Darun-
ter verstehen wir die Analyse eines gegebenen Funktionsausdrucks auf wich-
tige Eigenschaften und die daraus abgeleitete Darstellung des Funktionsgra-
phen. Interessant sind dabei:

i) Definitions- und Wertebereich
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i1) Symmetrie-Eigenschaften (gerade oder ungerade Funktionen, Spiegel-
symmetrien zu anderen Punkte oder senkrechten Linien, Periodizitét)

iii) Stetigkeit und Stetigkeitsintervalle, eventuelle Definitionsliicken, Pol-
stellen

iv) Nullstellen, Schnittpunkt mit der y-Achse
v) Extremalstellen und Monotonieintervalle

vi) Konvexitatsintervalle. Ist die Funktion zweifach differenzierbar, so sind
die Konvexitétsintervalle gerade die Monotonieintervalle der Ableitung.

vii) Wendepunkte (und Wendetangenten), dabei sind Wendepunkte gera-
de die Punkte, in welchen sich das Konvexitdtsverhalten éndert, die
Funktion also von konvex zu konkav wechselt

viii) asymptotisches Verhalten an den Rdndern des Definitionsbereiches, da-
mit meint man Grenzwerte der Funktion oder einfachere Funktionen,
welche den Verlauf der gegebenen Funktion asymptotisch beschreiben

iz) eine Skizze der Funktion und ggf. ihrer Ableitungen.

Oft hilft das Abarbeiten dieses Programmes eine unbekannte Funktion zu
verstehen.

Wir geben ein Beispiel und untersuchen die Funktion

_333—2x2—33+2

flo) = =2
definiert auf der Menge Dy = R\ {—2}.

Sie ist auf R\ {—2} stetig und besitzt in = —2 eine Polstelle erster Ordnung,
da

lim (x +2)f(z) = lim (2° —22° —2+2) = =12 # 0

T——2 T——2

gilt.

Wegen f(0) = 1 schneidet der Graph der Funktion die y-Achse im Punkt
(0,1) und die Funktion f erfiillt

fla)=0 & 2*-222—-z+2=(z—-1)(z+1)(z—2)
=0
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und besitzt damit die Nullstellen £ = £+£1 und z = 2.

Das asymptotische Verhalten der Funktion f(z) fiir grofle Werte von z ergibt
sich durch Polynomdivision

_x3—2:v2—x+2 12

2
— 2 g7 2
x+2 v v r+2

/(=)
fiir z — +oo nihert sich der Graph der Funktion der Parabel g(z) = z? —

4z + 7. Fiir £ — —2 verhilt sich die Funktion wie h(z) =19 — 2.

Zum Bestimmen kritischer Punkte, sowie der Monotonie- und Konvexitéitsintervalle,
leiten wir die Funktion f ab. Das ergibt

3z —dz —1)(x+2) — (2 —22* —x +2) 22°442® —8r—4

f'(x) =

(x +2)2 (x 4 2)?
und
() = (62% + 8x — 8)(x + 2)? — 2(22° + 422 — 8z — 4)(z + 2)
- (z+2)"
B 203 4+ 1222 4+ 242 — 8
B (x+2)3 ’

Potentielle Extremalstellen ergeben sich aus den Nullstellen der ersten Ab-
leitung. Es gilt

fllz)=0 < 22°+42* —8x—4=0

Dies liefert drei Nullstellen, da 2® + 22% — 42 + 2 fiir # — oo gegen oo
strebt und an der Stelle x = —1 positiv und in x = 1 negativ ist. Bestimmt
man diese ndherungsweise, so ergibt sich

€T~ —3]_,
To ~ —0.43,
rg3 ~ 1.51.

Aufgrund der Vorzeichen ist die Funktion auf (—oo, x;) streng monoton fal-
lend, auf (x1, —2) streng monoton steigend, auf (—2, x2) streng monoton stei-
gend, auf (5, x3) streng monoton fallend und auf (x3, 00) wiederum streng
monoton steigend. Bei x; und x3 liegen also lokale Minima vor, bei x5 ein
lokales Maximum.

Alternativ kann man natiirlich auch einfach f”(x;) betrachten, um diese Ex-
trema zu bestimmen.
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Die zweite Ableitung besitzt nur eine reelle Nullstelle
f'(r)=0 & 2°+62°+12r —8=0,
da ihr Zahler wegen
(z° +62° + 122 — 8)' = 32° + 122+ 12 =3(z +2)? > 0

fir alle z € R\ {2} streng monoton wachsend ist. Diese eine Nullstelle befindet
niherungsweise bei z, ~ 0,3 und es gilt fiir den Zihler von f”, dass x® +
622 + 122 — 8 < 0 genau dann, wenn x < z,. Der Nenner (z + 2)% von f”
andert wiederum sein Vorzeichen von negativ auf positiv bei x = —2. Damit
ist f” > 0 auf (—o0, —2) U (z4,00) und f” < 0 auf (=2, z,). Insgesamt ist
daher die Funktion f auf (—oo, —2) und auf (z,, co) konvex und auf (-2, x,.)
konkav.

Skizze: Dargestellt sind in blau die Funktion f(x), in rot die fiir groe |z|
asymptotisch dquivalente Funktion g(z) und in griin die den Pol beschreiben-
de Funktion h(x). Die beiden Achsen haben verschiedene Mafstidbe, um das
Verhalten der Funktion iiber einem groflerem Bereich darstellen zu kénnen.
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Kapitel 7

Integration

7.1 Das Riemann-Integral

7.1.1 Unter- und Ober-Summen

Wir wollen fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R den Flécheninhalt zwi-
schen dem Graphen und der x-Achse bestimmen. Dabei sollen Flichen iiber
der Achse positiv und Flachen unter der Achse als negativ gezéhlt werden.

Die Idee ist dabei die folgende: Wir zerlegen das Intervall [a, b] mit Hilfe von
Zwischenstellen

Z a=20< T <T9<--<aTN_1<TN=D (7.1.1)
und approximieren den Flacheninhalt von unten und von oben durch ent-
sprechende Summen von Rechtecksflédchen.
Im folgenden bezeichnen wir eine solche Zerlegung von [a, b] mit dem Buch-

staben Z und nennen

oB) = o= i

die Feinheit der Zerlegung Z.

Betrachten wir beispielsweise die durch z; := a + i - b_T“ fir¢i =0,...,N
gegebene dquidistante Zerlegung Z, so gilt 6(Z) = (b —a)/N.
Haben wir zwei Zerlegungen Z; und 25, die durch xy,...,zy und yo, ..., ynm
beschrieben sind, so schreiben wir

21CZQ < {l’o,...,l'N}C{yo,...,yM}.

163
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In diesem Fall heifit Z5 Verfeinerung von Z; und es gilt §(2;) > §(2,).

Eine Moglichkeit, eine Verfeinerung zu konstruieren ist die Vereinigung
Z1 U Zy der Zerlegungen Z; und Z,, die durch die Vereinigung

{z0,..., 2k} =A{x0,.. ., an} U{vo, ... ym}

der Zwischenstellen entsteht. Hierbei erfiillen die Zwischenstellen der Verei-
nigung wieder a = 29 < 21 < -+ < zg_1 < zg = b, was durch Sortieren und
eliminieren doppelter Elemente immer erreichbar ist, vgl. Abbildung 7.1.

Offensichtlich gilt Z; C Z, U Z5 und 25 C Z; U Z5. Die Vereinigung zweier
aquidistanter Zerlegungen ist im Allgemeinen keine dquidistante Zerlegung
mehr, siehe wieder Abbildung 7.1.

Sei nun f : [a,b] — R eine Funktion und Z eine Zerlegung mit den Bezeich-
nungen aus (7.1.1). Dann betrachten wir Darboux’sche Obersumme

N

I(f) = Z(ﬂ% —ak-1)  sup  f(§)

k=1 §€lxp_1,71]

und die Darboux’sche Untersumme

N
12(f) = ;m — ) b f(6).
Offensichtlich gilt, siche auch Abbildung 7.2
L(f) <TE(f). (7.1.2)
Wegen inf(—A) = —sup A, siehe (2.4.1), gilt ferner
—Iz(f) =T*(-f). (7.1.3)
Haben wir zwei Zerlegungen Z; C 2, so gilt ferner
L2,(f) < L,(f). (7.14)

I=1(f) 2 122(f)
siche wieder Abbildung 7.2

Das folgende Lemma nutzt die letzten beiden Beobachtungen aus, um (7.1.2)
zu verschérfen.

Lemma 7.1.1. Sei f : [a,b] — R. Dann gilt

sup{Iz/(f) | 2’ Zerlegung von [a,b]} < inf{IZ"(f) | 2" Zerlegung von [a,b]} .
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AL*'» : ++, y :+4l‘=e"+
1 1 1

Abbildung 7.1: Links: Aquidistante Zerlegung mit Feinheit 1/3. Mitte:
Aquidistante Zerlegung mit Feinheit 1/4. Rechts: Die Vereinigung der bei-
den Zerlegungen ist nicht mehr dquidistant.

Abbildung 7.2: Links: Darboux’sche Unter- und Ober-Summen fiir eine fe-
ste Zerlegung. Die Untersumme entspricht der Fléache der drei tiirkisfarbenen
Rechtecke wéahrend die Obersumme der Flidche der drei blauen Rechtecke
entspricht. Rechts: Die gleiche Obersumme und die Obersumme einer ver-
feinerten Zerlegung. Die resultierende Fldche der 7 braunen Rechtecke ist
kleiner als die der drei blauen Rechtecke.

Beweis. Seien Z' und Z” zwei Zerlegungen von [a, b]. Fir Z := Z'UZ" folgt
aus (7.1.4), (7.1.2) und (7.1.5) dann

Lz (f) <Iz(f) <T2(f) <T1Z(f).

Nimmt man dann zunichst das Supremum iiber alle Z’ und dann das Infi-
mum iiber alle Z”, so ergibt sich die Behauptung. ]

Mit diesen Betrachtungen kénnen wir nun die Integrierbarkeit von Funktio-
nen definieren.

Definition 7.1.2. Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifst Riemann-
integrierbar, falls fir jede Folge (Z,)nen von Zerlegungen Z, mit 6(Z,,) —
0 die Grenzwerte der zugeordneten Unter- und Obersummen existieren mit

lim Iz, (f) = lim I°(f) .

n—oo

Im folgenden sprechen wir hdiufig auch nur kurz von R-integrierbar.

Ist f : [a,b] — R eine konstante Funktion mit f(z) = ¢ fiir alle x € [a, b],
so gilt fiir jede Zerlegung 1z(f) = IZ(f) = c¢- (b — a). Damit ist f Riemann-
integrierbar.
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Das folgende Lemma stellt die Riemann-Integrierbarkeit in Bezug zu unseren
anfanglichen Beobachtungen.

Lemma 7.1.3. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und (Z,),>1 eine
Folge von Zerlegungen von [a,b] mit 6(Z,) — 0. Dann gilt

lim Iz (f) = sup{lz(f) | Z Zerlegung von [a,b]},

n—oo

lim I%"(f) = inf{I®(f) | Z Zerlegung von [a,b]}

n—oo

und damit sind auch das Infimum und das Supremum gleich.

Beweis. Wir schreiben

S :=sup{lz(f) | £ Zerlegung von [a,b]},
I := inf{I?(f) | Z Zerlegung von [a, b]} .

Fiir n > 1 gelten dann sofort die Ungleichungen

IZn(f) S S7
I<15(f),

und fiir n — oo erhalten wir damit

I < lim IP*(f) = lim Iz, (f) < S.

n—oo n—o0

Nach Lemma 7.1.1 gilt zudem S < I, was die Behauptung zeigt. O

In der Definition von Riemann-Integrierbarkeit muss die Existenz zweier
Grenzwerte gesichert werden. Dieses ist aber nicht notwendig, wenn wir fiir
eine Funktion f : [a,b] — R stattdessen

lim (IZ"( £) =1z ( f)) —0 (7.1.6)
n—oo

fir alle Folgen (Z,),>1 von Zerlegungen Z, von [a,b] mit §(Z,) — 0 wis-
sen. Um dies zu sehen, fixieren wir eine solche Folge (Z,,),en. Wiirde dann
die Folge der Obersummen nicht konvergieren, géibe es ein ¢ > 0 und eine
Teilfolge (2, )ren mit

P (f) > 1+, k>1.
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Dies impliziert mit (7.1.2) und Lemma 7.1.1

120 (f) = 1z, (N)| =T (f) =1z, (/) > T+ e — 1z, (/)
Z S+€—Ignk(f)
287

wobei wir im letzten Schritt die triviale Ungleichung Iz, (f) < S benutzt
haben. Dies widerspricht (7.1.6) und damit muss die Folge der Obsersummen
konvergieren. Dies wiederum ergibt wegen der Linearitdt des Limes

lim 1z, () = lim (12, () = 12(f)) + lim 12 (f) = lim 1%(f),

n—oQ n—oo n—o0 n—oo

wobel die Existenz der Grenzwertes der Untersummen aus der Existenz der
anderen beiden Grenzwerte folgt. Damit ist f tatsdchlich Riemann-integrierbar.

Der folgende Satz zeigt uns, dass die meisten Funktionen, fiir die wir uns
interessieren, R-integrierbar sind.

Satz 7.1.4. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist R-integrierbar.

Beweis. Nach Satz 5.2.8 ist f beschrénkt und nach Satz 5.2.10 ist f gleichméfig
stetig. Fiir € > 0 existiert daher ein § > 0, so dass fiir alle x, 2’ € [a, b] mit
|z — 2’| <6 auch |f(z) — f(2')| < e gilt.

Wir wéhlen uns jetzt eine Zerlegung Z : zo, ..., zy mit Feinheit §(Z) < §.
Da f auf [z)_1, z] stetig ist, gibt es nach Satz 5.2.8 dann xy ., v} € [T—1, Tk
mit

f<xk7*) = inf f(.]?) )

€[TR —1,Tk]

flxp) = sup f(z).

T€[TK_1,Tk]

Wegen |zg. — 2t < |zg — zp—1| < 0 folgt dann |f(zx.) — f(z})] < € und
damit auch

}Iz(f)—lg Z T — Th— 1| ($Z)_f(xk*)|

I/\

Z T — Th-1) (7.1.7)
k=
(b— a).
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Haben wir nun eine Folge (Z,,)nen von Zerlegungen mit 6(Z,) — 0, so gibt
es ein ng > 1 mit 6(Z,) < 0 fiir alle n > ng. Wendet man dann die obige
Argumentation auf solche Z, an, so ergibt sich

5 (f) = 1z.()] < e(b—a)
und dies zeigt lim, o (I%"(f) — 1z,(f)) = 0, d.h. (7.1.6). O

Nicht jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R ist R-integrierbar. Betrachten
wir beispielsweise die Indikatorfunktion f := 1o @ [a,b] = R, so gibt es
fiir jedes Teil-Intervall [z)_1, zx] eine rationale Zahl ¢ € Q und eine irrationale
Zahl r € R\ Q mit q,r € [zy_1, zx]. Es folgt

inf =0,
E€[rp—1,71] f(f)

sup  f(§) =1
E€[rp_1,71]

und damit Iz(f) = 0 und I#(f) = b — a fiir jede Zerlegung Z von [a,b).
Damit kann f nicht R-integrierbar sein.

Es gibt auch unstetige Funktionen, die Riemann-integrierbar sind. Betrach-
ten wir dazu fiir ¢ € [a,b] die Funktion 1y : [a,b] — R. Es ist dann nicht
schwierig zu zeigen, dass diese Funktion Riemann-integrierbar ist. Aus Zeit-
griinden iiberspringen wir aber den Beweis.

7.1.2 Das Riemann-Integral

Mit Hilfe des Lemmas 7.1.3 kénnen wir nun das Riemann-Integral definieren:

Definition 7.1.5. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und (Z,),>1 eine
Folge von Zerlegungen von [a,b] mit §(Z,) — 0. Dann ist das Riemann-
Integral von f durch

/ f(z)dx := lim Iz (f) = lim I*"(f).

n—oo n—o0

definiert.

Ist f : [a,b] — R eine konstante Funktion mit f(x) = ¢ fiir alle x € [a, b], so
hatten wir schon Iz(f) = I?(f) = c¢- (b — a) fiir jede Zerlegung Z gesehen.
Dies ergibt

/ flz)dz =c-(b—a). (7.1.8)
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Man beachte, dass das Riemann-Integral nicht nur im Fall von (7.1.8) sondern
immer unabhéngig von der Wahl der Zerlegungen (Z2,,),>; ist, da die Grenz-
werte nach Lemma 7.1.3 gleich den dort erwdhnten Supremum, bzw. Infimum
sind. Diese Beobachtung zeigt auch

b
12(f) < / f(z) de < T2(f) (7.1.9)

fiir jede Zerlegung Z.

Tatséchlich ist es auch iiberfliissig, die Suprema und Infima in jedem Teil-
Intervall [x_1, x| zu bestimmen. W&hlt man ndmlich zu einer Zerlegung
Z :xp,...,xy von [a,b] beliebige Stiitzstellen &, € [r)_1, zx], so gelten fiir
jedes beschriankte f : [a,b] — R die Ungleichungen

N

Iz(f) <) f(&)(ae —zn1) <T2(f). (7.1.10)

k=1

Wie wollen diese Summen als Riemann-Summen bezeichnen. Ist f Riemann-
integrierbar, so niéhern sich die Unter- und Obersummen fiir zunehmende
Feinheit der Zerlegungen immer weiter an, und diese Einsicht ergibt den
folgenden Satz.

Satz 7.1.6. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gilt fir jede

Folge (Z,)nen von Zerlegungen Z, : :v(()n), . ,:pg\?()n) mit 6(Z,) — 0 und jede

zugehorige Wahl von Stiitzstellen f,(gn) € [x,(i)l, x,ﬁn)]

N ()

b
[ rtarde = tim S )0 - o),
a k=1

Insbesondere gilt also bei dquidistanter Stitzstellenwahl
b b—a < k(b — a)

dr = lim —— — . 7.1.11

/af(x) = lim — ;f<a+ - ) (7.1.11)

Riemann-Summen koénnen helfen, Integrale explizit zu bestimmen. Um ein
Beispiel zu geben, betrachten wir die Funktion f(z) = z. Diese ist auf je-
dem Intervall [0, b] stetig und damit Riemann-integrierbar. Durch Betrachten
des Grenzwert einer Riemann-Summe mit dquidistanten Stiitzstellen, siehe
(7.1.11), erhalten wir

b b kb R W an+l) 1,
/oxdxzéi%; (Z)ZJ%E;]“:JE&ET:#'
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Die Giite der Approximation eines Integrals, durch Unter-, Ober-, oder Riemann-
Summen kann fiir bestimmte Funktionen einfach quantifiziert werden. Ist

f i [a,b] = R beispielsweise a-Holder-stetig mit Konstante ¢, so zeigt eine
zu (7.1.7) analoge Abschitzung

()~ La(f)] S c- (b—a)-6%(2)

fiir jede Zerlegung Z von [a,b]. Wegen (7.1.9) hat die Feinheit damit einen
kontrollierbaren Einfluss auf die Giite der Approximationen

b
()~ [ fa)do 2 ().

Das gleiche gilt fiir die Approximation des Integrals durch eine Riemann-
Summe Rz, denn wegen (7.1.9) und (7.1.10) haben wir

/abf(x)dx—Rz

<[E(f) ~ ()| < e+ (b—a) - 6%(2).

Fiir d4quidistanten Stiitzstellen, siche (7.1.11), ist die Feinheit der zugehorigen
Zerlegung Z durch §(Z) = n~! gegeben. Dies ergibt die Fehlerabschitzung
¢ (b—a)n~®. Fiir glattere Funktionen gibt es aber deutlich bessere Appro-
ximationsverfahren.

7.1.3 Elementare Rechenregeln

Auch fiir das Riemann-Integral gibt es Rechenregeln. Der folgende Satz fasst
die einfachsten zusammen.

Satz 7.1.7. Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und o, B € R. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

i) Linearitdt: of + Bg ist Riemann-integrierbar und es gilt
b b b
/ af(x) + Bg(x)de = a/ f(z)dx —|—ﬁ/ g(x)dx.

ii) Zerlegung des Definitionsbereichs: Fir jedes ¢ € (a,b) ist f auch
auf den Teil-Intervallen [a, c| und [c,b] integrierbar und es gilt

/abf(x)da::/acf(x)d:v—l—/cbf(:zc)dx.
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Beweis. i). Seien a, f > 0und Z : xg, ..., zy eine Zerlegung von [a, b]. Dann
gilt

sup  (af(&)+Bg€)) <a sup fE)+B sup g(&) (7.1.12)

E€[zp—1,7k] E€[zp—1,7k] E€lzp_1,7k]

und damit folgt I (a.f+39g) < al?(f)+B1%(g). Da fiir Infima die Ungleichung
(7.1.12) umgekehrt gilt, kann man analog auf Iz(af + 8g) > olz(f)+plz(g)
schlieflen.

Haben wir nun eine Folge Z,, von Zerlegungen mit 6(Z,) — 0 so ergeben
beide Abschéitzungen zusammen

Az, (f) + Blz,(9) <1z, (af + Bg) <P (af + Bg) < al®(f) + I (g) .
Aus der Riemann-Integrierbarkeit von f und ¢ erhalten wir dann die Be-
hauptung.

Um die Aussage auch fiir negative Koeffizienten zu zeigen, reicht es den
Fall « = —1 und 8 = 0 zu betrachten. In diesem Fall folgt die Riemann-
Integrierbarkeit aber leicht aus der Identitét

F(=f) = Iz(=f) = —1=(f) + I*(f)

wobei wir zweimal die Gleichung (7.1.3) angewendet haben. Das Integral von
— f kann ebenfalls mit (7.1.3) bestimmt werden.

ii). Seien Z' : xg,...,xxn eine Zerlegung von [a,c| und Z” : yo,...,yy eine
Zerlegung von [¢,b]. Dann ist Z : zg,...,ZN,Y1,..., Yy eine Zerlegung von
[a,b] mit §(Z) < 6(Z2') + 6(2"). Dies ergibt

IZ/(fHa,c}) - IZ’(fHa,c}) S Iz(f) - IZ(f) 5
12" (firem) — Lev(fiew) < T2(F) = 12(f).

Durch Betrachten von Folgen (Z/),eny und (Z)neny mit §(Z) — 0 und
d(2,)) — 0 ergibt sich dann die Riemann-Integrierbarkeit von fjj, und fis.
0

Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so setzen wir im folgenden

/aaf(x)dx =0

und
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7.1.4 Ungleichungen

Das Riemann-Integral erfiillt aulerdem einige Ungleichungen, die im folgen-
den Satz dargestellt werden.

Satz 7.1.8. Seien f,g : [a,b] = R Riemann-integrierbar. Dann gilt:

i) Beschrinktheit:

x)dx < sup f(x).

z€[a,b)

inf
z€la, b]

ii) Momnotonie: Gilt f(x) < g(z) fir alle x € [a,b] so folgt

/abf(x)de/abg(x)dw-

iii) Vergleich mit Supremums-Norm: Die Funktion |f| ist Riemann-
integrierbar und es gilt:

b
r)da s/ F@)]dz < (b—a) - |l

Haben wir eine Funktionenfolge (f,)neny von Riemann-integrierbaren Funk-
tionen f, : [a,b] — R, die gleichmdfig gegen eine Riemann-integrierbare
Funktion f : [a,b] — R konvergiert, so gilt mit ii) aus Satz 7.1.8

dx—/f

Beweis. i). Durch Betrachten der trivialen Zerlegung Z : a, b folgt dies sofort
aus (7.1.9).

i4). Wir definieren h(x) := g(x)— f(x) fiir alle x € [a,b]. Dann gilt inf,c(, 5 h(x) >
0, und mit ¢) erhalten wir

2| < (b—a)- | fu— flloo = 0.

1 b
OSbT g(x) — f(z)dz.

Die Linearitdt des Riemann-Integrals ergibt dann die Behauptung.

iii). Wir setzen T := max{0, f} und f~ := —min{0, f} = max{0, —f}. Es
gilt dann | f| = f*+4 f~ und damit muss fiir die Riemann-Integrierbarkeit von
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| f| nur die von f* {iberpriift werden. Sei dazu Z : xy,...,xy eine Zerlegung
von [a,b]. Wir betrachten dann ein Teil-Intervall [xy_1, zx].

sup  f(§) —  inf ]f+(€)=0§ sup  f(§) — inf f(§)

E€lzp—_1,71] ge[xk_l’xk E€[TK_1,7k] EG[Z’}C_LZ‘}C}

Gibt es umgekehrt ein £* € [zy_1, zx] mit f(£*) > 0, so folgt
sup fT(€) = sup  f(§)

E€[rp_1,71] E€[rp_1,71]

und wegen f < f* damit auch wieder

sup  f(§) —  inf ]f+(£)§ sup  f(§) — inf f(§).

E€l@p_1,2k] elwp—1.ak E€[zp_1,2k] £€lzr—1,z1]

Die Definitionen der Unter- und Obersummen impliziert dann

1E() = 1207)] < () ~ 1200

Mit der iiblichen Argumentation sehen wir dann, dass f* Riemann-integrierbar
ist.

Die erste Ungleichung folgt nun aus i7) durch Betrachten von f < |f| und
—f < |f|. Die zweite Ungleichung folgt aus i) angewendet auf |f|. O

7.2 Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

7.2.1 Der Hauptsatz

Ist v(t) die Geschwindigkeit eines Objektes zur Zeit ¢ so beschreibt

s@%zl}ﬁ@ﬁ

die seit dem Zeitpunkt ¢, zuriickgelegte Strecke. Die Ableitung s’ von s soll-
te wieder die Geschwindigkeit ergeben. Der folgende, als Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung bekannte Satz zeigt diesen Sachver-
halt in allgemeiner Form.

Satz 7.2.1. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist die durch

F@y:/‘ﬂﬂ&, v € [ab]
definierte Funktion F : |a,b] — R stetig und differenzierbar und es gilt
F(z) = f(x), 7 € (a,0)
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Beweis. Sei x € (a,b). Wegen der Satze 7.1.7 und 7.1.8 gilt dann fiir A > 0
mit x +h <b

Flx+h)—F(z) 1 [** o
- — E/x ft)ydt < Jhax f(t) = f(x3)

und ebenso

F(fE + h})L — F(fﬂ) > tefg&h] f(t) _ f(ff*,h) :

wobel @}, x.p, € [v,x + h] geméB Satz 5.2.8 gewéhlt worden sind. Fiir h — 0
haben wir dann z7}, ., — = und die Stetigkeit von f ergibt dann

f@y), fwan) = f(x).

Damit folgt die rechtsseitige Differenzierbarkeit von F' mit rechtsseitiger Ab-
leitung f(x). Analog ergibt sich die linksseitige Differenzierbarkeit und somit
die behauptete Differenzierbarkeit mit F’ = f.

Die noch zu beweisende Stetigkeit in @ und b kann ebenfalls analog gezeigt
werden. n

Das folgende Korollar ist als Mittelwertsatz der Integralrechnung be-
kannt.

Korollar 7.2.2. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

/ f(x)dz = (b — a) f(xo)

Beweis. Wir betrachten die in Satz 7.2.1 definierte Funktion F' : [a,b] — R.
Diese ist stetig und differenzierbar mit F’ = f, und damit gibt es nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung, siehe Satz 6.2.3, ein x¢ € (a,b) mit

flxo) = F'(xo) = F(b;) — aF<a> =7 i a/ f(t)de.

Ein einfaches Umstellen ergibt dann die Behauptung. O]

7.2.2 Stammfunktionen

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung motiviert die folgende
Definition.
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Definition 7.2.3. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann heifit jede stetige und
differenzierbar Funktion F : [a,b] — R mit F' = f Stammfunktion von f.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zeigt, dass es zu jeder
stetigen Funktion mindestens eine Stammfunktion gibt und dass diese durch
Integration bestimmt werden kann.

Haben wir eine Stammfunktion F' zu einer gegebenen Funktion f, so ist
fir ¢ € R ist wegen (F 4 ¢)’ = F' = f die Funktion F' + ¢ wiederum eine
Stammfunktion von f. Insbesondere hat jede stetige Funktion unendlich viele
Stammfunktionen.

Der folgende Satz zeigt, dass es keine weiteren Stammfunktionen gibt.

Satz 7.2.4. Seien f : [a,b] — R stetig und Fy und Fy Stammfunktionen von
f- Dann gibt es ein c € R mut Fy = F, + c.

Beweis. Wir betrachten die Funktion h := F; — F5. Diese ist stetig und es
gilt W'(x) = F{(z) — F3(z) = f(z) — f(z) = 0 fiir alle = € (a,b). Damit gibt
es nach Korollar 6.2.5 ein ¢ € R mit h(z) = c fiir alle € (a,b). Da h stetig
ist gilt dann auch h(a) = h(b) = c. Dies ergibt die Behauptung. O

Das folgende Korollar zeigt, dass zur Berechnung von Integralen eine Stamm-
funktion ausreicht.

Korollar 7.2.5. Sei f : [a,b] — R stetig und F' eine Stammfunktion von f.
Dann gilt

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis. Sei Fy die im Hauptsatz 7.2.1 konstruierte Stammfunktion von f.
Nach Konstruktion erfiillt F, die behauptete Formel. Nach Satz 7.2.4 gibt es
dann ein ¢ € R mit Fy = F+c und dies ergibt F'(b)—F'(a) = Fy(b)—Fo(a). O

Wir bezeichnen mit dem unbestimmten Integral

/f(:c) dz

die Menge aller Stammfunktionen der stetigen Funktion f. Es gilt also (etwas
informell geschrieben)

/f(x)dx:F(x)+c
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mit einer beliebigen Konstanten ¢ genau dann, wenn F'(x) = f(x) fiir alle
gilt.

Ist schliellich F' eine Stammfunktion von f, so schreiben wir auch

::F(b)—F(a):/ f(z)dzx.

a

Beispiele zu unbestimmten Integralen ergeben sich aus den schon hergeleite-
ten Ableitungen. Wir fithren diese nachfolgend auf:

1
/x”dx:—x"+1+c, n € Ny
n—+1
/x_ldx:1n|x|—l—c, x#0
—n—1 1 -n
T de =——2a""+c, n € Ny
n

/erdx—e”—l—c

/cosxdm =gsinz + ¢
/sinxdx: —cosxT + ¢

1

/—dx:arctan:c—i-c
1+ 22

/ ! d inx + + lz] <1
————dx = arcsinz + ¢ = —arccosx + ¢, T )
V1—a?

Hierbei soll x # 0 bedeuten, dass 0 nicht im Integrationsbereich liegt.

7.2.3 Partielle Integration und Substitution

Sind f,g : [a,0] — R stetig differenzierbare Funktionen, so gilt mit der
Produktregel der Differentialrechnung

(f-9)=f-9+f4d.

Durch Umstellen nach f-¢" und anschlieende Integration erhalten wir damit
das folgende Resultat, das als partielle Integration bekannt ist.

Satz 7.2.6. Seien f,q : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann
ist die Stammfunktion von f g durch

[ @) g@de=r-g- [ ) o)
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gegeben und es gilt

/f ndr=1-g|

Durch Betrachten von f(z) := z und g(x) := exp(x) erhalten wir

/xexdx:xex—/exdajz(:U—l)-ex

Setzen wir f(x) :=Inz und g(x) := = erhalten wir

/lnxdx:$lnx—/fdx:xlnm—x.
T

Aus der Kettenregel der Differentialrechnung folgt wiederum der folgende
Satz, der als Substitutionsregel bekannt ist.

Satz 7.2.7. Sei f : [c,d] — R stetig und ¢ : [a,b] — [c, d] stetig differenzier-
bar. Dann gilt fir alle x € [a,b]:

z w(x)
/f@@%d@ﬁz/uf@@.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so lasst sich die obige Aussage auch als

/}w@wwwwszu»
schreiben.

Beweis. Sei F eine Stammfunktion von f. Dann gilt mit der Kettenregel

(Fowp)(t) = F'(p(t) - ¢'(t) = fle(t) - £'(1) -

Damit ist F' o ¢ eine Stammfunktion von (f o ¢) - ¢’ und mit zweimaliger
Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt

z b o(a)
| o) #aydt=Fog| = Flet) - Flota) = [ f(s)ds

a

fiir alle € (a,b]. Fiir x = a ist nichts zu beweisen. O
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In den folgenden Beispielen sei F' immer eine Stammfunktion von f.

Fiir A # 0 und ¢ € R gilt mit ¢(t) := At + ¢

T x Az+-c
/a f()\t+c)dt:%/a f()\t+c))\dt:§/m+c £(s)ds
F(Ax +c¢) — F(Aa+c¢)

A

Durch Betrachten von ¢(t) := t? erhalten wir
/tft2 )dt = /ft22tdt F(2?).
Fir f(x) := exp(—x) ergibt sich wegen F'(z) = — exp(—x) damit

1
/texp(tz) dt = ~5 exp(—12?).

Manchmal ist es aber auch hilfreich, die Substitution fiir bestimmte, feste f
zu betrachten. So gilt beispielsweise fiir f(x) := a:

T p(x) §2
/ o(t) - ¢ (t)dt = / sds = —
a w(a) 2

Damit ist ¢?/2 Stammfunktion von ¢ - /. Diese Formeln lassen sich aber
auch mit partieller Integration mit f := ¢ := ¢ herleiten.

P )

2

w(a)

Fiir f(z) := 27! ergibt sich wiederum

z z »(z)
Zoie= [ st gwar= [ s tas =)
= Inf¢ (@)~ Inf(a)]

wobei 0 nicht im obigen Integrationsbereich der Funktion s + s7! liegen
darf. Insbesondere ist damit In[p(z)| eine Stammfunktion von £

()

7.2.4 Anwendung: Differentialgleichungen

Differentialgleichungen erster Ordnung mit trennbaren Verénderlichen konnen
direkt durch Integration gelost werden. Gesucht ist eine differenzierbare Funk-
tion f : R — R, oder auf einem Teilintervall von R, mit der Eigenschaft,
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dass f'(x) sich als Produkt einer Funktion von f(z) und einer Funktion von
x schreiben liasst. Wir betrachten zwei Beispiele.

Das erste Besipiel ist

fl@)=af(z).
Falls f(z) # 0 gilt, kann man die Gleichung umformen und erhélt
Fz)
f(z)
und damit nach Integration beider Seiten und Anwenden der Substitutions-
regel
f'() / 1,
In|f(z :/ dr= [ zde=-2"+C
f@l= [ 5 X
und damit

fla) = e

mit einer Konstanten ¢ # 0. Daneben gibt es noch die konstante Losung
f(z) =0, die wir am Anfang ausgeschlossen haben.

Im zweiten Beispiel betrachten wir

fl@) =1+ (f(x))*.
Analog ergibt sich hier

e
1+ (f(x))
und damit nach Integration
arctan f(z) = /%dx =C

und damit f(x) = tan(z + C). Diese Funktion ist nicht auf ganz R definiert,
sondern jeweils nur auf einem endlichen Intervall bis zur néchsten Polstelle.

7.3 Partialbruch-Zerlegung

7.3.1 Fragestellung und Vereinfachungen

In diesem Abschnitt wollen wir rationale Funktionen, d.h. Funktionen der
Form

fl) ===, (7.3.1)
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wobei p und ¢ Polynome sind, integrieren. Grundlegend fiir unsere weitere
Annahme ist dabei, dass wir ¢ in seine linearen und quadratischen Faktoren
wie in Abschnitt 2.7.4 beschrieben zerlegen kénnen. Mit anderen Worten sind
alle reellen und komplexen Nullstellen von ¢ bekannt. Aulerdem nehmen wir
ohne Einschrankung an, dass deg g > 0 gilt, da im Fall deg ¢ = 0 der Nenner
eine Konstante ist und das Integrieren damit trivial ist.

Gilt nun degp > deggq, so gibt es mit Hilfe der Polynomdivision, siehe Satz
2.7.3, Polynome r und s mit

p(x) = s(x)q(x) +r(z), z €R,

sowie deg s = degp — degq und degr < deggq. Damit léasst sich f schreiben
als
plx s(r)qlr) +r(x r(x
foy = P8) _ s@a(@) br@) ()

Cog(x) q(x) q(x)

Die Integration des Polynoms s ist dann eine einfache Ubung und es bleibt
die Integration der rationalen Funktion

iibrig. Fiir diese gilt degr < degq und daher konnen wir von vornherein
degp < degq in (7.3.1) annehmen.

Bevor wir in unseren allgemeinen Betrachtungen weitergehen, wollen wir uns
nun zunéchst ein Beispiel anschauen. Dazu betrachten wir die Funktion

x x
U e e TSR v
Unser Ansatz ist es nun a,b € R zu finden mit
x a b alz+1)+bx—1)

-1 @+l 2-1 7241 (@=1-@+D
(a+bz+b—a
(x—1)-(x+1)

Damit muss also z = (a+b)x+b—a fiir alle x # %1 gelten, und dies impliziert
=a+bund 0 = a — b. Losen dieser beiden Gleichungen ergibt zunéchst
a = b und damit 1 = 2a, d.h. a = b = 1/2. Die resultierenden Briiche

1
r—1

1
z+1

und

DN | —
N —
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lassen sich nun leicht integrieren, so ist beispielsweise In |« — 1| eine Stamm-
funktion von (x — 1)~!. Insgesamt erhalten wir auf diese Weise

x 1 1 1 1
dz = = dr + - d
/x2—1x 2/x—1x+2/x+1x

1 1
ziln(x—l)%—éln(x%—l)—i-C’
=Ihhva?2-1+C.

Es ist leicht zu sehen, dass unser Ansatz im obigen Beispiel auch dann noch
funktioniert, wenn das Z#hler-Polynom von der allgemeinen Form p(x) =
max + c ist. Wie sieht es aber mit komplizierteren rationalen Funktionen aus,
bei Nullstellen mehrfach auftreten konnen und auch im Komplexen liegen
kénnen?

Dazu erinnern wir uns zundchst daran, dass reelle Polynome in endlich viele
lineare und quadratische Faktoren zerfallen, siehe Abschnitt 2.7.4. Haben
nun p und ¢ einen gemeinsamen solchen Faktor h, d.h. es gibt Polynome p
und ¢ mit p(z) = h(z) - p(x) und g(x) = h(zx) - §(z), so gilt

oy P@) (@) 5@) _ ple)

q(x)  h(z)-q(x)  q(x)
Ferner gilt mit der Polynomdivision aus Satz 2.7.3, dass deg h+degp = degp
und deg h + deg § = deg ¢. Damit folgt degp < degq.

Falls p und q weitere gemeinsame Faktoren haben, so ldsst sich dieses Kiirzen
solange wiederholen, bis es keine weiteren gemeinsamen Faktoren gibt. Im
folgenden koénnen wir daher zusétzlich annehmen, dass p und ¢ in (7.3.1) in
gekiirzter Form vorliegen, d.h. keine gemeinsamen Faktoren haben.

Um diese letzte Annahme umzuformulieren, erinnern wir uns daran, dass die
linearen Faktoren von ¢ von der Gestalt (z — );) sind, wobei \; eine reelle
Nullstelle von p ist. Ferner sind die quadratischen Faktoren reelle Polynome
vom Grad 2, die die Gestalt

Qz):=(z—X)  (x=X) = (x—a; —ifj)(z — oy +if;) = (x — y)* + ]
haben, wobei \; = a; +i; und \; = a; — i3; zwei komplexe Nullstellen von

q sind, siehe auch Lemma 2.7.1.

Da eine analoge Beschreibung auch fiir p gilt, ist unsere Annahme, dass p
und ¢ in gekiirzter Form vorliegen, dquivalent zu der Annahme, dass p und
q keine gemeinsamen komplexen Nullstellen haben.
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7.3.2 Theorie der Partialbruchzerlegung
Das folgende Lemma zeigt wie man mit Hilfe einer reellen Nullstelle von ¢
die rationale Funktion vereinfachen kann.

Lemma 7.3.1. Seien p und q reelle Polynome mit degp < degq. Ferner sei
A € R eine Nullstelle von q mit Vielfachheit v, d.h. es gibt ein Polynom r
mit q(z) = (x — NV - r(x) fir alle x € R und r(\) # 0. Wir setzen

_ (M)
r(A)

Dann gibt es ein Polynom py, mit degp; < degq — 1 und

p(z) . a p1()
Q(ﬁ) N (x — )\)v (CB _ )\)v—l ] 7“(1‘) (7.3.2)

fiir alle z € R mit q(x) # 0. Ferner kann dieses Polynom py durch
p(z) —ar(z) = (x — N)p1(x), reR (7.3.3)
bestimmt werden.

Beweis. Wir definieren s(z) := p(z) — ar(x) fir x € R. Dann gilt degs <
max{degp, degr} < degq und

s(\) = p(\) — ];8; r(A) = 0.

Damit existiert nach Korollar 2.7.4 ein Polynom p; mit degp; = degs —1 <
degq—1 mit s(z) = (x— ) -p1(z) fiir alle z € R. Mit anderen Worten erfiillt
p1 die Gleichung (7.3.3). Ferner gilt

a m(2) _ ar(zx) (x —A) - pi(x)
N R VIR M CRp VIR )
_arl) | pla) — arle)
q() q()
o)

q()
fiir alle z € R mit ¢g(z) # 0. O

Analog zeigt das folgende Lemma, wie man mit Hilfe einer komplexen Null-
stelle von ¢ die rationale Funktion vereinfachen kann. Der Beweis ist dhnlich
zu dem vom Lemma 7.3.2 und wird hier nur der Vollstdndigkeit halber an-
gegeben.
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Lemma 7.3.2. Seien p und q reelle Polynome mit degp < degq. Ferner sei
A € C\ R eine Nullstelle von q mit Vielfachheit w, d.h. es gibt ein reelles
Polynom r mit q(z) = Q" (z) - r(x) fir alle x € R und r(\) # 0, wobei wir
das reelle quadratische Polynom

Qx) = (z—N)-(z—N), reR
betrachten. Wir setzen
:M b.:hn_7 C_:_Im('}/x)
r(A)’ © Im A’ ' Im A

Dann gibt es ein reelles Polynom py mit degps < degq — 2 und

p(z) _ bxr + ¢ N pa(z)
g(r)  Qu(z) Qv z) r(z)

fir alle x € R mit q(x) # 0. Ferner kann dieses Polynom py durch

p(x) — (bx + c)r(z) = Q(x)p2(z) reR (7.3.5)

(7.3.4)

bestimmt werden.

Beweis. Wir definieren s(x) := p(x) — (bx +¢)r(x) fur x € R. Wegen degr =
deg g — 2 gilt dann deg s < max{degp, 1+ degr} < degq.

Um s durch Q teilen zu kénnen, wollen wir nun zeigen, dass A und A Null-
stellen von s sind. Dazu bemerken wir zuniichst, dass aus r(\) # 0 wegen
Lemma 2.7.1 auch r(\) # 0 folgt. AuBlerdem gilt

A
r(A) (A
wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass p und r reelle Polynome
sind. Ferner gilt

- 2i - Im~y Y7
S 2i-ImA A=\
und
. _2i-Im(ﬂyX) B _’yX—’y_X B FA — YA
o 2-TmA T A =X A=
Damit gilt
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und wegen

y—0\—c=

A=) (=) A FA-A
A=A A
folgt s(A) = 0. Analog folgt aus (7.3.6)

s(A) =p(A) = (BA+c)r(X\) =r(A)(F— b —¢)
und wegen

TA=X (=T A FA=A _
A— A\ A— A\ A—\

folgt auch s(A\) = 0. Damit gibt es, wie im Abschnitt 2.7.4 ausgefiihrt, ein
reelles Polynom p, mit degpy = degs — 2 < degq — 2 und

s(z) = (x — N)(x = A) - pa(2) = Q(x)pa(z), z e R.

Mit anderen Worten erfiillt p, die Gleichung (7.3.5). Damit folgt aber auch

e pla) (b)) Q) )
Qu(z)  QuNz)-r(x)  Qv(z)-r(z)  Q¥(x) r(z)
_ (bx +¢) - r(x) N p(x) — (bx + c)r(x)
q() q()
_r@)
q()
fiir alle z € R mit g(z) # 0. O

Wendet man die Lemmata 7.3.1 und 7.3.2 nacheinander auf alle reellen und
komplexen Nullstellen von g an, so ergibt sich die folgende Vereinfachung von
(7.3.1).

Satz 7.3.3. Seien p und q Polynome mit degp < deg q. Ferner seien Ay, ..., A\, €
R die reellen Nullstellen von q mit Vielfachheiten vy, ..., v, und Q1,...,Qm
die quadratischen Faktoren von q mat Vielfachheiten wy, ..., w,,. Dann gibt

es Konstanten a; j,b; ;,c;j € R mit

1‘ - a; zx+cz
) ZZ EEyw ZZ] .

11]1 =1 j5=1

fir alle x € R mit q(x) # 0.
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7.3.3 Beispiele und praktische Bemerkungen

Zunéchst betrachten wir nochmal die Funktion

fzx) =

221 (z-1)-(z+1)’

x # +1.

Dann ist A := 1 eine einfache Nullstelle des Nenner-Polynoms ¢(x) := z? — 1.
Setzen wir entsprechend r(z) := x + 1, so ist

o1 1
“Tr) 1+ 2

wobei p(z) := z das Zahler-Polynom ist. Um p; aus Lemma 7.3.1 zu bestim-
men, betrachten wir nun (7.3.3):

(r=1)==-(z—A).

N —

p(x)—ar(x):x—%-(x—i-l):%

Damit ist p; = 3 und (7.3.2) liefert mit v = 1 und A = 1 die schon bekannte

Zerlegung
x 1 1 1 1

xz—lzg'x—1+§.x+1

Ein etwas komplizierteres und vollstindiges Beispiel ist durch die Funktion

P+t r+1
x4 — 203 + 222 — 20 + 1

fla) =

gegeben. Da das Zéhler-Polynom noch keinen kleineren Grad als das Nenner-
Polynom hat, fithren wir zunéchst Polynom-Division durch. Dies ergibt

203 — 2 +4x — 1
x4 =203 + 222 —2x+1°

flz)=z+2+
Nun zerlegen wir das Nenner-Polynom in seine Faktoren
ot —22° +22° — 20+ 1= (z—1)*(z* +1).

Aus unserem allgemeinen Satz 7.3.3 wissen wir dann, dass es aq, as,b,c € R
gibt mit

203 — x® +4x — 1 a a br + ¢
=+ — (7.3.7)
=223 4222 -2x+1 (x—1)2 zxz—-1 22+1
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Diese Konstanten konnen wir zum Beispiel durch iteratives Anwenden von
Lemma 7.3.1 bzw. Lemma 7.3.2 bestimmen. Zur Bestimmung von a; setzen
wir r(z) = 22 4+ 1. Fiir die Nullstelle A = 1 ergibt dies

p(l) 2-13-1244-1—-1 4
a’]. —= = = - = 2
r(1) 1241 2
und mit (7.3.3) sehen wir
p(x) —ar(z) =22° —2* + 40 —1-2(2* +1) =22° — 32° + 420 -3
=(r—1)-(22° —x +3),

wobei im letzten Schritt Polynomdivision benutzt wurde. Damit ist p;(z) :=
202 — 2 + 3 und Lemma 7.3.1 ergibt

20 — 2 +4x -1 2 N 222 —r +3
vt =203 42202 —22+1  (z—1)2 (z—1)(22+1)"

Um ay zu bestimmen, betrachten wir den zweiten Bruch mit Hilfe von Lemma
7.3.1. Dies ergibt

_pl(l) B 2-12-1+3 4
2= T 2 2
Mit (7.3.3) sehen wir ferner

=2.

pi(x) —ayr(z) =22 —2+3 -2 - (2 +1)=—a+1=—-1-(x—1).

Damit ist p; = —1 und Lemma 7.3.1 ergibt

202 — 1+ 3 2 -1
)@+ -1 211
Insgesamt haben wir damit a; = a; = 2, b = 0 und ¢ = —1 erhalten, d.h.
203 — 2% 440 — 1 2 2 1

x4—2x3—|—2x2—2x+1:(x—1)2+x—1_:c2+1
fir alle x # 1.

Alternativ kénnen wir die Form (7.3.7) auch direkt ausnutzen, um die Kon-
stanten zu bestimmen. Addieren wir ndmlich die 3 Briiche auf der rechten
Seite und vergleichen den resultierenden Zihler mit p, so ergibt sich

20 —2* + 4z — 1
=a-(@*+D4ay-(x—1)- 2>+ 1)+ bz +c) (x—1)

=a;- (@ + 1) +ag-(2° -2+ —1)+b@®—22" +2) +c- (2?2 =22+ 1)
= (ag +b)2® + (ay — ag — 2b + c)x* + (ay +b — 2¢)x +a; —ay + c.
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Das Vergleichen der Koeffizienten ergibt das Gleichungssystem

2:a2+b
—1=a;,—ay,—2b+c
=ay+b—2c

—1l=a; —ay+c.

Diese muss dann noch gelést werden, was wir an dieser Stelle iiberspringen,
da es einfach zu sehen ist, dass die obigen Koeffizienten a1 = ay =2, 0 =0
und ¢ = —1 das Gleichungssystem l6sen.

Dieser Ansatz kann iibrigens etwas vereinfacht werden, wenn man zunéchst
die reellen Nullstellen einsetzt. In obigen Fall wére dies x = 1, wodurch unser
obiger Z#hlervergleich sich auf

=2-1+4—-1=a;(1>+1)+ay-0+ (bx+¢)-0=2q

reduziert. Damit haben wir a; = 2 und das Gleichungssystem in 4 Variablen
reduziert sich auf eins in 3 Variablen. Analog kann man dann auch die beiden
komplexen Nullstellen +i einsetzen, um ein Gleichungssystem in b und ¢ zu
bekommen.

Zum Abschluss dieses Abschnittes listen wir die Formeln auf, die uns beim
integrieren rationaler Funktionen helfen werden. Statt einer Darstellung als
komplexer Partialbriiche bietet sich mitunter eine reelle Form an, wir geben
den wichtigsten Fall dazu ebenfalls an. Es gilt fiir v > 1 und Q > P%

1
/ de=Inlz =\ +C, TEN,
T —A
1 1 1
—  dr= . C A
/(x—/\)“ SR R VT TEA
2 +2Pr+Q /O — P2 /Q — P? ’

r+ P 1

Um die letzten beiden Formel anzuwenden, miissen wir dann lediglich noch

br + ¢ x+ P 1
- =b-————+ (¢c—-bP) ————
22 +2Px + Q 22 +2Px + Q 22 +2Px +Q

beachten. Die Integration von hoheren Potenzen von quadratischen Polyno-
men im Nenner ist ebenfalls moglich. Hier wird zunéchst partielle Integration
benutzt, um sukzessive die Potenz zu verringern. Wir verzichten auf die recht
technischen Details.
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7.4 Uneigentliche Integrale

7.4.1 Definition und Beispiele

Im folgenden sei I ein Intervall und f : I — R. Wir wollen nun untersuchen,
wann wir fiir f auch ein Integral iiber I definieren kénnen. Dazu sagen wir,
dass f lokal Riemann-integrierbar ist, falls f auf jedem abgeschlossenen
Teil-Intervall von I Riemann-integrierbar ist.

Ist nun z.B. I = [a,b) und f : I — R lokal Riemann-integrierbar, dann sagen
wir, dass f uneigentlich Riemann-integrierbar ist, falls der Grenzwert

b b—e
/ f(z)dz := lim f(z)dx

e—=0t J,

existiert. In diesem Fall heifit das Integral auf der linken Seite uneigentli-
ches Riemann-Integral. Im Fall I = [a, 00) definieren wir analog

/ f(x)dz := lim [ f(z)dz,

r—00 a

falls der Grenzwert existiert, und die obigen Sprechweisen bleiben die glei-
chen. Halboffene Intervalle der Form (a, b] und (—oo, b] werden ebenfalls ana-
log betrachtet.

Offene Intervalle I := (a,b) werden dadurch behandelt, dass man ein ¢ € I
fixiert und die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit auf (a,c| und [c,b)
fordert. Das uneigentliche Integral ist dann

/abf(x)dx::/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Dieser Ansatz ist unabhingig von der Wahl von ¢, wie man sich leicht mit
Satz 7.1.7 iiberlegen kann. Im Fall I := (—o00, 00) ist der Ansatz analog.

Es gilt zum Beispiel

1 1
1 ) 1 .

und
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7.4.2 Vergleichskriterien

Die Konvergenz uneigentlicher Integrale ist stets nachzuweisen. Oft hilft dazu
das folgende Vergleichskriterium, dass vom Charakter sehr dhnlich zum dem
Majoranten-Kriterium fiir Reihen ist.

Satz 7.4.1. Seien I := [a,b) ein halboffenes Intervall mit b € R U {oo}
und f,g : I — R lokal Riemann-integrierbar mit |f(z)| < g(x) fir alle x €
1. Ist dann g uneigentlich Riemann-integrierbar, so ist auch f uneigentlich
Riemann-integrierbar und es qilt
b
< / g(x)dx.

/ f(a)de

Eine analoge Aussage gilt auch fiir die anderen Fille, in denen uneigentliche
Riemann-Integrierbarkeit definiert ist.

Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall I := [a,b) mit b < oco. Sei dazu
(bp)nen C [a,b) eine Folge mit b, — b. Wir setzen

bn

Q= f(z)dx und Yo = /bn g(x)de.

a

Dann konvergiert die Folge (7,)nen nach Voraussetzung und damit ist sie
auch eine Cauchy-Folge. Fiir m,n > 1 mit b,, < b, gilt ferner

b
f(z)dz

bm

|y — | =

bn bn
s/ \f(x)\dxs/ 9(£)dz = |y — Yo
bm bm

siehe Satz 7.1.7 und Satz 7.1.8. Damit ist auch (a,)nen eine Cauchy-Folge
und damit konvergent. ]

Typische Vergleichsfunktionen sind g(x) := z®. Fiir & > —1 gilt hierbei

1 1a+1 €a+1 1
/ xdr = — lim = (7.4.1)
0 a+l e=o+ta+1l a+1

und dies sind auch die einzigen «;, fiir die Funktion g auf (0, 1] uneigentlich
integrierbar ist. Analog gilt fiir « < —1

oo Ta—i—l 1a+1 1
/ z“dr = lim — = — (7.4.2)
1 rmoa+1 a+1 a+1
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und dies sind wiederum die einzigen «, fiir die Funktion g auf [1,00) unei-
gentlich integrierbar ist.

Eine Anwendung des zweiten Falls zeigt sofort, dass das uneigentliche Riemann-

Integral _
/ sin x da
1z

Satz 7.4.2. Sei f : [0,00) — [0,00) eine stetige und monoton fallende Funk-
tion. Dann gilt fir alle n > 1:

fiir alle o > 1 existiert.

-1

/ fa Z k). (7.4.3)

Insbesondere ist f uneigentlich Riemann-integrierbar genau dann, wenn die
Reihe Y ,_, f(k) konvergiert.

Satz 7.4.2 kann auch mit dem Majoranten-Kriterium aus Satz 4.2.6, bzw. der
Monotonie des Integrals, siehe Satz 7.1.8, verbunden werden.

Betrachtet man die Funktion f(z) := 27!, so ergibt sich fiir die harmonische

Reihe )
Zk—l <Ilnn < Zk:‘l.
k=2 k=1

Die Folge der harmonischen Partialsummen wéchst daher so schnell wie der
natiirliche Logarithmus.

Beweis. Fur x € [k, k+1] gilt f(k+1) < f(x) < f(k). Damit folgt

k41
flk+1) < flz)dz < f(k). (7.4.4)
k
Summation iiber k = 1,...,n — 1 liefert dann die zwei Ungleichungen. Da
alle drei Ausdriicke in diesen zwei Ungleichungen monoton wachsend in n
sind, ist die Konvergenz der zugehorigen drei Folgen dquivalent zu ihrer Be-
schrinktheit, siehe die Sétze 4.1.6 und 4.1.16. n

Die Ungleichungen (7.4.4) kénnen auch zur Abschéitzung von Reihen-Resten
dienen. Fiir o > 1 gilt beispielsweise

E+1 —a41 |k+1 Emotl _ (4 1)t
/ T %dx = T (k+1)
i —a+ 1], a—1
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Wird dies fiir f(z) := 2~* mit (7.4.4) verbunden, so ergibt eine anschliefende
Summation iiber k =n, ..., oc0:

00 (9] —a+1 0
k_z k‘azz_:(k:Jrl)‘“ <=—< Z_:k:‘“.
=n+1 k=n k=n

Umstellen ergibt fiir n > 2:
n—atl 0 (n _ 1)704+1
< S A S A—
a—1 7 ; - a—1

Man beachte ferner, dass fiir n > 2 gilt

(n_l)—a—i—l B n—1 fa+1'n—a+1 <2—a+1.”_a+1
a—1 n a—1 "~ a—1"

Die Tails der Reihe iiber £~ fallen daher so schnell wie die Folge n=*1.

Als ein weiteres Beispiel fiir uneigentliche Integrale betrachten wir die Funk-
tion f(x) := *2% fiir v > 0 und f(0) := 1. Diese Funktion ist stetig, da

. sinz . sinz —0 .
:1011)1(1) " —glggr(l]x—_o—sm(())—cos(O)—l.

Wir wollen nun sogenannte Dirichlet-Integral

/ Sl (7.4.5)
0

T

untersuchen. Dazu bemerken wir zunéchst, dass fiir z; < 2, partielle Integra-

tion
z2 22 _1
—/ — - (—cosz)dz.
21 z

. T

Z22 1
/ A=~ (—cosx)

1 T T

ergibt. Damit erhalten wir

r : 1 1 T
/ T e —-(—cosr)——-(—cosl)‘—l—/
1 T 1 1

r

1 T
§—+1+/x_2dx.
r 1

cos T
<

‘dx

2

Der letzte Ausdruck ist beschrankt fiir r — oo und damit existiert das unei-
gentliche Riemann-Integral (7.4.5).
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Die Funktion |f| ist jedoch nicht uneigentlich Riemann-integrierbar. So gilt

fir k > 1:
(2]€+1)'7T Sinm 1 (2]€+1)-7T 2
de > ——— - smrder = ———.
/QIM x ‘ ~ (2k+ 1) /QIM (2k + 1)m

Damit folgt

2n+1)m, o n (2k+1)-m
/ smx‘ dz > Z /
21 x 2k-m

k=1

o .
sin x
’ ‘dm:oo.
0 x

Die Gamma-Funktion I" : (0,00) — R ist durch

[(x) := /OOO e il dt (7.4.6)

definiert. Wir wollen hier zeigen, dass das zugrunde liegende, uneigentliche
Integral fiir jedes x € (0, 00) existiert. Dazu betrachten wir zunéchst

1 1
/ et dt < / t*~ e,
0 0

und da das rechte, uneigentliche Integral wegen x — 1 > —1 existiert, siehe
(7.4.1) existiert auch das linke, uneigentliche Integral nach Satz 7.4.1. Ferner
gilt limy o e "t = 0, wie eine |z + 1|-malige Anwendung der Regel von
I’Hospital zeigt. Damit gibt es ein ¢y > 1 mit

sin 2 — 1
de > =2
T ‘ x_wk222k+1

und dies zeigt, dass

e—tt$—1 S t—2
fiir alle ¢ > ¢(. Dies ergibt

/ e it At < / t2dt,
to to

und da das rechte, uneigentliche Integral wegen z — 1 > —1 existiert, siehe
(7.4.2) existiert auch das linke, uneigentliche Integral nach Satz 7.4.1. Da
die Integration auf dem verbliebenen Intervall [1,¢y] kein Problem darstellt,
existiert also tatsdchlich das uneigentliche Integral in (7.4.6).

Mit partieller Integration kann man ferner zeigen, dass

FNz+1) =2 -T'(z), x>0
gilt. Da offensichtlich I'(x) = 1 gilt, folgt mit Induktion
Fn+1)=n!

fiir alle n € N.



