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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H6. Polynome, Binomischer Lehrsatz

(a) Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Gleichung (22 — 1)(z + 3) = 22 + 42 — 6.

(b) Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen von z* — 223 — 82% + 18z — 9.

(c) Zeigen Sie, dass —1 — 2'% — 210 — 2% 4+ 102% — 25 keine reellen Nullstellen besitzt.
Losungshinweise hierzu:

(a) Da

(2 = 1)(z+3) — (22° +42 —6) = (z — 1)(z + 1) (2 +3) — 2(z — 1)(z + 3)
=(x—-1)(z+3)(z—1)
ergibt,sind die Losungen sind x = —1 und z = —3.

Die Faktorisierung 2% + 2z — 3 = (z — 1)(z + 3) ergibt sich hierbei beispielsweise iiber
die allgmeine Losungsformel:

2420 —-3=0 U
—24/4—4-(-3
. \/2 (=3) _,
—2—4/16
Ty= ———— = —3.

2
(b) Es gilt:
ot — 22" — 82 + 18z — 9 =127 (2" — 204+ 1) — 9 (2° — 22+ 1)
=(@*=9)-(z—1)?=(z—1)*(z —3)(z +3)
Die Nullstellen sind folglich z = =3, z =1, und z = —3.

(c) Esgilt
(2% 4+ 219 — (2* — 102% + 25)
= —1— (2! + 2% — (2 — 1022 + 25)
+x

woraus mit —(2!% 4+ 219) <0 und —(22 —-5)? <0
1=z =20 — 2+ 102 - 25 = -1 — (2" 4+ 2) - (2* - 5)? < -1 <0,

folgt. Wir kommen zu dem Schluss, dass —1 — 219 — 210 — 2% 41022 — 25 keine reellen
Nullstellen besitzt.

Aufgabe H7. Ungleichungen und Betrag
Bestimmen Sie jeweils die Menge aller reellen Zahlen, die die folgenden Ungleichungen erfiillen:
(a) 252—1—95—2 > 22+ 22— 3 .
22 +3x—10 = (x —2)(z +5)
(b) |2°+4| S|z -1+ ]z —3|.
(c) | —3cos(2z+10)| — | — 5] > 0.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir faktorisieren zuerst die Polynome:

Pt —2=(r—1)(z+2),
22+ 3z — 10 = (v + 5)(z — 2),
2*+ 22— 3= (z—1)(x+3).
Wir vereinfachen den rationalen Ausdruck:
4 x—2 r?+22 -3
22+3x—10 = (x — 2)(z +5)
(x—1)(z+2) (x—1)(x+3)
(x+5)(z—2) (z—2)(x+5)
(x—=1)(z+2) — (x—1)(x + 3)
(x —2)(z+5)
(x—=1)(z+2—-2-3)
(x —2)(z+5)
(ZE — 1)(_1> >0
(x —=2)(z+5) ~

1\

v
o~

_
(

v
o

Die Nullstellen des Z3hlers und des Nenners sind x = —5, x =1 und z = 2.
e Wenn z < =5 ist,dannsind t —1<0, t—2<0 und .+ 5 <0, also ist

z—1

(x —2)(z +5) <0

e Wenn z = —5 ist, dann ist
z—1

(x —2)(z+5)

nicht definiert.
Wenn -5 <x < 1list,dannsind 2 —1 <0, 2—2<0und x+5 >0, also ist

r—1
(x —2)(z+5)

> 0.

e Wenn z =1 ist, dann ist
r—1

(x —2)(x +5)
Wenn 1 <2 <2 ist,dannsind 2 —1>0, x—2<0 und z+5 >0, also ist

r—1

CEDCET I

e Wenn z = 2 ist, dann
z—1

(x —2)(z +5)

nicht definiert.
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e Wenn 2 < x,dannsind 2 —1>0, 2—2>0und x+5 > 0, also ist

r—1

CED T R

Die Lésungmenge ist folglich (—oo, —5) U [1,2).
(b) Beachten Sie, dass 22 +4 = 0 fiir z € R, also

|2* +4| Sl -1+ |z -3 <= 0Z |z — 1|+ |z — 3| —2® — 4.

Wir analysieren, wann = — 1 und x — 3 das Vorzeichen andern.
e Wenn z < 1ist,sind [z—1|=—(x—1)=1—2 und |z — 3| = 3 — z, folglich
gilt
lz— 1|+ |z —3|—2°—4=4—-22 -2 —4=(—2)(x+2).
Daher entspricht die Ungleichung fiir x < 1 der Ungleichung 0 < (—xz)(z + 2).
Die Nullstellen fiir (—z)(x +2) sind + = —2 und z = 0.
— Wenn z < —2 ist, dann sind —z >0, (z+2) <0 und (—z)(x +2) < 0.
— Wenn z = —2 oder x =0 ist, dann ist (—x)(z + 2) = 0.
— Wenn —2 <z <0 ist, dann sind —z > 0, (x+2) > 0 und (—z)(z+2) > 0.
— Wenn z = 0 ist, dann ist (—z)(z+2) = 0.
— Wenn 0 <z < 1 ist, dann sind —z >0, (x —2) <0 und (—z)(z+2) <0.

Somit ist die Ungleichung fiir x < 1 nur fir = € M; = [-2,0] erfillt.
e Fir x =1 gilt |z +4| =5 und |z — 1| + |z — 3| = 2, also ist die Ungleichung
nicht erfiillt.

e Wenn 1 <z <3 ist, folgen |[r — 1| =2 —1 und |z — 3| =3 —z, also
2 —1|+]z -3 -2 —4=2-2"—4=—(2+2%).
Somit entspricht die Ungleichung 0 < —(2 + 22) der Ungliechung
0=>2+22.

Aber 2 + 2% = 2 > 0 fiir alle x € R, die Ungleichung gilt fiir kein x € (1,3).

e Wenn z = 3 ist, dann ist |22 + 4| = 13 und |z — 1| + |z — 3| = 2 also gilt die
Ungleichung nicht.

e Wann 3 <z ist,sind [zt —1|=x—1 und |xr — 3| =z — 3, es gilt

o — 1|+ |z —3|—2>—4=—2>+22-38.
Die Ungleichung ist nun
05 2420 -8=—-2*+2r—1-7=—(2-12-7<0.

Folglich gilt die Ungleichung fiir kein = > 3.
Die Lésungsmenge ist folglich [—2,0].
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c) Es gilt
(c) g
| —3cos(2x +10)| = | — 3|| cos(2z + 10)| = | — 3] = 3,

also
| —3cos(2z +10)| — | =5/ £3-5=-2,

und die Ungleichung ist nie erfiillt. Die Losungsmenge ist somit leer.

Aufgabe H8. Mengen

Skizzieren Sie die folgenden Mengen:
(@) Mi={(zy)eR|z>y y=z-1}
(b) My ={(z,y) eR® | 2® +3* S 1} U{(z,y) ER* |y —2° - 1 2 0}.
() My={(z,y) eR?* [ (= 1>+ (y +1)* = 1} N{(2,y) ER?* | 2 +y > 0}.
(d) My={(z,y) eR*||z[>1, =>y’}.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Das Gebiet wird von den Graphen der Funktionen x +— y und = — —1 berandet, wobei
es sich in beiden Fallen um Geraden handelt. Hierbei ist zu beachten, dass erstere nicht
zur Menge gehdrt und entsprechend zu Markieren ist. Es ergibt sich folgende Skizze:

e

«}1 =

Tr-/// @
=== - ’1_“L: i gyt
/- 2 L
e L
v

(b) Die erste Menge beschreibt eine Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung.
Die zweite Menge besteht aus der durch y? = 22 +1 gegebenen Parabel sowie der Menge
»oberhalb® von dieser. Es ergibt sich folgende Skizze:

(c) Bei der ersten Teilmenge handelt es sich um eine Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittel-
punkt (1,—1). Die zweite Menge beinhaltet alle oberhalb der durch y = —z gegebenen
Gerade liegenden Punkte. Da besagte Gerade nicht dazugehort, gehdren insbesondere
die Schnittpunkte mit dem Kreisrand ebenfalls nicht dazu. Es ergibt sich folgende Skizze:
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(d) Der Rand = = y? beschreibt eine an = = y gespiegelte Standardparabel, die Ungleichung
|z| > 1 alle Punkte, die auBerhalb des durch die Geraden z = —1 und = = 1 berande-
ten Streifens liegen, woraus sich die eingezeichnete Schnittmenge ergibt. Es ergibt sich
folgende Skizze:

Aufgabe H9. Ungleichungen

(a) Firr welche z,y € RT gilt Ty 2\/g =37
y x
Hinweis: Ungleichung 1.5.12.
(b) Sei a > 1. Folgern Sie aus 1.5.10, dass {/a — 1 < “-L fiir alle n € N gilt.

(c) Sei z; =2 und definiere rekursiv 2z, = 1, + %
Zeigen Sie induktiv mit Hilfe von 1.5.12, 22 = 2 fiir alle n € N gilt.
Hinweis: Zeigen Sie x,, > 0 fiir alle n € N gilt.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
crfEge ) -

die Gleichung gilt somit fiir alle (z,y) € RT x R,

(b) Esist
va :a;I na:a;1 :(1+a—1>

n

Es genligt daher, die dritte Ungleichung zu zeigen. Da %1 > (0 wegen a > 1 ist, ist
Ungleichung 1.5.10 anwendbar:

—1\" -1
( ¢ ) gl—l—n(a—):l—{—a—l:a.
n n
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(c) Wir nutzen Induktion.
Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Wegen x; = 2 gilt dass 22 =4 > 2.
@ Wir nehmen an, dass fiir ein n € N die Ungleichung 2?2 = 2 gilt.

@ Wir zeigen die Aussage fiir n + 1, in dem wir 22, berechnen:

) L, 2 2
x =|l=l|Zn+—

_ Ty ]
4 2
£E2
o [
— 5 .

2
Da aber nach Induktionshypothese 2 = 2 gilt, folgt insbesondere % > ( und

x% > 0 und wir kdnnen Ungleichung 1.5.12 nutzen:

z2 1
2 Tt
xn+1:2 2 +]‘
2 1\2
>o(In. 2 ) 4
= (4 ) "
— 141
= 2.

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N mit n = 1 bewiesen.
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 10. Volistindige Induktion
Zeigen Sie durch vollstandige Induktion dass

n—1
3 Z 5n—1—k’2k — 5n —9n

fir alle n € N gilt.

Losungshinweise hierzu:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 1:
0 0
3y 571k —3% "5Fob — 3 — 5! — 2!
k=0 k=0

@ Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt.

@ Wir zeigen die Aussage fiir n + 1:

(’I’L-‘rl)—l n
3 Z 5(n+1 —1— k2k SZ 5n 1— k
k=0 k=0

=5(3 Z 5”—1—’f2’f> +(5)(3)5" 2"
k=0

O5. 5n—2m + @2
= 5"t — (5)2" + (3)2"

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
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