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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H11. Abbildungen
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat.
(@) fi:R—=RxR: z~ (cos(bz), 2sin(x))
(b) fo: RT - RT: 2+ 22241
(c) f53:C—>R: 2z 2(14+14)+2z(1 —1)
(d) fi:C~{-2} =>C~{1}:2— =

z+2

Lésungshinweise hierzu:
(a) fist nicht injektiv, so gilt beispielsweise f1(0) = (1,0) = f1(27).
Weil | cos(z)| £ 1 fiir alle z € R gilt, gibt keine reelle Zahl x gibt mit fi(x) = (—4,0),
deshalb ist f; nicht surjektiv.
Eine Funktion ist genau dann bijektiv, wenn es injektiv sowohl als auch surjektiv ist. Es
folgt damit, dass f; nicht bijektiv ist.

(b) e Surjektivitdt: Der Wert % liegt nicht im Bild von f;, somit ist f5 nicht surjektiv:

Es gilt
2x2—|—1;1(i)x2:—1
2 4’
wofiir keine reellle Losung existiert.
e Injektivitat: Seien a,b € R™, wobei fy(a) = fa2(b) gelte. Es folgt

20 +1 =22 +1a? =0 " q=1

Somit ist fo injektiv.
e Bijektivitdt: Da f5 nicht surjektiv ist, ist fo nicht bijektiv.

(c) Ist z = a + bi eine komplexe Zahl, so gilt z + Z = a + bi + (a — bi) = 2a = 2Re(z).
Insbesondere gilt:

fa(2) = 2(1+1) + 2(1 —1) = 2(1 +1) 4+ 2(1 — i) = 2Re(2(1 + 1))
=2Re((a+bi)(1+1)) =2Re((a —bi) +i(a+ b)) = 2(a — b)

e Injektivitat: Die beiden Zahlen 2 und —2i sind verschieden, aber es gilt

f3(2) = 4 = fs(=2i).

Somit ist f3 nicht injektiv.

e Surjektivitdat: Sei y € R ein beliebig gewahlter Wert. Nun gilt beispielsweise
f3 (%) = y. Damit ist das Bild von f3 die gesamte Menge R und f5 ist sur-
jektiv.

e Bijektivitdt: Da f3 nicht injektiv ist, ist f5 nicht bijektiv.
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(d) e Injektivitdt: Seien z,w € C~ {—2} und es gelte f4(z) = fa(w), so folgt

z w
2+2  w+2
S z(w+2) = wz+2)
S2w+2z2 = zw+2w
Sz o= w.

Somit ist f; injektiv.
e Surjektivitat: Sei w = fy(2) € C~ {1}. Dann gilt

_ z
v z+2
Sw(z+2) = 2
e w—1)z4+2w =
B 2w
®z =~y

Somit existiert zu jedem w € C ~\ {1} ein z mit fy(z) = w, fy ist surjektiv.
e Bijektivitat: Da f; sowohl injektiv als auch surjektiv ist, ist f; bijektiv.

Aufgabe H 12. Komplexe Zahlen

Bestimmen Sie jeweils Real- und Imaginarteil, Betrag und Kehrwert der folgenden komplexen
Zahlen.

2 1 Y
(@) = =03 (c) 2z = (E(_HI))
2
3. 142 |1+ 3i]” — Re(—2+5i) i
b =i = d -
(b) = =51+ G5 (d) = Im (5 1 20)
Losungshinweise hierzu:
(a) Esist
2—i (2—i)@+3) (2—-i)@4—3) 8—6i—4i—-3 1 2
21 = = == = = — — —1
VA3 (44313 |4 + 3i[]2 42 + 32 5 5
Also erhalten wir
1 2
Re(zl) = g N Im(zl) = —g
2] 1 2+ 2\* 1
21| = = -] =—F=
! 5 5 V5
1 a0z _(1

n aa |al
(b) Esgilt (1 —i)? = —2i. Weiter ergibt sich

3. 142 3 142 3 (1+42)i 3, i-2 3 1., . .
2o = 1+ ———F5 = =1— = —l4+—= -1 =—1+=-1—-1=— 1.
T2 (1—i2 2 2 2 2 27 2 22
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Es folgt

(c) Esist
)1 e 1 8
23 = (E(—Nﬂ)) :?(—1+1) = 1g(-1+1)%

(2)
Es gilt (—1+1i)? = —2i. Somit ergibt sich (—1 +1)® = (—2i)* = 16i* = 16. Insgesamt
ist also z3 = 1. Es gilt

Re(z3) =1 , Im(z3) =0, 23] =1, 231 = 1.
(d) Esist
1+ V3i]" —Re(=2+50)-1 (1+3)+2i .
R4 = : = =241.
Tm (5 + 2i) 2
Folglich gilt

Re(z4) =2 Im(z4) =1

_ Z4 2 1

= 5 1 = — = - — —1.

’Z4| \/_ ) 24 |Z4‘2 5 51

Aufgabe H 13. Gleichungen im Komplexen
(a) Fiir welche z € Cist 2z —3iz=1+317
(b) Fiir welche z € Cist 122+ (1 — i)z + (2 —1) =07
Hinweis: Verwenden Sie quadratische Erganzung!
(c) Fiir welche z € C ist 2° + 23 — 302 =07

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Sei z = = + yi. Die Gleichung ist dann (z + yi)(z — yi) — 3i(x — yi) = 1 + 3i.
Ausmultiplizieren ergibt 2% + y? — 3y — 3ixz = 1 + 3i. Folglich sind

{x2—|—y2—3y =1

—3r = 3
Hieraus folgt © = —1 und somit y = 0 oder 3. Die Loésungen der Gleichung sind
z=—1lund z=—-1+43i.
(b) Es gilt:
1

522+(1—i)z+(2—1)=0<:>22+2(1—i)z+(4—21):0

wodurch sich die Gleichung umformen lasst zu

(z4+(1-))P=-4-20)+(1-i)=—-4+2i+1-2i—1=—4
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Mit —4 = (4:2i)? erhalten wir die Lésungen
=2 (1—i)=—1—i
s =21—(1—1) = —1+3i

Alternativer Losungsweg:
Wir verwenden die Mitternachtsformel (vgl. Zusatzmaterial)

—(1—i)i\/(1—i)2—4-%-(2—i)
2.1
= l4ity/A=-1+i+2i

Die Gleichung hat somit die Losungen 23 = —1 4+ 3i und 2z, = —1 — 1.

= —14+i++v/1-2—1—4+2i

212 =

(c) Ausklammern ergibt die Gleichung
2(zt + 2% - 30) =0,

welche die Losung z; = 0 hat. Die Substition 22 = x ergibt die quadratische Gleichung
22 +x—30 = 0. Mit der Mitternachtsformel ergeben sich die Lésungen z; = 5 und 2, =
—6. Durch die Resubstituieren ergibt sich z5 = \/5, 23 = —vb und z4 = \/éi, Z5 =
—+/61i. Die Gleichung hat also die Losungsmenge £ = {0, V5, —/5, \/éi, —\/61}.

Aufgabe H 14. Komplexe Zahlenebene

Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.
(@ A={zeC| z—2-i21}
(b) B:={z€C| 3Re(2)? =2Im(2)? — Re(z?)}

R
(c) CZ:{ZE(C Im(z) #0 A 1<ﬂ§2}
Lésungshinweise hierzu:

Im(z)
(a) Fir z=a+ib gilt
lz—2—il=la—2+i(b-1)|=(a—2)*+ (b— 1)~

Daher folgt
A={a+bieC| (a—2°+(b—-1)"=1}.

Die Menge A ist eine Scheibe entfernt von einem Kreis mit dem Radius 1 und dem
Mittelpunkt (2,1).

imlz)
3t
oL
Lar ‘(v
} t
L 2 Re &)
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(b) Esist B:={z € C| 3Re(2)? = 2Im(z)? — Re(z?)}. Sei Re(z) = a und Im(z) = b,

(c)

dann 2% = (a +bi)? = (a® — b?) + 2abi & Re(2?) = (a? — b?) und Im(z?) = 2ab.
3a2 =20 —a? +1* < 4a®> - 302 =0
Es gilt b = i\/%a. Damit ist die Menge die Geraden b= —2a und b = \/%a.

V3
Im(2)
+
3 b-2a
b —%0«. 2 }6
2 i
1
N Re(z)

Wir konnen die Menge C' darstellen als C' = {a+bi € (C‘ b#0 N 1<§ = 2}.

a

Wegen 7>1>0 fiir a + bi € C sind entweder a und b beide positiv, oder beide
negativ. Es gibt also zwei Falle:

1. Fall: a >0 und b > 0: Dann gilt b < a < 2b.
2. Fall: a <0 und b < 0: Dann gilt 2b < a < b.
Damit konnen wir C' darstellen als
C’:{a—i-biEC! a >0, b>0undb<a§26}u
{a—i—biEC! a <0, b<0und Qb§a<b}.
Dies ergibt die folgende Flache, wobei die gestrichelte Gerade und der Punkt 0 nicht zu
C' gehoren.

T

2 | b Rel2)

e

Frischhaltebox ~

Aufgabe H 15. Elementares Rechnen ohne Taschenrechner
Vereinfachen Sie:

(a) 2a2a—:—(){_1' (b) a?+402-490—196 3(a+4).

a?—49
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Losungshinweise hierzu:

(a)
20°+a—-1 20(a+1)—a-—1
a+1 B a+1
:(2a—1)(a—|—1):2a_1.
(a+1)
(b)
o +4a® — 49a — 196 a(a? — 49 + 4(a® — 49)
— 4) = — 4
19 3(a+4) 219 3(a+4)
(a+4)(a? —49)
= — 4) = -2 4).
(o2 — 19) 3(a+4) (+4)
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