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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Monotonie und Beschranktheit. Geben Sie, falls
moglich, eine obere bzw. untere Schranke an.

(a) (n(sin(®527)") (b) (ﬂ) (c) (M)

en fen (2n)!

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir nutzen die 2m-Periodizitat sin(z + 27k) = sin(z) fir k € Z, um die Folge besser
zu verstehen. Es ist

sin ((2”+3>7T) ~sin (M . 27r)) . <(2n - 1)7r>

B {1 fir n = ungerade

= (-1

—1 fiir n = gerade

Insgesamt ist

(n(#577)) v
Also ist (an)n = (7).

Offensichtlich ist die Folge ist monoton und nach oben unbeschrankt, denn a; — oo
fir k — oo.
Eine untere Schranke ist hingegen durch 0 gegeben.

(b) Beachten Sie, dass jeder Term in der Folge positiv ist, da der Zéhler " —e™™ > 0 und
der Nenner €™ +¢e™" > ( ist.

Also erhalten wir

Ani1 _ en+l _ efnfl e 4 e eZnJrl +e— efl _ 672n71

an, en—i—l + e—n—l e — g1 e2n+1 —e+ e—l _ e—2n—1
A+e—e!
A—e+el’

mit A = 2t — =271,
Mit a,41,a, >0 und A+e—e ! folgt A—e+e ! > 0. Hieraus ergibt sich wiederum

mit e —e ' >0 > e ! —e, dass der Zihler groBer als der Nenner sein muss, und somit
an—i—l

ap,
Dariiber hinaus haben wir

> 1 gilt, die Folge steigt monoton.

e e " 1—e™2n
ay = = .
en — g1 1— e—2n
Da e 2" =% ( gilt, folgt a,, — 1, die Folge daher konvergent und somit beschrankt.

Mit e” +e™™ > e” —e ™ > ( ist eine obere Schranke durch 1 gegeben, eine untere
—1 .
durch a; = o=, da (@n)neny monoton steigt.
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2n+1 2n+ 3
Esi — (== = —— 1. Al
(c) Esist a, ( @) ) und a, 1 ((Zn—i— 2)!) S0,

2n+3 2n+1
on+2)1  (2n)!
2043 -(2n+1)2n+2)(2n +1)
B (2n +2)!
_ 2n+3—8n®—16n° — 10n — 2
B (2n +2)!

—8n3 — 16n* — 8n + 1

(2n +2)!
1—8n(n+1)2

— 0
CEDR

da 8n(n+1)*> > 1 fiir n = 1. Folglich ist die folge monoton fallend, womit eine obere
Grenze durch a; = 3 gegeben ist. Da ferner 2241 > 0 fA;iir alle n gilt, ist die Folge

. ) . @nh) 7
auch beschrankt, eine untere Schranke ist beispielsweise 0.

Apty1 — Ap = (

Aufgabe H 22. Haiufungspunkte

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Haufungspunkte. Geben Sie jeweils zu jedem Haufungs-

punkt eine gegen diesen konvergierende oder gegebenenfalls eine bestimmt divergierende Teil-
folge an.

(@) (VIIn+1)— i) . (b) (22;—2_) @ R,
Lésungshinweise hierzu:

(a) Hier nutzen wir eine Standardumformung, wie sie auch im Skript zu finden ist, bei der
wir geschickt erweitern um die dritte binomische Formel verwenden zu kénnen.

B - - 11(n+1)—n
an = /11(n+ 1) — vn N

_ a0+
\/ﬁ(,/11+%+1)
v (10 + )

10 noee
> Vn—— "% to0
_\/_1—|-\/22

)

Damit ist die gesamte Folge bestimmt divergent gegen +o00, es liegt ein einziger, unei-
gentlicher Haufungspunkt in +o00 vor.

(b) Hierfiir gilt
B 2e" — 3e "
© 3e" 4 4en

—2
2 - 38 " n—oo
— 00—

= =
3+ 4e—2n 3

an

Damit ist gesamte Folge konvergent gegen —|—§, dies ist auch der einzige Haufungspunkt.
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(€) Esist (1+1)" = (V2)"(cos(Zn) + isin(%n)). Also ist Re(1 + 1) = 2% cos(Zn).
Somit ist (ay), = (cos(zn))n Aufgrund der Peridoizitat miissen wir nur die folgenden
Teilfolgen betrachten: .

(i) (asit1)ren, =
(i)
(iii)
(iv)

(
(
(
(v) (ask+s)ren, = i)keNO konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert
(
(
(

(¥2).cn, » konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert \f
) = (0)ken, , konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 0.
) (— %i)kENo konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert \f
agk+4)keN, = (—1)ken,, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert —1
) (= -2
) (
Jeny = (

(vi) = (0)gen, , konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 0.
(vii)
(viii)
Somit sind alle Haufungspunkte gegeben durch —1, —‘/75, 0, ‘/75 1, es gibt kein n € N
fiir das a,, nicht zu einer der obigen Teilfolgen gehort.

%)keNO konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert ‘[

ask+8)kenN, = (1)ken,, konvergent (sogar konstant) mit Grenzwert 1.

Aufgabe H 23. c-Kriterium

Berechnen Sie jeweils den Grenzwert a der nachstehenden Folgen (a,),en und geben Sie
jeweils speziell fiir ¢ = 1078 ein n. € N an mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > n..

1 \* n® — 64
b) a, = ——
(@) a, = 1000 — 2999(1000) (b) a 573

Hinweis: Teleskopsummen!

Lésungshinweise hierzu:
(a) Anhand der Teleskopsumme l3sst sich dies leicht erkennen, es gilt

1 k k 1 k—1
= 1000 (1 — 1000 = 1000 —(—
+Z )(1000) +Z (1000) (1000>

k=0 \ ,

=:by,
1 \" 1 \* 1 \"
=1 _ —
000 + <1000) (1000) <1000>

Damit ist — siehe 2.5.8 — lim a,, = 0. Es ist

n—oo

|
lan| <107 & 107" <107 < 3n>18< n>6.

Also konnen wir zum Beispiel n. = 10 wahlen.

(b) Esist
B n3 — 64 1 64
= Tors T T o7 T 9
Damit ist
1 64 1 1
lima,=1lm { = ——-—-—
1 64 | 1 r | 1 1
T 2727 W abeen nbeon T o7
——

=0
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64 64 4
10718 10718 '/ — - 1018 = = . 106,
< = 27m3 < = n > o7 3

Da % < 2 ist, ist zum Beispiel n. = 2000000 eine geeignete Wahl.

Es gelte
1

p — —

27

Aufgabe H 24. Konvergenz

Untersuchen Sie jeweils die Folge (a,)nen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grenzwert.

(a) an—202 NG () an=n" (n"—(n+1)")

2n  sin(n) sin(n®+1) 2n+1

b) a,=(-1)"{/ = d) a, =
Losungshinweise hierzu:
(a) Fir n € N gilt
100n* —25 (100 —5)(10ny/n +5) _ W0nyin+5 o 5
ap = = =5n +——.
20n% — 10v/n  2v/n(10nyn — 5) NG NG
=:bp, N’
Die Folge (¢,)nen konvergiert gegen Null: Fiir ¢ > 0 gilt
) )
— 2o — 2
2yn = FT 92 ="
es existiert also zu jedem ¢ > 0 mit N, = {%w ein N. mit |a, — 0| < ¢ fiir alle

n > N.. ([-] ist hierbei die obere GauBklammer, welche einer reellen Zahl r die kleinste
ganze Zahl k zuweist, welche groBer 7 ist: [r] =min{k € Z| k = r}.)
Insbesondere gibt es ein N, so dass |¢,| < % fiir alle n > N und somit

1
b, + ¢, >bn— =

2
gilt. Fiir jedes s € R existiert ein Ny mit
s+ 1

3 2 <N, <n

fiir alle n > N, (Unbeschrinktheit der natiirlichen Zahlen), insbesondere gilt fiir alle
n > N = max{N,;, N}:

1
bn+cn>5n—§>s

die Folge (a,), ist bestimmt divergent.
Alternativer Losungsweg:
Alternativ lasst sich die Divergenz auch mittels der Abschatzung

=bn+—— 2
n+ 2\/_ n
aus Lemma 2.5.5 und Beispiel 2.4.12(1) folgern.
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(b)

(c)

(d)

Wir konnen die Folgenglieder schreiben als

y = (—1)”@+ Smén) = (—%) V23 + Sm( ) bt

mit b, == (—21)" ¥2¢/n und ¢, = M Wir untersuchen nun separat die Folgen
(bp)nen und (cn)neN auf Konvergenz.

Da ‘—l‘ < 1, folgt mit Beispiel 2.5.8.1, dass lim (—5) = 0. Mit Beispiel 2.5.7

n—oo
erhalten wir zudem lim /2 =1 und aus Beispiel 2.5.10 schlieBlich lim /n = 1. Mit
n—oo n—oo
den Grenzwertsatzen 2.5.3 folgt somit insgesamt lim b, = 0.
n—oo

Betrachten wir nun (c,),en. Wir erhalten wegen —1 < sin(n) < 1 fiir alle n € N die

Abschatzung
sin(n)

IA
S

SN
A

n
Da lim —% = lim % = 0, folgt mit dem Sandwichsatz 2.5.6, dass lim w =0.

n—oo n—oo n—oo

Mit den Grenzwertsdtzen 2.5.3 folgt damit schlieBlich

lim a, = lim b, +hm ¢, =0+0=0.

n—oo n—oo

Somit ist (a,)nen konvergent.

_n2 \"
Hier a, =n = (n" — (n+1)") = n'/n (1 — <n+ ) ) i= bpCp,

n

1 n
wobei b, = n*" und ¢, = (1— (n—i— ) ) fir n € N.

n

1 n
Wir haben lim b, = lim n'/* = 1 und lim ¢, = lim (1— (n+ ) ) =1-—e¢e,

n—o0 n—oo n—o0 n—oo n

dabei haben wir die Tatsache ausgenutzt, dass

. 1
lim n» =1
n—oo

\" 1\"
lim (n—i— ) = lim <1—|——> e
n—o00 n n—oo n

gelten. Damit folgt lim a, =1 —e.
n—oo

und

Wir schreiben die Folgenglieder als

sin(n®?+1)  2n+1
_I_

:bn n
n?+1 ™ te

n:

sin(n® + 1)

n?+1
und (¢ )nen auf Konvergenz.

mit b,, = und ¢, = % Wir untersuchen nun separat die Folgen (b,,)nen

Betrachten wir nun (b,,),en. Wir erhalten wegen —1 < sin(n®? +1) <1 firalle n € N
die Abschatzung
1 _sin(n?+1) 1
n+1~ n24+1 T n’+4+1

IN
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1

Da lim ——— L

sin(n?+1) —0.

= lim = 0, folgt mit dem Sandwichsatz, dass lim

n—00 *+1 n—roe M2 +1 n—oo MH1
. . 2 1 2 . . N
Fir ¢, gilt ¢, = — 4+ — — — fir n — oo. Mit Satz 2.5.3 folgt damit lim a, =
s ™™ m n—00

lim b, + lim ¢, = 2.
n—00 n—o00 7T

- Frischhaltebox

Aufgabe H 25. Teleskopsummen

15
(a) Berechnen Sie ’;1 ((k—&2)2 - (k—&3)2>'

99
(b) Berechnen Sie kZ::l (x/hi/ﬁ)

Wir erwarten nicht nur das Ergebnis sondern auch einen nachvollziehbaren Rechenweg,
der die Teleskopsummenformel mit einbezieht.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir haben

15 1 1 1 1 ) . .
;((k/’+2)2_ (k‘+3)2> - (1+2)2 - ((15+1)+2)2 25—@:@.

(b) Wir haben

i( 1 )_99 Vi - VE+1
= \Vek+vE+1) S \WEk+VE+DWVE—VE+])

|
/N
o

F1-VE) = (VI +1 - V1)
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