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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 26. Sandwichsatz
Bestimmen Sie mit Hilfe des Sandwichsatzes die Grenzwerte der folgenden Folgen:

(@) (Ver+m) © ( n? + 5sin(n) >

3n? — 4 cos(n)

(e I e

Hinweis zu (b): Nutzen Sie fiir die untere Abschatzung Bernoulli.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten 2 < e <3 <7 und somit

Ve +an > /ar=7x und Ver+an < V2-mn=2r > 1 fiirn — .
Mit dem Sandwichsatz folgt daher lim {/e” + 7" = 7.
n—oo
(b) Wegen n? —4n —51=(n—2)2-91=16—-9.1>1 > 0 fiir n > 5 folgt direkt

1 n
l—-————— ) S1"=1.
( n2—4n—5.1) -

fiir n > 5. Weiter gllt T = —m = —m_2)+_gl 2 —é—? > —1 und daher fOIgt aus
der Bernoullischen Ungleichung
n 1
1—; :(1+x)”>1+m::1—+:1—#—>1
n2 —4n —5.1 = n? —4n —5.1 1—%—13312
fiir n — oo. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim (1 — my =1.
n—oo :
(c) Es gelten
n? + 5sin(n) > n?—5 _ 1-5 _)1 ind n? + 5sin(n) < n?+5 _ 1+ 5 _)1
3n? —4cos(n) ~ 3n2+4 3+ %5 3 3n? —4cos(n) ~ 3n2 -4 3-% 3
fiir n — co. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim ?ﬁ%m = %
n—oo
(d) Wegen 3(n + 1) + 4k = 3(n + 1)? folgt
3(n+1)2+4k — 3(n+1)2 3(n+1)? 3(n+1)2 2 6n+1

k=1 k=1

Eod

=1

fir n — oo. Weiter gilt fir £ < n

3(n+1)*+4k <3(n+1)*+4n = 3n* + 10n + 3
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6. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

und daher
i k S k B 1 . L 1 n(n+1)
= 3n+1)2+4k =~ 4= 302 +10n+3 30+ 10n+34="  3n2+10n+3 2
_ont+n 0 142 N
S 6n’+20n+6 6+2+L "6
fiir n — co. Mit dem Sandwichsatz ist daher lim 377, ST = 6
Aufgabe H 27. Teleskopreihen
Bestimmen Sie die folgenden Reihenwerte:
1 - 1
a b
@ 2 e i ®) 2 G D

Hinweis: Schreiben Sie die Folge der Partialsummen als Folge (ggf. mehrererer) Teleskopsum-
men.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
1 1 (k+2VE - kVE+2
k+2VEk+kvEL2 (k+2VE+hvEL2 (k+2vVk— kv + 2
_ (k+2VE—kvVE +2
T (k+22% - k2(k+2)
 (k+2VEk—kVE+2
B 2k(k +2)
1 (VE VE+2
T2\ k k+2
1/1 1 1/1 1 1 1 1
:§<ﬁ_\/k+2):§<_k_ k+1)+§(\/k+1_\/k+2)
und daher

> 1 , "1/ 1 1 1 1 1
s et DVE bR Ts o <“§<_k_ \/k+1>+25(\/k+1_\/k+2>>

1. 1 1 ) 1. (1 1 > f V3
=—lm ( — — +-lm ( — — = — 4+ —.

(b) Es gilt

1

E k+1)k+2 k(k+2) (+D)k+2)
k+2)—k 1(k+2)—(k+1)

k(k+2) 2 (k+1)(k+2)

11 1/ 1 1
:§(E_k—+2) (k—H_k—H)
111 1 1
_§<E_k+1+k+2_k+1)
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und daher
SR S S (S N WO B P
k(k+1)(k+2)  2n50\1 n+l1 n+2 141/ 4
und daher
- 1 B i 1
(b +2)(k+3)(k+4) = k(k+1)(k+2)
B i 1 _22: 1
—k(k+1)(k+2) < k(k+1)(k+2)
Ll 1y
4 \6 24) 24
Aufgabe H 28. Geometrische Reihe
Sei x € (1,00). Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte:
> T\ \* > /1 = =< /22 —1\"
@ X (D)) »x(}) © > (5)
k=2 k=3 k=0
Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt
k k+2
= ™V = (V2 = (V2 1 1 1 V2
> (s (F)) —Z<7> —Z<7> b IEpv by Iab s
— k=2 k=0 2
(b) Es gilt
SNYA AN SRS e TN T 1
Z‘ :Z_ :_Z_ T4 1 LT 4434
k=3 (4) k=0 4) 4 k=0 (ﬂ) 4 1 41/4 4 4 /
4 dd g 11
S 16-43 2 2 (V2
(c) Wegen z > 1 gilt (3z —2) — (22— 1) =2 — 1 > 0 und somit |22=1| < 1. Daher folgt
i(2x—1>k_ I 3z — 2 _ 3r -2
= \3r —2 1-2= 3r-2-(22-1) z-1

Aufgabe H 29. Folgen komplexer Zahlen

Eine Folge komplexer Zahlen (z,),en konvergiert gegen z € C genau dann, wenn sowohl

lim Rez, = Rez als auch lim Im z, = Im z gilt.Gibt es kein solches z € C, dann nennt
n—oo n—oo

man die Folge (z,)nen divergent.

Untersuchen Sie die folgenden Folgen (a,)nen, (bn)nen, (¢n)nen und (dy,)nen auf Konver-
genz. Sie konnen dabei ohne Beweis nutzen, dass 2.5.3, 2.5.4 und 2.5.8.1 auch fiir komplexe
Zahlenfolgen gelten.
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e (4 050

k=2

ni + 2n?
(b) bn:m (d) dn:min{lmw‘ w”:3+3\/§i}
Hinweis zu (d): Begriinden Sie zunichst, dass fiir jedes n und jedes ag € [O, %”) ein j €
{0,1,2,..n — 1} mit ayp 4—‘7'277r € (%71’ — %’T, %W + 27”) existiert.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Esist % = cos(%) +1isin(§) und daher infolge der Periodizitat

Re(aiok+;) = cos (%) fir alle K € No und alle j € {1,2,3,...,12}.

Wegen cos (%) = \/\“Egi # —1 = cos (% . 6) hat die Folge (Re (%)n)neN mindestens

2 verschiedene Haufungspunkte und kann damit nicht konvergieren. Die Folge (a;)nen
divergiert also.

(b) Es gilt

ni+2n*  (ni+2n?)((Tn?)i+3)  (14n* + 70 + 3n)i — ™’ + 6n°

—(Tn?)i—-3 4904 +9 49n* +9
-I+5 Z4+Ii14 4. 2

+ -2
549 5o 9 "7
—_—  —,

—0 _14
710

fir n = oo.

(c) Mit g := 33—Ji1 gilt, wie fiir reelle Zahlen, analog zu Beispiel 2.8.5

iq’“= L _ 1 4 q"
— l—q¢ 1-q 1-q¢ 1-—¢

und es geniigt die Folge mit Folgengliedern ¢, := ¢ = (33—J;)n auf Konvergenz zu
untersuchen. Dazu berechnen wir
"_‘31_3_3_3<i_1
T334 T 1341 VO+r1 V0 0

und wegen 2.5.8.1 folgt daraus lim ¢, = 0. Insbesondere folgt damit

n—oo
3 - 1 1 () 99 27
quzzqk+2:q2 _ q RN _ 3+13_ __ P .
== k=0 l—q "1—g~= 1-q¢ 1-g5 130 130

(d) Wir zeigen zunichst: Fiir alle n existiert ein j € {0,...,n — 1} mit

2mj 3 2 3 2m
ay+—~€|l=zn——, =1+ — ).
n 2 n' 2 n
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6. Gruppeniibung
Ist n =1, kommt nur j = 0 in Frage und die Behauptung folgt wegen
2m T 7
0,— )< |(—=,=
e ) e (57)
Fir n > 1 nehmen wir an, die Behauptung sei falsch, das heiBt, kein o; = g +
liegt in dem Intervall ( m— 2” ‘37r + 2”) Wegen

27rj

2 —1 3 2 3
aO+M§— ——7r<:)a0<—7r—27r<0
2 n 2
folgt einerseits v, = 3 , andererseits gilt
2 3 2
n 2

Damit existiert ein kleinstes j mit a; < %7? — 7” fiir welches insbesondere 7 <n — 1
gilt. Nach der Annahme gilt o1 = %7‘(‘ + %’r und somit:

Dies ist ein Widerspruch, mindestens ein a;; muss im Intevall (37 — 2% 271 4+ 2T) liegen.

Es gilt |3 + 3v/3i| = v/9 + 27 = V/36 = 6 und damit
. VARRVE] T . (T
3+3\/§1—6<——|—1— —6<cos<§>+1sm<§>).

2 2

Die n-ten Wurzeln wy, ..., w,_1 von 3+ 3v/3i sind daher gegeben durch

2 2
wj:(L/é COS l—f—j—w + isin l—l—j—ﬁ .
3n n 3n n
Der Imaginarteil einer solchen Wurzel ist
, 2
Imw; = V/6 sin < T +j—7T>
an

Damit koénnen wir d,, darstellen als
2
d, = {L/émin{sin(l—i-j—w) ’ JE€ {0,...,n—1}}.
3n n

Insbesondere haben bekommen wir fiir n > 1 infolge der Monotonie der Sinusfunktion
) mit unserer Hilfsaussage

auf(w—@,%ﬂ} und[ﬁ s+
3 2 3 2
d, < V6 max < sin 7T+—7T ,sin om_ T
2 n 2 n
( 3\
3 2 3 2
= /6 max { sin —W—i——ﬂ , sin or _ A — -1,
~~ 2 n 2 n
—1 ~~ ~~
N —0 N —0 ,
L 1 NG J
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fiir n — 0o und wegen cos(z) = —1 fiir alle x € R
—1<d, £6 — —1 fir n— .

Mit dem Sandwichsatz folgt daher lim d, = —1.

n—oo

p Frischhaltebox

Aufgabe H 30. Komplexe Zahlen, Polarkoordinaten

Ordnen Sie die Zahlen {6 — 5i, —8+ 5i, 3.1+ 4i und —8 — 3i} jeweils ihren ndherungsweise
angegebenen Argumenten und Betragen zu:

arg(z) € {0.2907, 0.8227, 1.1147, 1.7797}
2] € {5.06, 7.81,8.54, 9.43}

Loésungshinweise hierzu: Es ist

6 — 51| = V62 +52=+/36+25=1+51=7<|6—5i <8
| —8+45i| = V& +52=v64+25 =90 =9 < | —8+5i| < 10
3.1 +4i] = V3.124+ 42 = v/9.61 + 16 = v25.61 = 5 < [3.1 +4i| < 6
| -8 —3i|l=V& + 32 =64 +9=VT3=8<|-8-3i] <9

Komplexe Zahlen mit positiven Real- und Imaginarteil liegen im 1. Quadranten der kom-

plexen Ebene, das Argument der komplexen Zahl liegt also zwischen 0 und 7. Somit ist

0 < arg(3.1 + 4i) = 0.2907 < 7. Analog folgen arg(6 — 5i) ~ 1.7797 (4. Quadrant),

arg(—8 4 5i) ~ 0.8227 (2. Quadrant) und arg(—8 — 3i) ~ 1.1147 (3. Quadrant).
Somit haben die komplexen Zahlen ndherungsweise die folgenden Polarkoordinatendarstellun-
gen:

1.7797))
0.8227))
0.2907))

)

6 — 5i ~ 7.81 (cos(1.7797) + isin
8+ 5i ~ 9.43 (cos(0.8227) + isin
3.1+ 4i =~ 5.06 (cos(0.2907) + isin
(cos( )

—8 — 31 =~ 8.54 (cos(1.1147m) +isin(1.1147

A~~~ I~
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