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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31. Untervektorrdume
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(@) Uy :={(z,y) eR?*| 0= 2 <2,y <0} ist ein R-Untervektorraum von RZ.
(b) U:={p:R—=R:z+> az®+bz*+cx+d| a,b,c,decR} istein R-Untervektorraum
des R-Vektorraums Pol R aller Polynome mit reellen Koeffizienten.
(c) Us = {z eR"| (z|y) =(x|2) =0} fiir festen Vektoren y,z € R" ist ein R-
Untervektorraum von R".

(d) Us:={z € C| Im(2) + Re(z) = 0} ist ein C-Untervektorraum von C.

Losungshinweise hierzu:
(@) (i) Seien (z1,91) = (1,0) € Uy und (z2,y2) = (1,0) € Uy, dann ist (z1,y1) +
(x2,72) = (2,0) € Uy, da 2 < 2 gilt nicht.
(ii) Seien (z,y) = (1,0) € U; und s = —1 € R, dann ist s(z,y) = (—1,0) € U; .
(iii) Es gilt (0,0) € U,
Kriteria (i) und (ii) sind nicht erfiillt. Daher ist U; kein R-Vektorraum.
(b) (i) Seien f(x) = a1x®+bi2*+c1x+dy € Uy und g(x) = agx® +byx®+cox+dy € Us,
dannist (f+g)(z) = f(x)+g(z) = (a1+ag)z3+(by+b)x?+(c1+co)x+(di+ds) €
Us.
(ii) Seien f(z) = ax®+bzx* +cxr+d € Uy und s € R, dann ist (sf)(z) = sf(z) =
sax® + sbx® + scx + sd € Us,.

(iii) Das Nullpolynom, also der Nullvektor des Vektorraums Pol R, besitzt Grad —oo <
3 (Definition 1.8.11), daher liegt der Nullvektor von PolR in Us,.

Alle Kriteria sind erfiillt. Daher ist Uy ein R-Vektorraum.

(c) (i) Seien z; € Us und 5 € Us, dannist z1 + 25 € Uz, da (@1 + 22| y) = (@1 |y) +
(o |y) =04+0=0 und (z; +x2|2) = (x1]2) + (22| 2) =0 gelten.

(ii) Seien z € U; und s € R, dannist sz € Us, da (sz|y) =s(x|y) =s-0=10
und (sx|z) =s(x]|z) =0 gelten.

(iii) Esgilt (0,0,...,0) € Us, da ((0,0,...,0)|y) = ((0,0,...,0)|2) = 0.

Alle Kriteria sind erfiillt. Daher ist Uz ein R-Vektorraum.

(d) (i) Fir 2z = 2 +yi,w = u+vi € Uy gilt Re(2) + Im(z) = 2 +y = 0 bzw.
Re(w) +Im(w) =u+v=0.Da z+w = (z+u)+ (y +v)i ist, gilt Re(z+w) +
Im(z+w) =2+ u+y+v=0 und folglich z +w € Uy.

(ii) Fir z =2 +4+yi € Uy und s = a+bi € C gilt sz = ax — by + (bx + ay)i und
damit Re(sz)+Im(sz) = ar —by+br+ay. Da z:=1—1i€ Uy und i € C gilt,
aber iz=1+1¢ Uy ist (, weil Re(iz) + Im(iz) =14+ 1 =2 #0), kann Uy kein
C-Vektorraum sein.

(iii) Es gilt Re(0) + Im(0) =0+ 0 = 0 und folglich 0 € Uy,.

Kriterium (ii) ist nicht erfiillt. Daher ist Uy kein C-Vektorraum.
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Aufgabe H 32. Skalarprodukt
Sei Poly R := {Z?:o ;! ‘ a; € ]R}. Betrachten Sie das folgende Skalarprodukt auf Pol, R:

B
(p|q) :/ p(z)g(x)dx fir p,q € PolyR und 5 > 0.
0

Gegeben seien die folgende Polynome: py(z) =22 — 2 — 1, po(z) =22 — 1.
(a) Bestimmen Sie |p1|?, |p2|> und (p1|p2).
(b) Fiir welche 5 ist (p;|p2) =07
(c) Sei nun B = 1. Bestimmen Sie ¢; € R und ¢y # 0 so, dass das Polynom ¢(z) =
322 + c1x + ¢o die Gleichung |g — pa|? = |q]* + |p2]? erfilllt.

Losungshinweise hierzu:
(a) Mittels Integration folgt

B B
|p1|2=<p1|p1)=/ (ﬁg—w—l)dez/ =23 — 2 — 2+ 1dx
0 0
1

= 258 =B - B 4B

B 8 4
|p2|2=<p2|p2):/ (2x—1)2dx:/ 4x2_4x+1d$:§53—252+5.
0

0

B B 1 1
(p1|p2):/(a:z—x—l)(Qx—l)da::/ 2933—3:B2—:)3+1dx:554—53—5524-5.
0 0

(b) Esist
(pilpe) = 5P~ 8~ 262+ 5= 0 (8 287~ B +2)
=20 (@ -p-2)
=2 nE-206+1)

Da das Skalarprodukt nur fiir 5 > 0 definiert ist, ist (p; | p2) = 0 nur wenn 8 =1 oder
B=2.

(c) Zuerst bemerken wir, dass |q¢ — p|* = |q|* + |p|* — 2{q|p) und damit |¢ — p|* =
lq|*> + |p|* & (q|p) = 0. Daher suchen wir nach ein Polynom ¢(x) = 32% + c17 + ¢,
das (q|pa2) = 0 erfillt. Es ist

(q|p2) = /0 (32% 4+ c12 + ¢o)(2x — 1) d =

1

= / 62° + (2¢; — 3)2® + (2¢co — 1)z — cpd
0

3 201 -3 200 — C1 1 1

2

= + 3 + 5 _COZ§+661'

Die Gleichung (¢ |p2) = 0 genau dann gilt, wenn ¢; = —3. Die Konstante ¢, darf eine
beliebige reelle Zahl sein. Daher ist z.B. 32? — 3z + 1 ein Polynom ¢, das |p — ¢|* =

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 41



7. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

P2+ |q|? und co # 0 erfiillt.
Alternativ:
Es ist

g — o> = (¢ —p2lq—p2)
1
:/ (32% 4 (c1 —2)x 4+ o+ 1)*dx
0
(

1
= / 92% 4+ 6(c; — 2)2® + (6co + 6 + (c1 — 2)*)a® +2(c; — 2)(co + D + (co + 1)*dz
0

9 3 4 4
= — (01—2)+2CO+2+$+0100—|—01—200—2—|—c(2)+200+1
5 2 3
) 1 T o+ G qet
5 3 601 Co 3 CoC1 Co>
lal> = (q|q)
_/(3x2+clx+60)2dx
0
1
:/9x4+6clx3+(600+c§)x2+20001x+cgdx
0
L NS S
—5 9 Co 3 CoC1 CO
) e v 20+ D hcer +
=—-+ =c co+ — + coep + ¢
5T oa 0t 3 F Gt G,
4 1
Ipa|* = ——2+1:§.

Wir wollen |q — p|? = |q* + |p|?, also

OIS SO SPOTIL (FPAVNIID: SUR UL FASTIP AL SIPOE e
- — -+ —c o+ = +cocr + ¢y ==+ =c co+ = +coer +ch+ =
5 3 61 0 3 0¢1 0 5 21 0 3 0C1 0 3
:>—1+Zc—§c
6' 2"
>
:>—1:601:>01:—3,00€R.

Daher ist z.B. 322 — 3z +2 ein Polynom ¢, das |p—q|? = |p|* +1q|? und ¢y # 0 erfiillt.

Aufgabe H 33. Ebenen und Geraden

1 4 3 2
(a) Gegebenseieng=| 0 | +R 3|, hy=[—-4|+R|[y]|], 7R
—2 3 0 1

(i) An welchem Punkt schneiden sich die Geraden? Bei welchem ~ ist dies der Fall?
(ii) Bestimmen Sie die Ebene , die die Geraden g und h. enthilt.

(b) Gegeben seien die Punkte A = (5,3,1), B = (7,10,2), C' = (9,6,4). Berechnen Sie
(i) den Umfang des Dreiecks ABC'.
(ii) den Kosinus jedes der Innenwinkel des Dreiecks.
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Losungshinweise hierzu:
(@) (i) Die Geraden g und h schneiden sich wenn es A\, i € R gibt mit

1 4 3 2

Ol +A3]|=|—-4]|+nply

-2 3 0 1
4 -2 -2 0
A3 +ul—]+ 4 |=1]0
3 —1 -2 0

Aus den ersten und dritten Zeilen erhalten wir 4\ — 2y —2 —6A+2pu+4=0=
—2XA+2 =0 = X = 1. Setzen wir dies in die dritte Zeile ein, so ergibt sich u = 1.
SchlieBlich setzen wir A = p = 1 in die zweite Zeile ein, so ergibt sich v = 7. Also
schneiden sich die beiden Geraden genau dann im Punkt (5,3,1)", wenn v = 7.

(ii) Da eine Ebene, die sowohl ¢ als auch h enthilt, insbesondere g enthalten und zu
h parallel sein muss, ist der einzige Kandidat die Ebene

1 4 2
E=10|+R{[3]+R
-2 3 1

Wenn nun irgendein Punkt von h in E' liegt, so liegt ganz h in E. Die Geraden ¢
und A sind nicht parallel, da die Richtungsvektoren linear unabhangig sind. Daher
liegen g und h genau dann in einer Ebene, wenn sie sich schneiden, d.h. nur wenn

v=T:
1 4 2
E=|10]+R[3]+R|7
-2 3 1

(b) (i) Die Kantenlangen sind gerade die Langen der Vektoren Aﬁ, AC und BC:

7 5 2

4B =|{10] = [3]|=||7| =vZ+7 T =Voi=3V5
2 1 1
9\ (5 4

AC =6 = [3]|=|[3]|=vET3 =31,
1) \u 3
9 7 2

BE = |[6] - [10]]|=|[-4]| == vZF+2 T2 =v2i=2VG
4 2 2

Der Umfang des Dreiecks ist daher V34 + 56.
(i) Wir bezeichnen den Winkel bei A mit «, den Winkel bei B mit 5 und den Winkel
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bei C' mit . Dann ist

2\ | /4
(0IE)
apiacy  \\iJ1\3)/ 32 16
V6-v34 o 3-2V3V1T 35T

|
BRI <(})(§> » 1
[

3v6  6-6 18
—4
—3
-3

).

6-v34 22317 251

Aufgabe H 34. Lineare Unabhangigkeit und lineare Hiille
(a) Sei w; =(3,—1,2) € R3 und wy, = (—10,3,6) € R3.
(i) Sind w; und wy linear unabhangig?
(ii) Zeigen Sie, dass u = (—8,2,20) € L(wy,wsy) gilt, aber v = (24,-8,3) €
L(wq,ws) gilt nicht.
(b) Gegeben seien v; = (1,1, 1+1), vg = (1 +3i,4 + 2i,5i), v3 = (2—1,—i,3) € C3. Sind
v1, V9, v3 linear unabhingig, wenn man C? als C-Vektorraum betrachtet?
Lésungshinweise hierzu:

(@) (i) Die Vektoren w; und wy sind linear unabhangig, wenn ajw; + asws = 0 nur gilt,
wenn a; = oy = 0. Es ist

30(1 — 100&2 0
arw; +oawy = | —a14+3a2 | =10 =120 =0=ay=0= a1 = 0.
201 + 6ag 0
Daher sind w; und ws linear unabhangig.
(ii) Es gilt

12 — 20 -8
dur 4+ 2wy = | —44+6 | = | 2
8+ 12 20

Damit ist u € L(w;,ws).
Angenommen v € L(wq,ws) dann gibt es a;, s € R mit v = ayw; + aswsy, d.h.

3061 - 100[2 24
—o1 + 3(1/2 = —8
2041 + 6042 3

Aus den ersten und zweiten Zeilen erhalten wir 3a; — 10y — 3y + 3 - 3y =
24 —8-3 = —an = 0. Setzen wir dies in die dritte Gleichung ein so folgt a; = %
Setzen wir ay = 0 jedoch in die zweite Gleichung ein so folgt a; = 8 # % Damit
ist gezeigt, dass unsere Annahme v € L(wy, ws) nicht gilt.
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(b) Um zu zeigen, dass vy, vy, vz linear (un)abhangig sind, betrachten wir cjv; + covg +
c3v3 = 0 mit cg, c9, c3 € C. Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

a+1+3)c+2—-i)c=0
ic; + (4 + 21)02 —ic3 =0
(1 + i)Cl + 5102 + 303 =0

Aus der zweiten Gleichung gewinnen wir ¢; = ¢3 — (—1)(4 + 2i)ca = ¢35 + (=2 + 4i)co
Setzen wir dies in die erste Gleichung ein, so ergibt sich

Cg+(—2+41)C2+(1+31)02+(2—1)63 =0= (—1+71>C2+(3—1)03 =0
1-7i
3—1

= C3 = = (1 — 21)02

Dies ergibt dann ¢; = (1 — 2i)es + (—2 + 4i)ce = (—1 + 2i)co. Einsetzen in die dritte
Gleichung liefert schlieBlich

(1+1)(=1+ 2i)cy + bica +3(1 = 2i)ca =0 = (=3 +1)ea+ (3 — i)y =0 < 0 = 0.

Das bedeutet (—1 4+ 2i)covy + covg + (1 — 2i)cov3 = 0 Ve € €. Damit sind vy, vy
vs linear abhangig. Insbesondere kann man ¢; = —1 4 2i,¢o = 1,c3 = 1 — 2i oder
c1 =5H,c0 =1+ 2i,¢c3 = —5 wahlen.

p Frischhaltebox \

Aufgabe H 35. Summen

15 n+2 n| 22 n— j
Vereinfachen Sie soweit wie moglich: = Z (Z ) :

(j—2)(n—j7+2)!

Lésungshinweise hierzu:

n—+2 . 22 n—j 1 15 n |
—Z > G2 =3 T ) (k= -2
(7 —2)(n—j7+2) 8 £ \ e kl(n — k)]
15 n n+k
1 n 1
ZEO6)
n=0 k=0
-8 k)\2 2
n=0 k=0
15 n
1 1 1
(1.3.5 Binomischer Lehrsatz) = Z (5 + Z)
n=0
-2 ()
8§ £~ \4
11— ()" 1 16
(2.8.4 Geometrische Reihe Beweis) = ——(42 =-11- 3 :
8 1-% 2 1

L
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