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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 36. Vektorraum der Polynome

Es sei Poly R die Menge aller reellen Polynome p mit Grad kleiner oder gleich 2.

(a) Verifizieren Sie, dass Poly R ein Untervektorraum von Pol R ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Polynome p;(X) =3X%+2X +6, po(X) =X —1 und
p3(X) = X% + X + 2 linear unabhingig sind.

(c) Stellen Sie das Polynom ¢(X) = X als Linearkombination von p;, p; und p3 dar.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir miissen folgende grundlegenden Bedingungen fiir einen Untervektorraum priifen:

(i)
(ii)

(iif)

Das Nullpolynom, das durch p(X) = 0 beschrieben wird, hat den symbolischen
Grad —oo und ist somit ein Polynom vom Grad = 2.

Seien Py (X), P,(X) € Poly R. Dann kdnnen wir diese Polynome schreiben als P; (X))
G,ZX2 + CLlX + ag, und pQ(X) = b2X2 + le + b() mit ag,al,ag,bl, bg,bg € R.
Die Summe

p1(X) + pa(X) = (az + b2) X + (a1 + b1) X + (ag + bo),

ist wieder ein Polynom vom Grad hochstens 2. Daher ist die Menge Poly R unter
er Addition abgeschlossen.
Sei P(X) = ayX?+ a1 X + ag ein Polynom in Pol; R und ¢ € R ein Skalar. Das
Produkt

c-p(X)=c-aX*+c-a; X +c-ap,

ist ebenfalls Polynom vom Grad hochstens 2. Daher ist Pol, R auch unter Skalar-
multiplikation abgeschlossen.

(b) Um zu zeigen, dass die Polynome p;(X) = 3X? 42X 4+ 6, po(X) = X — 1 und
p3(X) = X% + X + 2 linear unabhingig sind, miissen wir zeigen, dass die Gleichung
c1p1(X) + copo(X) + c3p3(X) = 0 nur die triviale Losung ¢; = ¢o = ¢3 = 0 hat. Wir
schreiben die Linearkombination der drei Polynome:

0=c1(3X?+2X +6) + ca(X — 1) + c3(X* + X +2)
=301 X2+ 20;X +6¢; + 2. X — o+ c3X% 4+ c3X + 2¢3.

Nun ordnen wir die Terme nach den Potenzen von X, Die Gleichung lautet also

(3C1 -+ Cg)X2 + (2C1 + co + Cg)X -+ (661 — Cy + 2C3) =0

Damit die Gleichung fiir alle X gilt, miissen die Koeffizienten jeder Potenz von X gleich
Null sein:

(i)
(if)

(iif)

Aus 3¢y + c3 =0 folgt c3 = —3¢;.

In 2¢1 + ¢ + ¢35 = 0 setzen wir ¢ = —3c¢; ein. Dann erhalten wir
2¢1 + ¢y — 3¢y = —c¢1 + ¢ca = 0 und somit ¢; = 3.
Wir setzen ¢y = ¢; und ¢ = —3c¢; in den dritten Term 6¢; — ¢ + 2¢3 ein und

erhalten 6¢; — ¢; — 6¢1 = 0.
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Hieraus folgt dann ¢; = 0 und somit ¢5 = —3(0) = 0 und ¢2 = —(0) = 0. Die einzige
Losung des Gleichungssystems ist also ¢; = co = ¢3 = 0. Daher sind die drei Polynome
linear unabhangig.

(c) Wir suchen nach Zahlen oy, ay und as, so dass
q(X) = aipi(X) + aopa(X) + azps(X)
Wir setzen die Ausdriicke fiir p;(X), p2(X) und p3(X) in die Gleichung ein.

X =301 X% 4 200 X + 6071 + X — as + a3 X* + a3 X + 204
= (30(1 -+ Oég)Xz -+ (20(1 + ao + 043)X + (6&1 — Qg + 20(3)
Nun vergleichen wir die Koeffizienten der gleichen Potenzen von X auf beiden Seiten

der Gleichung. Auf der linken Seite haben wir nur X, also sind die Koeffizienten der X?
und konstanten Terme gleich null, d.h:

(i) Der Koeffizient von X? ist 3a; + a3 =0
(ii) Der Koeffizient von X ist 2aq +ag + a3 =1
(iii) Der konstante Term ist 6a; — ag + 2a3 =0

Aus der ersten Gleichung folgt a3 = —3a;, was wir in die zweite Gleichung einsetzen:
200 + ap — 3y = 1, dann gilt as = oy + 1.
Setzen wir nun a3 = —3a; und as = ay + 1 in die dritte Gleichung ein, erhalten wir
6a; — (1 + 1) —6ag =0,

mithin also «; = —1. Deshalb ist s = 1 —1 = 0 und a3 = —3(—1) = 3. Die
Linearkombination von p;(X), p2(X) und p3(X) lautet also

q(X) = —1-pi(X) + 0 pa(X) + 3p3(X)

Aufgabe H 37. Orthonormalsysteme

Gegeben seien die Vektoren

1 1

Lo 2 1
u=—1\ — , Uy = —
1 \/5_1 2 \/6

(a) Zeigen Sie: uy,us ist ein Orthonormalsystem.

(b) Konstruieren Sie den Vektor uz € R3, so dass —uy, ug, u3 ein Rechtssystem ist.

(c) Sei P = <§> und Q = <§> Bestimmen Sie die Hesse Normalform der Ebene, welche
die Punkte P, () sowie die Gerade {P + Auz ‘ A€ ]R} enthalt.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

w
I
—_

(ui|uy) =

(uglug) =

1
(ulug) = (

Foglich ist uy,us ein Orthonormalsystem.
(b) Wir berechnen

@I»—wlr—'

Uz = UL X Uy = —— =—10
V18 |\ 5 V2 |4
AuBerdem gilt offenbar |u; X uy| = \/ii\/l—i—l = 1, also ist —uy,us, u; X us eine
Orthonormalbasis von R3. Wir wissen jedoch zunichst nicht, ob es sich auch um ein
Rechtssystem handelt. Wir berechnen also

1 —1 -1 _1
1 1 1 2 2
(U1X'LL2)X—'LL1:— 0] x — 1 = — | 2| =— 1 — = —Us.

e\ i) T\ T
Es ist also —wuq,u; X us, us tatsachlich ein Rechtssystem und

1
uz=— {0

V2 1

ist der gewiinschte Vektor.
(c) Wir bendtigen zwei Vektoren, die in der Ebene liegen:

(DDaWMmPQ:Q—P:<§>

(i) Der Richtungsvektor der Geraden u; = - ((1))

Wir suchen den Normalenvektor 7 der Ebene: 7 ist orthogonal zu beiden Vektoren PQ

und us:
n*:Pqu;;:\/é(_%l) .

mit |n*| = /2 /6 erhalten wir also den Normalenvektor n = \/Lé (_%1) = uy. Fiir den
Abstand berechnen wir

1 2 1
<PW>:%< )i >:—

Die Hesse Normalform ist also gegeben durch

Sl

reR3

{x€R3 Lx 2$+1 —L}
Vol TV TG 6
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Aufgabe H 38. Vektorprodukt
Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Rechenregeln fiir beliebige Vektoren u,v,w, & € R?
korrekt sind.

(@) (vjw)u—(vjuvyw=1vx(uxw)

(
)
(c) vx(uxw)=ux(wxwv)

(d) (vxulwx&)+ (ufw)(v|&) = (v]w)(u]) + {v]vxE)

(b) —(v|wxw)=(vxu|lw)—(v|uxw)

Losungshinweise hierzu: Wir stellen w, v, w, als u = (ug, ug, uz), v = (v1,v9,v3),
w = (wy, wy,w3), &= (&,&, &) dar.
(a) Die Aussage ist korrekt:

v X (uxw) = (v1,v2,V3) X (UgW3 — U3We, UW] — UTW3, UTWy — U1 )

= (Uz(ulwz - u2w1) - U3(U3w1 - Ulws), vg(u2w3 - u3w2) - U1(U1w2 - u2w1),

U1 ('LL3U)1 — U1U)3) — UQ(Ung — u3w2))

nach wu;, w; sortieren :

= (ul(vgwg + U3’UJ3) — W (UQUQ —+ U3U3), U9 (v1w1 —+ U3UJ3) — Wy (v1u1 -+ U3U3) s

us (v1w1 + U2w2) — Ws (vlul + UQUQ))

Wir addieren (0,0,0) = (u1(viwq) — wy(viuy), us(vews) — wo(vaus), uz(vsws) — wz(vzus))

zur Gleichung und bekommen:
vX (uxw) = (u (v]w)—w(v|u),us{v|w) —ws(v|u),us(v|w)—ws(v|u))
= (v|w)u—(v|u)w.
(b) Die Aussage ist korrekt: Da (v|w x w) = (v|0) = 0 ist, bleibt nur noch
(v X ulw)=(v|uxw)
zu zeigen. Es ist:

(viuxw) = (v|(ugws — uzwsy, uzwy — UWs3, U We — UsW1))
= v1(ugws — uzws) + vo(ugw; — ugws) + va(ugwe — ugwy )
nach w; sortieren
= wi(vous — v3uz) + wa(vsup — viug) + ws(viup — vouy)

= (vxu|w).
(c) Die Aussage ist falsch, ein entsprechendes Gegenbeispiel ist durch u = (é) , U= (é)

und w = <§> gegeben: Es gelten

1 1 0
vX (uxw)=[0] x|=1]=|0
0 0 —1
und
1 0 0
ux(wxv)=[1]x1]=1{0
0 0 1
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(d) Die Aussage ist korrekt: Da (v|v x &) = 0 ist, bleibt zu zeigen, dass :

(v xufwx &)+ (ulw) (v][§) = (v]w) (u]§)

In der zweiten Teilaufgabe haben wir ferner gezeigt, dass fiir z,y, 2 € R?:

(zxylz)=(x]yx2z)

gilt. Mit z = v,y = u, z = (w x &) folgt

(vxulwx& =(v|ux(wxf§)).

In der ersten Teilaufgabe haben wir gezeigt, dass fiir z,y, z € R3:

X (yxz)=(r[z)y—(z|y) =

gilt. Mit x = u,y = w, z = £ fogt

ux (wx &)= (u|)w—(u|w)k.

Zusammengefasst gilt also:

(vxulwxg) = (v]ux(wxg))

= (v[{ul&w = (ulw)E)
= (v|w)(u|&) = (uw) {v]E).

Deshalb ist

(v xufwx &)+ (ufw) (v]§) = (v]w) (u]E).

Aufgabe H 39. Matrizen

0 3

1 3.(3"—1)
0 3n

Gegeben seien die Matrizen A := (

(a) Zeigen Sie: A" = ( ) fur alle n = 1.

(b) Bestimmen Sie B®.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Induktion iiber n € N:

n = 1: Es gilt:
o a— (YA _ (1 53-2)_ (1
-~ \0o 3/ \0o 3 ~\0

5.(3n —
@ Es gelte A”:((l) 2 (gn 1)) fir ein n = 1.

).

)

)

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /

Seite 50



8. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

@ n—n+1:

wegen 5+3-2- (3" —1) =5+ 23" — D =2.3nF _ 5 5(3ntl 1),

Mit vollstandiger Induktion folgt A" = ((1) 2l 3”_ 1)) fur alle n = 1.

(b) Es gilt B =+/3A und somit B® = (/3 ) ( ) A8, Mit|(a)| folgt also
5
2

81 2(3%-1 81 2(3"? -8l
m- () 3 2% (5 1)
- Frischhaltebox

Aufgabe H 40. Geometrische Reihe

Stellen Sie sich vor, Sie befinden sich in der Mitte eines offenen Feldes. Sie gehen 16 Meter nach
vorne, drehen sich nach rechts und gehen 8 Meter, drehen sich wieder nach rechts und gehen
weitere 4 Meter, und so weiter. Dies geht unendlich weiter. Wenn Sie schlieBlich unendlich
viele Wendungen gemacht haben, wie weit sind Sie dann vom urspriinglichen Ausgangspunkt
entfernt?

Hinweis: Betrachten Sie die Wege in einem kartesischen Koordinatensystem und trennen Sie
zunachst nach horizontaler und vertikaler Laufrichtung.

.

Lésungshinweise hierzu: Wir starten im Ursprungspunkt (0,0) und fiihrst eine Reihe von
Bewegungen aus, wobei Sie bei jeder Wendung die Richtung um 90 Grad andern und die
zuriickgelegte Strecke in jedem Schritt halbiert wird. Nun verfolgen wir, wie weit Sie sich in
den z und y Richtungen bewegen:

Die Bewegungen in der y-Richtung sind: 16 Meter (nach Norden), —4 Meter (nach Siiden),
1 Meter, —0.25 Meter und so weiter. Diese bilden eine geometrische Reihe mit dem ersten

Term a; = 16 und dem Verhdltnis ¢ = —i. Die Summe dieser Reihe ist:
- 1\’ 1 4 64
S:E 16-({— ) =16- =16-- = —.

v g ( 4) 1-= 5 5

Die Bewegungen in der x-Richtung sind: 8 Meter (nach Osten), —2 Meter (nach Westen),
+0,5 Meter, —0,125 und so weiter. Auch diese Bewegungen bilden eine geometrische Reihe
mit dem ersten Term a; = 8 und dem Verhiltnis ¢ = _Tl. Die Summe dieser Reihe ist:

> 1\’ 8 4 32
S’E—ZS'(_Z) a8
3=0 4
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Der Abstand vom Ursprung (0,0) zum Endpunkt (S,,S,) ist durch den Satz des Pythagoras:

 evmaiem L JE @) [210-(441) 20 32
Enfernung = 4/ (5:)% + (5,)?) = e = 5 _ﬁ_ﬁ

, die Entfernung zum Ausgangspunkt ist also \3/—25 Meter.
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