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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H51. Determinante und Rang

Wir betrachten die Abbildungen A: R — R¥4: ¢

NN
NG
SN
NN

f:R—=>R:z—det(A(x)) und g : R — N: 2z — Rg(A(x)).
(a) Ist die Abbildung f linear? (b) Fiir welche z € R gilt f(z) =07

(c) Bestimmen Sie das Bild {g(z) | 2 € R} von g.

Lésungshinweise hierzu: Wir berechnen zunichst det(A(x)): Indem wir von jeder Zeile
ab der zweiten die erste abziehen (elementare Zeilenoperationen), iiberfiihren wir die Matrix
A(z) in die Matrix

4 4 4 T
r—4 0 0 4—x

0 r—4 0 4—x

0 0 r—4 4—=x

welche nach 4.12.1 die selbe Determinante hat. Durch Addieren der ersten drei Spalten zur
letzten erhalten wir die Matrix

4 4 4 124z
r—4 0 0 0
0 z—4 0 0 = B(z)

0 0 T —4 0

wobei nach 4.12.1 und 4.12.2 ebenfalls die Determinante nicht verdndert wird. Wir erhalten
letztendlich mit dem Entwicklungssatz:

4 4 4 1242
r—4 0 0 0

0 xx—4 0 0

0 0 r—4 0

x—4 0 0
=(-D'".(12+2)-det| 0 x—-4 0
0 0 x—4

det(A(z)) = det(B(x)) = det

= —(v+12)(z —4)°

(a) Fiir eine lineare Abbildung ¢: K" — K™ gilt aufgrund der Homogenitat stets ¢(0) =
©(0-0) = 0-p(0) = 0. (Hierbei ist 0 der jeweilige Nullvektor, 0 € K ein Skalar.)
Wegen f(0) = —12-(—4)3 = 3-256 = 768 kann f nicht linear sein.

(b) f(z)=0 gilt nur fir xt =4 und z = —12.

(c) Fir z ¢ {—12,4} ist det(A(x)) # 0, die Matrix A(x) ist also regulér und hat somit
Rang 4. Fiir die anderen beiden Falle nutzen wir, dass neben der Determinante auch der
Rang unter den verwendeten Zeilen- und Spaltenoperationen erhalten bleibt und setzen
direkt in B(x) ein:
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o = —12: Die Matrix

B(—12) =

O O 0 =~
O 00 O =
oo O O =
o O O O

hat Rang 3, wie man anhand der Nullspalte und der der linearen Unabhangigkeit
der letzten drei Zeilen abliest.

o 1 = 4: Die Matrix

o

~

N

N~—

|
oo oWk
o oo
o oo
—_
cocog

hat offensichtlich Rang 1.
Wir erhalten:

{g(:n) | T € R} ={1,3,4}

Aufgabe H 52. Entwicklungssatz

43 6 3 0 31000
4 0 4 5 7 23000
Seien A:=|7 0 0 -1 4{undB:=1[]2 3 1 2 3
20 0 0 0 21213
9 6 12 7 4 2 2 3 21
Berechnen Sie det(A), det(B) und det(2AB), ohne den GauB-Algorithmus zu verwenden.

Losungshinweise hierzu:

A: Wir entwickeln zunichst nach der 4. Zeile, anschlieBend nach der 1. Spalte und nutzen
danach Sarrus:

436 3 0
40 4 5 7
det(A)=det |7 0 0 -1 4
20 0 0 0
96 12 7 4
3 6 3 0
0 4 5 7
_ (_1)}4t1 o,
=(-1) 2detoo_14
6 12 7 4
4 5 7 6 3 0
=2 [ (=D .3-det | 0 -1 4| +(-=D*""-6-det |4 5 7
12 7 4 0 —1 4

= —6- ((—16 + 240 + 84 — 112) — 2 (120 + 42 — 48))
=—6-(196 —228) =6-32 =192
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B: Fiir B nutzen wir die Blocksdreiecksgestalt:

31000

23000 3 1 123
det(B)=det [2 3 1 2 3| =det (2 3) ~det [2 1 3

2121 3 3 21

2 2 3 21

=7-(1+184+12—-9—-6—-4)=84
Wir erhalten aus 4.12.1 (mZ) und 4.12.3

det(2AB) = 2° -det(A)- (B) =2°-3- 64 -(3-7-2%) =1024-(8-63)
~~~ N~ e —
=20 =210 504

= 504000 + 10080 + 2016 = 516096 .

Aufgabe H53. Volumenberechnung

Gegeben seien die Matrix A und die Vektoren vy, v5 und w3 durch

1 2 3 1 0 2
A=12 -1 1 , U1 = -2 , U = 0 , Uz = 1
3 0 =2 0 1 0

(a) Berechnen Sie das Volumen V; des von v;, vy und w3 aufgespannten Spats.
(b) Berechnen Sie das Volumen V, des von Av;, Ave und Avs aufgespannten Spats.
(c) Berechnen Sie die Determinante von A.

(d) Sei « die Abbildung a: R* — R?: 2 +— Ax. Wie hangen die Determinante von A und
die Anderung des orientierten Volumens eines Spats unter der Abbildung o zusammen?

Loésungshinweise hierzu:

(a) Sei V' die Matrix mit den Spalten vy, v und v (in dieser Reihenfolge). Das Volumen
berechnet sich als

1 0 2
Vi=|det(V)|=|det [ =2 0 1
0 10
—0+0-4-0-1-0]=5
(b)+(c) Wir berechnen zunichst
1 2 3
det(A)=det |2 -1 1 | =248+9+8=27
3 0 =2

Hieraus erhalten wir

Vs = |det(Avy, Avs, Avy)| = |det(AV)| = |det(A)] - |det(V)| = 5- 27 = 135
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(d) Die Determinante der Matrix A ist der Faktor, um den sich das orientierte Volumen des
aufgespannten Spats unter der Abbildung « andert. (Der Betrag der Determinante gibt
entsprechend den Anderungsfaktor des Volumens an.)

Aufgabe H 54. Determinanten 1200 0 0
3300 0 O
: o : 00t 6 0 O .
+ ._
Gegeben sei x € R™ sowie die Matrix A; := 0071 0 0 mit Parameter ¢ € R.
00 00 10 11
00 00 11 12
Bestimmen Sie:
(a) det(A,), det(A,%) und det(y/z A,). (b) Alle ¢t € R, fiir die A; invertierbar ist.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

det(A;): Zur Berechnung nutzen wir die Blockdiagonalgestalt: Nach 4.12.4 gilt:
det(A;) = det (; z) - det (é ?) - det (1(1) g)

= —3.(t—42)- (120 — 121) = 3t — 126
det(A,%): Wir erhalten aus 4.12.3 (1)

det(A,%) = (det(4,))® = (3t — 126)°

det(y/x A;): Wir erhalten aus 4.12.1 (VZ)
det(v/z A;) = vz (det(A)) = 2*(3t — 126)
(b) A, ist genau dann invertierbar, wenn
0 % det(A,) € 3(t — 42)

also ist A; nur fiir t € R~ {42} invertierbar.

Frischhaltebox
Aufgabe H 55. Moairchenzahlen

Zeigen Sie induktiv: Fiir jedes n € N existiert k£ = k(n) € N mit 10>"™! + 1 = 11k.
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Losungshinweise hierzu:
Sei n = 1. Es gilt:
10*"1 +1=1001 =990+ 11 =90-11 4+ 11 =91 - 11
folglich gilt die Aussage fiir n =1 mit k£ = k(1) = 91.
@ Fiir n € N existiert ein k € N mit 10! +1 = 11k.

@ n—on+1

102D 41 =100 - 10*! + 1 =99 - 10" + (10> 4 1)
By 1024111+ k(n) 11 =11- (910" + k(n))
Da 9, 10" und k(n) natiirliche Zahlen sind, trifft dies auch auf
k:=9-10"" 4 k(n)

zu.
Nach vollstandiger Induktion folgt: Fiir alle n € N existiert ein k = k(n) € N mit

102"t 41 = 11k.
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