R. Adarbeh, A. Aulbach,

R. Barthwal, Y. Cheng, 12. Gruppeniibung zur Vorlesung M. St |
. . . . Stroppe

R. A. Lainez Reyes, Hohere Mathematik 1

R. Schmahl

Wintersemester 2024

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 56. Koordinatentransformation 1 0
Seien ¥, G affine Koordinatensysteme. Sei .r :R* - R*:v— [3 1 0 |Jv+ | 4
fiir das Standardkoordinatensystem [E, sowie 00

T T
)

P=(10-1), Q=(-34 -2)
L=000), Q=(101),

(a) Bestimmen Sie F und G.

(b) Bestimmen Sie . und K

Rg gPp gfG FlG
Losungshinweise hierzu: Wir bestimmen zu allererst . gemaB 5.7.6: Dazu wenden wir
zunachst GauB3 auf FidE an, um F = EidF zu bestimmen:

10 =21 00

1 01010
|00 1100 1]
Zv+2Zs: [1 0 0|l 1 0 27
Zy— 32, 1 6/-3 10
|00 1|0 1]
(1 0 0] 1 0 2
Ty — 625 : 1 0/|-3 1 —6
(00 10 0 1

Sei @ der Ursprung von FF. Dann folgt aus s, (0) = F~'(—Q) insbesondere

1 0 2 —1 —1
Q=-[-31 —6|-[4]|=[-1
0 0 1 1 ~1

Nun berechnen wir . aus den angegebenen Koordinaten der Punkte P, @, R und S. Dazu

machen wir den Ansatz

pfig(v) = Gu+t mit G € R>? t e R

Die Bedingung P = _r.(,F°) liefert sofort ¢t = P = (10 —1)T. Somit bleibt noch
GG zu bestimmen. Bezeichnen wir mit g¢q, g2, g3 die unbekannten Spalten von G so, dass
G = (g1 92 g3), dann kann die Bedingung R = _r.( ) geschrieben werden als

2 —4
1
=091 9 gg)<0>+t — R=20+t — gl_—(ER—t)_<1>_
0 2 0
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Somit ist g; bestimmt. Die Bedingung .Q = (. Q) liefert weiter

1 0
Q=19 92 93) <0> +t = QRQ=qntgt+t = @g=Q-g-t= ( 3 > ;
1 —1
womit die dritte Spalte g3 von G bestimmt ist. Weiter ergibt .S = _r(,5) schlieBlich
1
g2 = (91 92 93)<_1>+t = S =n—gptgt+t
1

< ggz—ES+gl+g3—|—t: 0

-1
Damit ist auch die zweite Spalte g, von G bestimmt und wir erhalten

-4 2 0 1
gigw) =11 0 3 ]Jo+[0
0o -1 -1 —1

(a) Wir erhalten aus _x: R® = R?: v = Fu +Q

-1 1 0 2
F=1{1—-1}|;1-3|,|1],|—6
-1 0 0 1
Analog erhalten wir
1 —4 2 0
G = Ol;1t 111,10}, 3
-1 0 -1 -1

[ —4 2 0|1 00
1 0 311010
| 0 -1 —1][0 0 1
Zo: [ 10 3]0 1 0
— 75 1 110 0 —1
Zyv+4Zy: |0 2 121 4 0
Zy+3/5Zy—3/10Z3: [ 1 0 0 | —-3/10 —1/5 —3/5

3Z,—Z3: |01 —9| -1 -4 -3
1/10Zs —1/5Z,: | 0 0 1 | 1/10 2/5 1/5
[1 0 0] —3/10 —1/5 —3/5

Z2—|-9232 0

—_

0l -1/10 —2/5 —6/5
1| 1/10  2/5 1/5

=}
=}
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Also ist
1 -3 -2 -6
G—lzl—o -1 —4 -12
1 4 2
Wir erhalten somit
_ —1
ohip(v) =G (v —P)
1 -3 —2 -6 1 -3
=10 -1 —4 -12 v—i—l—o —11
1 4 2 1

Ferner ist nach 5.7.8 — man beachte die vertauschten Rollen von F und G sowie P und

Q_

#hig(V) = (g 0 ghig) (v)
el
= hp(Gu+P)=F" (Gv+ P —-Q)
1 0 -2 —4 2 0 1 0 =2
=131 0 1 0 3 lv+[3 1 0 1
00 1 0 -1 -1 00 1 0
-4 4 2 2
=|-1 6 3 v+ |7
0o -1 -1 0

Aufgabe H57. Gram-Schmidt fiir Polynomraume

Wir betrachten den Raum Pol; R der Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad kleiner
oder gleich 2, versehen mit der Basis B: by, bo,b3 mit b1(X) = 1, bo(X) = X — 1 und
b3(X) = X2 Ferner definieren wir ein Skalarprodukt (-|-),, und eine Norm || - || fiir stetig
diffenzierbare Funktionen f,g: [—1,1] — R mittels

(Flah = [ F@)g(a) + £@)g (@) da 19 = /(1 D

(a) Gewinnen Sie aus B eine Orthonormalbasis U: wuy,us, u3 von Poly R mit:
L (Ul) = POloR und L (ul,u2) = P011 R.

(b) Geben Sie id, und  id, an.
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Losungshinweise hierzu:

(a) Wir stellen zuerst fest, dass PolgR = L (b;) und Pol; R = L (by,by) gelten. Folglich
missen wir nur Gram-Schmidt anwenden:

Mﬁz:/wmm%umqum=/ﬁ+n%x:2
._7b1(X) B 1 B 1 )
=)= =B =

(. J

iy = by — (by | ur) y tr :bg—/(bg(:c)ul(:c))+(b'2(x)u’1(:c))da:-u1

) {1 , 1 T
=0y — | —=2" — —=x U
P lave V2!

1 1 1 1
n- (5575 Gua* g 1 =t Vo

1

éH%Mfi/@—1+D@—l+1%ﬂl—0+mﬂ—0+®dx

= up(X) = ﬁ%(X) = \/g (52 + \/EU1> (X) = %X

Uus :— bg— <b3|U1>HU1—<b3|U2>HU2

1 3
=b3 — — 902-1—|—0d95-u1—i 2?2 x+2r-1dx-uy

V2 hﬁl
1 [2%] V3 [1, 2r
=by——|=| w——F=|-2"+7z u
’ \/5{3}11 2\/5[4 L
V2
= s g

2 1
:/a:4—§:c2+§+4a:3dx

-1
1 2 1 4,]
= |:gCC5 — §ZE3 + §.ZU + §$2:|

~1
1 2 4 1 2 1 4
9

1
5 07935 979" 3
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_18-10+8-15 128

45 45

SRRV S
j““>HMM&@<? 3)

Bemerkung: Um zu iiberpriifen, ob man richtig gerechnet haben, ldsst sich neben einen
erneuten Nachrechnen haufig auch ein Probe in umgekehrter Richtung machen. Fiir diese
Aufgabe sihe eine solche wie folgt aus:

e Mit u; € PolgR, uy € Poly R\ Poly (R) und uz € Pols R ~\ Pola R (ersteres hat Grad
0, zweiteres Grad 1, letzteres Grad 2) ist die Bedingung PolgR = L (u;), Pol; R =
L (u1,u2) und Pols R = L (uy, ug, us) erfiillt.

e Wir iiberpriifen nun Orthogonalitdt und Normierung:

1 1
1
ually = (s [y = [ a@)? + (@) da = [ 5 +0dz =1
i 3 3 1 1 1
Jusll3y = <uQ\u2>H:/8x2+8dm_ [gl’“sx]l . <_2> .
—1
45 / 2
HU3||12LI:<U3|U3>H:1728 334—§$2+§+4a?2 dzx
-1 v =22
(a1’

9 5 Doa, 5 15, !
= |—==2"—- =z —T+ =T
1287 645 1287 1327 ||

(9 5,5 15y (9 5 5 15
- \128 64 128 32 128 64 128 32

18 —20+10+120
128 a

1

1 1
3

<u1u2>H—/ul(x)ug(x)+u’1(a;)u’2(a:)dx—/\4[x+0da;—0

-1 -1

1

3v5 1 V5 1
<u1\u3>H:T6 <x2—3>+0dm:1[:ﬂ3—x]_1:0

3VI5 |
<u2\U3>HZGT (x® —2) +22dz =0

-1

wobei (uq |ug)y und (us|usz), aus Symmetriegriinden folgen (Integration einer un-
geraden Funktion iiber ein Intervall der Form [—a,a]). Somit bilden wj,us und wug
tatsachlich eine Orthonormalbasis.
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(b) Aus dem Algorithmus lesen wir ab:

1
1 V2 V2
Uy = Ebl :>B<U1) = 8 , U(bl) = 8
V3 2
3 3 2v2
Uy = ibz + £ Uy = ,(uz) = SVERY U(b2) = %ﬁ
2v/2 2 ~~ 22 03
=J5h1 0
B, B i 7
3v5 5 82 3
3 8\/5 3 8\/§ 1 B< 3) % U( 3) 83
8v/2 3v5
Wir erhalten entsprechend:
1 V3 V5
V2 2\/\/,5 8v2
1 3
BldU O m O
0 0 2
und
V2 Vi
] — 2v2
UldB 0 7 0
0 &2
ENG
Aufgabe H 58. Spiegelung 2 2 -1
Eine Spiegelung an einer Ebene in R? wird beschrieben durch A = % 2 -1 2
-1 2 2

(a) Sei a: R® = R3: v+ Av. Ist a o « eine eigentliche / uneigentliche Isometrie?

(b) Sei E die Ebene durch die Punkte P = (é) Q= (5%) und R = (?) Bestimmen
Sie die Bildebene £’ := a(F) = {a(z) ! x € E} von E unter a in Hesse-Normalform.
(c) Seien r == (-2 1 —2)T und 7o := (=2 4 —2)T. Fir welche j € {1,2} ist die

Abbildung 3, : R* — R®: v — Av + r; eine Ebenenspiegelung? Geben Sie in diesen
Fallen die Spiegelebene in Hesse-Normalform an.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt mit A= AT
A2 =A"A=E;
also ist @« o @ =id und somit eine eigentliche Isometrie (det(E,) = 1).

(b) Zur Bestimmung der Spiegelebene betrachten wir die Fixpunktgleichung Av = v. Dies
fiihrt auf das homogene LGS (A — E3)v = 0. Wir erhalten

1 2
-3 3 —3| 0 (=3)-Z: [ 1 -2 1] 0
2 -2 200 Do+ 27 0 0 0| 0],
L2 1) Zy— 7 : 0 0 0] 0
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(c)

(d)

womit der Losungsraum

2 -1
L 11,10
0 1

ist. Der Losungsraum beschreibt somit die gesuchte Spiegelebene Ebene S, welche den

Ursprung (0,0,0) enthdlt und die Richtungsvektoren (2 1 O)T und (-1 0 1)T hat.
Wir berechnen den Normalenvektor n mittels

) 2 —1 1
n=—n, wobei A= [1|x|[0]=[-2] mit [a]=V6.
i 0 1 1

Somit ist n = \/Lé( 1 -2 1)T. Da (0,0,0) ein Punkt der Ebene ist, erhalten wir nach
Bemerkung 2.9.7.1 zwei mogliche Darstellung fiir die Hesse-Normalform:
S

0 bzw. 0.

g 1 2 n 1 1 n 2 1
e B34 —=T3 = - —= —Ty — —=I3 =
V6 V6T VG V6T Ve Ve
Die Matrix A ist uneigentlich orthogonal, da A" A = F5 und

1
det A= —(—4—4—4+1-8-8)=—1
27
nach der Regel von Sarrus (3.11.5) gilt. Insbesondere gilt A=! = AT = A weil A
orthogonal und symmetrisch ist. Somit ist (A™!)? = A? und daher a o a: R® —
R3: v+ A%v. Zudem ist mit Lemma 3.10.5

(A)T(A%) = (AA)T(AA) = AT 41/4,4 —ATA=E;

=F3

und wegen 3.12.3.1 gilt det(A?) = det(A)? = 1. Damit ist A? eine eigentlich orthogo-
nale Matrix und « o « ist eine eigentliche Isometrie und keine uneigentliche Isometrie.

Damit 3; eine Spiegelung ist, muss der Translationsanteil r; orthogonal zu der Spiegel-
ebene aus (a) sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn 7; ein Vielfaches des Normalenvek-
tors n aus (@) ist. Wir erkennen sofort, dass r # tn fiir alle t € R und ry = —26n.
Somit ist nur [y eine Ebenenspiegelung. Dies kann jeweils auch rechnerisch durch Lésen
eines inhomogenen LGS gesehen werden.

Fiir r fiihrt die Fixpunktgleichung 5,(v) =v < (A — E3)v = —r; auf das LGS

-3 3 —3| 2 (=3)-Z: [ 1 -2 1] -6
2 4 21 ~ o Ty 27 o 0 0f 3

Die 2. Zeile liefert einen Widerspruch. Somit kann es keine Losung geben und [ ist
keine Spiegelung.
Fiir 7o fiihrt die Fixpunktgleichung G2(v) =v < (A — E3)v = —ry auf das LGS

2 (—=3)- Zy : 1
—4 ZQ + 221 .
2 Zg — Zl .

o O
o O
o O
o O

Wl Wb Wl

WIN Wk wiN
Wl W Wl
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Der Losungsraum ist gegeben durch

—6 2 -1
O | +s|1]+t] O s, t € R
0 0 1

und beschreibt damit eine Spiegelebene T', welche den Punkt (—6,0,0) enthalt und

dieselben Richtungsvektoren (2 1 0)T und (=1 0 1)T wie S aus Teilaufgabe (a)
hat. Damit ist n aus (@) auch ein Normalenvektor von T' und die Hesse-Normalform
von T ist gegeben durch

1 2
- —=T1+ —F=x —
V6TV
Der Translationsanteil 75 fiihrt somit erneut zu einer Spiegelung mit einer Spiegelebene

T, welche als die um /6 Lingeneinheiten verschobene Spiegelebene S identifiziert
werden kann.

1
TI —61173 = \/6

Aufgabe H59. Spiegelung
Gegeben ist im R3 die Ebene, die beschrieben wird durch die Gleichung
—3.%’1 + 35[’2 + X3 = 0.

Finden Sie eine Matrix A und einen Vektor ¢ so, dass die Spiegelung an der Ebene beschrieben
wird durch die affine Abbildung = — Az +t.

Losungshinweise hierzu:

Um die Spiegelung an der Ebene zu beschreiben, bilden wir zu jedem Punkt (%1, Z2, i’g)T € R3
den Spiegelpunkt (il,ig,fg)T. Der Vektor n = (—3,3, 1)T steht orthogonal auf der Ebene
(Satz 2.9.5), folglich ist die folgende Gerade orthogonal zur Ebene und geht durch den Punkt

(i‘la j27 '%3)

T I [il -3
h = To | € R3 To | = | 2o | +¢ 3 , b€ R
Z3 T3 573 1

Um den Schnittpunkt der Geraden h mit der Ebene zu erhalten setzen wir die Punkte von h
in die Ebenengleichung ein:

35+ Ot + 3Ty + Ot + T3+t =0,

daher liegt der Schnittpunkt mit der Ebene bei

3T1 — 3%T9 — T3

to =
0 19

Der Spiegelpunkt (Z1, 2, 3) liegt also bei

611 — 629 — 22
U, = T 19;2 1’3’
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und ist durch die folgenden Koordinaten gegeben:

. L - -
Ty =21+ 2t0(—3> = E (Il + 18%2 + 61‘3) s

1
JAZ'Q = .C;?Q -+ 2t0(3) == E (181?1 + j'Q - 6.%3) y

1
G5 = T3 + 2o = — (6F;, — 6F + 1773).

19
Also erhalten wir
2 . 1 18 —6 i
To | = 5 18 1 6 To
23 -6 6 17 T3
Matrix A und Vektor t sind durch
1 1 18 6 0
A= I 18 1 -6 |, t=10
6 —6 17 0
gegeben.

Alternativer Losungsweg:
Die Spiegelebene S = {x € R3 { —3x1 4+ 319 + 23 = O} ist die Fixpunktmenge der Ebenen-
spiegelung, das heiBt

T=AT+t
fir alle £ € S. Da die Spiegelebene den Nullvektor enthilt, folgt hieraus insbesondere
0 -3
t =10 ].DieUrsprungsgerade G := ¢ A | 3 A € R » ist ferner orthogonal zur Spiegel-
0 1

ebene. Dies bedeutet insbesondere dass fiir den Schnittpunkt P mit der Spiegelebene S —
welcher in diesem Falle der Ursprung ist — sowie fiir alle € G gilt:

At +t=Ax—-P+P)+t=A—-P)+ AP+t
=P
=Alz—-P)=P—-12
Der Vektor von P nach = — welcher Orthogonal zur Spiegelebene ist — dndert durch die
-3
Spiegelung lediglich seine Orientierung. Setzen wir by := \/%*9 3 |, so erhalten wir wegen
1

& € G =L(b) folglich
ANAb; = —\by

fir alle A € R. Wir wahlen nun einen zu b; orthogonalen, normierten Vektor, beispielsweise
1

by = % 1 ] . Dieses Orthogonalsystem erganzen wir nun mit 3.9.3.5 zu einer Orthonormal-

basis von R3:

1 — —
b31:b1><b2:— 3 X 1 = — 1

vas \\ 1 0 V38 \ g
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Sowohl b, als auch b3 sind in der Spiegelebene enthalten, erfiillen also

by = Aby

b3 == Abg
Somit hat die Spiegelung ¢: R?* — R3: 2+ Az beziiglich der Basis B: by, by, bs die Dar-
stellungsmatrix
-1
0
0

BSOB

O = O
_ O O

Ist nun £: ey, ey, e3 die Standardbasis von R3, so ist die Basiswechselmatrix ¢ 1d, gegeben
durch

. -3v2 V19 -1
dy=—=13/2 V19 1 |,
VB V2 0
die Inverse — da auch &£ eine ONB ist — hingegen durch
o [3V2 3V2 V2
BldS:((‘,’ldB) :\/ﬁ \/E \/1_9 0
-1 1 —6
Hieraus erhalten wir
A= £ idBBSOBB idg
) —3v2 V19 —1\ /=1 0 0\ /=3v2 3v2 V2
=33 3v2 V19 1 0 10 V19 V19 0
V20 -6 0 01 —1 1 —6
13\/§¢E—1 —3v2 3v2 V2 L (2 36 12
=% -3v2 V19 1 V19 /19 =% 36 2 —12
-2 0 -6 —1 1 -6 12 —12 34
L [1 18 6
6 —6 17

Frischhaltebox

Aufgabe H 60. Nullstellen von Polynomen

Schreiben Sie die folgenden Polynome als Produkte von Linearfaktoren:
(@) p(X)=X2+iX +6 (b) ¢(X)=X3+X-10
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Losungshinweise hierzu:

(@) Wir nutzen zur Bestimmung der Nullstellen z; und zo die Mitternachtsformel (vgl.
Zusatzmaterial) und erhalten :

—itVi2—4-6 —it\/-25 —ikhi
2 a 2 2

T1/2 =
Entsprechend ist
p(X) = (X + 3i)(X — 2i)

(b) Die erste Nullstelle finden wir durch geschicktes Raten: ¢(2) = 0. Wir spalten den
Entsprechenden Linearfaktor mittels Polynomdivision ab:

(X3+0X?+ X —10) : (X —2)=X2+2X+5

— (X3 —2X?2)
2X%2+ X
—(2X?%—4X)
5X — 10
—(5X —10)
0

Anwendung der Mitternachtsformel liefert

—2+/4-20 -2+4i
2 )

Ti/2 =
und somit

g(X) = (X —2)(X 41— 20)(X + 1+ 2i)
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