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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 66. Grobeinteilung von Quadriken

Geben Sie zu den folgenden Quadriken jeweils die erweiterte Matrix an und bestimmen Sie
ihren Typ (kegelige Quadrik, Mittelpunktsquadrik oder parabolische Quadrik):

(@) Qo= {z € R*| 22} + 2,3, + 22, + 1 =0},

(b) Qs := {x€R2| Az} + dayzy + a5 + 22, +2 =0},

(c) Q,:={zeR®| af+6xy3,+ 923 + 22, + 6z, + 1 =0},

(d) Qs:={z € R®| 4]+ 12z 2y + 23 + 2z,25 + 4z, + 6x5 + 1 = 0}.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Quadrik l3sst sich in der Form z' Az + 24"z + ¢ = 0 mit

2 1
(1)
schreiben, wobei Rg A = 2 gilt. Fiir den Rang der erweiterten Matrix
111 0
Aewv=1| 1]2 1
01 0
erhalten wir wir
1110 110 0 110 0
Rg| 12 1 |=Rg| 1/0 1 |=Rg| 0|0 1 | =3
0(1 0 01 0 01 0

Damit ist die gegebene Quadrik eine Mittelpunktsquadrik.
(b) Die Quadrik lasst sich in der Form 2" Az + 24"z + ¢ = 0 mit

(1)

schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

210 1
Aew=1| 04 2
112 1
erhalten wir
210 1 210 1 0|0 1
Rg| 0(4 2 | =Rg| 0/4 2 | =Rg| 04 2 | =3
112 1 110 0 110 0

Damit ist wegen Rg A = 1 die gegebene Quadrik eine parabolische Quadrik.
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(c) Die Quadrik lsst sich in der Form ' Az + 2a'z + ¢ = 0 mit

1 30
A=13 9 0
000

mit Rg A = 1 schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

Aerw =

erhalten wir

Damit ist die gegebene Quadrik eine kegelige Quadrik.
(d) Die Quadrik lisst sich in der Form 2" Az + 2a"x + ¢ = 0 mit

4 0 6
A=10 1 1
6 1 0

mit Rg A = 3 (wegen det A = —40) schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

Aerw =

erhalten wir

Rg

Damit ist die gegebene Quadrik eine kegelige Quadrik.
Aufgabe H 67. Eigenwerte, Definitheit

Sei o € R ein Parameter. Sei A, = (i 8) )

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A in Abhingigkeit von «.

(b) Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte in
Abhangigkeit von «.

(c) Fiir welche Werte des Parameters « ist v = G’) ein Eigenvektor von A?

(d) Ist die quadratische Form g¢4,: R? — R: x + z'Asx positiv definit, negativ definit
oder indefinit? Geben Sie (in den letzten beiden Féllen) einen Vektor y € R? an mit
dAs (y) <0.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Die Eigenwerte von Matrix A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

X4, (A) = det (2 " 4 _SA) = —A2-A) - 3a.

= A -2\ -3a
Wir erhalten:

/\1:1+\/1+30é, /\2:1—\/1+3a.

(b) Fiir v # —5 ist Ay # A und die algebraische und damit einhergehend die geometrische
Vielfachheit beider Eigenwerte gleich 1.

Fir a = —% gilt Ay = Ay = 1. Die algebraische Vielfachheit ist also 2. Der Eigenraum
ist gleich dem Losungsraum des homogenen LGS

(1)

Wir addieren 3 mal die erste Zeile zur zweiten Zeile (Z + 37):

| )
(7))

Die geometrische Vielfachheit ist in diesem Fall also 1.

Der Eigenraum ist also gleich

(c) wv ist ein Eigenvektor von der Matrix A, wenn gilt:

Av = .

(o) (1) ()

ist, ist A = 3 der einzige mogliche Eigenwert. 3a ist also gleich 3. Somit ist v ein
Eigenvektor von der Matrix A genau fir a = 1.

(d) Die Eigenwerte von Aj sind gleich 1+ V10 > 0 und 1 — /10 < 0. Die Quadrik ist
also indefinit. Fiir y = (_11) gilt

o= () 6 (2)-
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Aufgabe H 68. Hauptachsentransformation
Gegeben sei die Quadrik

Q= {I € Rg’ x%+4$%+$§+2$1$2+4$1$3+2$2:L‘3+2\/§:L‘1 +2V2 14 = 0},

Bestimmen Sie ein kartesisches Koordinatensystem, beziiglich dem () euklidische Normalform
besitzt und geben Sie die zugehorige euklidische Normalform an.

Losungshinweise hierzu: Zunachst formulieren wir die Quadrikgleichung in Matrixschreib-
weise 2" Az + 24"z + ¢ = 0 mit

112 V2
A=|1 4 1), a=1 0], ¢=0
2 11 V2
Wir bestimmen zunachst die Eigenwerte von A. Es ist
1—A 1 2

det(A — AE3) = det I 4-x 1
2 1 1—-A

=(1=A?@A=AN)+2+2-4(4 =N —(1=X)—(1=X)
= (1 =22+ A4 —A) +4+4X—16 — 2+ 2\
= —10 — 3A + 6A* = \°
=(-1=-X)2-NbB-=-2X)
Damit sind die Eigenwerte von A gegeben durch

M=-1, XA=2 A=05

Wir bestimmen die zugehdrigen Eigenraume:

e V(—1): Esist
21 20 0 -9 010 5.1 10 110
_ 71 _9. 2245721, —5-Z1;, 2271
15 100 |22W22 11 5 1|0 07T 0 1 0o
21 210 0 0 010 00 00
—1
Damitist V(—1) =L 0
1
e V(2): Esist
-_1 1 2 Z14+72: 73—-2-Z2: 7271 1 2 1 0
12 1 ramaRenese 0 3 30
2 1 —1 0 -3 —31/0

3 3

0

0

0
72473, 21-2.22, L. 70 L0 —1)0
~s 0 1 110
0 0 010

1
Damit ist V(2) =L 1)
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e V(5): Esist

—_4 1 2 O Z14+4-7Z2: Z3—-2-Z2 _3 6 O
1 -1 110 442252 1 -1 110
2 1 40 0 3 —61o0

1 1 -1 10 10 =10

Z34+71;—%71; 2122
T 0 1 22llo | P2 01 —2|o
0 0 o0lo 00 0lo

1
Damit ist V(5) =L 2)
1

Eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren ist damit zum Beispiel gegeben durch

b () ()
V2l ) VBl ) VB
-V3 V2 1
Setzen wir nun x = Ty mit T = \/Lé 0 —v2 2], so lautet die Quadrikgleichung
V3 V2 1

beziiglich y

4 2
2 2 2
P 2R B A2 =y + 2 —=ys = O
U1 Ys Y3 \/gyZ \/§y3

4 8 8 2 4 4
= —yf+2<y§+2~%yg+§>—2-§+5<y§+2~%y3+7—5)—5-%:0

VN 2+2< + 4)2+5( + 2 )2 28—0
Y1 Yo \/6 Y3 5\/§ 5 .
0
Mit z =y + \/ig gilt dann
p)
53

28
—zf+22§+5z§—g =0,

woraus sich die euklidische Normalform
5 5 o 25,

SO VE IR TE A
0 11
ergibt. Dax =Ty =T |2 — \/ig =Tz — \1/—55 —8 |, ist das zugehdrige kartesische
= 11

. 5v3
Koordinatensystem gegeben durch

eo (v} () L (L) 2
15 \q1) v2\ 1) v3\ 1) V6
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Aufgabe H 69. Euklidische Normalform
Die Quadrik () sei gegeben durch

Q={z e R®| 32% — 22 4 322 — 20125+ 2v/221 + 2V225+ 1 = 0} .

(a) Geben Sie die Matrixbeschreibung dieser Quadrikgleichung an.

(b) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform und die Gestalt von Q.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Matrixbeschreibung von @ ist:

Q={reR®| z'Az 424"z + ¢ =0} mit

30 -1 V2
A= 0 -1 0 ]; a=|01]; c=1
-1 0 3 V2
(b) Zuerst diagonalisieren wir A. Hierzu bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenrdume von

A.
xa=det(A—AE3) = (=1 =X)((3=X)?*—=1) = —(A+1)(\> — 6\ +8)

= —(A+ DA —2)(A—4).

Die Eigenwerte sind —1,2,4, jeweils mit algebraischer und somit auch geometrischer
Vielfachheit 1. Berechnung der zugehdrigen Eigenrdaume ergibt:

4 0 =1 0 4 0 =1 O
(A+ E3)x =0: 0O 0 0} 0].— 0O 0 0 0
-1 0 41 0 AZs + Zs - 0 0 15 0
0
Also gilt V(—1) =L 1
0
1 0 =1 0 1 0 =1} 0
(A—2E3)x =0: 0 -3 0 0].% 0 -3 0 O
—1 0 1] 0 Z3+ 72y - 0 0 0l O
1
Also gilt V(2) = L 0 .
)
-1 0 =14 0 -1 0 =1 0
(A—4E3)x = 0: 0 -5 0 0].—> 0 -5 0
-1 0 -1 0 VARAR 0 0 0f O
1
Also gilt V(4) = L 0
-1
Normieren wir die erhaltenen Eigenvektoren, um die folgende Orthonormalbasis zu be-
0 1 1
kommen: f; := (1)  fo = \/Li (1) , f3 = \/Li O1
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1 1
V2 V2
Entsprechend gilt fir FF = |1 0 0
1 1
0 7%
. -1 0 0
A=F'AF={0 20
0 0 4
0 1 0 V2 0
i=Fla= ?ﬁ 0 %21 1o =12
% 0 -7 V2 0

Im Koordinatensystem F = (0; f1, f2, f3) hat die Quadrik @) die Gleichung
Q={yeR®| y' Ay +2a'y+c=0} ={y € R*| —y7 + 205 + 4y + 4yp + 1 =0}

Nun verschieben wir gegen die linearen Terme:

O:—yf—|—2y§+4y§+4y2+1:
=y +2(ys + 2+ 1 1) +4y; + 1
= =y 20+ 1) +4y5 - 1
21 =Yy, 22 1 =Yo — (—1),23 :=y3
= -2l +222+425 -1

0
Der neue Ursprung P hat also die F-Koordinaten . = [ —1 |, seine Standardkoor-
0
—1
. . o 1
dinaten erhélt man als . P = F P = % 01
—1 0 1 1
In dem Koordinatensystem \/Li 0 |; (1) 7\% (1) ,% 0 hat ist Quadrik
Q durch die Gleichung 27 — 222 — 422 + 1 = 0 gegeben. Das ist ein einschaliges

Hyperboloid.

Frischhaltebox

Aufgabe H70. Hessesche Normalform

Sei E die Ebene durch die Punkte P, = (0,0,3), P, = (0,3,0), P; = (1,1,0).
Berechnen Sie die Hessesche Normalform von E.
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Loésungshinweise hierzu: Die Ebene kann beschrieben werden als

T T 0 0 1
E = v | €R¥| [ | = (0] +s| 3 |+t 1 ],steR
T3 T3 3 -3 -3
—6
Der Vektor n = [ —3 | steht orthogonal auf E (er ist das Vektorprodukt der Richtungsvek-
-3

toren; ein orthogonaler Vektor kann aber auch durch das Losen eines LGS bestimmt werden).
Wir erhalten somit durch Normierung

L
n=——7= )
CRV!
die Hessesche Normalform von E lautet wegen (P |n) = — % folglich
X1 T 2
1
E = o | €R3 < Ty — |1 >:§
T3 T3 \/6 1
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