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CHAPTER 1: GRUNDLAGEN



Section 11
Logik



AUSSAGEN

Die Logik befasst sich mit Aussagen, d.h. mit (im weitesten Sinne
sprachlichen) Satzen, die objektiv entweder wahr oder falsch sind.
Insbesondere gelten daher folgende Prinzipien:

- Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten (“Tertium non datur”): Eine
Aussage muss wahr oder falsch sein.

- Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch: Eine Aussage darf nicht
gleichzeitig wahr und falsch sein.

Im folgenden kiirzen wir “wahr” haufig mit “w” und “falsch” mit “f" ab.



BEISPIELE

Der folgende Satz ist eine Aussage, die wahr ist:

Das Wintersemester 2022/23 an der Universitdt Stuttgart beginnt im Oktober.

Der folgende Satz ist eine Aussage, die falsch ist:

2+2=5

Der folgende Satz ist keine Aussage, da sein Wahrheitsgehalt subjektiv ist:

Grin ist schoner als Rot.

Der folgende Satz ist keine Aussage, da kein Wahrheitsgehalt zugewiesen
werden kann:

Dieser Satz ist falsch.



BOOL'SCHE OPERATOREN

Aussagen konnen miteinander kombiniert werden. Sind beispielsweise p
und g zwei Aussagen, so ist die

Negation (Verneinung) von p, schreibe —p und sage “nicht p”, durch die
folgende Wahrheitstabelle gegeben:

P
f
w

— = |T

Konjunktion (“und”) von p und g, schreibe p A g und sage “p und g”, durch
die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

Mit anderen Worten: p A g ist genau dann wahr, wenn sowohl p als auch g
wahr sind. 5



BOOL'SCHE OPERATOREN

Disjunktion (“oder”) von p und g, schreibe p v g und sage “p oder q”, durch
die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

Beachte: “oder” ist nicht exklusiv gemeint, d.h. wenn sowohl p als auch g
wahr sind, so ist auch “p oder g” wahr.



BOOL'SCHE OPERATOREN

Implikation von p und g, schreibe p = g und sage “Aus p folgt q.", durch die
folgende Wahrheitstabelle gegeben:

| p

S~ = = |T
—- = - S |0
s s sl

Mit anderen Worten: ist p = g wahr, so konnen wir:

- aus der Wahrheit von p auf die Wahrheit von g schliessen.
- aus der Wahrheit von g nicht auf die Wahrheit von p schliessen.

- aus der Falschheit von g auf die Falschheit von p schliessen.

Wir sagen, dass p hinreichend fiir g ist und dass g notwendig fiir p ist.



BOOL'SCHE OPERATOREN

Aquivalenz von p und g, schreibe p < g und sage “p ist zu g aquivalent”,
durch die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

| p

- = = s |o
S - =0

Mit anderen Worten, p < g ist genau dann wahr, wenn p und g die gleichen
Wahrheitswerte haben.



TAUTOLOGIEN

Eine Verknupfung von Aussagen, die unabhangig von den Wahrheitswerten
der einzelnen Aussagen immer wahr ist, heifRt Tautologie.

Sind p und g Aussagen, so ist zum Beispiel

(p=4q) & (—q=-p)

eine Tautologie, wie die folgende Wahrheitstabelle zeigt:

pla|lp=q|-p|-q|-qg=-p
w | w w f f w
wlf| f | Flw]| f
flw w w f w
flf w w w w

Tautologien konnen also “logischen Rechenregeln” entsprechen. In solchen
Fallen schreiben wir daher haufig auch “=" statt “<". Die obige Tautologie
kann deshalb auch als

(p=9)=(=9=-p)
geschrieben werden.



EINIGE WICHTIGE TAUTOLOGIEN

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Tautologien, die aus einer Aussage
gebildet werden konnen, zusammen.

Theorem 111
Ist p eine Aussage, so sind die folgenden Aussagen Tautologien:

i). Satz vom ausgeschlossenen Dritten: p vV —p.
ii). Satz vom Widerspruch: =(p A —p).
iii). Satz von der doppelten Verneinung: =(-p) = p.

iv). Idempotenz:

pAP=DP,
pvp=p.



EINIGE WICHTIGE TAUTOLOGIEN

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Tautologien, die aus mehreren
Aussagen gebildet werden, zusammen.

Theorem 11.2
Sind p, g und r Aussagen, so sind die folgenden Aussagen Tautologien:

i). Rechenregeln von de Morgan:

=(pAQg)=-pV—q,
=(pvg)=-pA—q.

ii). Kontraposition: (p = q) = (-q = —p).
iii). Zerlegung der Aquivalenz: p < q = (p = q) A (q = p).
iv). Transitivitdt: (p = q) A (g =1) = (p =r).

v). Distributivgesetze:

pA(@Vvn=(PAq)V(pAT),
pv@nn=({EVvanA(pVvr).



BEMERKUNGEN

Neben den oben genannten Tautologien gibt es noch weitere Tautologien,
wie z.B. die Kummutativitaten (p Aq) = (gAp) und (pV qg) =(qVp).

Es gibt genau 16 zweistellige logische Operationen, d.h. Verknipfungen, die
aus 2 Aussagen p und g eine neue Aussage f(p, g) generieren. Jede dieser 16

Operationen und die Verneinung lasst sich durch die Operation —(p A g), die
wir mit p NAND g bezeichnen, darstellen. So gilt zum Beispiel:

—-p = (pNANDp),
pAg=(pNANDg)NAND (gNANDD).
Analog lasst sich jede dieser 17 Operationen auch durch die Operation
=(p V q), die wir mit p NOR q bezeichnen, darstellen.

Schreiben wir “1” statt “w” und “0” statt “f", so entspricht p A g der
Multiplikation. Analog entspricht das “exklusive oder”,
d.h. pXORq := —(p < q), der Addition mit Uberlauf.



AUSSAGEN MIT VARIABLEN

Wenn Aussagen Variablen enthalten, sprechen wir von Aussageformen.
Einfache Beispiele von Aussageformen sind

pa(x) := “x ist 20 Jahre alt”,
p2(x) :=="x < 2".

Durch Einsetzen “erlaubter” Werte flr die Variable erhalten wir Aussagen:

p1(“Ingo Steinwart”) = f,
p2(1) = w,
p2(2) =f.

p-(1) macht hingegen keinen Sinn, da die Zahl 1 kein Alter hat.



QUANTOREN

Aus einer Aussageform p(x) konnen mithilfe von Quantoren ebenfalls
Aussagen gebildet werden. Die folgende Quantoren interessieren uns:

- All-Quantor:
VX : p(x)
steht fur die Aussage, dass fur alle erlaubten Werte von x die Aussage
p(x) wahr ist.
- Existenz-Quantor:
3Ix: p(x)
steht fir die Aussage, dass es mindestens einen erlaubten Wert von x
gibt, so dass die Aussage p(x) wahr ist.

- Einzigkeits-Quantor:
3x : p(x)
steht flr die Aussage, dass es genau einen erlaubten Wert von x gibt, so
dass die Aussage p(x) wahr ist.

Mit den obigen p; und p; ist beispielsweise die Aussage Vx : p1(x) falsch,
wahrend die Aussage 3x : p2(x) wahr ist. %



VERGLEICH VON AUSSAGEN

Mit Quantoren gebildete Aussagen konnen wieder verglichen werden. So
gelten zum Beispiel die de-Morgan’schen-Regeln

—(3x: p(x)) = Vx: =p(x),
=(Vx: p(x)) = 3Ix : =p(x).
Aussageformen konnen von mehreren Variablen abhangen. In diesem Fall

kann die Reihenfolge von Quantoren eine wesentliche Rolle spielen.
Beispielsweise sind die Aussagen

vx 3y : p(x,y) und yVx : p(x,y)

im Allgemeinen nicht aquivalent, da im ersten Fall der Wert von y von x
abhangen kann, wahrend er im zweiten Fall von x unabhangig sein muss.



BEMERKUNGEN ZUM BEWEIS VON AUSSAGEN

Wollen wir zeigen, dass die Aussage Vx : p(x) wahr ist, konnen wir z.B. die
Aussage p(x) fur jeden einzelnen Wert von x Uberprufen. Dies funktioniert
aber eigentlich nur, falls es nur endlich viele (oder genauer: wenige)
erlaubte Werte von x gibt.

Steht x beispielsweise fur alle Mannschaften der 1. FuBball-Bundesliga, so
lasst sich durch Uberprifen aller 18 Teams zeigen, dass die Aussage

Vx : “x hat mindestens einen Torwart”
wahr ist. Steht x jedoch fur alle Zahlen, so ist die Aussage
VX X+1>X

nicht mehr durch Betrachtung jeder einzelnen Zahl als wahr zu
identifizieren. Stattdessen ist ein mathematischer Beweis notwendig, der
beispielsweise schon bekannte, wahre Aussagen ausnutzt. Wissen wir

z.B. dass die beiden Aussagen 1> 0 und Vx,y,zZ: X >y = zZ+ X > z+ y wahr
sind, so folgt die obige Aussage durch Betrachtungvonx =1und y = 0. In
den meisten Fallen ist ein Beweis aber deutlich langer und damit
komplizierter.



BEMERKUNGEN ZUM BEWEIS VON AUSSAGEN

Wollen wir zeigen, dass die Aussage 3x : p(x) wahr ist, missen wir ein x
finden. Wie fur den All-Quantor kann dies z.B. dadurch geschehen, dass man
hintereinander die Aussage p(x) fur jeden einzelnen Wert von x Uberpruft
und stoppt, sowie man einen Wert gefunden hat, fur den p(x) wahr ist.

Steht x wieder fur alle Mannschaften der 1. FuRball-Bundesliga, so ist schon
flr x = “Werder Bremen” die Aussage

3x : “x hat mindestens einen Torwart”
wahr und das Uberpriifen der restlichen 17 Teams erlbrigt sich.

Im Falle von unendlich vielen Werten kann manchmal ebenfalls ein
geeigneter Wert von x “erraten” werden, meistens ist aber ebenfalls ein
Beweis notwendig.

SchlieBlich lassen sich mithilfe der de-Morgan’schen-Regeln Aussagen mit
All-Quantoren in solche mit Existenz-Quantoren (und umgekehrt)
umwandeln. Ein etwas langeres, aber nicht untypisches Beispiel hierzu ist

=(Vx3yVz:p(x,y,z)) = 3IxV3z:-p(x,y,2).



Section 1.2
Mengen



MENGEN

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten. Diese werden
Elemente genannt. Jedes Element kann nur einmal in der Menge
vorkommen. Es gibt keine Reihenfolge fur die Elemente einer Menge.

Mengen werden in der Regel mit groBen Buchstaben bezeichnet, Elemente
haufig mit kleinen. Ist M eine Menge und x ein Objekt, so schreiben wir:

xXeMm falls x ein Element von M ist.

XéM falls x kein Element von M ist.

Ferner bezeichnet () die leere Menge, d.h. die Menge die kein Element
enthalt.



KONSTRUKTION VON MENGEN

Mengen mit wenigen, explizit bekannten Elementen konnen durch Auflistung
der Elemente beschrieben werden, z.B.

M= {1,2,3,4}.
Ist p(x) eine Aussageform mit Variable x so ist
M= {x:p()} = {x]p(x)}

die Menge aller erlaubten Werte von x, fir die Aussage wahr ist'. Damit
lassen sich auch unendliche Mengen einfach beschreiben, z.B

M :={n:nganze Zahlund n > 10} .

THier muss man allerdings etwas aufpassen, wie in Abschnitt 28 noch gezeigt wird.



INKLUSION UND IDENTITAT

Seien A und B zwei Mengen, so ist A eine Teilmenge von B, genau dann wenn
jedes Element von A auch ein Element von B ist, d.h.

Vx:(xeA=xe€B).

In diesem Fall schreiben wir A C B.

Ferner sind die Mengen gleich, geschrieben A = B, genau dann wenn A C B
und B C A gilt, d.h., genau dann wenn

Vx:(x e A XxeB).

Beispielsweise gilt {21,22,23} C {n: n ganze Zahl und n > 10} und
12,3, Ay = 31, 3 21 = ({12, 3 A Ay

Ferner gilt sowohl ) C A als auch A C A flr jede Menge A. Sind schlieBlich A,
B und C Mengen mit A € Bund B C C, so giltauch A C C.



OPERATIONEN MIT MENGEN

Sind A und B zwei Mengen, so konnen wir die folgenden Mengen definieren:

Durchschnitt: ~ ANB:={x:xe€AAX€ B},
Vereinigung:  AUB:={x:x€AVXxé€ B},
Differenzz A\B:={x:x€AAXx¢B}.
Ferner sagen wir, dass A und B disjunkt sind, falls AN B = (). Gibt es zudem

eine feste, aus dem Zusammenhang bekannte Menge M mit A C M, so

schreiben wir auch
A°:=M\A.

Es gilt beispielsweise
{1,2}n{2,3,4} = {2},
{1,2}U{2,3,4} ={1,2,3,4},
11,23\ {2,3,4} = {1},
{2,3, 43\ {1,2} = {3,4}

und die Mengen {1,2} und {3, 4} sind disjunkt.

22



RECHENREGELN FUR MENGENOPERATIONEN

Lemma 1.21
Sind A und B Mengen, so gelten die folgenden Identitdten:

ANB=BNA,
AUB=BUA,
ANA=A,
AUA=A,
AND =10,
AU =A.

Ist C eine weitere Menge, so gilt zudem

An(BNC)=(AnB)NC,
AU(BUC)=(AUB)UC,
AN(BUC)=(ANB)UANCQ),
AUBNC)=(AUB)N(AUC).

23



RECHENREGELN FUR MENGENOPERATIONEN

Lemma 1.2.2
Sind A, B und C Mengen, so gelten die folgenden Identitdten:

A\A=0,
A\ (BNC) = (A\B)U(A\ ),
A\(BUC) = (A\B)N(A\CQ),
(A\B)\C=A\(BUCQ),

A\ (B\C)=(A\B)U(ANQ),

und damit insbesondere auch (AN B)® = A°UB° und (AU B)® = A° N B".

24



KARTESISCHES PRODUKT

Sind x und y zwei Objekte, bezeichnet (x, y) das geordnete Paar von x und y.
Insbesondere ist (x,x) ein Paar und es gilt (x,y) = (y,x) genau dann wenn
X=1Y.

Sind A und B zwei Mengen, so ist das kartesisches Produkt von A und B
AxB:={(x,y):x€e ANy €B}.
So ist beispielsweise (1,2) # (2,1) und
{1,2} x {2,3} = {(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)} .
An dieser Stelle sei bemerkt, dass geordnete Paare auch formal durch

(%) = {{x}, {x.¥}}

einfiihrt werden konnen. Uns wird aber ein informelles Verstandnis
ausreichen.

25



OPERATIONEN MIT MEHR ALS ZWEI MENGEN

Ist | # @ eine Menge und haben wir fir jedes i € | eine Menge A;, SO
definieren wir

A ={x|Viel:xeA},

i€l

Jai={x|3iexea}.

il
Sei ferner | ={1,2,...,n} und x; € A; fur alle i € I, so bezeichnen wir die
geordnete Folge mit Wiederholungen (xi, X2, ..., Xa) als n-Tupel. Firn =3

sprechen wir auch von Tripeln. Insbesondere ist ein 2-Tupel ein geordnetes
Paar und Gleichheit von zwei n-Tupeln ist durch

(X1,%25 o, Xn) = (Y1, Y25 - -+, V) & Viel:xi=y;

definiert. Damit definieren wir das kartesisches Produkt von Ay, Ay, ..., An
durch
A x Ay x oo X A= {(X0, X, ., Xa) |ViE T X €A}

FirA:=A; =A, =-.- = A, schreiben wirauch A" = A; x Ay X -+ X Ap.

26



POTENZMENGEN

Ist A eine Menge, so ist die Potenzmenge P(A) von A die Menge aller
Teilmengen von A, d.h.
P(A):={B:BCA}.

Hat A genau n Elemente, so hat P(A) genau 2" Elemente.

Fur A := {1,2,3} gilt beispielsweise

P(A) = {0,{1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}} .



AUSSAGEFORMEN, DIE NICHT ZU MENGEN FUHREN

Bei der Bildung von Mengen mit Aussageformen muss man (etwas)
vorsichtig sein. Flr die Aussageform

p(x) == (x € x)

flhrt z.B. die zugehorige Bildung der Menge

M:={x:p(X)} ={x:x&x}
bei der Frage nach M € M zu einem Widerspruch, denn es gilt

MeM =  MgM,
MgM =  MeM.

Damit kann M € M weder richtig noch falsch sein, d.h. die Aussage M € M hat
keinen Wahrheitswert! Das Problem liegt in der “Selbstreferenzierung”, die
vermieden werden kann, wenn Mengen nur innerhalb einer bekannten
Obermenge, wie den ganzen Zahlen, den reellen Zahlen, etc. gebildet
werden. Dies fuihrt zu einer Beschrankung der erlaubten Werte von Variablen
in Aussageformen.

28



EINIGE WICHTIGE MENGEN

Aus der Schule sollten schon einige wichtige Mengen bekannt sein, wie z.B.

N:={1,2,...} Menge der natlrlichen Zahlen
No:={0,1,2...} Menge der naturlichen Zahlen
inklusive 0
Z:={0,£1,%£2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q:={m/n:meZAneN} Mengederrationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
[a,b] :={xeR:a<x<b} abgeschlossenes Intervall zwischen
aundb
(a,b) :=Ja,b[:={xeR:a<x< b} offenes Intervall zwischen a und b
[a,b) :=[a,b[ :=={x€eR:a <x< b} halboffenes Intervall zwischen
aundb

Diese werden aber noch ausfuhrlicher betrachtet werden.

29



Section 1.3
Relationen und Abbildungen



RELATIONEN

Definition 1.3.1
Seien A und B Mengen. Dann ist eine Relation R zwischen A und B eine
Teilmenge R C A x B.

Ist R eine Relation zwischen A und B so wird (x,y) € R so interpretiert, dass x
und y in Relation zueinander stehen. Dies wird auch haufig durch

XRy & (X,¥) €R

beschrieben. Fur spezielle Relationen wird R dabei durch ein anderes,
eingangigeres Symbol ersetzt.

Ist beispielsweise A = B, so ist R := {(X,y) € A x B : x =y} eine Relation und
wir schreiben x = y statt xRy. Fir A= B = [0,1] ist auch

R:={(x,y) € A : x < y} eine Relation und wir schreiben x < y statt xRy.
Illustrationen dieser beiden Relationen finden sich in Abbildung 1.

Diese Beispiele verdeutlichen schon, dass unsere Definition einer Relation
nur beschreibt, was sie “formal” ausmacht, nicht aber was sie “inhaltlich”
bedeutet. Im allgemeinen ist nur ein sehr kleiner Anteil aller Relationen
zwischen zwei Mengen A und B wirklich “interessant”.



EIN WEITERES BEISPIEL

A
¥
1

X

Abbildung: Illustrationen fir drei Relationen (jeweils in blau) auf [0, 1]°.
Links: Die Relation “=". Mitte: Die Relation “<”. Rechts: Die Relation R aus
(1.31).

Fir t € R sei |t] die Abrundung von t auf die nachste kleinere ganze Zahl,
d.h.

[t] =max{k€Z:k<t}.
FirA =B =10, istdann R := {(x,y) € A x B: [10x] = |10y]} eine Relation
und fur x,y € [0,1] gilt

XRy < 1. Nachkommastelle ist gleich (131) =



AQUIVALENZRELATIONEN

Das letzte Beispiel gehort zu einer besondere Klasse von Relationen, die wir
in der folgenden Definition einfuhren.

Definition 1.3.2
Sein A # () eine Menge und R C A x A eine Relation. Dann heifst R

Aquivalenzrelation auf A, genau dann wenn die folgenden drei
Eigenschaften erfullt sind:

i). Reflexivitat: Fur alle x € A gilt (x,x) € R.
ii). Symmetrie: Fir alle x,y € A gilt (x,y) € R < (v,X) € R.
iii). Transitivitat: Fir alle x,y,z € A gilt

((x,y) € RA(Y,2) €R) = (x,2) €R.

Im folgenden werden Aquivalenzrelationen auch mit ~ oder = bezeichnet.
Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A und x € A, dann heift
K~ i={yeA:x~y}

die Aquivalenzklasse von x und x ein Reprasentant dieser Aquivalenzklasse.
B3



PARTITION EINER AQUIVALENZRELATION

Die Relation “="ist neben der in (1.31) definierten Relation eine
Aquivalenzrelation. Bei der letzteren sieht man auch deutlich, dass z.B. die
Elemente in [0]~ = [0,1/10) zueinander aquivalent sind, wahrend keines der
Elemente in [0]~ = [0,1/10) aquivalent zu einem Element in

[1/10]~ = [1/10,2/10) ist.

Das folgende Resultat zeigt, dass diese Beobachtung nicht zufallig ist.
Lemma 1.3.3

Sei A # () eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Dann gilt fir alle
X,y € A entweder
K~ = I~
oder
K~N~=0.
Insbesondere ist jedes x € A in genau einer Aquivalenzklasse, ndmlich [x],
enthalten.

34



BEWEIS

Anhand einer Wahrheitstabelle Uberprift man leicht, dass wir fur alle
X,y €A

Ke=M~ =  K~Nl~#0
zeigen mussen.

Sei dazu zunachst [x]~ = [y]~. Dann gilty € [y]~ = [X]~ und damit

y € M~ N~ dh X0y # 0.

Gilt umgekehrt [x]~ N [y]~ # 0 dann gibt es ein z € [x]~ N [y]~. Wegen x ~ z
und z ~ y folgern wir x ~ y.

Sei nun w € [x]~. Dann gilt w ~ x und wegen x ~ y damit auch w ~ y,
d.h. w € [y]~. Mit anderen Worten haben wir [x]~ C [y]~ gezeigt. Der Beweis
von [y]~ C [x]~ ist analog, und damit sehen wir insgesamt [X]~ = [y]~.

B5!



BEMERKUNGEN

Eine Aquivalenzrelation ~ auf A teilt A in die Aquivalenzklassen von ~ auf.
Die Elemente einer Aquivalenzklasse [x]~ werden dabei als “gleichwertig” im
Sinne von ~ aufgefasst und jedes Element y € [x]~ kann als Reprasentant
dieser Aquivalenzklasse genommen werden. In diesem Sinne dient eine
Aquivalenzklasse zur Fokussierung auf das fir einen bestimmten Zweck

Wesentliche.

Fur die Aquivalenzrelation ~:= A x A gilt [x]. = A fur jedes x € A und damit
ist [X]~ N[y]~ # 0 nie erfullt.

36



ORDNUNGEN

Weitere wichtige Relationen werden in der folgenden Definition eingefihrt.
Definition 1.3.4

Sein A # () eine Menge und R C A x A eine Relation. Dann heift R

Halbordnung auf A, genau dann wenn die folgenden drei Eigenschaften
erfullt sind:

i). Reflexivitat: Fur alle x € A gilt (x,x) € R.
ii). Anti-Symmetrie: Fir alle x,y € A gilt

(Y) ERA(Y,X) ER) = x=V.
iii). Transitivitat: Fur alle x,y,z € A gilt
(YY) €eRA(Y,2) €R) = (x,2) €R.
Gilt zusatzlich noch die Vergleichbarkeit, d.h.

vx,y € A: ((x,Y) €RV (v,X) ER)

so ist R eine Totalordnung.



BEMERKUNGEN

Halbordnungen werden statt mit R in der Regel mit einem zu < “ahnlichen”
Symbol bezeichnet. Insbesondere ergibt < auf jeder Teilmenge von R eine
Totalordnung. Ferner liefert C auf P(A) eine Halbordnung, die im
allgemeinen keine Totalordnung ist.
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ABBILDUNGEN

Bis jetzt haben wir nur Relationen auf A> kennengelernt. Die folgende Art
von Relationen kann auf beliebigen Produkten A x B betrachtet werden und
gehort zu den zentralsten Begriffen der Mathematik.

Definition 1.3.5

Seien A und B nicht leere Mengen und f C A x B eine Relation zwischen A
und B. Dann heiBt f Abbildung oder Funktion, genau dann wenn fir alle
X € A genau ein yx € B gibt, das zu x in Relation steht. In diesem Fall
schreiben wir f: A — B und f(x) := yx, oder auch

f:A—B

X = f(x).

Die Menge A heif3t Definitionsbereich der Funktion f und B heit Bildbereich
von f.

39



GLEICHHEIT VON FUNKTIONEN

Zwei Funktionen fi : Ay — By und f, : A, — By sind gleich, geschrieben fi = f3,
genau dann wenn Ay = A;, By = B, und

f1(x) = fa(x)
fur alle x € A, gilt.

Haufig wird eine Funktion durch eine konkrete Berechnungsvorschrift wie
z.B.

f(x) ==X (132)

angegeben. Ohne Angabe von Definitions- und Wertebereich spezifiziert dies
aber noch keine Funktion. Setzen wir jedoch zusatzlich zum Beispiel
A:=[0,1] und B := R, so wird aus der obigen Berechnungsvorschrift (1.3.2)
eine Funktion. Andern wir dann B in B := [0, c0) um, erhalten wir eine andere
Funktion, wahrend das Ersetzen von der Berechnungsvorschrift (1.3.2) zu

f(X) = (x+1)* —2x =1

die Funktion auf A :=[0,1] und B := R nicht andert.
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DIE IDENTITAT UND WEITERE BEISPIELE

Ist A eine Menge so heifit die Abbildungida : A — A, x — x Identitat auf A. Ist
A C B, so heiRt die Abbildungidas : A — B, x — x Inklusionsabbildung.
Obwohl beide Abbildungen die gleiche Berechnungsvorschrift haben sind
sie nur im Fall B = A auch tatsachlich gleich.

Ist A eine Menge und B C A so heifst die Abbildung 1 : A — {0, 1}

1, fallsxeB
1B(X) =
0, fallsx¢B

Indikatorfunktion von B. Haufig wird auch der Bildbereich R betrachtet.

Sei A die Menge aller Autos, die am 3112.2021 in Stuttgart gemeldet waren,
und B die Menge aller moglichen Kennzeichenkombinationen. Dann ist
f:A— Bmit

f(x) := Kennzeichen(x), xeA (13.3)

eine Abbildung. Umgekehrt konnen wir aus g(y) := Auto mit Kennzeichen(y)
keine Abbildung g : B — A erstellen, da nicht jede mogliche
Kennzeichenkombination auch vergeben war. An diesem Beispiel sieht man

auch, dass die “Berechnungsvorschriften” sehr willkirlich sein kann. .



GRAPH, BILD, URBILD UND EINSCHRANKUNG

Die folgende Definition flihrt ein paar weitere wichtige Begriffe flr
Abbildungen ein.

Definition 1.3.6
Sei f: A — Beine Abbildung und Ay C A, Bo C B. Dann heif3t

i). graph(f) := {(x,f(x)) : x € A} der Graph von f.
ii). f(Ao) := {f(x) : x € A} das Bild von Ag unter f.
iii). f~'(Bo) :== {x € A: f(x) € Bo} das Urbild von By unter f.

Ferner heiBt die Funktion fia, : Ao — B, die durch fja,(x) := f(x) fur alle
X € Ao gegeben ist, die Einschrankung von f auf Ao.
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GRAFISCHE DARSTELLUNGEN VON FUNKTIONEN

Funktionen konnen auf verschiedene Arten visualisiert werden, wie in den
Abbildungen 43 und 3 illustriert ist.

e

i

Abbildung: Schematische Darstellung einer Abbildung von einer Menge A
(links) in eine Menge B (rechts). Die Pfeile deuten das Verhalten der
Abbildung an, wie z.B. f(b) = 3.



GRAFISCHE DARSTELLUNGEN VON FUNKTIONEN

Sind A, B C R, so lassen sich Funktionen auch einem aus der Schule
bekannten Koordinatensystem darstellen. Ein Beispiel einer solchen

Darstellung und 2 Beispiele von Relationen, die keine Funktionen sind findet
sich in Abbildung 3.

Y A

Abbildung: Illustrationen fiir drei Relationen (jeweils in rot) auf [0, 1]2. Links:
Eine Relation, die sogar eine Funktion ist. Mitte: Eine Relation, die keine
Funktion ist, da zwischen 1/3 und 2/3 kein Funktionswert zugewiesen wird.
Rechts: Eine Relation, die keine Funktion ist, da z.B. fir x = 1/2 kein
eindeutiger Funktionswert existiert.

44



ZUSATZLICHE EIGENSCHAFTEN VON ABBILDUNGEN

In vielen Fallen erflllen Abbildungen zusatzliche Eigenschaften. Die folgende
Definition stellt drei grundlegende vor.

Definition 1.3.7
Sei f: A — Beine Funktion. Dann heif3t f:

i). injektiv, genau dann wenn gilt:
Vxi, % € A f(x) = f(x2) = X1=Xp.
ii). surjektiv, genau dann wenn f(A) = B gilt, d.h.
VyeBIxeA: f(x)=y.
iii). bijektiv, genau dann wenn sie injektiv und surjektiv ist, d.h.

Yy e BIlx e A:f(x) =vy.
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BEISPIELE

Fir A= B = R ist die durch (1.3.2) gegebene Funktion weder injektiv noch
surjektiv. Betrachten wir jedoch A = [0,00) und B = R so wird sie injektiy,
wahrend wir fur A =R und B = [0, o0) eine surjektive. Funktion bekommen.
Fir A= B = [0, 00) erhalten wir schlieflich eine bijektive Funktion.

Die Inklusionsabbildung ist immer injektiv und sie ist surjektiv genau dann
wenn B = A gilt. Indikatorfunktionen sind “fast nie” injektiv und “meistens”
surjektiv fur den Bildbereich {0, 1}.

Die um (1.3.3) beschriebene “Kennzeichenabbildung” ist injektiv aber nicht
surjektiv.
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UMKEHRABBILDUNG UND KOMPOSITION

Istf: A — B bijektiv, so gibt es zu jedem y € B genau ein x, € A mit f(xy) = .
Damit kdnnen wir eine neue Abbildung f~' : B — A durch

o) =x, yey

definieren. Die Abbildung /=" heiRft Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion
von f. Wie man sich leicht Gberlegt, ist f~' ebenfalls bijektiv und es gilt

(=1,
Die folgende Definition fuhrt eine weitere Operation fir Abbildungen ein.

Definition 1.3.8
Seien f: A— Bund g : B— CAbbildungen, so heift die durch

gof:A—C
x = g(f(x))

die Komposition von fund g
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RECHENREGELN FUR KOMPOSITIONEN

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. es gilt
ho(gof)=(hog)of

und aus diesem Grund schreibt man meistens nur h o g o f. Andererseits ist
die Komposition im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h. es gibt Funktionen f
und g mit

gof#fog.
Fur A= B = C = Rist dies zum Beispiel fur f(x) := x* und g(x) := x + 1 der
Fall, denn es gilt:

gof(x)=g(¥) =X +1,
fog(X)=flx+1)=(x+1)=x"+2x+1,
und damitgof(1) =2 # 4 =fog(1).
SchlieBlich gilt foida = fund idg of flr alle f: A — B.
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RECHENREGELN FUR KOMPOSITIONEN

Ist f: A — Beine bijektive Abbildung so gelten zusatzlich die Formeln
flof=ida,
fof'=ids .

Ist ferner g : B — C eine weitere bijektive Abbildung, so ist auch g o f bijektiv
und es gilt

(gof) ' =fog™".
SchlieRlich gilt immer id; " = ida.
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DEFINITION VON TUPELN UND PRODUKTEN MIT ABBILDUNGEN

Fir n > 3 hatten wir schon in Abschnitt 26 n-Tupel und n-fache Produkte A"
eingefuhrt. Dies war allerdings nicht wirklich formal sauber. Mit Hilfe von
Abbildungen konnen wir dies jetzt nochmal formal korrekt wiederholen.

Furn >3 seidazu l:={1,2,...,n}. Ein n-Tupel (a1, ...,an) in A kann dann
als Abbildung

[ — A

il—>O[

aufgefasst werden. Umgekehrt kann jede solche Abbildung wegen der
Ordnung auf | als n-Tupel aufgefasst werden. Formal werden daher n-Tupel
als Abbildungen definiert, wobei im allgemeinen Fall Aq,..., A, noch etwas
mehr Arbeit notwendig ist, um die zunachst betrachteten Abbildungen

I —AUA U... A, geeignet einzuschranken.

Diese Einsicht wird uns demnachst nutzlich sein, wenn wir unendlich lange
Tupel einfliihren werden.
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CHAPTER 2: ZAHLEN



Section 21
Naturliche Zahlen



DIE AXIOME VON PEANO

Definition 211
Eine Menge N heiflt Menge der natirlichen Zahlen, falls die folgenden finf
Peano-Axiome erfiillt sind:

P1 Es existiert ein besonderes Element 1 € N.

P2 Zu jedem Element n € N gibt es genau ein weiteres Element n” € N, das
als der Nachfolger von n bezeichnet wird.

P3 Das Element 1 ist selbst kein Nachfolger, d.h.
YneN:n #£1.

P4 Die Nachfolger-Abbildung n — n” auf N ist injektiv, d.h. fir alle n,m € N
folgt aus n’ = m’, dass n = m.

P5 Induktionsaxiom: Besitzt eine Teilmenge M C N die Eigenschaften
.1eMm
ii). vneM:n" eM
sogiltM=N.

Wir nutzen die ibliche Notation und bezeichnen 2 := 1,3 =2/, etc.
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BEMERKUNGEN

Man kann zeigen, dass es tatsachlich eine Menge N gibt, die alle finf
Peano-Axiome erfullt.

Ferner bestimmen die Peano-Axiome die Menge N im wesentlichen
eindeutig: Wenn zwei Mengen N und N die Eigenschaften P1 bis P5 besitzen,
dann kann man zeigen, dass eine eindeutig bestimmte Bijektion ¢ : N — N
zwischen diesen Mengen existiert mit ¢(1) = 1 und o(n’) = ¢(n)’. Bis auf
eine Umbenennung der Elemente haben wir damit durch die Eigenschaften
P1 bis P5 die naturlichen Zahlen charakterisiert.
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BEMERKUNGEN

Die Axiome charakterisieren die natirlichen Zahlen als eine nicht
abbrechende Reihe von Elementen verbunden durch die
Nachfolgeroperation,

® o —0o—o—0o—o—0o0—=0

wobei die 1 als blauer Punkt dargestellt ist, und der Nachfolger n’ einer Zahl
n direkt rechts von ihr steht und mit einer Linie mit ihr verbunden ist.

Wir Uberlegen uns kurz, dass dieses Bild die natlrlichen Zahlen richtig
illustriert, indem wir zeigen, was die einzelnen Axiome ausschlieBen.
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BEMERKUNGEN

Das Axiom P2 schlief3t aus, dass die Zahlenreihe aufhort, oder ein “Loch” hat

e —o —o —o —o—o e o—o0
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BEMERKUNGEN

oder aber sich an einer Stelle verzweigt



BEMERKUNGEN

Axiom P3 verhindert, dass die Zahlen zyklisch verlaufen,
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BEMERKUNGEN

Axiom P4 schliet Zusammenfuhrungen der Form

aus.
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BEMERKUNGEN

P5 schlief3t Bereiche aus, welche nicht nach endlich vielen Schritten von 1
aus gesehen erreichbar sind

®o——o—0o—0o—0o— 00— 00— 0
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REKURSION AM BEISPIEL VON RECHENOPERATIONEN

Mit Hilfe der Axiome von Peano konnen wir auf N die Addition definieren.
Dazu fixieren wir ein m € N und definieren n € N:
m+1:=m,
m+n":=(m+n),
wobei n” der Nachfolger von nist und (m + n)" der Nachfolger von m + n.

Aus dem Induktionsaxiom schlieRen wir nun, dass wir damit m + n fur alle
n € N erklart haben, und da m € N beliebig war, auch fur alle m € N.

Eine solche Definition heil’t rekursiv und sie ist fiir N typisch. Um eine
GrolRe A, fur jede naturliche Zahl n zu definieren, gentigen nach dem
Induktionsaxiom die folgenden beiden Schritte:

Rekursionsanfang (RA): Festlegung, was A; ist.

Rekursionsschritt (RS): Fiir jedes n € N die GroBe A,41 mit den GréRen
Ay, ..., Ay auszudricken.

Rekursive Ansatze spielen aber auch in der Informatik eine wichtige Rolle,
z.B. bei der Behandlung von sogenannten Baumen.
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REKURSION AM BEISPIEL VON RECHENOPERATIONEN

Neben der Addition kann auch die Multiplikation rekursiv definiert werden.
Dazu fixieren wir wieder ein m € N und definieren firn € N:

m-1:=m,

m-n:=m-n+m,

wobei wir annehmen, dass wir die Addition schon wie oben definiert haben.
Schlieflich definieren wir die Relation < auf N durch

m<n <= dJreN:n=m-+r.
Damit konnen wir auch die Relation < auf N durch
m<n = (m<nvm=n).

Im folgenden setzen wir diese Operationen und Relationen sowie ihre
Gesetzmaliigkeiten als bekannt voraus.
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VOLLSTANDIGE INDUKTION

Ahnlich wie bei der Rekursion kann man die Peano-Axiome auch zum
Beweis von Aussagen uber naurliche Zahlen nutzen. Sei dazu g(n) eine
Aussageform uber naturliche Zahlen n. Wenn wir zeigen wollen, dass g(n)
flr jede natlrliche Zahl n wahr ist, d.h., dass

Vn e N:q(n) (211)
wahr ist, gehen wir dazu wie folgt vor:
Induktionsanfang (IA): Wir zeigen, dass q(1) wahr ist.
Induktionsschritt (IS): Wir zeigen, dass

vneN: (q(n) = g(n+1))

wahr ist. Dabei wird g(n) Induktionsvoraussetzung (IV)
genannt und g(n + 1) Induktionsbehauptung.

Mit anderen Worten zeigen wir fiir die Menge
M:={neN:q(n)},

dass 1€ M und fir alle n € M auch n” € M gilt. Nach dem Induktionsaxioms

wissen wir dann, dass M = N gilt und damit ist (2:11) tatsachlich bewiesen.
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VOLLSTANDIGE INDUKTION: VARIATIONEN

Alternativ kann man im Induktionsschritt nicht nur g(n) benutzen, sondern
sogar q(1),...,q(n), d.h. es reicht zu zeigen, dass

vneN: ((q(1)/\~~~/\q(n)) = q(n—H))
wahr ist.

Manchmal sind Aussagen erst ab einer gewissen Zahl no wahr. In diesem Fall
ist im Induktionsanfang g(no) zu beweisen und im Induktionsschritt zeigt
man dann nur g(no) = q(n+1), bzw. (q(no) A---Aq(n)) = q(n+1) fir
alle n > ny. Dies gilt insbesondere, wenn man Aussagen fur alle n € Ny
beweisen mochte.

Die aus der Schule bekannten GesetzmaRigkeiten fur die Addition und
Multiplikation in N oder Np konnen Uber vollstandige Induktion bewiesen
werden. Dies wollen wir hier aber nicht vertiefen.
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BEISPIEL FUR VOLLSTANDIGE INDUKTION

Um die vollstandige Induktion an einem Beispiel zu betrachten, wollen wir
das folgende Lemma zeigen, zu dem es auch eine Anekdote von Gauss gibt.

Lemma 2.1.2
Firallen € Ngilt1+2+ - +n = 2z,

Beweis.

Induktionsanfang: Hier missen die Aussage fiir n = 1 zeigen, d.h. 1=
Das ist aber offensichtlich wahr.

Induktionsschritt: Hier fixieren wir ein n € N und nehmen als
Induktionsvoraussetzung an, dass die Aussage fur dieses n wahr ist. Dann

gilt

1(141)
-

n(n +1) _
5 +(n+1)=(n+1)- ( )

_ (n+1)(r7+2)

1+2+--+n+(n+1)=

und damit ist die Aussage auch auch fir n + 1, d.h. die
Induktionsbehauptung gezeigt. O
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WEITERE REKURSIVE DEFINITIONEN

Im folgenden sei n immer eine natirliche Zahl. Dann wird die Fakultat von n
durch

M:=1, (n+MD=nl-(n+1)
definiert. Haben wir ferner Zahlen a, € N fur alle k € N so definieren wir fur
meNundn>m:

m n+1 n
> ar:=am, dar=am1+ > ar
k=m k=m k=m

und
n+1 n

m
I]ax:=am, [Tar=am [ a-
k=m k=m k=m

Diese Schreibweisen sind im Zweifelsfrei praziser als z.B. a1 + - - - + ap,
wahrend die letztere suggestiver ist.
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Section 2.2
Kombinatorik



MACHTIGKEIT VON MENGEN

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Zahlen von Objekten in einer Menge
beschaftigen.

Eine Menge A heifit n-elementig, falls es eine Bijektion A — {1,2,...,n} gibt.
Die Zahl n heiSt dann die Anzahl der Elemente von A oder auch die
Kardinalitat oder Machtigkeit von A und wir schreiben dafir

Al == #A:=n.
Die Anzahl ist eindeutig bestimmt, da es fur verschiedene naturliche Zahlen
n # m keine Bijektion {1,...,n} — {1,..., m} geben kann.

Eine Menge A, fur die eine injektive Abbildung N — A existiert, heil3t
unendlich. Existiert keine solche injektive Abbildung, so gibt es einn € N
mit |A| = n und wir sagen die Menge A ist endlich. Wir vereinbaren weiter,

dass |0] := 0 gilt.
Sind A und B zwei n-elementige Mengen und f: A — {1,...,n} und
g:B— {1,...,n} zwei Bijektionen, so ist h := g~ ' of : A — B eine Bijektion.

Gibt es umgekehrt eine Bijektion h : A — B zwischen zwei beliebigen
endlichen Mengen A und B, so gilt |A| = |B].
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MACHTIGKEIT VON VEREINIGUNGEN UND PRODUKTEN

Theorem 2.21
Seien A und B endliche Mengen, Dann gilt:

). JAUB| = |A| + |B| — |AN B].
ii). |Ax B| = |A|-|BI.
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BEWEIS

i). Sind A und B disjunkt, so gilt offensichtlich |A U B| = |A| + |B|. Im
Allgemeinen Fall betrachten wir zunachst AUB =AU (B \ A). Da A und
(B\ A) disjunkt sind folgt

IAUB| =AU (B\A)| = |A| + B\ Al (227)

SchlieBlich gilt B\ A =B\ (AN B), und da B\ (AN B) und AN B disjunkt sind,
folgt wegen B=(B\ (ANB))U(ANB):

Bl =B\ (ANB)|+|ANB| =|B\Al+|ANB|.
Damit haben wir |[B\ A| = |B| — |AN B| und Einsetzen in (2.21) ergibt die

Behauptung.
ii). Seien m := |A| und n := |B|, sowie f: A — {1,...,m} und
g:B—{1,...,n} zwei Bijektionen. Dann ist

AxB—{1,....m}x{1,...,n}
(a,b) = (f(a), (b))
eine Bijektion. Die Menge {1,...,m} x {1,...,n} kann man sich rechteckig

angeordnet denken und zeilenweise gezahlt ergeben sich mn Elemente.

70



ANZAHL VON ABBILDUNGEN

Seien A und B Mengen, so schreiben wir B := {f|f: A — B} fur die Menge
der Abbildungen von A nach B. Der folgende Satz bestimmt die Machtigkeit
von B,

Theorem 2.2.2
Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt |B*| = |B|"l.

n



BEWEIS

Wir schreiben m := |A] und n := |B| und fuhren den Beweis uber Induktion
uber m.

Induktionsanfang: Fir m = 1, haben wir A = {a} und jede Abbildung
f: A — Bistdurch Angabe von f(a) € B eindeutig bestimmt. Wegen |B| = n
haben wir hierfir n verschieden Werte und damit folgt |B*| = |B] = n".

Induktionsschritt: Sei |JA| = m +1und a € A. Wir setzen A’ := A\ {a}. Dann
gilt |A’| = m nach Satz 2.21 und daher wissen wir nach
Induktionsvoraussetzung, dass |B* | = |B|"*'! gilt.

Seinunf:A — B.Dannistf € B* und f(a) € B und ferner wird f eindeutig
durch Angabe von f,» und f(a) bestimmt. Umgekehrt kann jede Funktion
g : A" — Beindeutig zu einer Funktion auf A fortgesetzt werden, indem man
den Funktionswert g(a) festlegt. Formal erhalten wir also eine Bijektion

B" - B x B

f= (farsf(@))

Damit folgt |B*| = |BY x B| = |B"| - |B] = n™ - n = n™" = |B|| mit Satz 2.21.



MACHTIGKEIT VON POTENZMENGEN

Mit Hilfe des Satzes 2.2.2 konnen wir jetzt die Machtigkeit von Potenzmengen
bestimmen.

Korollar 2.2.3
Sei A eine endliche Menge. Dann gilt [P(A)| = 2!,

Wir setzen B := {0, 1} und bemerken, dass |B| = 2 gilt. Dann lasst sich jede
Teilmenge C von A durch ihre Indikatorfunktion 1¢ eindeutig beschreiben.
Wir haben daher eine Bijektion

P(A) — B

C>—>1c.

Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.2.2.



ANZAHL VON UMORDNUNGEN

Sei A eine endliche Menge, so wissen wir bereits, dass es |A|"*! Abbildungen
A — A gibt? Wir wollen nun untersuchen, wie viele Permutationen,
d.h. bijektive Abbildungen A — A es gibt. Im folgenden schreiben wir dazu

Perm(A) := {f: A — A|f bijektiv} .

Gilt [A| = nund sind a1, ..., a, die Elemente von A, dann ergibt jede
Permutation = : {1,...,n} = {1,...,n} eine andere Anordnung
(x@iys - - -, Qx(n)) dieser Elemente. Die Anzahl von Umordnungen oder
Anordnungen dieser Elemente ist daher gleich der Anzahl von
Permutationen «: {1,...,n} — {1,...,n}.

Theorem 2.2.4
Sei A eine endliche Menge. Dann gilt |Perm(A)| = |A|!.

Informell kann man sich dies am Mischen von Karten klar machen: Firn =1
gilt es nur eine Anordnung. Haben wir schon n Karten gemischt (mit n!
Anordnungen nach Induktionsvoraussetzung), dann haben wir genau n + 1
Moglichkeiten, eine (n + 1)-te Karte in diese n Karten einzusortieren.
Zusammen ergibt dies nl - (n +1) = (n + 1)! Anordnungen.



BEWEIS

Es reicht, die Menge A, := {1,...,n} zu betrachten. Wir fuhren einen
Induktionsbeweis uber n.

Induktionsanfang: Flir n = 1 gibt es genau eine bijektive Abbildung
{1} = {1}
Induktionsschritt: Fur jedes b € A,11 fixieren wir zunachst eine Bijektion
hp : Ania \ {b} — An.
Wie im Beweis von Satz 2.2.2 konnen wir jede Abbildung f : Apy1 — Ay in fla,
und b := f(n + 1) eindeutig zerlegen. Ist f bijektiv, so gilt
f(n+1) € f(An) = fla,(An). Ferner ist die Abbildung fia, : An — Anya \ {b}
bijektiv und damit ist hy, o fja, € Perm(A,). Insgesamt erhalten wir eine
Bijektion
Perm(An41) — Perm(An) X Apia
f (hf(n+1) o fia,. f(n + 1)) .

Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir |Perm(A,)| = n! und mit
|An] = n+ 1und Satz 2.21 folgt dann die Behauptung.



BINOMIALKOEFFIZIENTEN

Fur k,n €€ No mit kR < n definieren wir den Binomialkoeffizienten durch

n n!
(fe) = m, (2.22)

wobei 0! := 1 gesetzt wird.

Theorem 2.2.5
Sei A eine n-elementige Menge und k € No mit k < n. Da gibt es genau (})
verschiedene k-elementige Teilmengen von A, d.h.

{BCA: Bl =k} = <Z>

Beim Lotto “6 aus 49" gibt es beispielsweise (%) = 13.983.816 Moglichkeiten,
6 Kugeln aus den 49 Kugeln zu ziehen.



BEWEIS

Die Gesamtzahl der moglichen Anordnungen von k verschiedenen
Elementen aus A, ist

n(n—=1...(n—k+1),
wie man sich leicht durch sukzessives Ziehen und Anordnen von Elementen
aus A, ohne Zurlicklegen klar machen kann. Ignoriert man Anordnung, so
fallen alle Kombinationen zusammen, die durch Umordnung entstehen, d.h,,
jeweils k! Kombinationen fallen zusammen. Wegen

nn="1...(n—kR+1) _ n! _(n
R! CR(n—R)Y \R

folgt die Behauptung.
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REKURSIONSFORMEL

Die Berechnung der Binomialkoeffizienten mit Hilfe von (2.2.2) ist im
Allgemeinen zu aufwendig. Der folgende Satz bietet eine alternative,
rekursive Berechnung, die nur auf Addition beruht.

Theorem 2.2.6
Fir k,n e Nmit 0 < k < ngilt (3) = (}) = 1und

() =6=3)- ()
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BEWEIS

Mit Bruchrechnung erhalten wir

n—1 n—1\ _ (n="1)! (n=1)!
(h—1>+< k >_(fe—1)1(n—fe)!+m(n—1—m!

(=N (n—T1)n— k)

SR =R RI(n—R)

_(n=Nmk+n—k)
fel(nw)!

5

Fernerist (7) = () = 1 offensichtlich.

R)!



PASCAL'SCHES DREIECK

Die Rekursionsformel kann man sich am Pascal’'schem Dreieck illustrieren,

wobei die Zeilen von oben nach unten mit n = 0,1,2,... nummeriert sind
und die “Spalten” von links nach rechts mit k= 0,...,n.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Die hervorgehobenen Zahlen zeigen ($) und die zur rekursiven Berechnung
notwendigen Binomialkoeffizienten mit n < 6. Die Spitze, die fur (8) steht,
ist streng genommen zur Berechnung nicht notwendig, da immer schon bei
(3) oder (}) abgebrochen werden kann.

Fur groRe n und k kann man Binomialkoeffizienten, oder allgemeiner
Fakultaten, auch durch die Stirling'sche Formel approximativ berechnen:

lal
eﬁzn <n'7e<e%7 n>1.
T N\2mnnn - 80



BINOMISCHER LEHRSATZ

Binomialkoeffizienten sind flr eine Vielzahl von Berechnungen nitzlich. An
dieser Stelle wollen nur den sogenannten binomischen Lehrsatz erwahnen.

Theorem 2.2.7
Fiir alle a,b € R und n € Ny gilt

(@+b)" = Z (’;) atbm ",

k=0
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BEWEIS

Der Beweis wird durch Induktion Uber n € Ny gefiihrt.

Induktionsanfang: Fir n = 0 gilt

i <Z) a"b"" = <8> a’b’ =1=(a+b)°.

k=0

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Formel fiir n wahr ist. Um zu
zeigen, dass sie auch fur n 4+ 1 wahr ist, betrachten wir die Rechnung

82



BEWEIS

(@a+b)"™"" = (a+b)(a+b)

=(a+b) i <Z> atb"*

k=0

B . /n k1 pn—k n n+1—k
=2 (e (5o

n+1
o n Rpn+1—k N\ kpnt1—k
_§ (,?_1>ab +§ <>ab

=0

_ u n Rpn+1—k a0 + N\ o, n+ "~ (n Rpn+1—k

= (I?—1> a‘b +<> b (O>ab +Z<k>ab

k=1 k=1
n

_n+1 Ry n+1—k n+1

= S ((o0e) + (7)) o e

n+1
_ Z (” -kF 1) atpm—k

k=0

S|

wobei wir im letzten Schritt Satz 2.2.6 verwendet haben.
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Section 2.3
Ganze und Rationale Zahlen



GANZE ZAHLEN

Ausgehend von den naturlichen Zahlen N kann man die ganzen Zahlen
gewinnen:

Z:=4..,-2,-1,0,12,...}={m—n:meNyAneNpy}.

Mochte man dies formal sauber konstruieren, kann man z.B. auf Ny x Ny die
Aquivalenzrelation

(M1, n7) ~ (M2, n) = mi+ Ny =my+ N (2.31)

definieren, die Zahlenpaare zusammenfasst, die die gleiche Differenz haben.
Jede Aquivalenzklasse [(m, n)]~ entspricht dann einer ganzen Zahl m — n.

Die Addition auf diesen “ganzen Zahlen” wird durch
[(m1, m)]~ + [(M2, n2)]~ = [(M1 + m2, 1+ )]~

definiert, wobei man aufpassen muss, dass dies von der Wahl der
Reprasentanten unabhangig ist. Diese Konstruktion wollen wir nicht
vertiefen, sondern nur in Abbildung 4 illustrieren.
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GANZE ZAHLEN

(oY) ° ’ .
(0.?) 0
@) . « -
A —/—?\l‘—/‘x
(@9 @0y (o) o)
Abbildung: Konstruktion der ganzen Zahlen mit Hilfe der Aquivalenzrelation
(2.31). Jede Diagonale entspricht einer Aquivalenzklasse und somit einer
ganzen Zahl. Naheliegende Reprasentanten liegen auf den Achsen, wobei
(m, 0) die naturlichen Zahlen Ny reprasentieren und (0, n) die “negativen
Zahlen” —Ng reprasentieren.
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GRUPPEN

Es kann gezeigt werden, dass die ganzen Zahlen zusammen mit der Addition
eine kommutative Gruppe im Sinne der folgenden Definition bilden.

Definition 2.3.1
Sei G eine Menge und - : G x G — G eine Abbildung. Dann heil’t (G, -)
Gruppe, falls die folgenden drei Bedingungen erfullt sind:

i). Assoziativitat: Fir alle x,y,z€ Ggiltx-(y-2) = (x-y) - z

ii). Neutrales Element: Es existiert ein Element 1 € G, so dass flr allex € G
gilt1-x=x-1=x

iii). Inverses Element: Fir alle x € G existiert ein x™' € G mit
X-xT=x".-x=1.

Ist ferner - kommutativ, d.h. es gilt x -y = y - x flr alle x,y € G, dann heifSt
(G, -) kommutative Gruppe oder Abel’sche Gruppe.
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BEMERKUNGEN UND BEISPIELE

In einer Gruppe (G, -) kann es nur ein neutrales Element geben, denn wenn
1und 1" neutrale Elemente sind, so folgt 1 =1-1" = 1. Ferner ist jedes
inverse Element eindeutig. Denn wenn es zu x € G zwei inverse Elemente x~
und X gibt, so folgt

1

X=%1=%-(x-x)=(F-x)-x'=1.x"=x

Damit hat die Gleichung a - x = b fur feste a,b € G genau eine Losung x,
namlich x = a~" - b. Entsprechend hat die Gleichung x - a = b die eindeutige
Losung x = b -a~". Ahnlich leicht lassen sich die Formeln

1,1

17'=1, (xH7'=x und () '=y x
nachweisen.

Ist A eine Menge und Perm(A) die Menge alle Bijektionen A — A, dann ist
(Perm(A), o) eine Gruppe, wobei ida das neutrale Element ist und die
Umkehrabbildung f~' zu einem f € Perm(A) ist das inverse Element. Im
allgemeinen ist (Perm(A), o) aber nicht kommutativ, vgl. auch Seite 48.
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BEMERKUNGEN UND BEISPIELE

Fur (Z,+) sind die Assoziativitat und Kommutativitat aus der Schule
bekannt. Das neutrale Element ist die 0 und fur k € Z ist —k das inverse
Element. In unserer Konstruktion (2.31) gilt 0 = [(0,0)]~ und —k = [(n, M)]~
fur k =[(m, n)]~. Damit ist (Z, +) tatsachlich eine kommutative Gruppe.

Fir k,m € Z definieren wir die Subtraktion als
R—m:=k+(—-m).
SchlieBlich kénnen wir auf Z auch eine Totalordnung durch
[(m1,n1)]~ > [(M2, n2)]~ = mi+ny; > my + Ny

definieren, wobei wir die Konstruktion von Z aus (2.31) zugrunde gelegt
haben. Die naturlichen Zahlen Ny entsprechen dann den ganzen Zahlen
[((m,n)]~ > [(0,0)]~, was gleichbedeutend mit m > nist.
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RATIONALE ZAHLEN

Wahrend die Multiplikation auf Z ohne Probleme definiert werden kann, ist
das Dividieren von Zahlen in Z nur sehr eingeschrankt moglich. Um dieses
Problem zu beheben, betrachten wir die rationalen Zahlen

Q::{%:meZ/\neN}. (232)

Auch hier kann man diese recht informelle Definition formalisieren, indem
man z.B. auf Z x N die Aquivalenzrelation

(ma,n7) ~ (M2, ny) = mi-Ny;=my-Mm

betrachtet, die Paare mit gleichem “Quotienten” zusammenfasst. Der
Ausdruck @ wird entsprechend durch [(m, n)]~ formalisiert.
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RATIONALE ZAHLEN

Addition und Multiplikation konnen durch

m My mina 4 man

N ny ’ niny
my mz  Mm
nmo N omm

definiert werden, wobei man uberprifen muss, dass “aquivalente” Briche
das Ergebnis nicht verandern. Die entsprechenden Rechnungen sind nicht
schwierig aber zeitaufwandiger.

In der Darstellung (2.3.2) entsprechen die ganzen Zahlen Z den Briichen %
mit n = 1. Es ist offensichtlich, dass auf diese Weise die eben definierte
Addition und Multiplikation auf Q der auf Z entspricht.
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KORPER

Weitere elementare Rechnungen zeigen, dass (Q, +, -) ein Korper im Sinne
der folgenden Definition bilden.

Definition 2.3.2
Sei K eine Menge und + : K x K— Kund - : K x K— Kzwei Abbildungen.
Dann heifSt (K, +, -) Korper, falls die folgenden Bedingungen erfullt sind:

1. (K, +) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0.
2. (K\ {0}, -) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1.

3. Distributivgesetz: Fir alle x,y,z € Kgiltx- (y+2) =x-y+x-z

In der Darstellung (2.3.2) von Q ist 9 das neutrale Element der Addition und

} das neutrale Element der Multiplikation. Ferner ist =" das additive Inverse
zu . SchlieRlich ist das multiplikative Inverse von & mit m # 0 entweder &
oder =1, je nachdem, ob m > 0 oder m < 0 ist.
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BEMERKUNGEN

Ist (K, 4, -) ein Korper, so gilt 1 # 0, denn das neutrale Element 1 der Gruppe
(K\ {0}, -) muss 1€ K\ {0} erfillen.

Firx € Kgiltimmer 0-x = x-0 = 0, denn das Distributivgesetz zusammen
mit der neutralen Eigenschaft der 0 ergibt

0-x+0-x=(0+0)-x=0-x.

Durch Addition von —(0 - x) auf beiden Seiten bekommen wir dann 0 - x = 0.

Die Eigenschaft 0 - x = 0 fir alle x € K zeigt, dass es kein multiplikatives
Inverses 0~' € K von 0 geben kann, denn sonst hatten wirja0-0~" =1.
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BEMERKUNGEN

Haben wir x,y € Kmitx-y =0, so gilt x = 0 oder y = 0. Ist beispielsweise
x#0,sofolgty=y-(x- x")=(-x)-x"'=0-x"=0.

Fur x € K gilt (—=1)x = —x, wie die folgende Rechnung zusammen mit der
Eindeutigkeit von —x zeigt:

X+(=1)x=1-x+(=1)-x=(1+(=1)-x=0-x=0.
Hieraus konnen wir dann auch leicht (—=x) -y = —(x-y) = x - (=y) und
(=1 - (=1 =—(-1) =1folgern.

In Korpern wird haufig der Multiplikationspunkt “- " weggelassen, d.h. wir
schreiben xy := x - y. AuBerdem definieren wir die die Subtraktion und die
Division durch

X—y:=x+(-y) und — =Xy,

wobei flr die Division y = 0 natlrlich ausgeschlossen ist. Die letzte
Schreibweise steht dabei nicht im Widerspruch zu unserer Darstellung (2.3.2)
von Q.
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TOTALORDNUNG AUF DEN RATIONALE ZAHLEN

Neben der Addition und Multiplikation konnen wir auf Q@ auch eine
Totalordnung definieren. Benutzen wir die Darstellung (2.3.2), so kdnnen wir
diese durch

m < ma = miny < mym

N ny
definieren. Den leichten Nachweis, dass dies wohldefiniert ist und
tatsachlich eine Totalordnung ergibt, iberspringen wir wieder aus

Zeitgrinden.

In der Darstellung (2.3.2) entsprechen, wie schon erwahnt, die ganzen Zahlen
Z den Bruchen & mit n = 1. Es ist offensichtlich, dass auf diese Weise die
oben definierte Totalordnung der auf Z entspricht.
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GEORDNETE KORPER

Die eben definierte Totalordnung vertragt sich mit der Addition und
Multiplikation im Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.3.3

Sei (K, +, -) ein Korper und < eine Totalordnung auf K. Dann heif3t

(K, +, -, <) (an)geordneter Korper, falls fiir alle x,y € K mit x < y und alle
seKundt>0gilt

X+s<y+s, (23.3)
t-x<t-y. (2.3.4)

Im folgenden benutzen wir <, um den Relationen <, > und > die ublichen
Bedeutungen zu geben. Ist insbesondere x < y, so kdnnen wir < in (2.3.3)
durch < ersetzen und im Falle t > 0 gilt dies auch fur (2.3.4). AuRerdem
sichert die Anti-Symmetrie und die Vergleichbarkeit, dass fir x,y € K immer
genau eine der folgenden drei Aussagen wahr ist: x <y, x = y oder x > y.
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GEORDNETE KORPER

In jedem geordneten Korper gelten die uUblichen “Vergleichs-Regeln”. Zum
Beispiel gilt

x<y = —y < —X (2.35)
wie aus (2.3.3) mit s := —y — x leicht folgt. Ferner gilt fir alle y € K, dass
y-y=0, (2.3.6)

dennim Fally >0, folgt 0 =y-0<y-yaus(23.4) mitx:=0undt:=yund
im Fall y < 0 wissen wir schon —y > 0 und damit folgt ebenfalls
y-y=(=y)-(-=y) > 0.Fury:=1erhalten wir insbesondere

1>0, (237)
da 0 # 1in jedem Korper gilt. Daraus konnen wir wiederum
y>0 — y >0 (23.8)
schlieRen, denn ware y=' < 0, so wiirde aus (23.4) mitx .=y~ 'und t:=y
T=y-y ' <y-0=0

folgen. Ein doppeltes Anwenden von (2.3.8) und (2.3.4) liefert dann die zu
(2.3.5) analoge Implikation 0 < x <y =0 <y ' <x7 .



GEORDNETE KORPER

Wir betrachten ein Beispiel und formen die beiden Ungleichungen
—3a-2<5< -3a+4
aquivalent um. Mit den oben gezeigten Regeln folgt

—304—-2<5 & -3a<7 & —gga

und

5<{-3a+4 & 1<-30 & agf%

und die beiden Ungleichungen sind damit zusammen aquivalent zu
—7/3<a<-1/3.
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RATIONALE ZAHLEN ERFULLEN ARCHIMEDISCHES AXIOM

Neben den Axiomen eines geordneten Korpers erfullt Q auch das
sogenannte Archimedische Axiom wie der folgende Satz zeigt.

Theorem 2.3.4
Fir alle x,y € Q mitx > 0 und y > 0 existiert ein k € Nmitk-x > y.

Beweis.
Wir betrachten die Darstellung (2.3.2), d.h. x = Tundy = ’n”—; mit
ms, My, N1, Ny € N Wir setzen k := 2m,nq. Aus 2mqn, > 1 folgt dann

m m m
y= =2 < 2mn; - 2 :ZI’THI’T?Q:Zf"ﬂzf'hf1 = 2MyniX
ny ny N
und mit der Definition von k erhalten wir y < kx. O

Betrachten wir € := x und y := 1 so impliziert Satz 2.3.4, dass es zu jedem
e€Qmite >0einneNgbtmitl/n<e.
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Section 2.4
Reelle Zahlen



RATIONALE ZAHLEN KONNEN NICHT ALLES AUSDRUCKEN

Sind x,y € Q@ mit x < y und setzen wir z:= (x +y)/2, so gilt x < z < y. Mit
anderen Worten finden wir zwei beliebig nahe beieinander liegenden,
unterschiedlichen rationalen Zahlen immer noch eine rationale Zahl, die
zwischen diesen beiden liegt. Damit konnen wir uns Q als Zahlengerade
vorstellen. Leider hat diese Gerade trotz der obigen Beobachtung Lucken. So
ist die Lange der Diagonalen in einem Quadrat der Seitenlange 1 nichtin Q,
wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.4
Es gibt keine rationale Zahl r € Q mit r* = 2.
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BEWEIS

Angenommen, es gabe eine solche rationale Zahl r = 2, wobei wir wie
ublich m € Z und n € N annehmen. Offensichtlich ist m = 0 unmoglich und
im Fallm < 0istr= =" eine weitere Zahl, die r? = 2 erfillt. Wir kdnnen
daher zusatzlich m € N annehmen. SchlieBlich konnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass der Bruch & vollstandig gekurzt ist.

Aus r* = 2 folgt nun m? = 2n? und damit ist m? gerade. Ware m ungerade,
dann gabe es ein k € N mit m = 2k — 1. Wegen

m? = 2k —1)? = 4k* — 4k + 1= 2(2R* — 2R) +1

ware dann aber auch m? ungerade. Da letzteres falsch ist, muss m gerade
sein. Damit gibt es ein [ € N mit m = 2L. Dies ergibt 4[> = m?> = 2n” und
damit 2[2 = n®. Mit anderen Worten ist n? gerade und ein Wiederholen des
obigen Arguments zeigt uns dann, dass auch n gerade ist.

Damit sind sowohl m als auch n gerade, was im Widerspruch zu unserer
Annahme des vollstandig gekirzten Bruchs steht.
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AXIOMATISCHE BESCHREIBUNG DER REELLEN ZAHLEN

Um die Lucken zu schlielRen, suchen wir eine Menge R mit
NCZcCcQCR,

so dass R ein geordneter Korper ist, der keine “Licken mehr enthalt”. Die
Eigenschaften eines geordneten Korpers garantieren uns dabei, dass wir wie
gewohnt rechnen und vergleichen zu konnen.

Dazu konnte man versuchen, Losungen von “algebraischen” Gleichungen wie
die obige zu den rationalen Zahlen “hinzuzufiigen”. Da dies aber immer noch
nicht Zahlen wie = oder e erzeugen wurde, werden wir einen anderen Ansatz
verfolgen, wobei wir aber die eigentliche Konstruktion aus Zeitgriinden nicht
ausfuhren, sondern nur die gewlinschten Eigenschaften von R aufzahlen.
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AXIOMATISCHE BESCHREIBUNG DER REELLEN ZAHLEN

Die folgenden beiden Axiome fassen unsere erste Forderung an R
zusammen.

Korperaxiome. Es gibt eine Addition + und eine Multiplikation - auf R, so
dass (R, +,-) ein Korper ist.

Ordnungsaxiome. Es gibt eine Totalordnung < auf R, so dass (R, +, -, <) ein
geordneter Korper ist.
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AXIOMATISCHE BESCHREIBUNG DER REELLEN ZAHLEN

Man kann zeigen, dass jeder geordnete Korper K die rationalen Zahlen Q
“enthalt”. Dies ist nicht ganz Uberraschend, denn @ ist ja durch, in gewissen
Sinne minimale, Erganzungen aus N entstandenund da1<1+1< ... in
jedem geordneten Korper K gilt, konnen wir N in K “wiederfinden”.

Da @ auch ein geordneter Korper ist, schlieBen diese Axiome alleine aber
noch keine Lucke. Dies soll nun unser nachstes Ziel sein.

Definition 2.4.2
Sei K ein geordneter Korper, M C Kund b € K. Dann heif3t:

i). M nach oben beschrankt, falls es ein b’ € K gibt mit x < b’ flr alle
X € M. In diesem Fall hei3t b’ eine obere Schranke von M.

ii). b Supremum von M, geschrieben supM := b, falls b eine obere
Schranke von M ist und fiir jede obere Schranke b’ von M gilt b < b’.

Mit anderen Worten kann M hochsten ein Supremum besitzen und falls
dieses existiert, ist es gleich der kleinsten oberen Schranke von M.
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AXIOMATISCHE BESCHREIBUNG DER REELLEN ZAHLEN

Die Existenz von Suprema in Q ist nicht automatisch erfullt, wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.4.3
Die Menge M := {x € Q : x* < 2} ist nichtleer und nach oben beschrdnkt, hat

aber kein Supremum in Q.
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BEWEIS

Offensichtlich gilt 1 € M, d.h. M ist nichtleer. Fur jedes x € M gilt ferner x < 2,
denn ware x > 2 wahr, so wiirde x> = x-x > 2 -2 > 2 gelten. Damit ist M nach
oben beschrankt.

Als nachstes wollen wir zeigen, dass jede obere Schranke b von M die
Ungleichung b? > 2 erfiillt. Dazu nehmen wir b> < 2 an. Flire :=2—b?> > 0
gibt es dann nach Satz 2.3.4 ein n € N mit 3b/n < e. Wir definieren

X :=b+1/n. Dann gilt

3b

Dl
n

X =b+=+ = <b4+e=2,
n n

d.h.x € M. Wegen x = b+ 1/n > b ist dann aber b keine obere Schranke von
M. Die Annahme b? < 2 ist daher falsch.
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BEWEIS

SchlieBlich zeigen wir, dass M kein Supremum in @ hat. Wir nehmen dazu an,
dass das Supremum b := supM in Q existiert, d.h. b € Q. Da dann b eine
obere Schranke ist, wissen wir b?> > 2 aus unserer Vor(berlegung. Ferner ist
b? =2 nach Lemma 2.41 unmaglich ist, und daher gilt sogar b? > 2. Wir
setzen nun

;. b2
b':=b— 55
Wegen 1€ Mund 0 <1< bgiltdann b’ < b, und aus b?> > 0 > —2 konnen
wir wegen
P =2 b* -2
2 2 2
b*>-2 & 2b°>b"-2 & b> 55 < b— 5 >0

auf b’ > 0 schlieBen. Ferner haben wir

b2 -2\’ bP—2 (b =2\’ b2 —2\?
N2 . _ h2 _ . —
(b)f(b 55 )fb 2b 55 +( b ) 2+( b )>2
und damit folgt x* < (b’)? fur alle x € M. Dies impliziert x < b’, denn x > b’
wiirde wegen b’ > 0 die Ungleichung x* > (b’)? erzwingen. Mit anderen ist b’

eine obere Schranke von M mit b’ < b, und damit kann b kein Supremum
von M sein.
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AXIOMATISCHE BESCHREIBUNG DER REELLEN ZAHLEN

Aufgrund der obigen Beobachtung liegt es nun nahe, die Licken durch die
Existenz von Suprema zu erzwingen. Dies ist die Motivation fir das folgende,
letzte Axiom fur R.

Supremumsaxiom. Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge der
reellen Zahlen R besitzt ein Supremum.

Mit dem Supremumsaxiom finden wir in R nun tatsachlich ein b € R mit
b? = 2. Sei dazu b := supM, wobei M die Menge aus Lemma 2.4.3 ist. In dem
Beweis von Lemma 2.4.3 haben wir dann zunachst b? > 2 gesehen. Ferner
fuhrte b> > 2 durch die Konstruktion eines b’ zu einem Widerspruch und
damit gilt in der Tat b*> = 2.

Die axiomatische Einflihrung von R erfordert naturlich einen Existenzbeweis,
den wir aber hier nicht durchfuhren wollen. Das Gleiche gilt fur die
“Eindeutigkeit”, vgl. dazu auch Abschnitt 53. Schlieflich kann man auch
zeigen, dass Q C R gilt und dass R keine Lucken mehr besitzt, so dass unser
anfangliches Problem tatsachlich gelost ist.
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AXIOMATISCHE BESCHREIBUNG DER REELLEN ZAHLEN

Der folgende Satz zeigt, dass das Archimedische Axiom in R erfullt ist.

Theorem 2.4.4
Fir alle x,y € R mit x > 0 und y > 0 existiert ein n € N mit nx > y.

Beweis.

Ist y < X, so konnen wir k = 2 wahlen. Es reicht daher den Fall x < y zu
betrachten.

Wir nehmen nun an, dass es 0 < x < y gibt, so dass nx <y fur alle n € N gilt.
Die Menge

M:={nx:n e N}
ist dann beschrankt und daher existiert b := sup M. Da b eine obere
Schranke von M ist, folgt nx < b fur alle n € N und damitauch (n+1)x < b
flir alle n € N. Dies impliziert nx < b — x firallen € N, d.h. b’ := b — x ist
eine obere Schranke von M. Wegen x > 0 gilt aber b’ = b — x < b, was
b = sup M widerspricht. O

110



INFIMA, MAXIMA UND MINIMA

Im folgenden Schreiben wir sup () := —co. Ist ferner M C R nicht beschrankt,
so definieren wir supM := oo. Damit hat jede Teilmenge M von R ein
Supremum.

Fir M c R ist ferner das Infimum von M durch
inf M := — sup(—M) (2.41)

definiert. Hierbei ist =M := {—x : x € M} und —(—o0) := co. Analog sagen
wir, dass M nach unten beschrankt ist, falls —M nach oben beschrankt ist
und in diesem Fall ist —b eine untere Schranke von M, falls b eine obere
Schranke von —M ist. Insbesondere ist dann inf M die grofSte untere
Schranke von M.

Gilt supM € M, so schreiben wir maxM :=supM und im Fall infM e M
schreiben wir analog min M := inf M.
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INFIMA, MAXIMA UND MINIMA

Fur die Menge M := {1+ 1/n : n € N} gilt beispielsweise inf M = 1 und
infM & M.

In der Tat ist 1 eine untere Schranke von M und gabe es eine untere Schranke
b > 1von M, so wiirden wir mit Satz 2.4.4 ein n € N mit % < b—1finden.
Dies ergabe 1+ 1/n < b, d.h. b kann keine untere Schranke sein. Insgesamt
haben wir also inf M = 1 gesehen und 1 & M folgt aus den Korperaxiomen.
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Section 2.5
Winkelfunktionen



DEFINITION SINUS UND KOSINUS

Winkel messen wir im folgenden im Bogenmal3. Die GroRe eines Winkels «
entspricht damit der Lange des Kreishogenabschnitts zum Radius 1, der vom
Winkel o bestimmt wird. Ein rechter Winkel entspricht damit 7/2, ein
Vollkreis 27, siehe Abbildung 5.

sh

siner

D

N4



DEFINITION SINUS UND KOSINUS

Betrachten wir ein rechtwinkeliges Dreieck mit den Winkeln, o, 8 := 7/2 und
~, die aufsteigend gegen den Uhrzeigersinn beschriftet sind, und benennen
wir die jeweils gegenuberliegenden Seiten mit a, b und ¢, siehe wieder
Abbildung 5, so gilt

c . a
cosa = — und sina ;= —.

b b

Fir ¢ = 1 vereinfachen sich die Formeln auf natirliche Weise und eine
geometrische Interpretation am Einheitskreis ist moglich, siehe Abbildung 5.
Diese erlaubt es auch, « > m/2 zu betrachten, siehe wieder Abbildung 5.
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DEFINITION SINUS UND KOSINUS

Einige spezielle Werte der Winkelfunktionen lassen sich direkt aus speziell
gewahlten Dreiecken ablesen, siehe Abbildung 6.

EAEAE
V2 |
512 |0
Vi| v3
e B
o
(P
T
ALy 4/A E

Abbildung: Links: Geometrische Herleitung von sin Z an einem gleichseitigen
Dreieck der Seitenlange 1. Rechts: Geometrische Herleitung von sin 7 an

einem gleichschenkeligem Dreieck mit rechten Winkel. In beiden Fallen wird

der Satz von Pythagoras angewendet. 116



GEOMETRISCHE SATZE MIT DEN WINKELFUNKTIONEN

Mit der geometrischen Interpretation am Einheitskreis und dem Satz des
Pythagoras ergibt sich sofort das folgende Lemma.

Lemma 2.5.1
Fir alle o« € R gilt

) 2
sin“a+cos"a =1,

wobei wir die Kurzzschreibweisen sin® o := (sin )> und cos’ o = (cos a)?
verwenden.
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EINIGE SATZE MIT DEN WINKELFUNKTIONEN

Abbildung: Links: Ein allgemeines Dreieck mit Seiten-, Ecken- und
Winkelbezeichnungen Mitte: Geometrischer Ansatz flr den Sinussatz.
Rechts: Geometrischer Ansatz flir den Kosinussatz.

In den folgenden beiden Satzen betrachten wir allgemeine Dreiecke, wobei
die Seiten-, Ecken- und Winkelbezeichnungen der Abbildung 7 zu
entnehmen sind.
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SINUSSATZ

Theorem 2.5.2
In jedem Dreieck gilt

Beweis.

Die Hohe h zur Grundseite ¢, siehe Abbildung 7, berechnet sich sowohl
durch he = bsina als auch durch he = asin 8. Gleichsetzen und Umstellen
liefert die erste Gleichheit. Die zweite folgt durch zyklisches Vertauschen der
Bezeichnungen. |
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KOSINUSSATZ

Theorem 2.5.3
In jedem Dreieck gilt

a’ =b>+c —2bccosa,
b® =+ a’> — 2cacos B,

> =a® + b> — 2abcos~.

Beweis.

Seien ¢4 und cg fur die beiden Abschnitte der Seite ¢, die durch hc
entstehen, siehe Abbildung 7. Damit haben wir ¢y + cg = ¢. Mit dem Satz des
Pythagoras und c4 = bcos « gilt dann

a’ = hZ + cg = b’sin’ a + (¢ — bcos a)’
= b’(cos” a + sin” &) + ¢* — 2bccos a

= b’ +c* — 2bccosa.

Die weiteren Identitaten folgen durch zyklisches Vertauschen der

Bezeichnungen. O
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FORMELN FUR DIE WINKELFUNKTIONEN

Das folgende Lemma fasst ein paar einfache Formeln fir die Sinus- und
Kosinus-Funktion zusammen.

Lemma 2.5.4
Sei a € R. Dann gilt:

sin(—a) = —sina und cos(—a) = cos
sin(a + 7/2) = cos und cos(a+7/2) = —sina,
sin(a +7) = —sina und cos(a+ ) = —cosa,

sin(a + 27) = sina und cos(a + 27) = cos v
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BEWEIS

Abbildung: Links: Dreiecke mit Winkel o und o am Einheitskreis. Rechts:
Drehen des Dreiecks mit Winkel v um 7 /2.

Die ersten beiden Zeilen lassen sich leicht am Einheitskreis ablesen, siehe
abbildung 8. Die dritte und vierte Zeilen folgen aus der zweiten Zeile durch

2- bzw. viermaliges Anwenden. ”



ADDITIONSTHEOREME

Theorem 2.5.5
Fur alle a, B € R gilt:

sin(a + ) = sinacos 8 + cosasin 3,

cos(a+ ) = cosacos 3 — sinasin 3.
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BEWEIS

} ‘l ‘;(V |

5 a4 DN A A

— y — — y R =

Abbildung: Links: Die Winkel « und 3 zusammen mit den senkrechten
Strecken AE und BD, sowie der waagerechten Strecke CD. Nachdem die
Strahlen in Blau und Magenta gezeichnet sind, wird ein Punkt E fixiert. Dann
werden zunachst die Strecken AE und DE konstruiert. Im Anschluss werden
noch die Strecken CD und BD konstruiert. Mitte-Links: Identifikation des
Winkels o zwischen den Strecken CD und 0D. Mitte-Rechts: Identifikation des
Winkels « zwischen den Strecken BD und der Verlangerung von DE nach
unten. Rechts: Identifikation des Winkels a zwischen den Strecken AE und DE.
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BEWEIS

Wir betrachten die Abbildung 9 und bezeichnen die Lange einer Strecke XY
mit |XY|. Mit |AE| = |AC| + |CE| und |AC| = |BD| folgt dann:

AE| _ |BD| + |CE|

Sin(a + ﬁ) = ﬁ = ‘ﬁ|

_ |BD|-[0D|  |CE|- |ED]
|0D] - [OE| ~ |ED] - |OF]

=sina-cosf + cosa - 3

Die restlichen Formeln konnen analog bewiesen werden.
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Section 2.6
Komplexe Zahlen



REELLE ZAHLEN KONNEN NICHT ALLES AUSDRUCKEN

Obwohl wir durch die Hinzunahme von Suprema die rationalen Zahlen Q
erheblich erweitert haben, konnen gewisse Gleichungen in den
resultierenden reellen Zahlen R nicht gelost werden. Beispielsweise hat die
Gleichung

X =1
in R keine Losung, da wir einerseits x> > 0 und andererseits —1 < 0 haben.
Da die beiden letzten Ungleichungen in jedem geordneten Korper gelten,
besteht auch keine Hoffnung, einen noch groReren, geordneten Korper IF zu
finden, in dem x> = —1 eine Losung hat. Wollen wir die Korperaxiome nicht
aufgeben, so missen wir daher zwangslaufig die Ordnungsaxiome aufgeben,
um die Gleichung losen zu konnen.

127



REELLE ZAHLEN KONNEN NICHT ALLES AUSDRUCKEN

Nehmen wir nun an, dass wir einen Korper IF haben, in dem es eine solche
Losungi e FF gibt, d.h. i> = —1. Wegen der Kdrperaxiome miissen dann fir
alle x1,x2,y1,y2 € F die beiden Gleichungen

(1 +1in) + (0 +iv2) = (0 +x2) +i(va + y2)
und

(X1 + 1) + iy2) = XX + Days + iyaxe — Yaye
= (X1x2 — yay2) + i(xay2 + yixa)

gelten. Zudem wollen wir natlrlich R in F wiederfinden konnen, d.h. wir
wollen R C F haben. Die komplexen Zahlen C werden dieses erfillen.
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KONSTRUKTION DER KOMPLEXEN ZAHLEN

Die obigen Gleichungen motivieren dazu, Elemente in FF als Zahlenpaare zu
definieren. Die folgende Definition greift diesen Gedanken auf.

Definition 2.6.1
Die Menge C := R? zusammen mit der Addition 4+ : C x C — C und
Multiplikation - : C x C — C, die fur alle (xi,y1) € R? und (xz,y») € R? durch

(x1,01) + (X2, ¥2) == (41 + X2, 1 + V2)
(x1,)1) - (X2, ¥2) := (X2 — Yaya, X1y + Xoyr)

definiert sind, heillit Menge der komplexe Zahlen.
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KONSTRUKTION DER KOMPLEXEN ZAHLEN

Mit fleiBigem Rechnen stellt sich heraus, dass (C,+, -) ein Korper ist, wobei
seine Null durch (0, 0) und seine Eins durch (1,0) gegeben sind. Fur
(x,y) € Cgilt ferner —(x,y) = (—x, —y) und
_ X

)= <m,*ﬁ)7
wobei letzteres naturlich nur im Fall (x,y) # (0, 0) definiert ist. Ferner gilt
(0,1) - (0,1) = —(1,0), d.h. die imaginare Einheit i := (0, 1) lOst tatsachlich
die Gleichung z> = —1. SchlieRlich liefert die obige Formeli~" = —i.

Werden die Addition und Multiplikation von C auf R := {(x,0) : x € R}
eingeschrankt, so erhalten wir wieder einen Korper, der zudem eine
Totalordnung

(¥1,0) < (x2,0) = x1<Xx
hat, mit der er zu einem geordneten Korper wird. Ferner erflllt diese
Totalordnung das Supremumsaxiom, und damit konnen wir die Menge R als
ein weiteres Modell von R betrachten. Mit dieser Identifizierung haben wir
alsoR ¢ Cund

x+1iy = (x,y), X,y €R,

ergibt eine vertracliche Notation. 130



GAUSS'SCHE ZAHLENEBENE

Nach unserer Konstruktion kann C als Zahlenebene gedacht werden, deren
x-Achse die reellen Zahlen bildet. Diese Achse heift aus diesem Grund
haufig auch reelle Achse. Senkrecht dazu steht die y-Achse {(0,y) : y € R}
die auch als imaginare Achse bezeichnet wird.

Die Addition in C entspricht offensichtlich der Vektoraddition in R? und eine
geometrische Interpretation der Multiplikation werden nach den folgenden
Definitionen kennenlernen.

Fur z := (x,y) € C bezeichnen wir die Koordinaten
Rez:= X, Imz:=y

als Real- und Imaginarteil der Zahl z. Die Zerlegung z = x + iy wird als
kartesische Darstellung der Zahl z bezeichnet. Der Betrag

2| := VX +y?

entspricht dem Abstand von z zum Ursprung.
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MULTIPLIKATION IN POLARKOORDINATEN

Flirz = (x,y) € Cseinunr:= |z| und ¢ der Winkel zwischen der x-Achse
und der Strecke 0z. Dann gilt die Polar-Darstellung von z:

Z=r(cosp +isiny).

Haben wir nun zwei komplexe Zahlen z; und z; in Polar-Darstellung (1, 1)
und (r2, ¢2), so gilt

VARYS)

= ri(cos 1 + isin 1) - r(cos ¢, + isin ¢,)

=n-n ((cos 1+ COS (p — sin 1 - sin ;) + i(cos 1 - sin @, + sin ¢ - cos @2))
=n-n (cos(gm + ¢2) +isin(p1 + 4,02)) : (2.61)

wobei wir im letzten Schritt die Additionstheoreme aus Satz 2.5.5 benutzt
haben. Mit anderen Worten: Die Betrage werden multipliziert und die
Winkel werden addiert.
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FORMEL VON MOIVRE

Mit Hilfe der Formel (2.61) und Induktion Uber n € N lasst sich nun der
folgende Satz, der als Formel von Moivre bekannt ist, leicht beweisen.

Theorem 2.6.2
Sei z = r(cos ¢ +isinp) € C. Dann gilt fur alle n € N:

7" = 1" (cos(ny) + isin(ny)) .
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EINHEITSWURZELN

Im folgenden definieren wir fir ¢ € R
e'? = cosp +ising.

FUr ¢, ¢1,02 € Rund n € N gelten dann die Formeln:

e =1, (2.6.2)
ellw1tea) _ pivr | oled , (2.6.3)
(ew)n — el® , (2.6.4)
e = (). (26.5)

Hierbei ist die erste Formel leicht abzulesen und die zweite folgt aus (2.61).
Die dritte Formel folgt sofort aus der Formel von Moivre und die vierte
Formel ist eine einfache Konsequenz aus den ersten beiden Formeln.
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EINHEITSWURZELN

Theorem 2.6.3
Es gibt genau n komplexe Zahlen z, die die Gleichung z" = 1 erfiillen. Diese
Zahlen sind die sogenannten n-ten Einheitswurzeln

. 2wk

fo &ads

Zpi=e€" 1 R=0,....,n—1.

Bevor wir diesen Satz beweisen, beachten wir, dass die Zahlen

027T~'| 272 2ne(n —1)

n n n

einen ganzen Einheitskreisumfang 2z in n gleich groBen Schritte zerlegen.
Entsprechend zerteilen die Einheitswurzeln zo, ..., z,—1 den Einheitskreis auf
der GauR'schen Zahlenebene und insbesondere gilt z; # z; fur i # j.
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BEWEIS

Aus der eben bewiesenen Formel (e!%)" = ¢ folgt sofort

Zp = "™ = cos(27k) + isin(27kR) = 1.

Wir mussen daher nur noch zeigen, dass es keine anderen Losungen der
Gleichung gibt. Einen einfachen Beweis werden wir mit Korollar 2.7.6 finden
konnen. Hier werden wir einen etwas geometrischer orientierten Beweis
vorstellen.

Seinunz € C mitz" = 1. Wegen der Formel von Moivre wissen wir dann, dass
1= 7" = cos(ny) +isin(ny)

und |z| =1 gilt. Aufgrund der Form der Sinus- oder Kosinus-Funktion ergibt
2rm

dies ng = 2zm flr ein m € Z, d.h. wir haben z = " “» . Durch Division mit
Rest gibtesdann (€ Z und k € {0,1,...,n —1} mit [n + k = m. Da dies

ioml  §.2mk

.e n :1'Zk

=

;. 2m(in+hk)
Z=¢€ n

ergibt, ist der Beweis dann beendet.
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KOMPLEXE KONJUGATION

Fur eine komplexe Zahl z = x + iy ist es sinnvoll die dazu komplex
konjugierte Zahl

Z:=Xx—1iy
zu betrachten. Es gilt
Z+w=Z+w und Zw=2Zw.

In der Tat ist die Formel fir die Addition sofort ersichtlich. Wir rechnen also
noch die Produktformel nach. Seien dazu z = x 4+ iy und w = u + iv. Dann
folgt einerseits

W= (X +1iy)(U +iv) = xu — yv + i(xv + yu) = xu — yv — i(xv + uy)

und andererseits

ZW=x+1iyu+iv= (x —iy)(u —iv) = xu — yv — i(xv + yu).
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KOMPLEXE KONJUGATION

Mit Hilfe der komplex konjugierten Zahl kann der Betrag berechnet werden,
denn mit der dritten binomischen Formel und i = —1 gilt

7Z=(x+iy)(x—iy) =X +y = |z].
Damit konnen einfache Formeln nachgerechnet werden. So gilt
|lzw| = |z| [w]
da
|zw|* = zwzw = ZZww = |z|*|w|*.

Betrage sind also multiplikativ und wegen |1] = 1 gilt insbesondere
|z7" = |z|7 firalle z€ C \ {0}.
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EXPONENTIALFUNKTION IM KOMPLEXEN

Im folgenden gehen wir davon aus, dass die Exponentialfunktion x s &* fiir
x € R bekannt ist. Insbhesondere nehmen wir an, dass wir die Gleichung

e — 1. g0 , X1,X € R (2.6.6)

kennen. Wir erweitern die Definition nun auf komplexe Zahlen z := x + iy
durch
eV .= fe¥ = eX(coser isin y) .

Mit anderen Worten gilt

V4 Rez(

e =e cos(Imz) + isin(Imz)) .
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EXPONENTIALFUNKTION IM KOMPLEXEN

Seien nun z = x+ iy und w = u + iv zwei komplexe Zahlen. Mit der Definition
der Exponentialfunktion im Komplexen, der Gleichung (2.6.6) im Reellen und
(2.6.3) erhalten wir dann

eZ+W _ ex+u+i(y+v) _ ex+u . ei(er\/) _ exeueiyeiv — e, (267)

Mit anderen Worten gilt (2.6.6) nicht nur in R sondern auch in C. Ebenso gilt
nach Definition

Z) _ Rez
el =e

und aus (2.6.7) folgt
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WINKELFUNKTIONEN IM KOMPLEXEN

Wir konnen die gerade definierte Exponentialfunktion nutzen, um damit die
Winkelfunktionen auszudriicken. Wegen

€' = cosp +ising,
e ¥ = cosp —isingp
ergeben sich cosp = (e!* +e7'%) und sinp = 5 (¥ —e™*¥) fiiralle p € R.
Dies motiviert die folgenden Definitionen fir alle komplexen Zahlen z € C:

cosz = - (e +e77),

N
N| —

sinz = Z(eiz = efiz) .

141



WINKELFUNKTIONEN IM KOMPLEXEN

Auch im Komplexen gilt dann

sinz=0 & z=~RkrflreinkeZ
und
cosz=0 & z:g—kkwﬂjreinkez.

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen, wir zeigen die Aussage flir den Sinus.
Es gilt

sinz=0 & e'=e¢ ¥ & () =1.
Damit ist e gleich einer der beiden zweiten Einheitswurzeln, d.h. e = 41,
Wegen der Form dieser Einheitswurzeln, siehe Satz 2.6.3, schlieBen wir auf
z € R und somit folgt die Aquivalenz aus der entsprechenden Aquivalenz fir
die reelle Sinus-Funktion.
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WINKELFUNKTIONEN IM KOMPLEXEN

Wir definieren neben Sinus und Kosinus noch die beiden Funktionen

Tangens
sinz us
tanz = , Z# -+ kr, REZ
cosZ 2
und Kotangens
z
ctzfcés, Z#Rr, REZ
sSinZz
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HYPERBELFUNKTIONEN

Analog zu den Winkelfunktionen definiert man die Hyperbelfunktionen

coshz := ! (€ +e7?),

e —e”’

e+ e ?
e +e?

2

1
sinhz := > (ez - efz) ,
tanhz := Al

coshz

1

cothz :=

tanhz

eZ —e—2°

Fur z € C gilt somit cosh z = cos(iz) und sinhz = —isin(iz). Betrachtet man
aber nur die reellen Winkel- und Hyperbelfunktionen, so gibt es keine

analogen Gleichungen.

Hyperbelfunktionen konnen geometrisch interpretiert werden, wenn man
statt des Einheitskreises x* 4+ y? = 1 die Einheitshyperbel x> — y? =1

betrachtet.
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PYTHAGORAS

Es gilt dann das folgende Lemma, das im Falle der Winkelfunktionen das
Lemma 2.51 verallgemeinert.

Lemma 2.6.4
Fir alle z € C gilt:

cos’ 7+ sin’z = 1= cosh’ z — sinh’ z.

Beweis.
Im Falle der Hyperbelfunktionen gilt

z -2\ 2 z —2z\ 2
. +e e —e
h2z—sinh’z= (¢ =
cos sin ( 5 >

B (ezz + 2¢efe? + e—ZZ) o (ezz — 2efe”? + 6722)
a 4

=1,
Der Beweis fur die Winkelfunktionen ist analog. O
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Section 2.7
Polynome



GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND EIGENSCHAFTEN

Eine Funktion p : C — C heil3t Polynom, falls es ein n € Ny und

Koeffizienten ao, ..., a, € C gibt, so dass
n

p(2)=>_ ar" (2.77)
k=0

fur alle z € C gilt. Fur Polynome p # 0 setzen wir
n
degp := min{n eNo ‘ Jag,...,an € CVze C: p(2) = Zakz’*}
k=0

und flr das Polynom p = 0 schreiben wir deg p := —1. In beiden Fallen heift
deg p der Grad des Polynoms p.

Ferner sprechen wir von einem reellen Polynom, falls wir reelle
Koeffizienten finden, d.h. ao,...,a, € R.
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GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND EIGENSCHAFTEN

Sind p und g zwei Polynome mit degp > 0 und degg > 0, so gilt

deg(p + g) < max{degp, degq}, (272)
deg(pq) < degp +degq, (27.3)

wobei beide Formeln durch leichtes Ausrechnen gezeigt werden konnen.

Spater werden wir sehen, dass man mit Hilfe von Ableitungen leicht sehen
kann, dass die Koeffizienten eines Polynoms eindeutig sind. Dies wiederum
fihrt dazu, dass die Ungleichung (2.7.3) eine Gleichung ist. Im folgenden
werden wir aber die Eindeutigkeit der Koeffizienten nicht bendtigen.
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NULLSTELLEN REELLER POLYNOME

Ein z € C heifSt Nullstelle von p, falls p(z) = 0 gilt. Fur Nullstellen reeller
Polynome gilt die folgende Beobachtung:

Lemma 2.71
Ist p ein reelles Polynom und z € C eine Nullstelle von p, so ist auch Z eine
Nullstelle von p.

Beweis.
Es gilt

n
p@) = aZ' =@ = az=pE)=0=0,
k=0 k=0 k=0

wobei wir im zweiten Schritt ao, ..., a, € R ausgenutzt haben. O
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FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA

Polynome vom Grad 2 erlauben die Berechnung mit der aus der Schule
bekannten “Mitternachts-Formel”, wobei es leicht zu ersehen ist, dass diese
auch im Komplexen gilt. Fiir Polynome vom Grad 3 und 4 gibt es ebenfalls
noch Formeln, die aber in der Regel unbrauchbar sind. Ferner kann man
zeigen, dass es solche Formeln fir allgemeine Polynome vom Grad > 5 nicht
geben kann.

Unabhangig davon gilt aber der auf Gaul’ zurlickgehende Fundamentalsatz
der Algebra, den wir an dieser Stelle weder beweisen wollen noch kénnen.

Theorem 2.7.2
Jedes Polynom p mit deg p > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.
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POLYNOMDIVISION

Ahnlich wie flr ganze Zahlen konnen wir Polynome mit Rest teilen. Dies ist
der Inhalt des folgenden Satzes.

Theorem 2.7.3
Seien p und g Polynome mit degp > degqg > 0. Dann gibt es Polynome r und
s mit

p(2) = s(2)a(2) + r(2), zeC,

sowie degs = degp — deg q und degr < degq.
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BEWEIS

Seien n :=degp und m := degq. Ferner seien a, # 0 und by, # 0
entsprechende Koeffizienten von p und g. Dann ist

an n—m
p1(2) == p(2) - e a(2), zeC

ein Polynom mit deg p1 < n — 1. Wir definieren das Polynom s; durch
$1(2) := 2"~ " furalle z € C, so dass dann py = p — s;qg und degs; <n—m
gilt.

Ist deg p1 > g, so wenden wir die obige Konstruktion auf p; und g an, so dass
wir Polynome p, und s, mit p, = p1 — s,q, sowie degs; < degpr—m <n—m
und deg p, < deg(p1) — 1 < n — 2 gefunden haben.

Dieses Vorgehen wiederholen wir nun solange, bis die gefundenen
Polynome p, und s, die pr = pr_1 — Skq und degs, < n — m nach
Konstruktion erfillen, auch deg p, < deg g erfullen. Da wir degp; < n —iim
i-ten Schritt haben, ist dies nach maximal n — m Schritten der Fall. Wir
setzen nun r:=ppund s:=S;+ - + Sp.
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BEWEIS

FUr po := p liefert unsere Konstruktion dann

I'=Pr = Pr—1 — Skq

= Pr—2 — Sk—1G — Skq

=Po—5q — -+ — Sp_1G — S5¢q
=p—(s1+---Sk)q
=p—59

und degr < degq.
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BEWEIS

SchlieRlich folgt degs < n — m aus (2.72) in Verbindung mit degs; < n—m
fur alle 1,..., k. Umgekehrt wissen wir wegen p = sq + r und (2.7.2) auch

deg p < max{deg(sq),degr} < max{deg(sq),deg(q) — 1}
< max{deg(sq), deg(p) — 1}.

Ware nun deg(p) — 1 > deg(sq), so hatten wir degp < deg(p) — 1, was
unmoglich ist. Aus diesem Grund gilt deg(p) — 1 < deg(sq). Dies fuhrt zu

deg p < max{deg(sq),deg(p) — 1} = deg(sq) < degs +degq,

wobei wir im letzten Schritt (2.7.3) ausgenutzt haben. Dies ergibt
degs > degp — degq.
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BEISPIEL

Der Beweis des Satzes 2.7.3 liefert eine explizite Konstruktion fiir s und r. Wir
betrachten dies am Beispiel der Polynome p(z) := 22° — 32> — 6z + 6 und
q(z) :=z — 2. Wir gehen dann wie bei der schriftlichen Division vor:

< 223732276Z+6)+(272> :222+zf4+%
— 27 447
. Z2-e
-2 +2z
 _izt6
4z — 8
-2
Hierbei sind
51 = 27° P =2 —62+6
S2=Z P2 =—4z2+6
S3 =4 p3 = -2,

und damit erhalten wirs =222 +z+ 4 und r = —2.

155



ZERLEGUNG IN LINEARFAKTOREN

Mit Hilfe der Polynomdivision und dem Fundamentalsatz der Algebra
konnen wir Polynome durch ihre Nullstellen darstellen. Um dies zu zeigen,
benotigen wir zunachst das folgende Korollar.

Korollar 2.7.4
Sei p ein Polynom mit degp > 1 und X eine Nullstelle von p. Dann gibt es ein
Polynom s mit deg s = deg(p) — 1 und

p(z)=(z—X)-s(2), zeC.

In diesem Fall heif3t das Polynom (z — \) vom Grad 1 Linearfaktor von p.
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BEWEIS

Wir betrachten das Polynom q(z) := z — A. Dies ist eine nicht-konstante,

lineare Funktion und deswegen haben wir deg g = 1. Nach Satz 2.7.3 gibt es

nun Polynome sund rmitp =s-q+rfuralle z e C, sowie

degs = degp — deg g = deg(p) — 1 und degr < degg = 1. Damit gibt es ein

ao € Cmitr(z) = ao fur alle z € C. Es folgt
0=pA)=s(A\)-(A=XN)+r(A)=r(\)=ao

und damit r = 0.
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HAUPTSATZ DER ALGEBRA

Wir konnen nun den sogenannten Hauptsatz der Algebra, der ein Polynom
anhand seiner Nullstellen beschreibt, beweisen.

Theorem 2.7.5
Sei p ein Polynom mit degp = n fuir ein n > 1. Dann gibt es ein a € C mit
a#0undX,...,\, € Cmit

p(z)=a-(z—=X) (2= ), zeC. (2.7.4)
Ferner sind A1, ..., Ay € C die einzigen Nullstellen von p.

Kommt der Faktor (z — ;) genau k-mal in der Zerlegung (2.7.4) vor, so
sprechen wir von einer k-fachen Nullstelle von p. Beispielsweise ist A = 1
eine zweifache Nullstelle des reellen Polynoms p(z) = 72 — 2z +1= (z — 1)%.
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BEWEIS

Zum Beweis von (2.7.4) benutzen wir Induktion Uber n.

Fir n =1 haben wir dabei p(z) = a1z + ao mit a; # 0, so dass A1 := —ao/ay
und a := ay die gewiinschte Darstellung liefert.

Fur den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fur alle
Polynome g mit deg g = n wahr ist. Sein nun p ein Polynom mit

degp = n+ 1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra, siehe Satz 2.7.2, gibt
es dann eine Nullstelle A\y,11 € C von p. Korollar 2.7.4 gibt uns dann ein
Polynom g mit deg g = n und p(z) = (z — An41)q(2) fur alle z € C. Anwenden
der Induktionsvoraussetzung ergibt dann die Behauptung fur p.

Aus (2.7.4) lasst sich sofort ablesen, dass Ai, ..., A, Nullstellen von p sind.
Sei nun X € C eine beliebige Nullstelle. Dann folgt

Da C ein Korper ist, muss einer der Faktoren gleich 0 sein, d.h. es gibt ein i
mit A — \; = 0. Dies zeig A = );, d.h. es gibt keine weitere Nullstelle als die
Zahlen A, ..., \n.
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GLEICHHEIT VON POLYNOMEN

Mit Hilfe des Hauptsatzes der Algebra konnen wir nun einen Test auf
Gleichheit fur Polynome formulieren.

Korollar 2.7.6

Seien p und q Polynom mit degp < n und degq < n fiir ein n € Ny. Falls es
n + 1verschiedene Punkte zi,...,z,1 € C gibt mit p(z;) = q(z) fur alle
i=1,...,n+15s0giltp=gq,d.h.

furallez e C.

Betrachten wir inshesondere g = 0 in dem obigen Korollar, so sehen wir,
dass die Existenz von n + 1 verschiedenen Nullstellen von p schon p =0
impliziert. Tatsachlich betrachtet der folgende Beweis des Korollars genau
diesen Fall.
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BEWEIS

Wir setzen r := p — q. Nach (2.7.2) ist dann r ein Polynom mit k := degr < n.
Ferner sind nach Konstruktion die Zahlen z, . .., z,41 Nullstellen von r.

Ware nun r # 0, so hatte im Fall k > 1 das Polynom r nach dem Hauptsatz
der Algebra genau k Nullstellen. Wegen k < n < n + 1 fuhrt dies zum
Widerspruch.

Im Fall k = 0 ist r von der Form r = ap mit ap # 0 und damit hatte es gar
keine Nullstelle, was ebenfalls zum Widerspruch fuhrt.
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ZERLEGUNG REELLER POLYNOME

Fir reelle Polynome p hatten wir in Lemma 2.71 gesehen, dass mit A auch X
eine Nullstelle ist. Da A = X dquivalent zu A € R ist, treten genau zwei Falle

fur Nullstellen reeller Polynome auf:

i). Die Nullstelle X ist reell mit zugehdrigem Linearfaktor z — .
ii). Esist A = a +iB mit B # 0 eine Nullstelle. Dann ist aber ebenso
X = a —iB Nullstelle und die beiden Linearfaktoren ergeben
zusammen den quadratischen Faktor
(z—a—-iB)z—a+iB)=(z—a) + 5
:Zz—2az+a2+ﬂz.
Damit zerfallt jedes reelle Polynom in ein Produkt aus Linearfaktoren und
quadratischen Faktoren.
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BEISPIEL

Das Polynom p(z) := Z° + 2z — 3 besitzt beispielsweise die Nullstelle \; :=1,
wie direkt durch Einsetzen ersichtlich ist. Spaltet man diesen Linearfaktor
mittels Polynomdivision ab, so gilt

Z2422-3=(Z+z+3)(z-1)

und der entstehende quadratische Faktor (2 + z + 3) besitzt keine weiteren
reellen Nullstellen. Allerdings besitzt er zwei zu einander komplex
konjugierte Nullstellen

! Y}
2 2

)\2,3 = —= = E

1
N p—
A
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ANWENDUNG: FUNKTIONSINTERPOLATION

Im folgenden betrachten wir ein sogenanntes Interpolationsproblem, bei
dem zu gegebenen Eingabepunkten xq,...,x, € R und Ausgabepunkten
Vi,...,¥n € R eine Funktion f: R — R gesucht ist, die

f(Xf):yfy [:17"'7n

erfullt. Da es naturgemal’ sehr viele solche Funktionen gibt, werden
typischerweise zusatzliche Forderungen an die gesuchte Funktion f gestellt.

Eine maogliche Anwendung fiir dieses Problem besteht darin, dass wir eine
komplizierte oder aufwendig zu berechnende Funktion g : R — R haben und
diese durch eine “billige” Alternative f ersetzen wollen. Die Hoffnung besteht
dann darin, dass aus

schon f(x) ~ g(x) fur alle x € R, die uns interessieren, folgt.
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ANWENDUNG: FUNKTIONSINTERPOLATION

Wir wollen im folgenden ein interpolierendes Polynom p mitdegp < n —1
konstruieren. Der folgende Satz zeigt, dass dies auf genau eine Art moglich
ist.

Theorem 2.7.7
Seien x1,...,X, € R paarweise verschieden und ys,...,y, € R. Dann gibt es
genau ein Polynom p mit degp < n — 1 und

p(xi) =vi, iI=1...,n
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ILLUSTRATION

Abbildung: Interpolation des Funktion g(x) := (14 x*)~" durch Polynome
aus Satz 2.77. Links: 5 Eingabepunkte mit Abstand 3. Mitte: 7 Eingabepunkte
mit Abstand 2. Rechts: 13 Eingabepunkte mit Abstand 1. Insgesamt nahern
sich die interpolierenden Polynome nur “in der Mitte” der Funktion f an.
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BEWEIS

Zunachst konstruieren wir ein Polynom mit den gesuchten Eigenschaften.

Fir k =1,...,n definieren wir dazu die Lagrange-Polynome
X=X
Le(x) := ==L .
£ (X) ka—x,‘ xeR
i=1,i#R

Furi=1,...,ngilt dann
1 fallsi=k
Le(xi) = i :=
0 sonst,

da im ersten Fall alle Briiche des Lagrange-Polynom L, gleich 1 sind und im
zweiten Fall ein Bruch gleich 0 ist. Ferner ist L, offensichtlich ein Polynom
mit deg Ly < n — 1. Damit ist

n
p:=> Vele
k=1

das gesuchte Polynom.

Die Eindeutigkeit folgt direkt aus Korollar 2.7.6.
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BEMERKUNGEN

Der Beweis des Satzes 2.7.7 konstruiert das Polynom explizit. Ferner ist
dieses Polynom einfach zu konstruieren und bei Anderung von den
Ausgabepunkten y; lasst es sich leicht anpassen. Ferner ist das Polynom
eindeutig bestimmt und sehr “glatt”. Leider werden die Berechnungen teuer,
wenn sich die Eingabepunkte x; andern sollten. Daruber hinaus konnen die
interpolierenden Polynome “zappeln”, siehe Abbildung 10, was auch als
Runges Phanomen bekannt ist.

168



CHAPTER 3: GEOMETRIE



Section 31
Operationen mit Vektoren



VEKTOREN

Im folgenden wollen wir einige geometrische Aspekte im zwei- und
drei-dimensionalen Raum betrachten. Damit diese moglichst gleichzeitig
behandelt werden konnen, betrachten wir zunachst den d-dimensionalen
Raum RY.
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VEKTOREN

Im folgenden nennen wir ein x € R? Vektor und schreiben ihn als
Spaltenvektor

X1
x=1:1,
Xd
wobei x1,...,Xs € R die Komponenten von x sind. In der Literatur findet

man auch die Schreibweisen X oder x fiir Vektoren, diese werden wir aber
nicht verwenden.

In den Raumen R? und R? sehen Vektoren damit so aus

X Y
X:<X1>€R2 und y=1|w|erR.
2 y3

Vektoren kann man als Punkte in dem d-dimensionalen Raum R? und als
Richtungspfleile in dem Raum R? interpretieren. Je nachdem in welchem
Kontext man sich befindet, ist die eine oder die andere Interpretation
hilfreicher.
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ADDITION UND SKALARMULTIPLIKATION

Auf R konnen wir eine Vektor-Addition + : RY x RY — RY durch

X1 Y1 X1+ W1

Xd \Z Xd +Yd
definieren. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass (RY, +) eine kommutative
Gruppe mit neutralem Element

X1 —X1
ist. Firx = | : | istzudem —x := : das inverse Element.

Xd —Xd
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ILLUSTRATIONEN

Die Vektoraddition kann man mit Verschiebungen vom Nullpunkt illustrieren:

X+Yy

Die Vektoraddition wird oft auch mit einem Parallelogramm illustriert:
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SKALARMULTIPLIKATION

Auf R? kénnen wir auBerdem eine Skalarmultiplikation - : R x R — R?

durch
X1 aXq

Xd aXg
definieren. Haufig wird dann aber der Punkt -, wie bei der Multiplikation in

Q, R oder C, weggelassen. Die Skalarmultiplikation entspricht einer
Streckung des Vektors x um den Faktor .

Der Raum RY zusammen mit seiner Vektoraddition und Skalarmultiplikation
bildet einen Vektorraum im Sinne der folgenden Definition, wie einfache
Rechnungen zeigen.
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VEKTORRAUM

Definition 3.1

Sei V eine Menge auf der Operationen +:VxV—=Vund - :RxV—V
definiert sind. Dann heiBt (V, +, -) Vektorraum, oder auch R-Vektorraum,
falls (V, +) eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 ist und fir
alle x,y € Vund «, 8 € R gilt:

a-(B-x)=(abh) - X,

a-(xty)=a-x+ta-y,

(a+8) x=a-x+5-x,
T-Xx=X.

Haben wir stattdessen eine Skalarmultiplikation - : C x V — V die die
gleichen 4 Gleichungen fur alle «, 8 € C erfullt, so sprechen wir von einem
C-Vektorraum.

Aus den 4 Eigenschaften der Skalarmultiplikation kann man z.B. auf
(=1) -x= —xund 0 - x = 0 schlieRen. Im R kann man dies natiirlich auch
direkt nachweisen.
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BETRAG UND NORMEN

Zu einem Vektorx= | : | € RY ist die Entfernung dieses Punktes zum

Xd
Nullpunkt nach Pythagoras durch

IX|l2 := |X] == /¢ + -+

gegeben. Im folgenden nennen wir |x| den Betrag von x. Der Betrag ist eine
Norm im Sinne der folgenden Definition.
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BETRAG UND NORMEN

Definition 3.1.2

Sei (V, +,-) Vektorraum. Dann heif3t eine Abbildung || - || : V — [0, 00) Norm
aufV, falls fur alle x,y € Vund a € R die folgenden drei Eigenschaften
erflllt sind:

i). Definitheit: ||x|| =0 & x=0.
ii). (absolute) Homogenitat: |jax|| = |a| - ||X|I.
iii). Dreiecksungleichung: ||x +y|| < I + [IVIl-
Vektorraume mit einer Norm heillen normierte Raume. Analog konnen

Normen auf C-Vektorraumen definiert werden.

Die ersten beiden Eigenschaften sind dabei fur den Betrag leicht
nachzurechnen. Fir den Betrag entspricht die Dreiecksungleichung der
bekannten Tatsache, dass in einem Dreieck jede Seite kirzer als die Summe
der beiden anderen Seiten ist. Einen formalen Beweis werden wir spater
kennenlernen.
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NORMEN

Ein Vektor x € R? mit |x| heiRt normiert oder auch Einheitsvektor. Ist x # 0
ein Vektor im R, so ist [x| ~'x normiert. Haufig schreiben wir auch 7q Statt
IX|~"'x. Analoge Definitionen sind in allgemeinen normierten Raumen
moglich.

Neben dem Betrag gibt es eine Vielzahl weitere Normen auf dem RY. Hier
wollen wir nur die folgenden zwei Normen erwahnen.

Die Supremumsnorm:
[X|loo := max{|xj] : i =1,...,d}.

Die 1-norm:
d

Xl == Il

i=1
Ist|| - || eine Norm auf einem Vektorraum V, so heif3t
Bv:= By :={xeV:|x| <1}

die Einheitskugel von || - ||. Im Falle von V = R? ist die Einheitskugel bzgl. des
Betrages der Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1. Fur die Supremumsnorm
ist die Einheitskugel das Quadrat mit Mittelpunkt 0 und Seitenlange 2.
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EINHEITSVEKTOREN

Im folgenden heiRt der Vektor e; € RY, der an der i-ten Stelle gleich 1 ist und
ansonsten nur Nullen enthalt, der i-te Einheitsvektor im RY. Im R? sind also

1 0 0
er:=|0], =111, e3:= |0
0 0 1
die drei Einheitsvektoren.
X1
Firx:= [ : | € R? gilt die Darstellung
Xd
d
X = ine,, (311)
i=1

wie durch einfaches Nachrechnen tberprift werden kann.
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SKALARPRODUKT

X1 )%

Fir x:= | : | eR%undy:= | : | € R"ist das Skalarprodukt durch

Xd Yd

d
V)= Xy
i=1

definiert. Damit haben wir eine Abbildung (-, -) : R? x RY — R definiert, die
die Gleichungen

(x,x) = Ix°
xy) = (v, %)
(ax,y) = afx,y)
X+2z,y) =Xy + @)
fiir alle x,y,z € R? und a € R erfiillt. Diese Gleichungen lassen sich jeweils

sehr einfach nachrechnen und werden daher Ubersprungen.

In der Literatur finden sich viele weitere Schreibweisen des Skalarprodukts,
wie z.B.

X-y:i=Xoy:=Xxey:=(XV). 181



GEOMETRISCHE INTERPRETATION DES SKALARPRODUKTS

©

Abbildung: Links: Ansatz fiir die Anwendung des Kosinussatzes im Beweis
von Satz 31.3. Rechts: Die Lange der Strecke zwischen 0 und der griinen
Hohe des Dreiecks ist laut Satz 31.3 gleich |y| cos ¢ = (x, V) - |x|~". Der
entsprechende Vektor von 0 bis zum FulRpunkt der Hohe ist damit (x,y) - ﬁ
Dieser Vektor entspricht der Projektion des Vektors y auf die von x
aufgespannte Gerade.

Der folgende Satz liefert eine geometrische Interpretation des
Skalarprodukts, vgl. auch Abbildung 11.

Theorem 3.1.3
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BEWEIS

Im Fall ¢ = 0 gilt y = x und im Fall ¢ = 7 gilt y = —x. In beiden Fallen ist die
Behauptung dann offensichtlich.

Fur ¢ € (0,7) betrachten wir das Dreieck mit den Ecken 0, x und y. Da die
Strecke Xy, die dem Winkel ¢ gegenuberliegt, durch y — x gegeben ist, haben
die Seiten des Dreiecks die Langen |x], ly| und |y — x|, siehe auch Abbildung
11. Mit dem Kosinussatz 2.5.3 folgt dann

ly = x|* = [x” + [y* — 2| - |y| cos ..

Ferner gilt

d d
y=xP =D —yi)’ =D 8 =22y + ¥ = X + Iy = 2(x,y) .
i=1 i=1
Gleichsetzen der beiden Gleichungen ergibt

IXI” + yI* = 2%, y) = [XI* + |y = 2Ix| - |y| cos o,

und einfaches Umformen liefert dann die Behauptung.
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CAUCHY-SCHWARZ-UNGLEICHUNG

Da | cos | < 1fUr alle ¢ € R gilt, folgt aus Satz 31.3 sofort die
Cauchy-Schwarz'sche-Ungleichung

101 < X - Iyl (31.2)
fiir alle x,y € RY. Diese kann auch rein rechnerisch, d.h. ohne den
geometrischen Ansatz des Satz 31.3, nachgewiesen werden.

Ferner sind zwei Vektoren x,y € R? senkrecht zueinander oder orthogonal,
geschrieben x Ly, genau dann wenn (x,y) = 0 gilt.

Wir sagen ferner, dass zwei Vektoren x,y € RY parallel sind, geschrieben x||y,
falls es ein « € R gibt mit x = ay oder ax = y. Die beiden Falle sind dabei
notwendig, um die Falle x = 0 und y # 0 bzw. y = 0 und x # 0 mit
einzuschlielRen.
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FOURIER-DARSTELLUNG

X1
Sei e; € RY der i-te Einheitsvektor. Fiirx = | : | € R gilt dann

Xd
(x,e) =X

und damit haben wir insgesamt

d
x=> (xe)e. (313)

Ferner sind verschiedene Einheitsvektoren senkrecht zueinander.
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KREUZPRODUKT

Fir d = 3 ist das Kreuzprodukt x : R* x R* — R® durch

X2Y3 — X3Y2
XX Y= | X3y1 — Xiy3

X1Y2 — XY
X1 Y1

definiert, wobei wirx = | x, | undy = | y, | betrachtet haben.
X3 Y3
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KREUZPRODUKT

Das Kreuzprodukt erfillt die Rechenregeln

Xxx=0,
Xxy=—(yxx),
(ax) xy=a-(xxy),
XX(Y+2)=XXYy+xX2Z,
xxy=0 & x=0Vy=0VXl,
b v = IV = (02,

die jeweils elementar nachgerechnet werden konnen. Das gleiche gilt fiir die
Formeln

xx (yx2z)=(x,2)y — (x,y)z
XXy, vx w) = (X, V) - (y,w) — {y,V) - (X, w) .
Das Kreuzprodukt hat keine Gruppenstruktur, denn ansonsten gabe es
z.B. ein neutrales Element e. Wegen e = e x e = 0 und 0 x x = 0 fuhrt dies
fur x #£ 0 zum Widerspruch. Das Kreuzprodukt ist auch nicht assoziativ!
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KREUZPRODUKT: GEOMETRISCHE INTERPRETATION

A A
,/
/’/
,/ 4
’( X \/ ayd /
yd - ’ 4 = g
\ o -
v ) ///' s 1
V> ke J_//—>
% L
= X

Abbildung: Links: Die Hohe des Parallelogramms ist durch |y|sin ¢ gegeben.
Damit ist seine Flache gleich |x] |y|sin ¢ = |x x y|. Rechts: Die Vektoren x und
y liegen in der Zeichnung auf der horizontalen Ebene. Ihr Kreuzprodukt hat
die in der Zeichnung angegebene Richtung. Dies entspricht einem
Rechts-System.
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KREUZPRODUKT: GEOMETRISCHE INTERPRETATION

Fir x,y € R? liefert eine weitere einfache Rechnung
Xxy,x)=0=(xxVy,y).

Damit steht x x y senkrecht zu x und y und damit auch senkrecht zu der von
x und y und 0 aufgespannten Ebene &, d.h. zu

8::{ax+ﬂy:a,ﬁeR}.

Umgekehrt ist € gleich der Menge aller Vektoren, die senkrecht zu x x y
stehen. Neben der geometrischen Anschauung kann man dies z.B. durch
Losen der Gleichung (x x y,z) = 0 nach z elementar nachrechnen. Im
Sommersemester werden wir sehen, dass dies auch aus einfachen
Dimensions-Betrachtungen folgt.
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KREUZPRODUKT: GEOMETRISCHE INTERPRETATION

Aus Satz 313 wissen wir ferner (x, y)? = [x|* - |v|* cos’ o, wobei ¢ € [0, 7] der
Winkel zwischen den Strecken Ox und Oy ist. Aus den Rechenregeln des
Kreuzprodukts und dem Satz des Pythagoras folgern wir damit, dass

Pox yl? = X1 IyIP = (x,y)?
= [x]* |y[*(1 — cos’ p)
= x|y’ sin’ .
Mit anderen Worten haben wir

Pyl = Ix|lylsine,

wobei der Ausdruck auf der rechten Seite dem Flacheninhalt des von x und
y aufgespannten Parallelogramms entspricht, siehe Abbildung 12.

Mit den bisherigen geometrischen Eigenschaften gibt es nur noch zwei
geometrische Moglichkeiten fiir das Kreuzprodukt, die sich auch nur in
ihrem Vorzeichen unterscheiden. Da x,y,x x y immer ein Rechts-System
bildet, siehe Abbildung 12, ist das Kreuzprodukt eindeutig geometrisch
beschreibbar.
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Section 3.2
Geraden und Ebenen



GERADEN IM RAUM

Vektoren im Raum kann man nutzen, um geometrische Konzepte einfach zu
beschreiben. Wir sammeln dazu einige Geraden- und Ebenengleichungen
und zeigen, wie man mit diesen einfache Aufgabenstellungen der
analytischen Geometrie l0sen kann.

Eine Gerade g im Raum RY ist bestimmt durch einen ihrer Punkte xo € RY
und eine Richtung v € RY \ {0}. Das fiihrt zur Beschreibung
g={xo+tv|teR}.

Damit ist jedem Paar (xo, v) von Vektoren xo, Vv € RY eine Gerade zugeordnet.
Die Zuordnung ist nicht injektiv, da z.B. (xo, v) und (xo, —V) die gleichen
Geraden beschreiben. Analog kann man den Stiitzpunkt x, durch jeden
anderen Punkt x; der Geraden ersetzen, ohne dabei die Gerade zu andern.

Durch den Richtungsvektor v haben wir der Gerade eine Richtung gegeben,
wir sprechen deswegen auch von einer gerichteten Geraden.
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Eine Ebene £ im Raum R* wird analog zu Geraden durch einen ihrer Punkte
Xo und zwei nichtparallele Richtungen v,w € R\ {0} bestimmt, d.h.

E={xo+sv+tw|s,teR}

Die Forderung, dass v und w nichtparallel sind, kann hierbei durch v x w # 0
ausgedrickt werden. Die Darstellung von & heif3t Punkt-Richtungsform oder
auch Parameterform. Wie bei Geraden, kann eine Ebene durch verschiedene
Stutzpunkte xo und Richtungsvektoren v, w dargestellt werden.

Das folgende Lemma zeigt, dass es einen ausgezeichneten Stltzpunkt gibt.
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EIN BESONDERER STUTZPUNKT

Lemma 3.2.1

Sei & eine Ebene, die durch den Stitzpunkt xo und die Richtungsvektoren
v, w dargestellt ist. Dann gibt es genau einen Punkt x5 € € mit (x5,v) =0
und (xg,w) = 0.

Die beiden Gleichungen bedeuten, dass x; senkrecht zu der von v und w
aufgespannten Ebene £ mit Stiitzpunkt 0 steht. Mit unserer geometrischen
Interpretation des Kreuzprodukts gilt daher x5 = a(v x w) fur ein o € R.
Damit ist x; auch auf der Geraden g mit Richtungsvektor v x w und
Stutzvektor 0. Insgesamt erhalten wir also x5 € gN &.

Der folgende Beweis beruht nicht auf diesem geometrischen Argument,
sondern auf dem GauB-Algorithmus zum Losen eines linearen
Gleichungssystems, das in diesem Fall ein einfaches 2 x 2-System ist, da wir
auf diese Weise diesen Algorithmus in Erinnerung rufen konnen.
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BEWEIS

Zunachst stellen wir fest, dass die Ebene & sich nicht andert, wenn wir statt v
und w die normierten Vektoren |v|~"v und |w|~'w betrachten. Das gleiche gilt
fur die beiden Orthogonalitatsgleichungen. Im folgenden nehmen wir daher
V| = |w| = Tan. Es gilt dann 0 # |v x w|* = |V]*|w|*> — (v, w)?> =1 — (v, w)2.

Wegen x; € £ muss es s,t € R geben, so dass
X5 = Xo + SV + tw

gilt. Setzt man dies in die beiden Gleichungen (x3,v) = 0 und (x5, w) = 0 ein,

ergibt sich
(X0, V) +s(v,v) +t{v,w) =0
(X0, W) +s{v,w) +t(w,w) = 0.
Wegen |v| = |w| =1 haben wir dann fur a := (v,w), ¢; := —(Xo, v) und
¢, := —(Xo, w) die beiden Gleichungen

s+at=a¢

as+t=qc.
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BEWEIS

Multipliziert man die erste Gleichung mit a und zieht man das Ergebnis dann
von der zweiten Gleichung ab, so ergibt sich das aquivalente
Gleichungssystem

s+at=q
0s+t(1—a’)=c —acq.

Dazu aquivalent ist das Gleichungssystem

s+at=ac
C — ac
t= 2 W’
1— @2

wobei wir 0 # 1 — (v,w)? = 1 — a® benutzt haben. Multipliziert man nun die
zweite Gleichung mit a und zieht sie im Anschluss von der ersten Gleichung
ab, so ergibt sich

C — aG

Ss=¢—a-
1—a?

t_Cz—CIC1
T o1-a?
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BEWEIS

Wegen
o _g.2-aa _a(- a’) —ac, —a’c G —ac
! 1T—a 1- a2 T 1-a

haben wir damit insgesamt

G —ac  —{Xo,V) +aXo,w) _ (Xo,aw —v)

S o1-ar 1—a? S 1-a?

po ©—aG —(Xo,w) + a(xo,v) _ (Xo,av—w)
1—a? 1—a? 1—a>

Damit ist der Punkt x§ durch

(X0, aw — V) (X0, av — w)

X5 = Xo + SV+tw = x .
0 o +SvV+ o+ T— —a

Wir beachten dabei, dass wegen a = (v,w) und |v| = |w| = 1 der Vektor aw
der Projektion von v auf w entspricht und der Vektor av der Projektion von w
auf v entspricht, vgl. Abbildung 11. Ferner gilt 1 — a® = |v x w|*.

197



HESSESCHE NORMALFORM

Neben der Punkt-Richtungsform gibt es eine weitere Moglichkeit, eine Ebene
zu beschreiben. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Theorem 3.2.2
Sei € eine Ebene, die durch den Stiitzpunkt xo und die Richtungsvektoren

v, w dargestellt ist. Wir definieren

g Yxw und _ {Xo,V xw)

T vx w T T vxw

Dann gilt
E={xeR’: (x,n) =d}.
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BEMERKUNGEN

Die in dem obigen Satz gefundene, alternative Beschreibung von & heif3t
Hessesche Normalform. Diese kann genutzt werden, um Abstande von
Punkten zu Ebenen zu berechnen. Fir einen beliebigen Punkt x € R®
beschreibt

d(x,&) == (x,n) —d
den orientierten Abstand von x zu der Ebene &, wobei die Orientierung in
Richtung des Normalenvektors gemessen wird. Mit anderen Worten gilt
d(x,&) > 0 genau dann wenn, x auf der Seite der Ebene liegt, in die der
Normalenvektor zeigt. Damit ist |(x, n) — d| der Abstand zwischen x und &.
Flr x := 0 erhalten wir insbesondere den Wert —d, der den orientierten
Abstand von £ zum Ursprung wiedergibt und daher ist |d| der Abstand der
Ebene zum Ursprung.
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BEWEIS

Wir setzen £ := {x € R* : (x,n) = d}, so dass wir & = £’ zeigen miissen.
Sei dazu zunachst x € £. Dann gibt es s,t € R mit x = xo + sv + tw. Dies ergibt

(Xo+sv+tw,vxw)  (Xo,vxw)  s(v,vxw = twvxw)
v x w| T lvxw] [v x w| [v x w|

=d.

xn) =

Sei umgekehrt x € &. Dann gilt

(X —Xo, VX W) = (X, VX W) — (Xo, VX W) = (X, VX W) —d|vxw

((x,ny —d)|vx w]|
0.

Damit muss nach unserer geometrischen Interpretation des Kreuzprodukts
der Punkt x — xo in der von v und w aufgespannten Ebene sein, d.h. es gibt
s,t € Rmit x — xo = sv + tw. Dies zeigt x € £.
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ABSTAND WINDSCHIEFER GERADEN

Gegeben seien zwei Geraden

gr= {4 +tv |teR}
und

G2={x+tvn|teR}
durch Stitzpunkte x; und in Richtungen v; mit v; x v, # 0.
Wir fragen nach dem Abstand beider Geraden, also der Lange derjenigen
Verbindungsstrecke, welche auf beiden Geraden senkrecht steht. Dieser
Abstand ist insbesondere gleich dem Abstand der beiden parallelen Ebenen
& und &, zu den Richtungsvektoren v; und v;, die jeweils x; beziehungsweise
x, enthalten.

Nun ist der orientierte Abstand der Ebene & zum Ursprung durch

(Xi, v X v2)
d,‘ = Y
[vi X Vo
gegeben. Der Abstand von &; zu & berechnet sich damit durch
(X1,vi X va) (X2, V1 X V2) [{X1 — X2, v1 X V)|

|d‘\ —dz‘ = — =S
‘V1 X Vz‘ |V1 X V2| |V1 X Vz‘
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SCHNITT ZWISCHEN GERADE UND EBENE

Gegeben seien eine Gerade

g={xo+tv|teR}
und eine Ebene in Hessescher Normalform

E={x| (x,n) =d}.
Wir fragen nach moglichen Schnittpunkten von der Geraden g und der
Ebene £. Angenommen es gibt ein x € gN &. Dann gibt es ein t € R mit
X = Xo + tvund es gilt

d = (Xo +tv,n) = (xo,n) + t{v,n).
Im Fall (v, n) # 0 ergibt dies
d— <X0, I’l>
(v, n)

und Einsetzen von t in die Geradengleichung liefert einzigen Schnittpunkt x.

Gilt andererseits (v,n) = 0, also v L n, so ist der Richtungsvektor der
Geraden parallel zur Ebene und es gilt entweder g C £ odergn & = .
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SCHNITT ZWEIER EBENEN

Wir betrachten nun den Schnitt zweier Ebenen in Hessescher Normalform
E={xeR|(x,n)=d},
& ={xeR’| (x,m) =d.}.
Sind die Ebenen parallel, gilt also ny = +ny, so gilt entweder & = &, oder
EN&E =0.

Sind die Ebenen nicht parallel, so sind n, und n; nicht parallel und damit
gilt sowohl v := ny x ny # 0 als auch (ny, ny)? # 1, wobei letzteres z.B. aus
Satz 31.3 folgt.
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SCHNITT ZWEIER EBENEN

Wir nehmen nun zunachst an, wir haben schon ein xo € & N & gefunden.
Wir wollen dann
&EN&E=g:={x+tv|teR}

zeigen. Dazu sei zunachst t € R und x := xo + tv. Dann gilt
(%, ni) = (Xo, Ni) + 1V, i) = (Xo, i) + (M1 X N2, n;j) = (X0, i) = dj.

Damit haben wir {xo +tv | t € R} C & N &, gezeigt. Die andere Inklusion
kann man jetzt auch formal beweisen, da aber der Schnitt von & und &, aus
geometrischer Anschauung im Fall ny x n, # 0 eine Gerade ist, kann es
keinen weiteren Punkt x € (&N &)\ g geben. Aus diesem Grund
uberspringen wir den formalen Beweis der anderen Inklusion.
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SCHNITT ZWEIER EBENEN

Um g vollstandig zu bestimmen, mussen wir also noch ein xo € &N &
finden. Dies konnte man z.B. dadurch erreichen, dass man eine Losung xo
des linearen Gleichungssystems

<X7 n1> = d1 )
<X, ﬂ2> = dz
bestimmt. Hier wollen wir stattdessen zeigen, dass

. da — di{nm, n2) _
Xo = d1”1 + W (<n1, Hz)ﬂw ﬂz)

eine explizite Losung ist. Dazu betrachten wir zunachst

dz = dw(l’h, I’]2>

(X0, m) = (dins, m) + '<<”1,ﬂ2>/’71—/’727m>

<I’7w,ﬂ2>2 —1
dz = C/1<I’717 ﬂ2>
=d + W 0 (<ﬂ17ﬂ2> . <m,m> — <m,nz>)
:dM

wobei wir zweimal (n1, ny) = 1 ausgenutzt haben.
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SCHNITT ZWEIER EBENEN

Analog gilt
(X0, n2) = (din1, ny) + % <<I’h, na)yny — Ny, n2>
= di(m, n2) + # ({1, )2 = (N2, n2))
=d,,

wobei wir im letzten Schritt (n,, n,) = 1 ausgenutzt haben.
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CHAPTER 4: GRENZWERTE



Section 41
Konvergenz von Folgen



METRISCHE RAUME

Im RY haben wir neben dem Betrag schon weitere Normen kennengelernt.
Wir wollen nun diese Betrachtungen noch etwas weiter verallgemeinern,
indem wir einen allgemeinen Abstandsbegriff fir Paare von Objekten
einfihren.

Definition 4.11
Sei X eine nichtleere Menge. Dann heifRt eine Abbildung d : X x X — [0, c0)
Metrik auf X, falls fur alle x,y,z € X die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

i). Definitheit: d(x,y) =0 < x=y.

ii). Symmetrie: d(x,y) = d(y, x).

iii). Dreiecksungleichung: d(x,y) < d(x,2) + d(z,y).
In diesem Fall heif3t (X,d) metrischer Raum.
Ist]| - || eine Norm auf dem Vektorraum V, so definiert d(x,y) := |[x — y|| eine
Metrik auf V. In diesem Sinne ist jeder normierte Raum auch ein metrischer
Raum. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen jedoch nicht. Eine einfaches
Beispiel hierfur sind echte Teilmengen X C V, die ebenfalls mit Hilfe der

Norm zu einem metrischen Raum werden. Es gibt aber auch Beispiele von
Metriken, die keinen Zusammenhang mit Normen besitzen. 209



WEITERE BEGRIFFE FUR METRISCHE RAUME

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so gilt auch die umgekehrte
Dreiecksungleichung

|d(x,2) — d(z,)| < d(x.y)
furalle x,y,z € X.
Ist (X,d) ein metrischer Raum, x € X und r > 0, so heif3t
Ux,r) :=={yeX:d(x,y) <r}
die offene Kugel um x mit Radius r. Analog bezeichnen wir
B(x,r) :={y e X:d(x,y) <r}
als die abgeschlossene Kugel um x mit Radius r.

InRgilt U(x,r) = (x — r,x+r) und B(x,r) = [x — r,x+ r]. Im R? und C sind
die offenen, bzw. abgeschlossenen Kugeln bezliglich der Betragsmetrik die
Kreise ohne bzw. mit Rand.
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KUGEL-INKLUSIONEN

Lemma 4.1.2
Sei (X,d) ein metrischer Raum, x,y € X, r > 0 und s > r +d(x,y). Dann gilt

Uy, r) C U(x,s) und B(y,r) C B(x,s).
Beweis.
Seiz € U(y,r). Dann gilt d(y,z) < r und daher folgt
d(x,2) < d(x,) +d(y,2) < d(x,y) +r <s.

Dies zeigt z € U(x, s). Die zweite Inklusion kann analog gezeigt werden. O
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ABSTANDE ZWISCHEN MENGEN

Ist (X,d) ein metrischer Raum, x € X und A C X nichtleer, so heifit
dist(x,A) ;= inf{d(x,y) : y € A}

der Abstand von x zu der Menge A. Ist B C X eine weitere, nichtleere Menge,
so heift

dist(A, B) := inf{d(x,y) : x € Ajy € B}
der Abstand zwischen den Mengen A und B.

Offensichtlich gilt dist(x, A) = dist({x},A) und dist(A, B) = dist(B, A). Ist
ferner A C B, so gilt

dist(x, B) < dist(x,A), xeX.

Ist x € A, so gilt dist(x,A) = 0. Dies ist aber nicht der einige Fall, in dem der
Abstand verschwinden kann. So gilt beispielsweise in R mit der
Betragsmetrik fir A = (0,1) und x = 0 ebenfalls dist(x,A) = 0.

Analog gilt dist(A, B) = 0 flr Mengen A und B mit AN B # 0, aber dies ist
wieder nicht der einzige Fall, wie man schon aus der Kombination der
vorherigen Bemerkungen schlieBen kann.
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FOLGEN UND KONVERGENZ

Im folgenden wollen wir die Konvergenz von Folgen untersuchen. Dazu
flihren wir den Begriff einer Folge zunachst formal ein:

Definition 4.1.3
Sei X eine nichtleere Menge. Dann ist eine Folge (xs)nen in X eine Abbildung
N — X, deren Funktionswert im Punkt n € N mit x, bezeichnet wird.

Manchmal werden wir auch Folgen mit Indexbereich Ny betrachten. Folgen
werden auch mit (Xa)n>1 bzw. (xn)n>0 bezeichnet. Wir schreiben auch
manchmal (x,)n>1 C X, um auf kurze Weise zu sagen, dass die Folge (Xn)n>1
in X liegt.
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KONVERGENZ VON FOLGEN

Die folgenden Definitionen sind von grundlegender Bedeutung fur den Rest
des Vorlesungszyklus:

Definition 4.1.4
Sei (X,d) ein metrischer Raum und (X, )nen €ine Folge in X. Dann heift die
Folge:

i). beschrénkt, falls es eine B > 0 und ein y € X gibt mit d(x»,y) < B fir
alle n > 1.

ii). Cauchyfolge, falls gilt:
Ve > 03n. >1Vvn,m > n. : d(Xn, Xm) < €.
iii). konvergent, falls es ein x € X gibt, so dass gilt:
Ve > 03n. > 1Vn > n. : d(xn, X) < €.

In diesem Fall heilst x Grenzwert oder Limes der Folge und wir sagen,
dass die Folge gegen x konvergiert.
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KONVERGENZ VON FOLGEN: BEISPIEL

In R ist die Folge, die durch x, := 1/n definiert ist, wegen
o — 0 = [1/n] <1

beschrankt, da wiry := 0 und B := 1 wahlen konnen. Sei nun € > 0. Nach
dem Archimedischen Axiom, siehe Satz 2.4.4, finden wir dann ein n. € N mit
no' < e Furn > n. folgt dann mit x := 0

IXo — x| =11/n| < 1/n:| <e.
Mit anderen Worten ist die Folge auch konvergent, und nach dem etwas
spateren Satz 41.6 damit auch eine Cauchyfolge.

SchlieBlich bemerken wir, dass die Folge x, := n~"/* fiir k € N ebenfalls
gegen 0 konvergiert. Fir den Beweis nehmen wir mit dem Archimedischen
Axiom ein n. € N mit n-' < ¢® und wiederholen die obige Abschitzung.

Die Folge, die durch x, := n? definiert ist, weder beschrankt noch
konvergent, und wie wir in Satz 41.6 sehen werden, auch keine Cauchy-Folge.
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NULLFOLGEN

Reelle Folgen, die gegen 0 konvergieren, werden auch Nullfolgen genannt.
Analog gilt dies fur Folgen in C oder in normierten Raumen.

Eine Folge (Xn)nen in einem normierten Raum (V, || - ||) konvergiert gegen ein
X, genau dann wenn
Y = [Ixa — ]|

eine reelle Nullfolge definiert. Dies folgt sofort aus der Gleichung
X0 — X[l = |lIxo — x| = 0] .

Im Fall x = 0 sehen wir damit, dass (xa)nen C V eine Nullfolge ist, genau
dann wenn (||xn||)n>1 eine reelle Nullfolge ist. Dies gilt insbesondere fur die
Betragsmetrik auf R.
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BESCHRANKTE UND KONSTANTE FOLGEN

In einem normierten Raum ist eine Folge (x»)nen beschrankt genau dann,
wenn es ein B > 0 gibt mit ||x,|| < B fir alle n > 1. Die nicht ganz triviale
Richtung folgt hierbei aus ||xa|| < [Ix» — yIl + Iyl < B + |lyll =: B.

Eine konstante Folge (Xi)nen in einem metrischen Raum (X, d), d.h. eine
Folge mit x, = x* flr ein x* € X und alle n > 1, konvergiert immer gegen x*,
da d(xs,x*) = 0 fur alle n > 1 gilt.
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EINDEUTIGKEIT DES GRENZWERTES

Das folgende Lemma zeigt, dass eine konvergente Folge genau einen
Grenzwert hat.

Lemma 4.1.5
Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x»)nen eine Ronvergente Folge in X. Dann
gibt es genau einen Grenzwert der Folge.

Wegen des Lemmas 41.5 bezeichnen wir den eindeutigen Grenzwert einer
Folge (Xn)nen Mit limy— oo Xn. Ferner schreiben wir auch x, — x fir n — oo,
falls die Folge (xn)nen gegen x konvergiert.
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BEWEIS

Wir nehmen an, es gibt zwei verschiedene Grenzwerte x und y. Damit gilt
e:=d(x,y)/2 > 0. Da die Folge gegen x konvergiert, gibt es dann ein n. > 1
mit

d(xn,x) < e

fir alle n > n.. Analog gibt es ein m. > 1 mit
d(xn,y) <e

fur alle n > me.. Fur n := n. + m. haben wir dann n > max{n., m.} und
damit folgt

d(x,y) < d(X,xn) +d(Xn, V) < 2e = d(X,y).

Damit haben wir einen Widerspruch gefunden.
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KONVERGENZ VON FOLGEN

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den 3 Begriffen fir
Folgen her.

Theorem 4.1.6
Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x»)nen €ine Folge in X. Dann gilt:

i). Ist (xn)nen RONvergent, so ist (x»)nen eine Cauchyfolge.

ii). Ist (xn)nen eine Cauchyfolge, so ist (xn)nen beschrdankt.
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BEWEIS

i). Sei x der Grenzwert der Folge und € > 0. Dann gibt es ein n. > 1, so dass
fur alle n > n. die Ungleichung d(x, x,) < /2 gilt. Fir m,n > n. haben wir
damit

d(Xn, Xm) < d(Xn, X) +d(X,xm) <e/2+e/2=¢.

ii). Fiir e := 1 gibt es ein n. > 150 dass d(xn,Xm) < 1fur alle n,m > n. gilt.

Wir definieren y := x,_ und
B:=14+ max{d(xn,y) :1<n<n.}.

Fir n < n. haben wir damit d(xs,y) < max{d(x,y) : 1 < k < n.} < Bund fur
n > ne giltd(xn,y) = d(Xn,Xn.) <1< B.
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BEMERKUNGEN

Die Umkehrungen des Satzes 41.6 sind im Allgemeinen falsch.

So ist beispielsweise die Folge (Xn)nen C R, die durch x, := (—1)" fur alle
n > 1definiert ist, beschrankt mit y := 0 and B := 1, sie ist aber keine
Cauchyfolge, da fur alle n > 1

X = Xnal = [(=1)"] - [1 = (=1)"| =2

gilt.

Betrachten wir wieder die Folge, die durch x, := 1/n definiert ist, so haben
wir bereits gesehen, dass limx, = 0 gilt. Damit ist die Folge nach Satz 41.6
eine Cauchyfolge. Betrachten wir diese Folge nun in dem Intervall

X := (0, 00), das wieder mit der Betragsmetrik d ausgestattet ist, so ist die
Folge weiterhin eine Cauchyfolge. Sie ist aber in (X,d) nicht mehr
konvergent, da der einzig mogliche Grenzwert x := 0 nicht in X liegt!

Wir werden spater allerdings sehen, dass, im Unterschied zu @, in R jede
Cauchyfolge konvergent ist.
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KONVERGENZ IN DEN REELLEN ZAHLEN

Mit Grenzwerten reeller Zahlenfolgen kann man Rechnen, wie der folgende
Satz zeigt. Man beachte, dass in diesen Satz jeweils gleichzeitig Konvergenz
gezeigt und ein Grenzwert berechnet wird.

Theorem 41.7
Seien (xn)nen C R und (Yn)aen C R zwei konvergente Folgen. Dann gilt:

i). Die Folge (xn + Yn)nen ROnvergiert und es gilt
lim (Xo +Vyn) = lim Xp 4+ lim y,.
n—oo n—oo n—oo

ii). Die Folge (Xn - Yn)nen ROnvergiert und es gilt

lim (Xn - yn) = lim Xp - lim y,.
n—oo n—oo n—oo

iii). Ist x, # 0 fiir alle n > 1 und limy_ 00 Xn # 0, S0 ROnvergiert (x; nen und

es gilt
1

n—oo Xp B limp—eo Xn ’
V). Ist X, <y, flr alle n > 1, so gilt limp_ oo Xn < limp_se0 Vn.
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BEWEIS

Wir wollen exemplarisch nur die Aussagen ii) und iv) zeigen. Dazu seien
X = limp_00 Xp UNd y 1= limp_ 00 Va.

ii). Da (xn)nen konvergiert, gibt es nach Satz 41.6 ein B > 0 mit |x,| < B fiir
alle n > 1. Sei nun e > 0. Dann gibt es n. > 1und m. > 1 mit

Ixn — x| < e/(2ly| + 1) fur alle n > n. bzw. |y, — y| < €/(2B) fur alle n > m..
Fir n > max{n., m.} folgt dann

[XnYn — XY < [XnYn — XnY| + [Xny — xY| < Xn| - Vo — Y] + X0 — x| - |y
£._c¢
2ly| +1

|yl

- 2B
LS
2

€,

r\)\m

wobei wir y|/(2ly| + 1) < 1/2 fur alle y € R ausgenutzt haben.
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BEWEIS

iv). Wir nehmen an, dass stattdessen x > y gilt. Wir betrachten dann
e:=(x—y)/2.Dann gibtes n. > 1und m. > 1mit [x, — x| < e furalle n > n.
bzw. |y, —y| < e fur alle n > m.. Fir n > max{n., m.} folgt dann einerseits

X —Xn < X0 — X| <5:X;y
und damit x, > (x +y)/2, und andererseits
X_
yn,ygm,ng:Ty

und damit y, < (x+y)/2. Zusammen ergibt dies y, < (x +¥)/2 < x» und
damit haben wir einen Widerspruch gefunden.
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BEMERKUNGEN

Da konstante Folgen konvergent sind, folgt aus ii) fiir eine konvergente Folge
(Xn)nen und « € R insbesondere, dass (axn)nen konvergent ist mit

lim (a-Xp) =a- lim X, .
n—oo n—oo

Diese Aussage und i) gelten sogar in allen normierten Raumen, wobei die
Beweise analog zu denen in R sind.

Sind die Annahmen x, # 0 in iii) und x, < ya in iv) nur fir alle n > no erfillt,
so gelten weiterhin die Aussagen.
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KONVERGENZ VON POTENZEN

Das folgende Korollar ist manchmal ebenfalls nitzlich.

Korollar 41.8
Sei (xn)nen C R und k € N. Dann gilt x, — 0 genau dann, wenn x{ — 0.

Beweis.

Die Konvergenz xt — 0 folgt durch (k —1)-maliges Anwenden von Satz 41.7.
Sei umgekehrt e > 0. Dann gibt es ein n. > 1 mit [x| < &* fiir alle n > n..
Dies ergibt |x,| < € und damit haben wir x, — 0 gezeigt. O
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VERGLEICHSKRITERIUM

Der folgende Satz ist als Vergleichskriterium bekannt. Man beachte dabei,
dass die wesentliche Aussage die Konvergenz der Zwischenfolge (z»)nen ist:
In der Tat folgt die Gleichheit der Grenzwerte schon direkt aus zweimaligem
Anwenden von Satz 417 iv), falls die Konvergenz von (z,)sen zusatzlich
bekannt ist.

Theorem 4.1.9
Seien (Xn)nen, (Yn)nen und (zn)nen Folgen, fur die es ein ny > 1 gibt mit

Xn < Zn < Yn

fur alle n > no. Konvergieren dann die Folgen (Xn)nen und (Yn)nen mit
limy— 0o Xn = limn_so0 Y, SO RONVergiert auch die Folge (zn)nen und es gilt

lim z, = lim X, = I|m B
n—oo n—oo
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BEWEIS

Wir setzen ¢ := limp_00 Xn = limp—00 Yn. FUr e > 0 gibt es dann ein n. > 1 mit
|Xn — c| < eund |ys —c| < e furalle n > n.. Fur diese n gilt dann auch

Zn—Cc<yp—c<|yn—cl<e

und analog ¢ — z, < ¢ —Xxp < |xn — €| < e. Wegen |a| = max{a, —a} folgt
dann zusammengenommen
|zo — | < e

furalle n > 1.
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KONVERGENZ IM r

Das folgende Lemma fiihrt die Konvergenz im RY auf die Konvergenz im
Reellen zurlick. Analoge Aussagen gelten auch fir die Supremumsnorm und
die 1-Norm:

Lemma 4.1.10
Sei (xn)nen C RY eine Folge und x* € RY. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1. Xn — x* bezliglich der Betragsmetrik.

2. Furallei=1,...,d konvergiert die Folge (Xgl))neN der i-ten Koordinaten
der Folge (xn)nen gegen die i-te Koordinate x;" von x*.

Bevor wir das Lemma beweisen, bemerken wir noch dass damit in C eine
Folge (zn)nen konvergiert genau dann, wenn die Folgen der Real- und
Imaginarteile konvergieren.
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BEWEIS

Unsere Notationen liefern

x5 X
Xp=| und X =
% i
Damit gilt
o —x* 2 = 00 = x5 4 (XD = x5)? (421)

i) = ii). Wir betrachten die i-te Koordinate. Aus der angenommenen
Konvergenz x, — x* folgt |x, — x*| — 0 und mit Satz 41.7 dann auch
Ixn — x*|* = 0. Unsere anfangliche Betrachtung (411) liefert ferner

0< () —x)? < o — x* .
Das Vergleichskriterium aus Satz 41.9 sichert dann (x(nf) —x)?> = 0 und
wegen Korollar 41.8 erhalten wir x{) — x* — 0, d.h. x{ — x* nach Satz 41.7.
ii) = i). Die Gleichung (411) zusammen mit Korollar 41.8 und Satz 41.7 ergibt
|xn — x*|> = 0. Mit Korollar 41.8 erhalten wir |x, — x*| — 0 und damit x, — x*
bezliglich der Betragsmetrik.
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BEISPIELE KONVERGENTER FOLGEN IN R

Wir fixieren zunachst ein kR € Z und definieren die Folge (xn)nen durch
Xni=n"".

Fur kR = 0 gilt dann x, = 1fur alle n > 1 und damit konvergiert diese

konstante Folge gegen 1. Ist k > 1, so gilt wegen limy_,oo N~ = 0 und Korollar
41.8
lim x, =0. (412)
n—oo

Mit dem Archimedischen Axiom kann man schlieBlich schnell zeigen, dass
im Fall k < 0 die Folge (X1 )nen unbeschrankt ist.

Betrachten wir nun die Folge (Xn)nen, die durch x, := n~"sinn definiert ist.

Wegen

71 < sinn
n

folgt dann mit dem Vergleichskriterium aus Satz 41.9 lim,_, o M0 = 0.

n

<

)

S
S| =
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BEISPIELE KONVERGENTER FOLGEN IN R

Lemma 4111
Es gilt limp— oo v/n = 1.
Beweis.

Wir betrachten die Folge a, := v/n — 1. Es gilt a, > 0 fiir alle n > 1 und nach
dem binomischen Satz gilt fur alle n > 2

n(n —1 " [n
n=(a+1"=1+na,+ (2 )a%+;<k>a'§

wobei der letzte Schritt wahr ist, da wir nichtnegative Summanden
weggelassen haben. Es folgt

V2

0<a, < —
> Un > \/ﬁ
fur n > 2 folgt. Damit erhalten wir a, — 0 mit Hilfe von limy,— 1/4/n = 0,
von Satz 41.7, und dem Vergleichskriterium aus Satz 41.9.
Satz 41.7 liefert dann die Behauptung. O
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BEISPIELE KONVERGENTER FOLGEN IN R

Mit Satz 41.7 folgt

n+1 1 1

lim s = lim (’1—1—7)21—|—|imf:17
n—oo n n—oo n n—oco N

wobei die Gleichung von rechts nach links gelesen einen Beweis der Existenz

des Grenzwertes auf der linken Seite liefert, und das anschliefende Lesen

der Gleichung von links nach rechts die Berechnung des Grenzwertes ergibt.
Die Kombination von Satz 41.7 mit (41.2) ergibt

6n* +3n> +2 6n* +3n° +2)

i
Pt <7n4 F 2+ 6)

(nﬂoo n*+12n3+6
6+3n 24204\’
n—>oc7+12ﬂ_ +6n— 7+12n—" +6n—"%
36
T 497

wobei die Existenz und die Berechnung des Grenzwertes wie im Vorherigen
Beispiel zu verstehen ist.
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BERNOULLI-UNGLEICHUNG

Bevor wir noch die Konvergenz von ein paar weiteren Folgen betrachten
konnen, benotigen wir die Folgende Ungleichung, die Bernoulli-Ungleichung
genannt wird.

Lemma 4112
Fir alle x > —1und alle n € N gilt

(1+x)" > 1+ nx.
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BEWEIS

Wir beweisen die Ungleichung per Induktion. Der Induktionsanfang ist durch
(1+x)" = (14 x) > 1+ x gegeben. Angenommen, die Ungleichung wurde
schon fur ein n gezeigt. Dann folgt
A+x)""=01+x)"(1+%)
> (14 nx)(1+x)
=14 nx+x+nx’
> 14+ (n+1)x

und nach dem Induktionsprinzip gilt dann die Aussage fir alle n € N.

236



GEOMETRISCHE FOLGEN

Lemma 4.1.13
Seia € R und (Xn)nen die durch

definierte Folge. Dann gilt:

i).
ii).
iii).

iv).

Fur|a| > 1ist die Folge unbeschrankt.
Fir |a| < 1 konvergiert die Folge gegen O.
Fir a =1 konvergiert die Folge gegen 1.

Fir a = —1 ist die Folge beschrankt aber nicht konvergent.
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GEOMETRISCHE FOLGEN: BEWEIS

Die Falle iii) und iv) wurden schon behandelt.

i). Wir setzen y := |a| — 1. Dann gilt y > 0 und mit der Ungleichung von
Bernoulli folgt

la"| =(1+y)" >1+ny.
Geben wir uns nun ein M > 0 vor, so gilt

M —1
T+ny>M — n>——

und damit |a"| > M fur ebensolche n.
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GEOMETRISCHE FOLGEN: BEWEIS

ii). Im Fall a = 0 ist die Aussage trivial und daher betrachten wir nur noch
den Fall a # 0.

Wir setzen nuny := I%\ —1.Dann gilty > 0 und somit folgt mit der
Bernoulli-Ungleichung

1 1
< *Yn.

o< l|d=a|"= — =
=@ =lel (4+y)" — 1+ny

Wegen y, — 0 folgt dann mit dem Vergleichskriterium aus Satz 41.9, dass
|a" — 0] eine Nullfolge ist. Dies impliziert a, — 0.
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BEISPIELE KONVERGENTER FOLGEN IN R

Lemma 4114
Seia > 1. Dann gilt

lim vVa=1.

n—oo
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BEWEIS

Wir definieren uns eine Folge (yn)new durch
yni=vVa—1.
Es gilt y, > 0 und die Bernoulli-Ungleichung ergibt
a=(1+yn)" >1+ny,.

Insgesamt haben wir damit

n >Yn2>0.

Wegen “%1 — 0 folgt dann y, — 0 mit dem Vergleichskriterium aus Satz 41.9.
Somit erhalten wir /a — 1.
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MONOTONE FOLGEN

Wir hatten gesehen, dass die Implikationen des Satzes 41.6 im Allgemeinen
keine Aquivalenzen sind. Im folgenden wollen wir jedoch eine Klasse von
beschrankten Folgen kennenlernen, fur die aus der Beschranktheit schon
die Konvergenz folgt.

Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 4.115

Eine reelle Folge (xn)nen heillt monoton wachsend, falls fir alle n € N die
Ungleichung xn4+1 > Xn gilt. Sie heil’t monoton fallend, falls x,11 < x, fur alle
n € N gilt. Ist eine Folge monoton wachsend oder monoton fallend, so heif3t
sie monoton.

Die Folge, die durch x, := n~F fiir k € N definiert ist, ist monoton fallend,
wéhrend die durch y, := (—1)"n~" definierte Folge nicht monoton ist.
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KONVERGENZ MONOTONER FOLGEN

Haben wir eine beschrankte Folge (xn)nen, dann existieren nach dem
Supremums-Axiom sowohl

inf{x, :n >1} als auch sup{x, : n >1}.

Ist die Folge zusatzlich monoton, so zeigt der folgende Satz, dass einer der
beiden Werte der Grenzwert von (Xi)nen ist.

Theorem 41.16
Sei (xn)nen €ine monoton wachsende und beschrankte Folge in R. Dann

konvergiert sie gegen x := sup{x, : n > 1}.

Ist die Folge (Vn)nen monoton fallend und beschrankt, so ist die durch

Xn := —yn definierte Folge monoton wachsend und beschrankt. Sie

konvergiert nach Satz 4116 gegen sup{x, : n > 1}. Damit folgt

lim y, = — lim X, = —sup{X, : n > 1} = inf{—x, : n > 1}
n—oo

n—oo

=inf{y,:n>1}.
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BEWEIS

Sei e > 0. Da x die kleinste obere Schranke von {x, : n > 1} ist, kann x — ¢
keine obere Schranke dieser Menge sein. Damit gibt es ein n. € N mit
Xn. > X —e. FUr n > n. folgt dann

X—e<Xn, <Xn<X<X+e¢

und damit haben wir |x — x,| < € gezeigt.
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BEISPIEL

Die Folge (Xn)nen, die durch

definiert ist, ist monoton wachsend, da alle Summanden nichtnegativ sind.
Wegen

-

1 11 k2

I -
R = kR(k—=1) k—1 R’ -
und der daraus folgenden Abschatzung

2 q g 1 1 2, 1
X”ZZESHZ(W‘E)S”Zi‘ R
k=1 k=2

k=2 k=2
n—1 n
1 1
<1+ 1-37
k:1k h:zl?
n

erhalten wir auch 0 < x, < 2 fur alle n > 2. Damit ist die Folge auch
beschrankt und damit nach Satz 4116 konvergent. Allerdings werden wir den
Grenzwert dieser Folge erst viel spater ausrechnen konnen. -



BEISPIEL: EULERSCHE ZAHL

Die Folge (Xn)nen, die durch

11
Xn 1= ZH
k=0

definiert ist, ist monoton wachsend. Wegen
1 1 1

— = <
Rt 1.2.3---(R=1k = R(R—1)
fur alle k > 2 erhalten wir

xn<1+1+z M_HZW_ ,

wobei wir letzten Schritt das vorherlge Beispiel benutzt haben. Damit gilt
0 < x, < 3flralle n >1,d.h. die Folge ist beschrankt. Sie ist damit auch
konvergent und wir bezeichnen ihren Grenzwert als die Eulersche Zahl e,

e::z% 2= nlgrgoz% (41.3)

Es gilt, wie wir gerade gezeigt haben, 2 < e < 3. Die Eulersche Zahl ist uns
schon bei der ersten informellen Einfuhrung der Exponentialfunktion
begegnet. 246




ALTERNATIVE APPROXIMATION DER EULERSCHEN ZAHL

Die Folge (Xn)nen, die durch

,I n
1y (1 + E) (414)
definiert ist, ist ebenfalls monoton wachsend und beschrankt. Die
Monotonie folgt dabei aus der Bernoulli-Ungleichung mit x := —n% > —1und

n —(n=1) n _ n
Xn — 1+1 1+ L = ‘]_|_l . n . n-1
Xn—1 n n—1 n n—1 n
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ALTERNATIVE APPROXIMATION DER EULERSCHEN ZAHL

Um zu zeigen, dass die Folge beschrankt ist, betrachten wir zunachst die

Abschatzung
n\1 _n(n-=1)---(n—k+17)
R nk RInk
:%.1.(1_1) (1_E>...<1_u) (415)
! n n n
1
SH'

Damit folgt mit dem binomischen Lehrsatz 2.2.7 mita := I und b :=1

N n)1 21
xn:(uﬁ) _Z<k>n’?§zfe!<e' (41.6)
k=0

k=0
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ALTERNATIVE APPROXIMATION DER EULERSCHEN ZAHL

Das folgende Lemma zeigt nun, dass die Folge sogar gegen e konvergiert.

Lemma 4117
Es gilt
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BEWEIS

Sei (Xn)nen die durch (41.4) definierte Folge. Wir wissen schon limp oo Xn < e
aus unseren Voruberlegungen.

Fir 1 < N < n gilt wegen (41.6) und (41.5):

0 20);

k=0

Damit erhalten wir

N 1 N N N 1
N'L";OXHZH':*;O%M(“H) =2

flr alle N > 1. Fir N — oo ergibt dies limp_c0 Xn > €.
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LIMES INFERIOR UND LIMES SUPERIOR

Ist (Xn)nen eine reelle Folge, so ist die Folge (Vn)nen, die durch

Vi 1= Sup Xm 1= sup{xm : m > n}, n>1 (41.7)

m>n

definiert ist, monoton fallend. Ist (X1 )nen NuUN beschrankt, so gibt es ein
B > 0 mit |x,| < B fur alle n > 1. Damit folgt

|yn| < sup [Xm| < sup |Xm| < B,
m>n m>1

d.h. die Folge (yn)nen ist ebenfalls beschrankt. Nach Satz 4116 konvergiert
dann (Vn)nen und wir definieren den Limes Superior als

limsupXx, := lim y, = lim sup Xy = inf sup X .
N—s oo n— oo N—00 m>n n2Tm>n
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TEST AUF KONVERGENZ

Definieren wir nun die Folge (zs)nen durch

Zn = inf Xm, n>1, (41.8)

m>n

so ist diese monoton wachsend und, falls (xn)nen beschrankt ist, ist auch
(zn)nen beschrankt. Dies erlaubt dann die Definition des Limes Inferior

liminfx, = I|m Zn = lim inf Xm = sup inf Xp .
n—oo n—ocom>n n>1m2n

Die Definitionen (41.8) und (41.7) ergeben sofort
Zn < Xn < Vn, n>1.

Satz 41.7 liefert dann liminfy_ 00 Xo < limsup,_, . X, und im Falle der
Gleichheit ergibt das Vergleichskriterium aus Satz 41.9 sofort die eine
Implikation des folgenden Lemmas:

Lemma 4.1.18
Sei (xn)nen eine beschrankte, reelle Folge. Dann konvergiert die Folge (Xn)nen
genau dann, wenn liminf,_ o Xn = limsup,_, . X». In diesem Fall gilt

lim X, = liminfx, = limsup Xy .

n—oo n— o0 N— o0
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BEWEIS

Die Implikation “<" und die Gleichung folgt, wie schon erwahnt, aus Satz
41.9.

Fur den Beweis von “='" nehmen wir liminf,_o Xn < limsup,_, . X, an. Fur

g := (limsupX, — liminfXx,)/4 >0
n—oo

n—oo

gibt es dann ein n. > 1 mit
inf X, < liminfx, +¢ (41.9)
kR>n n—oo

und

supXp > limsupx, —¢
kR>n n— oo

fur alle n > no.
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BEWEIS

Damit existieren zu jedem n > n. zwei Indices m, kR > n mit

Xp < liminfXx, + ¢
n—oo

und

Xm > limsup X, — €,
n—oo

da z.B. liminf,_ 0 Xn + € wegen (41.9) keine untere Schranke der Menge
{Xr : R > n} ist. Dies impliziert

[Xm — Xe| > Xm — X > limsupXxp — e — (liminfx, +¢) = 2¢.

n—oo n— oo

Somit ist (xn)nen keine Cauchyfolge und damit auch nicht konvergent.
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UNEIGENTLICHE KONVERGENZ

Wir vereinbaren noch einige Sprechweisen zu Zahlenfolgen. Wir sagen, dass
eine Folge (xa)nen divergent ist, falls sie nicht konvergent ist. Wir nennen
eine reelle Zahlenfolge (xn)nen bestimmt divergent gegen oo, falls

VR > 03dng > 1Vn > ng:xn > R

gilt. In diesem Fall schreiben wir x, — oo oder auch lim,_, o, X, = oo. Analog
heil’t die Folge bestimmt divergent gegen —co, falls

VR > 0dng > 1Vn > ng: xn < —R.

In diesem Fall schreiben wir x, — —oo oder auch limp_ 00 Xn = —00.
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VOLLSTANDIGKEIT VON R

Wir hatten in Satz 41.6 gesehen, dass jede konvergente Folge eine
Cauchyfolge ist und anhand von Beispielen haben wir ferner gesehen, dass
die Umkehrung im Allgemeinen falsch ist. Der folgende Satz ist daher
bemerkenswert.

Theorem 4119
Jede reelle Cauchyfolge konvergiert in R.
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BEWEIS

Sei (Xn)nen eine reelle Cauchyfolge. Nach Satz 41.6 ist die Folge beschrankt,
und nach Lemma 4118 reicht es daher

liminf X, = limsup X,
n—roo n—oo

zu zeigen. Wie in (41.8) und (41.7) schreiben wir dazu
Yn = sup Xm
m>n

Zn i= 0l X o
m>n

Damit reicht es limp— 00 Zn = limp—e0 Y, d.h.

lim (yn —2,) =0 (4110)
n—oo

ZU zeigen.
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BEWEIS

Sei dazu e > 0. Dann gibt es ein n. > 1 mit |x, — xm| < g/3 fur alle n > n..

Sei nun n > n. fixiert. Da y, die kleinste obere Schranke der Menge
{Xm : m > n}ist, gibtes ein m > n mit

Xm > Yn —€/3.

Da z, die grofite untere Schranke der Menge {xm : m > n} ist, gibt es ein
kR > n mit

Xp < Zn+¢/3.
Damit folgt

€ € 2e
OS)/n—ZnSXm+§—Xk+§§|Xm—Xh|+§<E-

Dies ergibt |y, — zy| < € und damit haben wir (4119) gezeigt.
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VOLLSTANDIGKEIT

Ein metrischer Raum (X, d) heift vollstandig, falls jede Cauchyfolge in X
konvergiert.

Der Satz 4119 zeigt, dass R vollstandig ist. Analog zu Lemma 4110 kann man
mit Hilfe von Satz 4119 dann auch zeigen, dass R? beziiglich der
Betragsmetrik vollstandig ist, und das gleiche gilt auch fir die
Supremumsnorm und die 1-Norm. Im Fall d = 2 sehen wir zudem, dass C
vollstandig ist.

Teilmengen eines vollstandigen metrischen Raums sind im Allgemeinen
nicht vollstandig. Wir hatte dies schon fur die Teilmenge (0,00) C R im
Anschluss an Satz 41.6 gesehen.
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Section 4.2
Konvergenz von Reihen



REIHEN: GRUNDLAGEN

Sei (Xr)ren C R eine Folge. Dann heift die durch

n
Sn ::ZX’“ n>1
k=1

definierte Folge (Sn)nen Folge der Partialsummen oder auch Reihe.
Konvergiert die Folge (Sn)nen, SO schreiben wir

o0 n

g Xp:= lim s, = lim E Xk
n—oo n—oo

k=1 k=1

und sprechen vom dem Wert der Reihe, oder oder auch nur von der Reihe.

In einigen Fallen betrachten wir auch z.B. Folgen (xx)ren,. Die Definition von

ist dann analog zu verstehen. Analoge Definitionen sind in allen normierten
Raumen moglich.
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CAUCHY-KRITERIUM

Haufig kann der Grenzwert von Reihen leider nicht explizit berechnet
werden. Die Konvergenz kann aber meistens nachgewiesen werden. Ein
erstes Resultat in diese Richtung liefert der folgende Satz, dessen erster Teil
als Cauchy-Kriterium bekannt ist.

Theorem 4.21
Seien (Xr)ren C R und N € N. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i). Die Reihe Y_¢<. x, Ronvergiert genau dann, wenn gilt:

m
Ve > 03n. € NVn,m > n. : ‘ZX”’ <e. (4.21)
k=n
ii). Konvergiert die Reihe 3"p2, Xk, S0 gilt X, — 0.

iii). Die Reihe > req Xk ROnvergiert genau dann, wenn der Reihenrest
> oy Xk Ronvergiert und in diesem Fall gilt
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BEWEIS

i). Firm,n € Nmitm > n gilt:

n—

m 1 m
\sm—sn7w|=’§ Xk_E Xk‘z‘g Xh‘
k=1 i k=n

k=

Damit ist die Folge (sn)nen eine Cauchyfolge genau dann, wenn (4.21) gilt. Die
Implikation “=" folgt dann aus Satz 41.6 und die Implikation “«<" aus Satz
4119.

ii). Folgt aus i) durch Betrachtung von n = m.
jii). Fiir n > N gilt
n N—1 n
Sa=Yon+ Yo
k=1 k=1 k=N
Fur n — oo folgt dann die Behauptung.

Fir die Implikation “<" in i) wurde die Vollstandigkeit von R benutzt. Diese
Implikation gilt daher auch/nur in vollstandigen normierten Raumen,
wahrend die anderen Implikation in allen normierten Raumen gelten.
Insbesondere gilt der Satz ohne Einschrankung auch fur Reihen in C.
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RECHENREGELN

Der Teil ii) aus Satz 4.2.1 ist manchmal nutzlich, um zu zeigen, dass eine
Reihe nicht konvergiert.

Aufllerdem gelten die folgenden Rechenregeln fir Reihen, die eine einfache
Konsequenz aus Satz 41.7 sind.

Lemma 4.2.2
Seien (Xr)ren Und (Yr)ren reelle Folgen, deren Reihen konvergieren. Dann
gilt:

i). Die Reihe >"p2.(Xx + yi) Ronvergiert und es gilt

Zxre-i-yk ZXk-l—ZyreA
k=1 k=1 k=1

ii). Firalle o € R konvergiert die Reihe >"p°, (axx) und es gilt

[ee]

Z((XXh) = Zxk
k=1

k=1
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LEIBNIZ-KRITERIUM

Viele der Konvergenzkriterien fur Reihen sind eine direkte Konsequenz des
Cauchy-Kriteriums fiir die Konvergenz von reellen (oder komplexen)
Zahlenfolgen. Eines der konzeptionell einfachsten dieser Kriterien ist das
Leibniz-Kriterium, das wir allerdings, wie unten zu sehen ist, nicht liber das
Cauchy-Kriterium beweisen.

Theorem 4.2.3

Sei (Xr)ren C [0, 00) monoton fallend mit limy_, o, a, = 0. Dann konvergiert
die Reihe

i(—n%.

k

Auf die Monotonie der Folge (Xx)ren kann nicht verzichtet werden. Dies kann
man z.B. an der durch X, = 1 und X,,_; := 0 definierten Folge (Xn)nen im
Zusammenspiel mit der etwas spater gezeigten Divergenz der harmonischen
Reihe (4.2.2) leicht sehen.
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BEWEIS

Wir betrachten die Folge (sn)nen der Partialsummen

n

Sn =3 (=)

k=1
Fur kR € N gilt dann xap42 < Xopyq Und damit
Sa(kt1) = Sak — Xok41 + Xort2 < Sok -

Damit ist die Folge (Sak)rewy monoton fallend. Analog zeigt man mit
Sokt1 = Sakr—1 + Xor — Xok+1 > Sar—1, dass die Folge (Sar—1)ren Monoton wachst.

Mit dieser Monotonie von (Sy,—1)ren Und X, > 0 folgt nun
Sok = Sok—1 +Xp 2 S1F X 2 S1 =X

Damit ist die Folge (Sak)rew Nach unten beschrankt, und somit konvergiert
sie nach Satz 4116 gegen ein s™ € R. Analog zeigt man mit der Monotonie
von (Sak)ken Und x, > 0:

Sok—1 = Sok — Xp S Sop S S2 = X1 — X2

Damit ist die Folge (Sak—1)ren Nach oben beschrankt und nach Satz 4116
gegen ein s~ € R.
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BEWEIS

Ferner gilt mit Satz 41.7

st —s™ = lim sy — lim Sy, = lim (Syk — Sop_1) = lim X = 0.
k— o0 k— oo k— 00

- R— o0
Wir schreiben daher s := s* = s~ flir den gemeinsamen Grenzwert.
Sei nun e > 0. Dann gibt es ein ke > 1 mit

|s —so| < € und |Is —s_q| <e

fur alle k > k.. Fur n. := 2k. und n > n. erhalten wir dann |s — s,| < e und
damit konvergiert (sn)nen gegen s.
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BEISPIELE

Es gilt die geometrische Summenformel

—1
ZZ 2—1 ’

wie man leicht durch Ausmultiplizieren

z—1)Zz 722’?“ Zz fnillz Zn:zk
k=0

:Zn+1 —9

zeigt. Wir bilden den Grenzwert fir n — oo und erhalten:

Lemma 4.2.4
Die geometrische Reihe > 2 Z* ist konvergent fiir alle |z| < 1 und erfiillt

oo
§ = _—
k=0

Ebenso ist die geometrische Reihe fur alle |z| > 1 divergent.
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HARMONISCHE REIHE

Fir die harmonische Reihe gilt

LU (4.2.2)

=

o0
k=1
d.h. sie ist bestimmt divergent gegen oco. Dazu schatzen wir bestimmte

Partialsummen nach unten ab:
2m

L L L
kR 2 3 4 5 6 7 8 2m=1 41 2m
k=0 ~——— —,—,—,.—
>3 >3 >1

m

flir m — oo. Da die Folge aller Partialsummen monoton wachst, folgt die
gewlnschte bestimmte Divergenz. Insbesondere impliziert die Konvergenz
Xk — 0 nicht die Konvergenz der zugehorigen Reihe!

Die alternierende harmonische Reihe
(=1
R

(4.2.3)
k=1

konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium 4.2.3. 269



WEITERE BEISPIELE

Die beiden Reihen
> 2 un >

k=1 k=0

= -

konvergieren. Dies hatten wir schon im Abschnitt 242 gesehen.
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ABSOLUTE KONVERGENZ

Die folgende Definition fuhrt eine weitere Konvergenz von Reihen ein, die
sich als wichtig herausstellen wird.

Definition 4.2.5
Sei (Xk)ren eine reelle Folge. Dann sagen wir, dass die Reihe .2, xx absolut
konvergiert, falls die Reihe

oo

> Il

k=1
der Betrage konvergiert.

Konvergiert die Reihe >~°, x, absolut, so gibt es nach dem Cauchy-Kriterium,
siehe Satz 4.21, zu jedem € > 0 ein n. > 1, so dass fur m > n > n. gilt

m m
> x| <>l <.
k=n k=n

Erneutes Anwenden von Satz 4.2 zeigt dann, dass die Reihe Y2, x; auch
konvergiert.

Mit anderen Worten: Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.
Die Umkehrung gilt nicht, wie man anhand der alternierenden
harmonischen Reihe sehen kann. n



MAJORANTEN-KRITERIUM

Der folgende Satz ist als Majoranten-Kriterium bekannt.

Theorem 4.2.6
Seien (Xp)ren Und (ar)ren zwei reelle Folgen mit |xx| < ai fur alle k € N. Falls

die Reihe

konvergiert, konvergiert die Reihe

absolut und es gilt

oo )
<D bl < an
k=1

k=1

oo
>
k=1

Der Satz gilt analog fur Reihen 3.2, X, in C. Der Beweis ist analog zu fuhren.
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BEWEIS

Wir setzen a := .2, a,. Dann existiert zu jedem € > 0 ein n. € N mit

n
Zak —a
k=1

fur alle n > n.. Mit Teil iii) aus Satz 4.21 folgt fiir solche n:

oo
0< Zak<€.

R=n+1
Damit folgt aber fir m,n > n. die Abschatzung

m m [e'e}
Z IXe| < ZGkS ZG}?<E7

k=n+1 k=n+1 k=n+1
da die Folge der Partialsummen der Reihe >°>° . a, monoton wachsend ist.

Das Cauchy-Kriterium aus Satz 4.21 liefert dann die absolute Konvergenz der
Reihe 3722 Xk.

<eg,

Weiterhin gilt

n n

k| <
e

n [e's}
th n < Z ar
k=1 k=1

. . . . 273
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BEISPIEL

Um ein Beispiel zu betrachten, fixieren wir ein o > 2. Dann gilt k= < k=2 fiir
jedes k > 1 und damit konvergiert die Reihe

= 1
P
k=1

absolut nach dem Majoranten-Kriterium und der schon im Abschnitt 242
bewiesenen Konvergenz von 3 22, .
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UNBEDINGTE KONVERGENZ

Sei (Xk)ren eine reelle Folge. Dann heil’t die zugehdrige Reihe unbedingt
konvergent, falls fir jede Bijektion 7 : N — N die umgeordnete Reihe

konvergiert. Man kann zeigen, dass in R eine Reihe genau dann absolut
konvergent ist, falls sie unbedingt konvergent ist. Der folgende Satz liefert
insbesondere die eine Richtung dieser Aquivalenz:

Theorem 4.2.7
Sei (Xr)ren eine reelle Folge, deren Reihe absolut Ronvergiert. Dann
konvergiert die Reihe auch unbedingt und flir jede Bijektion = : N — N gilt

ZX@ = ZXW(*?) . (4.2.4)
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BEWEIS

Sei 7 : N — N eine Bijektion. Fir n € N setzen wir M := max{=(1),...,n(n)}.
Dann gilt

n M o
D Pl <D el < Ixil
k=1 k=1 1

und damit folgt auch Y02, X | < Doy [Xk| < 0o. Damit konvergiert die
umgeordnete Reihe absolut und ihre Konvergenz folgt.

Anwenden der letzten Ungleichung auf die Inverse 7' : N — N liefert

o0 oo [e @)
Z Xe| = Z [Xr—tom(ry] < Z Xa(wy 5
k=1 k=1 k=1

so dass wir insgesamt

Z Xk = Z [Xr () (4.2.5)
k=1 k=1
gezeigt haben.
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BEWEIS

Um (4.2.4) zu zeigen, definieren wir jetzt
X¢ = max{x, 0},
X, = —min{X,, 0} .
Dies ergibt X;t > 0, und die Zerlegungen x, = x;" — X, und |x| = 55 + X, .

Nach dem Majoranten-Kriterium mit a, := || konvergieren dann die Reihen
Sore X und 092, x, absolut und wegen |xif| = xiF liefert doppeltes
Anwenden unsere Vorlberlegung (4.2.5):

D Ki = D Kay = DKk — DX
k=1 k=1 k=1 k=1
Ferner gilt
D Xal) = DKty — Xn) = D Xty — D X
k=1 k=1 k=1 k=1

und eine analoge Rechnung liefert "0, xe = D02 X — > 02, X,
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UNBEDINGTE KONVERGENZ

Falls eine Reihe 7.2, x,, allerdings nicht unbedingt konvergiert, zeigt der
Riemann’sche Umordnungssatz, dass fir jedes x € RU {—o0, 0o} eine
Bijektion 7 : N — N existiert, so dass die umgeordnete Reihe gegen x

konvergiert, d.h.
o0
ZXﬂ(h) =X.
k=1

Mit anderen Worten: Das Umordnen von Reihen nur fiir absolut
konvergente Reihen ungefahrlich.

Absolute Konvergenz kann man auch in normierten Raumen definieren,
indem man Betrage durch Normen ersetzt. In vollstandigen, normierten
Raumen ist dann jede absolut konvergente Reihe auch unbedingt
konvergent, die Umkehrung gilt allerdings nur noch im Falle endlicher
Dimension des Raums, wie aus dem Satz von Dvoretzky-Rogers folgt.
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QUOTIENTEN-KRITERIUM

Typische Vergleichsreihen fir das Majoranten-Kriterium sind geometrische
Reihen, siehe Lemma 4.2.4. Mit diesen erhalten wir zwei oft nutzbare
Konvergenzkriterien. Das erste ist als Quotienten-Kriterium bekannt.

Theorem 4.2.8
Sei (Xr)ren eine reelle Folge mit x, # 0 fur alle k > 1. Gilt dann

. X
limsup |
k— oo ‘Xk‘

<1,

so konvergiert die Reihe >~,° . x, absolut. Gilt andererseits

liminf el

>1,
k—oo  |Xg|

so divergiert die Reihe 3~ 22, X.

Der Satz gilt analog fur Reihen in C. Der Beweis ist ebenfalls analog zu
fuhren.
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Wir zeigen zundachst die erste Aussage. Sei dazu G := limsup,,_, ., ‘Xm'. Wir

schreiben g := QT“ und e :=q — g. Dies ergibt g € (4, 1) und € > 0. Damit
gibt es ein n. > 1 mit

SUPMSQ+€:Q<1
k>n |Xk‘
fir alle n > n.. Mit Induktion ergibt dies

[Xnek] < |Xn.| - q" =: a,

flir alle k > 1. Da die Reihe >~/ a, nach Lemma 4.2.4 konvergiert, folgt nach
Satz 4.2.6 die absolute Konvergenz der Reihe 3°,° X, Dies impliziert die
absolute Konvergenz der Reihe >~} X, siehe Satz 4.21.
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Fur die zweite Aussage nutzen wir entsprechend, dass g > 1und n. > 1
existieren mit

Xe]
f >
f:gn |Xh| q

fur alle n > n.. Mit Induktion erhalten wir dann

sl = x| - G°

fur alle kR > 1. Wegen x,_ # 0 ist daher (x»)nen keine Nullfolge und Satz 4.2
ergibt die Divergenz.
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BEISPIEL: EXPONENTIALREIHE

Die Reihe
> R
z
E 'l (4.2.6)
k=0

konvergiert absolut fur alle z € C. Fur z = 0 ist dabei nichts zu zeigen, und
flr alle anderen z € C nutzen wir das Quotienten-Kriterium: Es gilt

(A S 4

CED I T

flir k — oo und damit gilt dies auch fur den Limes Superior, siehe Lemma
4118. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt dann aus dem
Quotienten-Kriterium.
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WURZEL-KRITERIUM

Das zweite Kriterium, das im folgenden Satz vorgestellt wird, ist als
Wurzel-Kriterium bekannt. Auch diese Kriterium ist nur fur R formuliert, es
gilt aber ohne Einschrankung auch in C.

Theorem 4.2.9
Sei (Xr)ren €ine reelle Folge. Gilt dann

limsup /|x| <1,
kR— oo
so konvergiert die Reihe >~,° . x, absolut. Gilt andererseits
lim inf /x| > 1
kR— o0

so divergiert die Reihe 3~ 22, X.
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BEWEIS

Wir zeigen wiederum zuerst die erste Aussage. Nach Voraussetzung existiert
einn. > 1undein g < 1mit

Vel < g

fur alle k > n.. Damit folgt aber direkt |x;| < g fiir alle k > n.. Aus der
Konvergenz der geometrischen Reihe folgt dann die absolute Konvergenz
von >.2, Xk mit Hilfe des Majoranten-Kriteriums.

Fir die zweite Aussage nutzen wir entsprechend, dass n. > 1und g > 1
existieren, so dass /|xx| > g fur alle R > n. gilt. Damit folgt |x;| > q" fiir alle
k> n. und die Reihenglieder bilden keine Nullfolge. Also folgt die Divergenz.



BEISPIEL

Fur z € C konvergiert die Reihe

genau dann, wenn |z| < 1. Dazu bemerken wir zunachst, dass Lemma 4111

YRzt = |21 VR = |2, kR — oo

liefert. Das Wurzel-Kriterium ergibt Konvergenz fur |z| < 1 und Divergenz fur
|z| > 1. Fur |z| = 1 liefert das Kriterium keine Aussage, jedoch sieht man den
Reihengliedern direkt an, dass diese auch hier keine Nullfolge bilden.
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WIE GROSS IST R?

Wir hatten in Kapitel 2 die GroRRe von endlichen Mengen beschrieben.
Insbesondere haben wir dort definiert, dass eine Menge A unendlich ist, falls
es eine injektive Abbildung N — A gibt.

Im folgenden heiBt eine unendliche Menge A abzahlbar, falls es eine
Bijektion N — A gibt, ansonsten heift sie tiberabzahlbar. Schlieflich heifit

eine Menge hochstens abzahlbar, falls A entweder endlich, oder abzahlbar
ist.

Offensichtlich ist N abzahlbar, und es ist auch Z abzahlbar, denn wir konnen
die z.B. Bijektion

0 fallsn =1
ne— <k fallsn =2k firk e N
—k fallsn=2kr+1firkeN

betrachten.
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Q IST ABZAHLBAR

Man kann zeigen, dass jede Teilmenge einer hochstens abzahlbaren Menge
wieder hochstens abzahlbar ist. Zusammen mit dem folgenden Satz zeigt
dies, dass Q abzahlbar ist.

Theorem 4.210
Seien A und B abzahlbare Mengen. Dann ist A x B abzahlbar.

Beweis.
In Abbildung 13 ist eine Bijektion N — A x B skizziert. Dabei werden die
Bijektionen N — A mit i — a; und N — B mit — b; bezeichnet. O
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DIAGONALARGUMENTE
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Abbildung: Links: Konstruktion einer Bijektion N — A x B. Die 1 wird auf

(a1, b1) abgebildet, danach werden die Tupel (a;, b;) gemaR der roten
Pfeilrichtungen abgezahlt, d.h. wir betrachten die Abbildung N — A x B mit
2+ (a2, b1), 3 (a1, by), 4 — (a1, b3) usw.. Rechts: Beweisidee von Satz
4.211. Die Zahlen sy, s,,... werden in ihrer Dezimaldarstellung untereinander
aufgeschrieben. Dann wird die n-Ziffer z, der n-ten Zahl s; verandert.
Beispielsweise wird die Ziffer um 1 erhoht, falls sie kleiner als 8 ist und
ansonsten auf 0 gesetzt. Dies ergibt die blaue Zahl in der obersten Reihe.
Diese kann nicht in der Menge {s, : n > 1} enthalten sein, weil sie sich nach
Konstruktion von jeder dieser Zahlen an mindestens einer

Nachkomma-Stelle unterscheidet. 288



R IST NICHT ABZAHLBAR

Die rationalen Zahlen hatten wir mit Hilfe des Supremums-Axioms zu den
reellen Zahlen aufgefullt, wobei es unser Ziel war, die “Lucken” zu schliefRen.
Waren es wenige Llucken, d.h. sind die reellen Zahlen auch abzahlbar?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir Reihen der Form

oo
>z 107", (4.2.7)
k=1

wobei z, € {0,1,...,9}. Setzen wir a, := 9-107%, so erhalten wir

2, - 107 < ay, fiir alle k > 1 und das Majoranten-Kriterium ergibt

< o —k < (7) = _— — =1.
0<) 2-107"<9>" o 9(171/10 1) 1

k=1 k=1
Mit anderen Worten hat jede dieser Reihen einen Wert zwischen 0 und 1,

und man kann sogar zeigen, dass sich jede reelle Zahl in [0, 1] auf diese
Weise darstellen lasst.
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R IST NICHT ABZAHLBAR

Theorem 4.211
Das Intervall [0,1] und R sind nicht abzahlbar.

Beweis.

Wir betrachten die Menge M aller Zahlen der Form (4.2.7), wobei wir nur die
“Ziffern” z, € {0,1,...,8} zulassen. Dies sichert die Eindeutigkeit der
Darstellung jeder Zahl in M, den Beweis hiervon lassen wir aber aus.

Wenn R abzahlbar ware, ware [0, 1] abzahlbar und damit auch M. Wir
nehmen dann eine beliebige Abbildung N —+ M mit n — s,. In Abbildung 13
ist dann illustriert, warum diese Abbildung nicht surjektiv ist. O
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CHAPTER 5: STETIGE FUNKTIONEN



Section 51
Stetigkeit



STETIGKEIT UND FOLGENSTETIGKEIT

Funktionen, bei denen ahnliche Eingabewerte zu ahnlichen Ausgabewerten
flhren, werden stetig genannt. Die folgende Definition fihrt diesen
intuitiven Ansatz mathematische prazise ein:

Definition 5.1.1
Seien (X,ds) und (Y, d,) zwei metrische Raume, f: X — Y eine Abbildung und
Xo € X. Dann heift f stetig in xo, falls gilt:

Ve > 036 > 0Vx € X : di(X,X0) <8 = da(f(x),f(x0)) <e.

Ist fin allen Punkten x, stetig, so heil’t f stetig.
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BEISPIELE

Ist X C Y und stimmen die beiden Metriken dy und d, auf X Uberein, so ist die
Inklusionsabbildung idyx,y : X — Y stetig, denn wir konnen zu jedem e > 0
einfach ¢ := e wahlen.

Istf: X — Y eine konstante Funktion, d.h. es gibt ein yo € Y mit f(x) = yo fur
alle x € X, so ist f stetig, denn wir konnen zu jedem e > 0 ein beliebiges, von
e unabhangiges § > 0 wahlen.

Fir A C R ist 15 i.A. nicht stetig. Fur A := [0, c0) ist z.B. x :== 0 eine
Unstetigkeitsstelle. Fur A := Q ist die Funktion 14 in keinem Punkt stetig!
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FOLGENSTETIGKEIT

Die Stetigkeit kann auch mit Hilfe von Folgen ausgedruckt werden. Dies ist
der Inhalt des folgendes Satzes:

Theorem 5.1.2
Seien (X,d1) und (Y,d,) zwei metrische Raume, f: X — Y eine Abbildung und
Xo € X. Dann sind dquivalent:

i). fist stetig in Xo.

ii). fist folgenstetig in xo, d.h. fiir alle Folgen (Xn)nen C X Mit X, — Xo gilt

fn) = f(x0).

Ist f stetig, so lasst sich die Aussage des Satzes 51.2 informell auf die Formel
f(xn)

fur alle konvergenten Folgen (xn)nen C X bringen. Mit anderen Worten: Die
Stetigkeit erlaubt es, Grenzwert-Bildung und Funktions-Anwendung zu
vertauschen.

f(lim x;) = lim
n—oo n—oo

Entsprechend eingeschranktere Aussagen gelten naturlich auch fur die

Stetigkeit in einem Punkt Xo.
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BEWEIS

i) = ii). Sei e > 0 und (Xn)nen C X eine Folge mit x, — Xo. Da f stetig in Xo ist,
gibt es dann ein § > 0 mit

di(x,%0) < & = da(f(x),f(x0)) <&

fur alle x € X. Wegen x, — Xo gibt es dann ein n* > 1 mit dy(Xn, Xo) < 6 fr
alle n > n*. Damit haben wir also da(f(xn), f(x0)) < e fur alle n > n*, d.h. wir
haben f(xn) — f(x0) gezeigt.

ii) = i). Hier zeigen wir die aquivalente Aussage —i) = —ii).
Dementsprechend ist f nicht in xo stetig und damit ist die folgende Aussage
wahr:

Je > 0V6 > 03x € X : di(X,X0) < 8 A da(f(X),f(X0)) > €.

Wir fixieren dieses e. Flr n € N gibt es dann zu é, := 1/n ein x, € X mit
di(Xn, X0) < &n und da (f(xn), f(X0)) > €.

Wegen &, — 0 sichert unsere Konstruktion d(xn, xo) — 0 nach dem
Vergleichskriterium, siehe Satz 41.9, d.h. x, — x. Andererseits gilt aber auch
d2 (f(xn), f(x0)) > e fur alle n > 1, und damit kann (f(x1))nen nicht gegen f(xo)

konvergieren. Damit ist f nicht folgenstetig in xo.
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RECHENREGELN

Die Kombination der Satze 51.2 und 41.7 liefert sofort das folgende Korollar:

Korollar 51.3

Sei (X,d) ein metrischer Raum, f,g : X — R Funktionen, die in xo € X stetig
sind und «, B € R. Dann sind auch die Funktionen of + 8g und f- g in xo
stetig.

Das obige Korollar zeigt insbesondere, dass die Menge
C(X,d) := {f: X — R|f stetig}

ein Vektorraum ist. Da wir ferner schon wissen, dass die Abbildungen x — a
und x — x als Abbildungen R — R stetig sind, sind alle reellen Polynome
ebenfalls stetig. Die gleiche Aussage gilt fir komplexe Polynome.
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RECHENREGELN

Die Kombination der Satze 51.2 und 41.7 liefert zudem das folgende Korollar:

Korollar 51.4
Seien (X1,d1), (X2,d2) und (X3, ds) metrische Raume, sowie f : X1 — X, und

g : Xo — Xs. Ist dann fin xo stetig und g in yo := f(xo) stetig, so ist
gof: X1 — Xsin xo stetig.
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HOLDER- UND LIPSCHITZ-STETIGKEIT

Laut Definition ist eine Funktion X — Y stetig, falls die folgende Aussage
wahr ist:

VX € XVe > 036 > 0VX' € X : d(X,x') < § = da(f(x),f(X)) <e.
Damit hangt ¢ potentiell sowohl von x als auch von e ab. Die folgenden

Definitionen heben die Abhangigkeit von x auf und spezifizieren die
Abhangigkeit von ¢ genauer.

Definition 5.5
Seien (X,ds) und (Y, d,) zwei metrische Raume und f: X — Y eine Abbildung
und « € (0,1]. Dann heif’t f:

i). gleichmaBig stetig, falls gilt:
Ve > 038 > 0vx, X' € X: di(x,x') <6 = da(f(x),f(X)) <e.
ii). a-Holder-stetig, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass fur alle

x,x' € X gilt:
d2 (f(X)vf(X,)) S Cd?(X,X,) .

iii). Lipschitz-stetig, falls f 1-HOlder-stetig ist.
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HOLDER- UND LIPSCHITZ-STETIGKEIT

Ist eine Funktion a-Holder-stetig, so ist sie auch gleichmalig stetig, denn
definieren wir fiir e > 0 die GroBe 6. > 0 durch ¢§¢ := ¢, so gilt fiir x,x’ € X
mit d1(x,X") < d. die Abschatzung

d2 (f(x), f(X)) < cdff(x,xX') < 02 =€

Es gibt aber gleichmaRig stetige Funktionen, die nicht Holder-stetig sind. Als
Beispiel kann die Funktion f: [0,1/2] — R mit f(0) := 0 und f(x) := =1/ In(x)
fur x € (0,1/2] dienen. Einen Beweis Uberspringen wir.

Ist eine Funktion gleichmaRig stetig, so ist sie offensichtlich auch stetig. Die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, wie zB. f: R — R mit f(x) := x* zeigt.
Wir werden spater aber noch sehen, dass fur stetige Funktionen, die auf
abgeschlossenen Intervallen definiert sind, die Umkehrung gilt.

Ist (V, ]| - ||) ein normierter Raum, so ist die Norm || - || : V — [0, o0)
Lipschitz-stetig, denn fiir x,x’ € V zeigt ja die umgekehrte
Dreiecksungleichung:

il = ] < =X
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FUNKTIONSGRENZWERTE

Seien (X,ds) und (Y, d,) zwei metrische Raume, f: X — Y eine Abbildung und
Xo € X. Konvergiert dann fur jede Folge (Xn)nen mMit Xo — Xo Und Xn # Xo fUr
alle n > 1 die Folge (f(x1))n>1 gegen ein und dasselbe yo € Y, so schreiben
wir

lim f(x) = yo.

X—Xg

Aquivalent dazu ist die Aussage
Ve > 038 > 0Vx € U(xo,8) \ {x0} : f(X) € U(f(xo),€).

Der Beweis, der analog zu dem von 51.2 zu fuhren ist, wird Ubersprungen.
Man beachte, dass i.A. nicht yo = f(xo) gelten muss. Genauer gesagt ist
lim £(x) = f(xo)

X—Xg

aquivalent zur Stetigkeit von fin xo.
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EINSEITIGE FUNKTIONSGRENZWERTE

In R konnen wir diese Definitionen noch etwas verfeinern. Sei dazu

zB.f:[a,b) — R eine Funktion. Gibt es ein y € R, so dass fur jede Folge

(Xn)nen C [a, b) mit x, — b gilt f(xa) — vy, so ist der linksseitige Grenzwert
lim f(x)=y.

X—b—

Analog definieren wir den rechtsseitigen Grenzwert lim,_, o+ f(x) = y fur
Funktionen f: (a, b] — R. Die gleichen Notationen werden auch fur Punkte
Xo im Definitionsbereich von f verwendet, wenn nur eine einseitige
Approximation von x, erlaubt sein soll. Es gilt

lim f(x) =y

X—Xo

genau dann, wenn die links- und rechtsseitige Grenzwerte existieren und

IimXﬁXO_ fxX)=y= lim, f(x).
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Section 5.2
Hauptsatze uber stetige Funktionen



ZWISCHENWERTSATZ

Im folgenden wollen wir den Wertebereich von stetigen Funktionen
f:]a,b] — R untersuchen. Wir beginnen mit dem sogenannten
Nullstellensatz von Bolzano.

Theorem 5.21
Sei f: [a, b] — R stetig mit

fla) <0 <f(b).

Dann existiert ein xo € (a, b) mit f(xe) = 0.



Wir betrachten einen Beweis, der auch als Grundlage fur einen Algorithmus
zur Nullstellensuche dienen kann. Dazu definieren wir zwei Folgen (an)nen
und (bn)nen rekursiv wie folgt: Fir n = 1 setzen wir a; :== a und b, := b. Es
gilt dann offensichtlich f(a:) < 0 und f(b1) > 0.

Haben wir die beiden Folgen flir n > 1 schon definiert, so betrachten wir
zunachst den Mittelpunkt ¢, := (an + bn)/2 des aktuellen Intervalls [an, bn].
Gilt f(ca) = 0, so haben wir eine Nullstelle gefunden, und eine weitere
Konstruktion ertbrigt sich. Im Fall f(cs) < 0 setzen wir

Qn41 := Cn und bni1 := bn
und im Fall f(c) > 0 setzen wir

Qn41 := Qp und bny1 i =Cn.
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Da der Mittelpunkt ¢, immer a, < ¢, < b, erflllt, ist die Folge (an)nen
monoton wachsend und die Folge (bn)nen ist monoton fallend. Beide Folgen
sind aulRerdem beschrankt, da sie im Intervall [a, b] liegen, siehe auch
Abbildung 14. Nach Satz 4116 konvergieren daher beide Folgen. Ferner gilt

by —an=(b—a)-2"", n>1,
wie eine einfache Induktion zeigt. Damit folgt limn— 0 (bn — as) = 0 und mit
Satz 41.7 schlieBen wir xo := limp— o0 An = limp_s o0 Dn.

Offensichtlich gilt xo € [a, b]. Ferner sichert unsere Konstruktion sowohl
flan) < 0 als auch f(by) > 0 fur alle n > 1. Mit der Folgen-Stetigkeit und Satz
41.7 erhalten wir daher f(xo) = limp— o f(an) < 0 und

f(X0) = limp—o0 f(bn) > 0 und damit f(xo) = 0. Dies schlie8t xo = a und

Xo = b aus.

306



BEWEIS MIT INTERVALL-HALBIERUNG

Abbildung: Beweis von Satz 5.21 mit Intervall-Halbierung fiir die griine
Funktion f: [0,1] — R. Links: Das Anfangsintervall mit a; := a = 0 und

by := b = 1. Mitte: Die erste Intervall-Halbierung: Es wird f(c;) fur den
Mittelpunkt des aktuellen Intervalls ¢; := (a1 + b1)/2 betrachtet. Da f(c1) < 0
ist, wird @, := ¢, und b, := by gesetzt. Rechts: Die nachste
Intervall-Halbierung: Es wird f(c,) fur den Mittelpunkt des aktuellen
Intervalls ¢, := (a, + by)/2 betrachtet. Da f(c;) > 0 ist, wird diesmal a; := a;
und bs := ¢, gesetzt.
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ZWISCHENWERTSATZ

Mit Hilfe des Nullstellensatzes konnen wir nun den folgenden
Zwischenwertsatz einfach beweisen.

Theorem 5.2.2
Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und seien

y. == min{f(a),f(b)} und y* = max{f(a), f(b)} .

Dann gibt es zu jedem y € (y.,y*) ein x € (a,b) mit f(x) = y.
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BEWEIS

Seiy € (V«,y"). Im Fall f(a) < f(b) erfullt die Funktion g : [a, b] — R, die
durch g(x) := f(x) — y definiert ist, sowohl

gl@)=fla) —y=y.—-y<0

alsauch g(b) =f(b) —y =y* —y > 0. Da g auch stetig ist, gibt es nach Satz
521 ein x € (a,b) mit g(x) = 0. Dies ergibt f(x) =

Im Fall f(a) < f(b) betrachtet man stattdessen die durch h(x) :=y — f(x)
definierte Funktion und wiederholt die Argumentation.
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TEILFOLGEN

Um weitere Eigenschaften von stetigen Funktionen herzuleiten, ist der Begriff
von Teilfolgen sehr nitzlich. Konzeptionell passt dieser eher ins Kapitel 4.

Definition 5.2.3
Sei (an)nen eine Folge und (ng)ren C N eine streng wachsende Folge. Dann
heift (an,)ren Teilfolge von (an)nen.

Jede Folge ist Teilfolge von sich, es gibt aber natlrlich auch “echte”
Teilfolgen: Fiir die durch a, := (—1)" definierte Folge ist beispielsweise
(a2n)nen eine echte Teilfolge. SchlieBlich ist jede Teilfolge einer Teilfolge
auch eine Teilfolge der ursprunglichen Folge.

Konvergiert eine Folge (an)nen gegen ein a, so konvergiert auch jede Teilfolge
von ihr gegen a, wie ein einfaches Anwenden der Definitionen zeigt. Haben
wir umgekehrt eine Folge (an)nen, fur die jede Teilfolge konvergiert, so ist die
Folge selber schon konvergent, da sie ja eine Teilfolge von sich selbst ist.
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MONOTONE TEILFOLGEN

Fur reelle Folgen konnen wir Teilfolgen mit zusatzlichen Eigenschaften
konstruieren. Dies ist das Ergebnis der folgenden beiden Satze:

Theorem 5.2.4
Sei (an)nen eine reelle Folge. Dann existiert eine monotone Teilfolge von

(@n)nen.
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BEWEIS

Ein Folgenglied an, heiflt Gipfelstelle, falls a, > a, fur alle n > m gilt.

Falls es unendlich viele verschiedene Gipfelstellen aj,, gibt, konnen wir
durch sukzessives Wahlen der kleinsten verbleibenden Indizes ny, die
Sortierung n1 < n; < n3 < ... herstellen. Die resultierende Folge (an, )ren ISt
dann monoton fallend.

Falls es nicht unendlich viele Gipfelstellen gibt, gibt es ein ns, so dass an, fur
alle m > nq keine Spitze ist. Da ap, keine Gipfelstelle ist, gibt es ein n, > ny
mit an, < an,. Da a,, auch keine Gipfelstelle ist, gibt es ein n3 > n, mit

an, < 0n,. Rekursiv erhalten wir somit eine monoton wachsende Teilfolge

(ank)l?EN
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KONVERGENTE TEILFOLGEN

Der folgende Satz ist als Satz von Bolzano-Weierstral® bekannt.

Theorem 5.2.5
Sei (an)nen eine reelle und beschrankte Folge. Dann existiert eine
konvergente Teilfolge von (an)nen.

Beweis.
Nach Satz 5.2.4 existiert eine monotone Teilfolge von (an)nen. Diese ist
ebenfalls beschrankt, und damit konvergent nach Satz 41.16. O
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FOLGENKOMPAKTHEIT

Ein metrischer Raum (X,d) heif3t folgenkompakt, falls es zu jeder Folge
(xn)nen C X ein x € X und eine Teilfolge (Xn, )ren gibt Mit X, — x.

Satz 5.2.5 zeigt, dass die Intervalle [a, b] folgenkompakt sind, da jede Folge
(Xn)nen in einem solchen Intervall beschrankt ist und Grenzwerte x von
konvergenten Teilfolgen (xn,)rew Wegen Satz 41.7 die Ungleichungen

a < x < b erflllen mussen.

Durch sukzessives, komponentenweises Anwenden der obigen
Argumentation kann man zeigen, dass z.B. auch Megen der Form [—a, a]d
oder B(0, r) folgenkompakt sind. Offene, nichtleere Intervalle sind dagegen
nie folgenkompakt.

314



STETIGE UMKEHRFUNKTIONEN

Die folgende Definition beschreibt das Verhalten bestimmter reeller
Funktionen.

Definition 5.2.6
Eine Funktion f: [a, b] — R heift:

i).

ii).

monoton wachsend, falls fur alle x4, x; € [a, b] gilt
Xx<x2 = flx)<flx).
Entsprechend sagen wir sie sei monoton fallend, falls
x<x = f(x)=flx).
streng monoton wachsend, falls fur alle x,, x; € [a, b] gilt
x1<x2 = f(x)<flx).
Entsprechend sagen wir sie sei streng monoton fallend, falls
x1<x2 = f(x1)>f(x).
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BEMERKUNGEN UND BEISPIELE

Konstante Funktionen sind sowohl monoton wachsend als auch fallend,
aber weder streng wachsend noch streng fallend. Die Funktion x — x ist auf
jedem Intervall [a, b] streng wachsend, und die Funktion x +— x* ist auf [~1,1]
weder wachsend noch fallend.

Ist f (streng) wachsend, so ist —f (streng) fallend, und umgekehrt. Ferner
sind streng monotone Funktionen automatisch injektiv.
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UMKEHRSATZ

Der folgende Umkehrsatz zeigt, dass streng monotone, stetige Funktionen
eine stetige Umkehrfunktion besitzen.

Theorem 5.2.7
Sei f: [a, b] — R streng monoton wachsend und stetig. Dann existiert zu

jedem y € [f(a),f(b)] genau ein x € [a, b] mit f(x) = y. Insbesondere existiert
damit die Umkehrfunktion
) =x

auf [f(a), f(b)]. Diese ist streng monoton wachsend und stetig.
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Da f(a) < f(b) ist, ist die Existenz von x € [a, b] mit f(x) = y nach dem
Zwischenwertsatz 5.2.2 gesichert. Die Eindeutigkeit von x folgt aus der
Injektivitat von f. Also folgt die Existenz der Umkehrfunktion

" If(a), f(b)] — [a, b].
Um die strenge Monotonie von f~' zu Gberprifen, wahlen wir y; < y,. Ware

dann x; := f7'(y1) > F'(2) =: x2, so wiirde y; = f(x1) > f(x2) = y» folgen.
Also ist f~" streng wachsend.
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Gabe es nun einy € [f(a),f(b)], so dass f~' nicht stetig in y ware, so finden
wir eine Folge (Vn)nen Mityn — y und f~'(va) # f'(v). Damit gibt es ein
e > 0 und eine Teilfolge (yn, )r>1 Mit

IF ') =) > € (521)

fur alle k > 1. Mit Satz 5.2.4 konnen wir zusatzlich annehmen, dass diese
Teilfolge monoton ist. Wir setzen xy ::f’1(ynk). Da f~' wachsend ist, ist dann
auch die Folge (xr)ren monoton, und da sie auch beschrankt ist, konvergiert
sie gegen ein x € [a, b]. Damit gilt aber mit der Stetigkeit von f
y= Jlim yn, = lim fx;) = f( lim ) = f(x)
und somit
') =x= lim x, = lim ' (vn,)-
R— 00 kR— 00
Dies widerspricht (5.21).
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BEISPIELE: WURZELFUNKTION

Fur x > 0 ist die Funktion f(x) := x* streng monoton wachsend und stetig.
Monotonie folgt dabei direkt aus

X >x = X%—x=00—x)(x+x)>0.

Damit existiert auf jedem Intervall [0, b?] die durch f~'(y) = /¥ gegebene
Umkehrfunktion
f':[0,b’] = [0, b]

und diese ist auch stetig. Da b beliebig war, ist auch die Wurzelfunktion
V- [0,00) — [0, c0) stetig.
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BEISPIELE: ARKUSSINUS

Auf [—-F, 5] ist die Funktion f(x) = sin x stetig und streng monoton

wachsend, wie die folgende Zeichnung illustriert:

(cos X, sin x)

Damit existiert die als Arkussinus bezeichnete, streng monotone und stetige
Umkehrfunktion
m™ T
in:[-1,1 —=,=].
arcsin : [-1,1] = [ 2,2]
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BEISPIELE: ARKUSSINUS

y = arcsin X

y y =sinx
V\ 7
M X
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BEISPIELE: ARKUSKOSINUS

Entsprechend ist cos : [0, 7] streng monoton fallend und damit existiert die
stetig und monoton fallende Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, ], die als
Arkuskosinus bezeichnet wird.

Y = arccos X

>
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MAXIMA UND MINIMA

Der folgende Satz zeigt, das stetige Funktionen auf abgeschlossenen,
beschrankten Intervallen beschrankt sind und Maximum und Minimum
annehmen.

Theorem 5.2.8
Sei f: [a,b] — R stetig. Dann existieren Punkte x.,x™ € [a, b] mit

fix) = inf{f(x) | x € [a, b]}

und

f(x*) = sup{f(x) | x € [a, b]} .
Insbesondere ist f beschrdnkt und es werden das Minimum und Maximum
der Funktionswerte angenommen.

Aus dem Beweis des Satzes 5.2.8 wird schnell ersichtlich, dass er fur stetige
Funktionen, die auf folgenkompakten Raumen definiert sind, ebenfalls gilt.
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BEWEIS

Fur die Existenz von x* setzen wir W := {f(x) | x € [a, b]} und
M := sup{f(x) | x € [a, b]}. Da fUr n > 1 nach Definition M — 1/n keine obere
Schranke von Wi ist, gibt es ein x, € [a, b] mit

M= < flxe) < M.

Dies ergibt f(xn) — M. Ferner ist die Folge (xn)nen beschrankt und damit gibt
es nach Satz 5.2.5 eine Teilfolge (xn,)ren, die gegen ein x* € R konvergiert.
Wegen (xn, )ren C [a, b] gilt zudem x* € [a, b]. Dies ergibt

M= lim f(x) £0ny) = F°)

= lim
k— o0

Die Existenz von x. folgt durch die Betrachtung von —f.
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SUPREMUMS-NORM

Im Folgenden schreiben wir
C([a,b]) := {f: [a,b] = R | fstetig}.
Wir wissen schon, dass dies ein Vektorraum ist. Ferner ist nach Satz 5.2.8

[flleo == sup [f(x)] < oo
x€la,b]

fur alle f € C([a, b]). Eine einfache Rechnung zeigt zudem, dass || - || eine
Norm auf C({[a, b]) definiert. Konvergiert eine Folge (fa)nen C C([a, b])
bezliglich dieser Norm, so sprechen wir von gleichmalRiger Konvergenz.

Der folgende Satz untersucht die gleichmaRige Konvergenz.

Theorem 5.2.9
Seien (fn)nen C C([a,b]) und f: [a,b] — R mit ||fa — fllcc — 0. Dann gilt
fec([a, b))
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BEMERKUNGEN

Konvergiert die Folge (fa)nen nur punktweise, d.h. fo(x) — f(x) fir alle
X € [a, b], so ist die Grenzwertfunktion im Allgemeinen nicht stetig.

Dies kann man an dem Beispiel fy(x) := x" flir x € [0, 1] sehen, da in diesem
Fall f = 144y gilt, siehe Lemma 4113.

Ist (Xe)ren C [a, b] eine Folge mit x, — x und (fa)nen gemal Satz 5.2.9, so gilt

lim lim fn(xh) = ||m fn(X) fx) = kingcf(x;?) = kl;ngo ningofn(xk)

n—oo R—

Man darf also in diesem Fall die Grenzwertbildungen vertauschen. Wenn
man x :=1und x, :=1—1/k im obigen Beispiel wahlt, so sehen wir, dass
diese Vertauschung bei punktweiser Konvergenz im Allgemeinen nicht
moglich ist.

Aus dem Beweis des Satzes 5.2.9 wird wieder schnell ersichtlich, dass er flr
stetige Funktionen, die auf folgenkompakten Raumen definiert sind,
ebenfalls gilt.
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BEWEIS

Sei xg € [a,b] und € > 0. Dann gibt es ein n > 1 mit

sup [fo(x) = F0)| = [Ifo = fllo < =

x€la,b] 3

Da fy stetig in xo ist, gibt es zudem ein ¢ > 0, so dass fur alle x € [a, b] mit
|x — xo| < ¢ die Abschdtzung

a0 = Falxo)] < 5

gilt. FUr solche x folgt dann

|f(X) _f(XO)| < |f(X) _fn(x)| + }fn(x) _fﬂ(X0)| + }fn(XO) _f(X0)|

<e,

und damit ist f stetig.
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GLEICHMASSIGE STETIGKEIT

Wir hatten schon gesehen, dass gleichmaRig stetige Funktionen stetig sind,
die Umkehrung im Allgemeinen aber falsch ist. Der folgende Satz liefert
daher eine bemerkenswerte Aussage.

Theorem 5.2.10
Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f gleichmafig stetig.
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Wir nehmen an, dass f nicht gleichmaRig stetig ware. Nach der Definition von
gleichmaRiger Stetigkeit gibt es dann ein e > 0, so dass es zu jedem n > 1
Punkte xn, zy € [a, b] gibt mit

o = 20] < = und ) — flzn)] > e

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3, siehe Satz 5.2.5, gibt es dann ein

X € [a, b] und eine Teilfolge xn, — x. Wendet man das gleiche Argument auf
die Folge (zn,)ren an, so erhalten wir eine Teilfolge (zm,)ren VON (Zn, )ren, die
gegen ein z € [a, b] konvergiert. Fur die Teilfolge (Xm, )ren VON (Xn, )ren 8ilt
dann xm, — x und wegen

‘ka —th| < mifg

gilt auRerdem x = z.
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Da f stetig ist, folgt

im f(n,) = fx) = lim f(zm,).

lim
3 k— o0

Damit gibt es ein kg > 1, so dass fur alle k > ko gilt
[fxm,) = F0)] < 5 und [fzm,) = fx)] < 5.
Dies ergibt

f(xme ) = f@m, )] < 1fxme ) = FOOI + [f(X) = fzm, )| <&,

was im Widerspruch zu dem obigen |f(Xm,) — f(zm,)| > € fur alle k > 1 steht.
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Section 5.3
Exponentialfunktion



EXPONENTIALFUNKTION ALS REIHE

Wir hatten in (41.3) die Euler'sche Zahl durch die Reihe "¢, & definiert,
und in (4.2.6) hatten wir gesehen, dass die Reihe >°p° %ﬁ firalleze C
absolut konvergiert. Diese Einsichten wollen wir jetzt nutzen, um die
Exponentialfunktion als Reihe zu definieren.

Definition 5.3.1
Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist durch

ok
exp(2) := ¢’ ::Z:%7 zeC
k=0

definiert.

Betrachtet man die Exponentialfunktion nur fur reelle Argumente x € R, so
ergibt die Reihendarstellung sofort exp(x) € R. Die resultierende
Einschrankung exp : R — R wird reelle Exponentialfunktion genannt.
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EIGENSCHAFTEN

Einsetzen von z= 0 und z = 1in die Reihendarstellung der
Exponentialfunktion ergibt

exp(0) =1 und exp(1) = e,

wobei fiir die zweite Formel die Definition (41.3) ausgenutzt wurde. Die
folgende Proposition prasentiert zwei wichtige Eigenschaften der
Exponentialfunktion.

Proposition 5.3.2
Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig mit

exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(22) , 7,7 € C.
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Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den reellen Fall. Der
komplexe Fall ist aber wegen diverser Bemerkungen zu absoluter
Konvergenz und Folgenkompaktheit im Skript komplett analog beweisbar.

Um die Stetigkeit in einem x € R zu beweisen, setzen wir a := |x| + 1. Fur
n > 1definieren wir weiter

nok
faly) == % y € [-a,q].
k=0

Offensichtlich ist jede Funktion f, : [—a, a] — R stetig und ferner gilt

e R oasd 3
>al=X &

k=n+1 k=n+1

|| expj;_g.q) ~frlloo = sup !exp —faly)| = sup

y€[—a,a] y€[—a,q]

wobei wir nacheinander die Satze 4.21 und 4.2.6 angewendet haben. Da die
Reihe Y02, %’: nach (4.2.6) konvergiert, zeigt Satz 4.2

. = a*
und damit haben wir || exp;;_q q —fnllcc — 0 gezeigt. Satz 5.2.9 liefert daher
die Stetigkeit von exp|;_, ¢, und dies ergibt die Stetigkeit von exp in x.
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Da die Reihendarstellung der Exponentialfunktion in jedem Punkt absolut
konvergiert, siehe (4.2.6), dirfen wir nach Satz 4.2.7 die Reihen umordnen.
Mit dem Binomischen Lehrsatz 2.2.7 gilt dann

wobei wir in der vierten Gleichung das Cauchy-Produkt von Reihen
ausgenutzt haben, dass in Abbildung 15 illustriert ist.
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CAUCHY-PRODUKT

b

Iy \ *

g, b b
@, @ 4 Gy

Abbildung: Cauchy-Produkt (3°7%, ai) - (3572 b)) = o526 D ko rbn—r, Wobei
die absolute Konvergenz der beiden linken Reihen gefordert wird und die
absolute Konvergenz der rechten Reihe folgt. Links: Spaltenweise (lila)
Summation > 7, > a;b; iiber das rote Dreieck. Mitte: Aquivalente,
diagonale Summation ZLO Z,';o ajb;_; Uber das Dreieck. Rechts:
Einschachtelung der Dreiecks-Summe durch 2 Quadratsummen

(e a) - (o by) = Xe o aibj fiir m = |n/2] (tirkis) und m = n
(blau). Die Differenz zwischen blauen Quadrat und dem Dreieck kann nach
oben durch die Differenz zwischen blauen und tirkisen Quadrat abgeschatzt
werden.
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EINDEUTIGKEIT DER EXPONENTIALFUNKTION

Istf: R — R eine Funktion mit f(1) = e und f(x +y) = f(x)f(y) fur alle
X,y € R, so gilt zunachst

e=f(1) =flm/m) = f(/m)", meN
und damit f(1/m) = e"/™. Fiir g = k/m € Q mit k € Z und m € N folgt
fla) = f(k/m) = f(1/m)" = "™ = ¢7. (531)

Die obigen Funktionalgleichungen erzwingen also ein eindeutiges Verhalten
der Funktion f auf Q. Da die Exponentialfunktion beide Gleichungen erfullt,
muss also exp(q) = e fur alle g € Q gelten, was zumindest fir rationale
Argumente unsere Notation exp(x) = €' rechtfertigt. Ferner ist die
Exponentialfunktion stetig und man kann mit (5.3.1) und der Approximation
von R durch Q zeigen, dass es nur ein stetiges f, das die beiden Gleichungen
erflllt, gibt. Daher ist unsere Definition der Exponentialfunktion identisch zu
den in den vorherigen Kapiteln benutzte, heuristische Herangehensweise.
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WEITERE EIGENSCHAFTEN

Ferner lasst sich das Lemma 4117 zu der Gleichung
X\ "
exp(x) = lim (1 + 7> , x€eR
n— oo n

verallgemeinern, die wir hier aber nicht beweisen wollen.

Korollar 5.3.3
Es gilt exp(x) > 0 fur alle x € R sowie exp(z) # 0 und exp(Z) = exp(z) fur alle
zeC

339



BEWEIS

Da exp(0) = 1 gilt, folgt fur jedes z € C schon
1= exp(z) exp(—2)

und damit exp(z) # 0. Weiter ist fur jedes x > 0 auch jede Partialsumme der
Reihe positiv und es folgt exp(x) > 0 fur x > 0. Zusammen mit
exp(—x) = EXP(X folgt damit exp(x) > O fur alle x € R.

Ferner gilt

wobei wir im vorletzten Schritt die Stetigkeit der komplexen Konjugation
Z +— Z benutzt haben.
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LOGARITHMUSFUNKTION

Wir wollen nun die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion einfuhren. Dies geschieht in dem folgenden Lemma.

Lemma 5.3.4
Die Funktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und erflllt
im0 =+
lim exp(x) = 0.
X——00
Damit existiert ihre Umkehrfunktion
In:(0,00) - R,
die durch

y=exp(x) & Xx=Iny

charakterisiert ist, und diese ist ebenso streng monoton wachsend und
stetig.
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BEWEIS

Fur x > 0 liefert die Reihendarstellung
exp(x) > 1+ x (53.2)
damit limy— 40 exp(X) = +oo. Damit folgt auch

lim exp(x) = lim ! ! = 0.

X——o00 x——oo exp(—X) = iMoo exp(X)

Fur x > 0 liefert unsere anfangliche Abschatzung zudem exp(x) > 14 x > 1
und fur x; > x; ergibt dies

exp(X2) — exp(x1) = exp(x1) (exp(x — x1) — 1) > 0.

Damit folgt die Behauptung aus dem Umkehrsatz 5.2.7.
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CHAPTER 6: DIFFERENTIALRECHNUNG



EINFUHRUNG

Differentialrechnung dient unter anderem dazu
- Extremwerte zu berechnen (Stetigkeit lieferte uns die Existenz aber
keine Methode zur Berechnung der Extremstellen)

- Geschwindigkeiten als Anderungsraten von GroRen mathematisch zu
beschreiben

- Gleichungen fir Anderungsraten als Differentialgleichungen fir
Funktionen zu verstehen.

Wir werden in diesem Kapitel werden wir daher die Differentialrechnung
rigoros aufbauen und beweisen. Viele Aspekte werden dabei aus der Schule
in der einen oder anderen Form schon bekannt sein.
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Section 611
Differenzierbarkeit



DEFINITION UND ERSTE BEISPIELE

Definition 6.11
Eine Funktion f: [a, b] — R heift differenzierbar im Punkt xo € (a, b), falls
der Grenzwert

fx) = fixo)

X—X0 X — Xo

existiert. Sie heilt differenzierbar auf (a, b), falls sie in jedem xo € (a, b)
differenzierbar ist. In diesem Fall bezeichnet man die Funktion
f : (a,b) — R als die Ableitung von f.

Analog sind alle diese Begriffe fur f: R — R, f: (a,b) — R etc. definiert,
wobei xo immer im “Inneren” des Definitionsbereichs von f liegen muss.
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BEISPIELE

Jede konstante Funktion f(x) = c auf einem Intervall [a, b] ist differenzierbar
mit f'(xo) = 0 fir alle xo € (a, b), denn es gilt
c—¢

lim =0
x—=x9 X — Xo

Die Funktion f(x) = x ist in jedem xo € R differenzierbar mit f'(xo) = 1, denn

offensichtlich gilt
. X — Xo
lim =
x—=x0 X — Xo

347



EINE PHYSIKALISCHE INTERPRETATION

Beschreibt t — s(t) den zurlickgelegten Weg s in Abhangigkeit von der Zeit t,
so entspricht die Ableitung
s(t+At)—s(t) . As

li | —
A;mo At A{mo At

der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t. Dabei haben wir At fur kleine
Zeitdifferenzen und As fur die in diesen Zeiten zurlckgelegten
Wegdifferenzen geschrieben. Der Grenzwert des Differenzenquotienten wird
oft als Differentialquotient bezeichnet und entsprechend suggestiv als

§ = lim E
dt o At—0 At
geschrieben, und als ds nach dt gelesen. Wahrend es sich bei As und At

jedoch um Zahlen handelt, haben hierbei ds und dt keine eigenstandige
Bedeutung und sie sind daher als rein formale Symbole zu verstehen.
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EINSEITIGE ABLEITUNGEN

Wir sagen f: [a, b] — R ist linksseitig differenzierbar in xo € [a, b], falls der
einseitige Grenzwert

fx) = f(x0)

lim ————=
x—>xo_ X — Xo

existiert. Analog ist f rechtsseitig differenzierbar in xo € [q, b], falls der
einseitige Grenzwert
lim ————~
X X — Xo

existiert. Eine Funktion ist in xo differenzierbar, genau dann, wenn sie links-
und rechtsseitig differenzierbar in xo ist und die beiden einseitigen
Ableitungen gleich sind.

Analog sind alle diese Begriffe fir f: R — R etc. definiert.

Die Abbildung x — |x| ist in 0 stetig, aber nicht differenzierbar, da die
linksseitige Ableitung —1 ist, die rechtsseitige aber 1 ist.
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BEISPIELE: EXPONENTIAL- UND WINKELFUNKTIONEN

Lemma 6.1.2
Die Exponentialfunktion exp : R — R ist differenzierbar und es gilt
exp’ = exp.
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BEWEIS

Wir zeigen die Aussage zunachst fur xo = 0. Fur x > 0 gilt wegen
exp(x) > 1+ x, siehe auch (5.3.2), die Abschatzung

op(x) =1 =X S X
< — = = — < .
s = 2T ; r i = &Pk

n=1

Mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion, siehe Proposition 5.3.2, und
exp(0) = 1 folgt

" exp(x) — 1 _1
x—=0t  X—0

Damit folgt aber ebenso
lim exp(x) — 1 _ 1 — exp(—x) — lim exp(x) exp(—x) — 1 _ 1.
X—0~ X X—0~ X x—0— —X
Zusammen ergibt dies die Differenzierbarkeit in xo = 0 mit exp’(xo) = 1. Fir
allgemeine xo gilt nun

lim exp(X) — exp(Xo) — exp(x0) lim exp(X — Xo) — 1

= expl(Xo
X—X0 X — Xo X—Xo X — Xo p( ) ’

womit die Behauptung bewiesen ist.
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ABLEITUNG DER WINKELFUNKTIONEN

Das folgende Lemma bestimmt die Ableitungen der geometrisch
eingefuhrten Winkelfunktionen.

Lemma 6.1.3
Die WinRelfunktionen sin und cos sind differenzierbar und fur alle x € R gilt:

sin’ X = cos x und cos' X = —sinx.
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Wir zeigen zundchst sin’(0) = 1. Dazu betrachten wir zundchst fur
x € (0,7/2) die folgende Skizze am Einheitskreis

sin X

Ccos X

B55]



Die Flache A; des kleineren Dreiecks lasst sich dann durch
1 .
A= 5 cos X sin X

berechnen. Nach dem Strahlensatz gilt ferner h = Q = CSQ)”SXX und damit ist die
Flache As des grofReren Dreiecks

T sinx
As = 2 cosx’
SchlieBlich ist die Flache A, des Kreissegments proportional zum Winkel,
und da der Einheitskreis die Flache = und den Umfang 27 hat, gilt folglich

A X

T 2r
Aus A; < A, < Az schlieRen wir nun cosxsinx < x < X ynd damit auch

Cos X

sin X 1
cosX < < —.
X cos X
Wegen lim,_, o+ cosx = 1 folgt
. sinXx—sin0 . sinx
lim ———— = |lim =
x—0F x—0 x—0t X

und wegen Sn(ZX=sin0 _ sinx gilt das gleiche fiir die linksseitige Ableitung.
354



Als nachstes zeigen wir cos’(0) = 0. Dazu betrachten wir zunachst

cosx—1  (cosx —1)(cosx+1)  —sin’X _ sinx —sinx 1.0
X X(cosx + 1) "~ xX(cosx+1) X cosx+1
furx — 0.

Mit diesen Vorbereitungen und den Additionstheoremen konnen wir nun

schlieBRen:
. sin(x4+h)—sinx . sinxcosh + cosxsinh — sinx
lim ———~——— = |im
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 . sinh
=sinX lim ———— 4+ cos X lim
h—0 h h—0
= cos X

Der Beweis flir cos’ x = — sin x ist analog.
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LINEARE APPROXIMATION

Aus der Schule ist bekannt, dass die Ableitung f'(xo) als Anstieg der
Tangente am Graphen der Funktion im Punkt (xo, f(x0)) interpretiert werden.
Diese Gerade g ist durch die Gleichung

9(x) = (x0)(x = xo) + f(X0) , xeR

gegeben. Bildet man die Differenz zwischen beiden Funktionen, so erhalt
man den Approximationsfehler

Ri(x) := g(x) = f(x) = f'(X0)(x = Xo) + f(x0) — f(x)

und die Definition der Differenzierbarkeit bedeutet gerade, dass

fim X i (f(xo) _ X _f(XO)) -0 (611)

x—=Xxo X — Xo X—Xo X — Xo
gilt. Man sagt, der Fehler sei klein-o von x — xo und schreibt
Ri(x) = o(x — xa), X = Xo,

Der Approximationsfehler konvergiert also schneller als linear gegen 0.
Ferner zeigt eine analoge Rechnung, dass jede andere lineare Approximation

a(x) = m- (x = xo) + f(xo)

von fim Punkt xo Reinen o(x — xo) Fehler hat. 356



LINEARE APPROXIMATION

Ferner zeigt der folgende Satz, dass die Differenzierbarkeit in xo sogar
aquivalent zur linearen Approximierbarkeit in xo mit o(x — xo) Fehler ist.

Theorem 6.1.4
Seien f: [a,b] — R und xo € (a,b). Dann sind aquivalent:

i). fistin xo differenzierbar

ii). Es existiert eine Konstante ¢ € R und eine Funktion ¢ : [a, b] — R mit
@(x) = o(x — Xo) fur x — Xo, 0 dass

fix) = f(xo) + ¢+ (x = Xo) + ¢(x), x € [a, b]. (61.2)

In diesem Fall ist ¢ = f'(xo).
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BEWEIS

i) = ii). Fiir c = f'(x0) und (x) := Ri(x) haben wir dies in (611) gezeigt.
ii) = i). Einsetzen von (61.2) in den Differenzenquotienten ergibt

F) = fxe) _ € (x=0) () _ ., o(¥)
X — Xo X — Xo X — Xo

Fur x — xo folgt dann die Behauptung.
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DIFFERENZIERBARKEIT IMPLIZIERT STETIGKEIT

Korollar 6.1.5
Ist f:[a,b] = R in xo € (a,b) differenzierbar und ¢ : [a, b] — R gemaf
(61.2). Dann ist f in xo stetig und es gilt

fX) = flxo)l < e+ = X — X , x € [a, b].

Beweis.
Mit (61.2) gilt

1Fx) — F00)] = [~ (x — x0) + ()] = \(H () ) (s3]

X — Xo

Damit folgt die Ungleichung und die Stetigkeit ist eine direkte Konsequenz
der Ungleichung und der Eigenschaften von . O

Man kann explizit Funktionen angeben, die stetig aber in keinem Punkt
differenzierbar sind. Ein Beispiel hierfur ist die sogenannte

WeierstraB-Funktion. Die vom Wiener-Prozess, der auch als Brown’sche
Bewegung bekannt ist, erzeugten zufalligen Funktionen sind mit
Wahrscheinlichkeit 1in keinem Punkt differenzierbar. 359



RECHENREGELN UND WEITERE BEISPIELE

Wie schon bei Grenzwerten, Reihen und der Stetigkeit kann die Betrachtung
von Ableitungen erheblich durch einige wichtige Rechenregeln vereinfacht
werden.

Theorem 6.1.6
Seien f,g : [a,b] — R in xo € (a, b) differenzierbar und «, 8 € R. Dann gilt:

i). Linearitdt: Die Linearkombination of + B9 ist in xo differenzierbar und
es gilt

(af + 89)' (x0) = of (x0) + Bg' (X0) -
ii). Produktregel: Das Produkt fg ist in xo differenzierbar und es gilt
(fg)' (x0) = f (x0)g(x0) + f(X0)g' (X0) -

iii). Quotientenregel: Falls g(xo) # 0 gilt, so ist der Quotient g in Xo
differenzierbar mit

Yy _ Fx0)g(x0) — f(xo)g' (Xo)
(5) o = PR
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BEWEIS

i). Folgt sofort aus der Linearitat des Grenzwertes, siehe Satz 41.7.
ii). Addieren von 0 = —f(x0)g(x) + f(x0)g(x) im Zahler ergibt
o F099() = fxo0)g(x0)

X—Xo X — Xo
lim T009(X) = f(X0)g(X) + f(X0)g(x) — f(X0)g(x0)
X—Xo X — Xo

= = f(xi_ 79 6) + oo of) Jin 7“2:30%)

= f(x0)9(Xo) + f(X0)g’ (Xo) ,

da g als in xo differenzierbare Funktion dort auch stetig ist, siehe Korollar
6.1.5.

iii). Fir den Spezialfall f = 1 gilt

- i SR g0 1
Xx—=Xo X — Xo X—Xo X — Xo Q(X)Q(XO)

0 —1
X PR R
ey
wobei wegen g(xo) # 0 und der Stetigkeit von g in xo auch g(x) # 0 fir alle
hinreichend kleinen Abstande |x — xo| gilt. Mit ii) folgt der allgemeine Fall.
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BEISPIELE: MONOME UND POLYNOME

Fir k € Ny ist die gg(x) := x* differenzierbar und es gilt
gh(x) = X" (61.3)

Fir k € {0,1} hatten wir dies schon gesehen, und ist die Aussage fur k schon
bewiesen, so folgt mit der Produktregel:

Ghir(X) = (Gr - 91)' (¥) = Gh(¥)g1(X) + gr(3) g1 (x) = kX" X +x* = (R+ 1"

Mit der Linearitat sind damit auch Polynome p(x) = S°7_, arx*
differenzierbar mit

p'(x) = Z Rapx®", x € R. (61.4)
k=1

Zudem gilt mit der Quotientenregel, dass fir k € N die Funktion

fe(¥) =x* = g;(x) in x # 0 differenzierbar ist mit

1Y\ gn(x) Rx" = ke
X)=(— ) (X)=— = - = —Rx .

70 = (5;) €0 =~y =~
Insgesamt gilt also (61.3) fur alle k € Z.
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BEISPIELE: TANGENS UND KOTANGENS

Die Funktion tanx = "X ist nach der Quotientenregel in allen x € R mit

cos X

sinx # 0 differenzierbar und mit wegen sin’ x 4 cos’ x = 1 gilt

2 .2
cos” X + sin” X 1
tan’ x = = =h +tan2><. (61.5)
cos? X cos? X

Analog ist der Kotangens cotx = = in allen x € R mit cosx # 0
differenzierbar und es gilt

=1

—5_ =-1-— COtZX. (616)
sin”® X

cot’ x =
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KETTENREGEL

Das folgende Resultat, das als Kettenregel bekannt ist, betrachtet die
Differenzierbarkeit von Kompositionen:

Theorem 6.1.7

Seien f: R — R und g : R — R Funktionen, so dass fin xo differenzierbar
und g in f(xo) differenzierbar ist. Dann ist x — g o f(X) in xo differenzierbar
und es gilt

(g o) (x0) = g'(f(x0)) - f (Xo) -

Intuitiv folgt die Aussage sofort aus

i 9000) = 9000)) _ . 909) = 9(f)) £ = Fxo)

x=%0 X = Xo =X f(x) = f(xo) X = Xo
= 9'(f(x0))f (xo).
Das Problem an dieser Argumentation ist nur, dass aus x # Xo nicht

f(x) # f(xo) folgt, und somit der erste Differenzenquotient nicht definiert
sein muss.
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BEWEIS

Wir fixieren eine Folge (Xn)nen Mit Xn — Xo UNd X # Xo fur alle n > 1. Ferner
schreiben wir y, := f(xn) und yo := f(xo). Um mit dem Fall f(xn) = f(xo)
umgehen zu konnen, definieren wir g* : [a, b] — R durch

9 =9(vo)
{ 1=00)  falisy # yo,

0

g'(yo)  fallsy=yo.
Damit gilt g*(yn) — g’(vo) = g'(f(x0)) fiir n — oo und
9(v) = 9(v0) =g () - (v = o) , yER.
FUry = yn = f(xn) ergibt dies
im 9U00)) = 9(fx0)) _ . " (vn) - (f(xn) — f(X0))

n—oo Xn — Xo n— oo Xn — Xo
. * . -
_ f(xn) = f(x0)
- n|l>moo g (y”) ' n[»ngo Xn — Xo

= g'(f(x0)) - f (x0) -

Da die Wahl der Folge beliebig war, folgt die Behauptung.
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ABLEITUNG DER UMKEHRFUNKTION

Theorem 6.1.8
Ist f: [a,b] — R streng monoton und differenzierbar und gilt f (x) # 0 auf
(a,b), so ist die Umkehrfunktion g := f~" ebenso differenzierbar und es gilt

0 . 1
90 = 760)

fur alle y € f((a, b)), wobei f((a, b)) das Bild von (a,b) unter fist.

Falls wir schon wissen, dass g differenzierbar ist, folgt die Formel aus
g(f(x)) = x =id(x) und der Kettenregel

T=id'(x) = (goN)'(x) =g'(f(x) - f () =g'(¥) - F(9)),

wobei im letzten Schritt y := f(x), d.h. g(y) = [~ (f(x)) = x gesetzt wurde.
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BEWEIS

Sei (Yn)nen Mitys # y und y, — y. Wir schreiben x, := g(yn) und x := g(y).
Wegen y, # y gilt dann x, # x und da g nach Satz 5.2.7 stetig ist haben wir
auch x, — x. Es folgt dann

lim M: lim l:L:;

nseo Yo=Y n=oo flxn) = fx) () F(9W)
Da die Wahl der Folge beliebig war, folgt die Behauptung.
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ABLEITUNGEN DES LOGARITHMUS ETC.

Da die Logarithmusfunktion In : (0,00) — R die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion exp : R — (0, c0) ist und diese differenzierbar mit
exp’(x) = exp(x) # 0 fir alle x € R ist, siehe Lemma 6.1.2 und Korollar 5.3.3,
ist die Logarithmusfunktion differenzierbar und es gilt

1 1 1

W) = S ImG)) ~ seinG)) ¥ (617)

Die Arkussinusfunktion arcsin : [-1,1] — [—7/2, /2] ist differenzierbar

arcsin’(y) = ! = ! = !
)= sin’(arcsiny) ~ cos(arcsiny)

1 — sin?(arcsin y)
1

= , (61.8)
V1—=y?
wobei wir cosx > 0 fir x € [-7/2, /2] ausgenutzt haben. Analog gilt:
arccos'y = — ! (61.9)

7
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ABLEITUNG DES ARKUSTANGENS

Der Arkustangens arctan : R — R ist die Umkehrfunktion von tan

eingeschrankt auf [-%, 7].

y
U arctany

Wegen der zweiten Identitat in (6.1.5) ist die Ableitung durch

1 1 1
tan’(y) = = =
arctan'(y) tan’(arctany) 1+ tan?(arctany) 14 y?

fur alle y € R gegeben.
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Section 6.2
Hauptsatze



EXTREMA

Definition 6.2
Sei I ein Intervall, f: I — R und xo € I. Dann hat fin xo ein:

i). lokales Maximum, falls es ein § > 0 gibt mit, so dass fir alle x € | mit

X — xo| < ¢ gilt

fx) < f(xo) -
Gilt diese Ungleichung sogar fur alle x € 1, so hat fin xo ein globales
Maximum.

ii). lokales Minimum, falls —f ein globales Maximum in xo hat, d.h. es gibt
ein § > 0, so dass fur alle x € I mit |[x — xo| < 6 gilt

f(x) = flxo) -

Gilt diese Ungleichung sogar flr alle x € 1, so hat fin xo ein globales
Minimum

In beiden Fallen sprechen wir von lokalen bzw. globalen Extrema.

3N



VERHALTEN DER ABLEITUNG IN EXTREMA

Offensichtlich ist jedes globale Maximum auch ein lokales Maximum, und
die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Der folgende Satz liefert ein notwendiges Kriterium zum Finden eines
lokalen Extremumes.

Theorem 6.2.2
Seif: (a,b) — R differenzierbar. Hat f in xo € (a, b) ein lokales Extremum,

dann gilt f'(x0) = 0.
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BEWEIS

Es reicht den Fall eines Maximums in Xo zu betrachten. Sei nun § > 0, so
dass (xo — 0, %0 + d) C (a,b) und

f(x) < f(xo)
fiir alle x € (Xo — 8,X0 + 0) gilt. Fiir x < xo gilt dann 2= > 0, und daher
folgt
_ i f() = f(xo)
f(Xo)7X_|1>f;I37 X — Xo =0
Analog finden wir
Flxo) = fim 1)=S00) g

X—Xot X — Xo

und zusammen ergibt dies f'(xo) = 0.
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BEISPIEL

Dieses notwendige Kriterium fur Extrema erlaubt es, Kandidaten fur Extrema
als Nullstellen der Ableitung zu bestimmen. Wir bezeichnen Nullstellen der
Ableitung von f deswegen als kritische Punkte.

Um ein Beispiel zu betrachten, sei f: R — R die durch Wir suchen Extrema
der Funktion

X

=T HEL

fx)
definierte Funktion. Etwas Rechnen zeigt, dass die Ableitung dann

P00 = A5

(1 +x)

ist. Potentielle Extrema liegen daher nur in x = +1 vor, alle anderen Punkte
sind ausgeschlossen. Aus (1 —x)? > 0 folgt nun 14 x* > 2x und damit

f(x)

d.h. f hat ein globales Maximum in 1. Analog kann man zeigen, dass fin —1
ein globales Minimum hat.

T+x2 =2

1),
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MITTELWERTSATZ

Der folgende Satz ist als Mittelwertsatz bekannt und spielt eine wichtige
Rolle in unseren weiteren Uberlegungen.

Theorem 6.2.3
Sei f: [a, b] — R stetig und differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a, b) mit

f(XO) — (blz _f(a) )

=@
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BEWEIS

Wir betrachten die Funktion F : [a, b] — R, die durch

FO) = f) — 1) J;(a)~(><—a), x € [a, b]

b —
definiert ist. Dann ist F stetig und differenzierbar mit

Pl =109 - =10 (621)
—a
und es gilt F(a) = f(a) = F(b).
Falls nun F(x) = f(a) fur alle x € (a, b) gilt, so hat z.B. F ein lokales Maximum
in Xo := (a+ b)/2 und nach Satz 6.2.2 gilt F'(xo) = 0. Mit (6.21) folgt die
Behauptung.

Falls es ein x € (a, b) mit F(x) # f(a) gibt, betrachten wir zunachst den Fall
F(x) > f(a). Da F nach Satz 5.2.8 sein globales Maximum in einem X, € [a, b]
annimmt, gilt dann F(xo) > F(x) > f(a) = F(a) = F(b), und damit x, € (a, b).
Mit Satz 6.2.2 folgt F/(xo) = 0 und (6.21) liefert die Behauptung.

Der Fall F(x) < f(a) ist analog uber globale Minima zu zeigen.
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SATZ VON ROLLE

Der folgende Spezialfall des Mittelwertsatzes mit f(a) = f(b) wird als Satz
von Rolle bezeichnet.

Korollar 6.2.4
Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar. Gilt nun f(a) = f(b), so existiert
ein xo € (a,b) mit f'(xo) = 0.
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MONOTONIEVERHALTEN

Eine weitere wichtige Folgerung betrifft das Monotonieverhalten
differenzierbarer Funktionen.

Korollar 6.2.5
Sei f: (a,b) — R differenzierbar. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i). Esgilt f'(x) > 0 fiir alle x € (a, b) genau dann, wenn f monoton
wachsend ist.

ii). Falls f'(x) > 0 fiir alle x € (a, b), dann ist f streng monoton wachsend.

iii). Es gilt f'(x) = 0 fiir alle x € (a, b) genau dann, wenn f konstant ist.

Analog lassen sich durch Betrachtung von —f auch fallende Funktionen
durch negative Ableitungen beschreiben. Die Rickrichtung in ii) ist falsch,
wie z.B. das Beispiel x — x* in x = 0 zeigt.
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BEWEIS

“="). Wir wahlen xi, x2 € (a,b) mit x; < x, und betrachten die
eingeschrankte Funktion fiy, .. Diese ist differenzierbar und ihre Ableitung
gleich fi,, ,)- Insbesondere ist die Einschrankung nach Korollar 6.5 auch
stetig. Der Mittelwertsatz 6.2.3 liefert daher ein € € (x1,x2) mit

fi) = fa) =1 (€) - (2 — x1).
Wegen x, — x1 > 0 konnen dann die einzelnen Aussagen “abgelesen” werden.

“«"). Fir konstante Funktionen wissen wir bereits, dass ihre Ableitung
gleich 0 ist. Ist wiederum f monoton wachsend, so gilt

)= f0)

X — Xo

fur alle x,xo € (a,b) mit x # xo. Daraus folgt f'(xo) > 0 fur alle xo € (a, b).
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BEISPIEL

Seif: R — R die durch

fx) = T x€eR
definierte Funktion. Dann gilt
VIR s 1
fx) = 1 %2 :(1+X2)3/2 >0

und damit ist f streng wachsend.
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1. EXTREMWERTTEST

Mit diesen Einsichten konnen wir nun die folgende, hinreichende Bedingung
fr ein lokales Maxima beweisen.

Theorem 6.2.6

Sei f: (a,b) — R differenzierbar und es gelte f'(xo) = 0 flir ein xo € (a, b).
Gibt es nun ein § > 0 mit

f(x)>0, X € (Xo — 0,%0)
und

f(x) <o, X € (Xo,Xo + 6),
so besitzt fin xo ein lokales Maximum.

Beweis.

Nach Korollar 6.2.5 ist f auf (xo — 4, x0) streng wachsend, d.h. f(x) < f(xo) fur
alle x € (xo — 0, Xo0).

Nach Korollar 6.2.5 ist f auf (xo, Xo + &) streng fallend, d.h. f(xo) > f(x) fur alle
X € (Xo,Xo0 + 0).

Insgesamt hat f daher ein lokales Maximum in Xo. O
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BEISPIEL: DIFFERENTIALGLEICHUNG

Wir hatten schon gesehen, dass die Exponentialfunktion die Gleichung
exp’ = exp erfillt. Der folgende Satz zeigt, dass die Exponentialfunktion die
einzige Funktion f mit f = fund f(0) = 1 ist.

Theorem 6.2.7
Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, flr die es ein c € R gibt mit

f(x) = cf(x), X €R.

Dann gilt f(x) = f(0) - exp(cx) fur alle x € R.
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BEWEIS

Wir betrachten die Funktion g(x) := f(x) - exp(—cx) fur x € R. Es gilt dann mit
der Produktregel

g'(x) = f'(x) - exp(—cx) — cf(x) - exp(—cx) = (f'(x) = cf(x)) - exp(—cx) = 0

fur alle x € R. Damit ist g nach Korollar 6.2.5 konstant. Wegen g(0) = f(0)
folgt g(x) = f(0) fur alle x € R und ein einfaches Umstellen dieser Identitat
liefert die Behauptung.
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STETIGE DIFFERENZIERBARKEIT

Die folgende hinreichende Bedingung fir lokale Extrema ist schon aus der
Schule bekannt. Fur ihre Formulierung sagen wir, dass eine Funktion

f: (a,b) — R stetig differenzierbar ist, falls f differenzierbar ist und f* stetig
ist. Analog ist f zweimal stetig differenzierbar, falls f stetig differenzierbar ist
und f" auch stetig differenzierbar ist.

SchlieRlich sagen wir, dass eine Funktion f: [a, b] — R stetig differenzierbar
ist, wenn f stetig ist, f|(,,5) Stetig differenzierbar ist und es eine stetige
Funktion g : [a, b] — R gibt mit g(x) = f'(x) fur alle x € (a, b). Insbesondere
ist also die Ableitung f' beschrankt nach Satz 5.2.8. Analog ist zweimal stetig
differenzierbar definiert.
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2. EXTREMWERTTEST

Theorem 6.2.8
Sei f: (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar. Ferner sei xo € (a,b) mit
f(x0) = 0. Dann gilt:

i). Im Fall f'(x0) < 0 besitzt f in xo ein lokales Maximum.

ii). Im Fall f’(xo) > 0 besitzt f in xo ein lokales Minimum.

Der Vorteil des Satzes 6.2.8 gegenuber Satz 6.2.6 ist, dass er nur mit dem
Vorzeichen der zweiten Ableitung im Punkt xo arbeitet. Dieses ist haufig
einfach zu bestimmen. Jedoch benaotigen wir zweifache stetige
Differenzierbarkeit der Funktion f um ihn anzuwenden und er liefert auch
keine Aussage, falls f(xo) = 0 gilt.
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BEWEIS

Wir zeigen nur ii), da i) durch die Betrachtung von —f folgt.

Da f” stetig ist mit f”(xo) > 0, existiert fiir e := f(x0)/2 > 0 ein § > 0 mit
If" (xo) — f'(x)| < e flralle x € (xo — d,%0 + 4). Fuir solche x folgt

(%) <f'(X) +e=1"(x) +f(x)/2

und damit f’(x) > 0. Damit ist f nach Korollar 6.2.5 streng wachsend auf
dem Intervall (xo — 4, X0 + 9).

Da f'(xo) = 0 vorausgesetzt ist, folgt also f'(x) < 0 auf (xo — &, %0) und
f(x) > 0 auf (xo,X0 + ) und mit Satz 6.2.6 angewendet auf —f folgt die
Behauptung.
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VERALLGEMEINERTER MITTELWERTSATZ

Zum Schluss geben wir noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes
an, die flr einige spatere Beweise wichtig sein wird.

Theorem 6.2.9
Seien f, g : [a, b] — R stetig und differenzierbar. Sei weiter g’(x) # 0 auf
(a,b). Dann existiert ein & € (a, b) mit

fb) = f(a) _ F(&)

g(b)—g(a) — g'(&)
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BEWEIS

Ware g(b) = g(a), so gabe es nach dem Satz von Rolle 6.2.4 ein g’(x) = 0. Da
wir dies ausschlieBen, folgt g(b) # g(a). Damit ist die Funktion

9 = 09 = S =2 2ka(0)

auf ganz [a, b] definiert und auf (a, b) differenzierbar. Wegen

Fa) — F(b) = f(a) — ZA () i) 4 JIZID g

g(b) — g(a) g(b) — g(a)
_ f(b) —f(a)
= f(a) - f(b )—m~(g(0)—g(b))
:()7

d.h. F(a) = F(b), existiert nach dem Satz von Rolle 6.2.4 ein € € (a, b) mit
F'(¢) = 0 und damit folgt

7M

Ein einfaches Umformen liefert dann die Behauptung.
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INTERMEZZO: KONVEXITAT

Definition 6.2.10
Sei | C R ein Intervall. Dann heil3t f: I — R konvex, falls fur alle xo,X; €
und alle t € [0, 1] gilt

F((1 = t)xo + tx1) < (1= t)f(X0) + tf(x1) - (6.22)

Die Funktion heil’t strikt konvex, falls die obige Ungleichung strikt ist.
SchlieBlich heift f (strikt) konkav, falls —f (strikt) konvex ist.

Die Definition lasst sich von Intervallen auf Vektorraume verallgemeinern.
Offensichtlich sind affin linear Funktionen sowohl konvex als auch konkav,
aber in beiden Fallen ist dies nicht strikt. SchlieBlich ist die Ungleichung
(6.2.2) sowohl fiir xo = x4 als auch fir t € {0,1} immer erfillt.

Konvexe Funktionen spielen in vielen Bereichen eine wichtige Rolle, u.a. weil
es fur solche Funktionen effektive Algorithmen zum Finden von Minima gibt.
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INTERMEZZO: KONVEXITAT

Der folgende Satz liefert ein einfaches hinreichendes Kriterium fur die
Konvexitat.

Theorem 6.2.11
Sei f: (a,b) — R differenzierbar. Dann ist f genau dann konvex, wenn f’
monoton wachsend ist.

Man beachte, dass sich Satz 6.211 mit Korollar 6.2.5 angewendet auf f’
verbinden lasst. Dies zeigt, dass eine zweimal differenzierbare Funktion
f: (a,b) — R genau dann konvex ist, falls f’(x) > 0 fiir alle x € (a, b) gilt.
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Seien f konvex, xo, X1 € (a,b) mitxo < x; und t € (0,1). Dann gilt

(1= %0 + 1) < (1= t)f(x0) + tf(x1)
und damit auch

f(Xo + t(x — Xo)) — f(xo)

t- (Xq —Xo)

- (X1 = x0) < f(x1) = f(xo) -

Furt — 0 folgt
f(Xo) < f(x1) = f(xo) _ f(xo) = fx1)

- X1 — Xo Xo — X1
und fiir xo — x; damit auch f'(xo) < f'(x1).
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Sei nun f monoton wachsend. Fir o, X1 € (a,b) mitxo < x; und t € (0,1)
schreiben wir x; := (1 — t)xo + tx5. Es gilt dann x; € (xo0, x1) und der
Mittelwertsatz 6.2.3 liefert damit & € (xo,Xx:) und & € (¢, x1) mit

00) = 700) _ e < ey — 100 =000

Xt — Xo X1 — Xt
Wegen x; — Xo = t(x1 — Xo) und x; — x¢ = (1 — t)(x1 — xo) folgt

flxt) = f(xo) _ fx1) = fx)
t - 1T—t

und damit (1 — t)(f(xc) — f(x0)) < t(f(x1) — f(xt)). Dies wiederum impliziert

fixe) < (1= )f(x0) + tfx7)

was der Konvexitats-Ungleichung (6.2.2) entspricht.
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DIE REGEL VON DE L'HOSPITAL

Die Regel von de L'Hospital liefert eine elegante Moglichkeit zur Berechnung
von Funktionsgrenzwerten, die in Form unbestimmter Ausdricke

9, g, 0- oo, 00 — 00, oo”, 0°, 1%°

0 o0
erscheinen. Die Regel von L'Hospital fiir Quotienten ergibt sich als
Anwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Wie bei den
elementaren Grenzwertsatzen liefert sie eine Methode zur Berechnung von
Grenzwerten, die gleichzeitig deren Existenz mit beweist. Es ist jedoch
Vorsicht geboten, die Voraussetzungen der Regel sind in jedem Schritt zu

prufen.

393



1. REGEL: ZAHLER UND NENNER GLEICH O

Theorem 6.2.12
Seien f,g : (a,b) — R differenzierbar und es gelte

lim f(x) = lim g(x)=0 (6.2.3)
X—b— X—b—
und g'(x) # 0 fiir x < b. Existiert dann der Grenzwert lim,_,, - f'(() so gilt

jim 100 _ iy L)
x—b— Q(X) x—b— QI(X) ’

Eine analoge Aussage gilt flir rechtsseitige Grenzwerte. Ferner gilt die

Aussage auch, falls lim,_,, - & ((X)) ein uneigentlicher Grenzwert ist.
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BEWEIS

Wegen (6.2.3) kdnnen wir f und g auf (a, b] durch f(b) := g(b) := 0 stetig
fortsetzen. Im folgenden nehmen wir an, dass wir dies getan haben.

Sei nun (Xn)nen C (a,b) mitx, — b. Wenden wir den verallgemeinerten
Mittelwertsatz 6.2.9 auf die Einschrankungen von f und g auf [x,, b] an, so
existiert ein & € (xs, b) mit

f(x) _ flxa) =f(b) _ f(&n)

g(x)  glxa) —g(b)  g'(&n)°

Ferner impliziert x, — b die Konvergenz &, — b und damit folgt

) £(€)

= | 5
x—b— Q(X) £E—b— QI(E)
Da die Folge (xn)nen beliebig war, folgt die Behauptung.
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2. REGEL: ZAHLER UND NENNER SIND UNENDLICH

Theorem 6.2.13
Seien f,g : (a,b) — R differenzierbar und es gelte

lim f(x) = lim g(x) = o0

Xx—b— Xx—b—

und g'(x) # 0 fiir x < b. Existiert dann der Grenzwert lim,_, ;-

1) _ iy 100
x—b— Q(X) x—b— QI(X) ’

) i
70 O gilt

Eine analoge Aussage gilt flir rechtsseitige Grenzwerte. Ferner gilt die
Aussage auch, falls lim,_,, - f',(()) ein uneigentlicher Grenzwert ist oder
b = oo ist.

Der Beweis ist etwas aufwendiger als der von Satz 6.212 und wird aus
Zeitgrinden daher Ubersprungen.
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BEISPIELE

lim (—x) = 0 (6.2.4)

Betrachten wir schlief3lich ein paar Beispiele. Mit Satz 6.213 finden wir
1

lim X Inx = lim TZI X — )

X—07F X x—07F =z X— 0+

x—0t
Dabei wurde der gegebene unbestimmte Ausdruck der Form 0 - oo in einen

Quotienten der Form £ umgeschrieben.
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BEISPIELE

Mit Satz 6.212 finden wir z.B.:

a1 _ 2
lim (Xlnx_1> — fim MXED ZInXZ) o BT
X—ro0 X+1 X—00

. 2%°
= lim
x—o00 X2 — 1

= o

Hier wurde der gegebene unbestimmte Ausdruck der Form 0 - co in einen
Quotienten der Form ¢ umgeschrieben.
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BEISPIELE

Manchmal fuhrt die Anwendung einer der Regeln leider nicht zum Erfolg. Der
Versuch Satz 6.212 wiederholt zu benutzen fuhrt in diesem Beispiel zu

. e WX
lim
x—0t X
—1/x 1 —)
. e /72 . e VX
= lim = lim 5
Xx—0t 1 x—=0t X
—1/x 1 _
. e /X7 ) e 1/x
= lim lim 3
Xx—0t 2X x—0t  2X
—1/x 1 _
e / % e
= lim = lim —
x—0t  6X x—0t 6X

Der Ausdruck wird also mit jeder Anwendung von Satz 6.212 komplizierter.
Wendet man stattdessen Satz 6.213, so ergibt sich

—1/x 1 2
. (5] . 5 2 . 1
lim =i X = |im =0.

5 .
m 2 = lim —*— — =
x—0t X x—ot el/x x—0+t —eﬂ/x)(l2 x—0t+ el/x
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ANWENDUNG: KURVENDISKUSSION

1. Definitions- und Wertebereich

2. Symmetrie-Eigenschaften (gerade oder ungerade Funktionen,
Spiegelsymmetrien zu anderen Punkte oder senkrechten Linien,
Periodizitat)

3. Stetigkeit und Stetigkeitsintervalle, eventuelle Definitionslicken,
Polstellen

4. Nullstellen, Schnittpunkt mit der y-Achse

5. Extremalstellen und Monotonieintervalle

6. Konvexitatsintervalle. Ist die Funktion zweifach differenzierbar, so sind
die Konvexitatsintervalle gerade die Monotonieintervalle der Ableitung.

7. Wendepunkte (und Wendetangenten), dabei sind Wendepunkte gerade
die Punkte, in welchen sich das Konvexitatsverhalten andert, die
Funktion also von konvex zu konkav wechselt

8. asymptotisches Verhalten an den Randern des Definitionsbereiches,
damit meint man Grenzwerte der Funktion oder einfachere Funktionen,
welche den Verlauf der gegebenen Funktion asymptotisch beschreiben

9. eine Skizze der Funktion und ggf. ihrer Ableitungen.
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BEISPIEL

Wir geben ein Beispiel und untersuchen die Funktion

X —2¢ —x+2
f="—07
definiert auf der Menge Dy = R\ {—2}.
Sie ist auf R\ {—2} stetig und besitzt in x = —2 eine Polstelle erster
Ordnung, da

lim (x+2)f(x) = lim ( = 2" —x+2) = =12 # 0

X——=2
gilt.
Wegen f(0) = 1 schneidet der Graph der Funktion die y-Achse im Punkt (0, 1)
und die Funktion f erfullt
f0=0 & X —2¢—x4+2=x-NKx+1(x-2)
=10
und besitzt damit die Nullstellen x = +1und x = 2.
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BEISPIEL

Das asymptotische Verhalten der Funktion f(x) fur groRe Werte von x ergibt
sich durch Polynomdivision
12

2
=X —4X+7 - ——=
X+2 * X+2’

X =2 —x+2
fo) =5
flr x — oo nahert sich der Graph der Funktion der Parabel

g(x) = x* — x4+ 7. Flir x — —2 verhalt sich die Funktion wie h(x) =19 — %

Zum Bestimmen kritischer Punkte, sowie der Monotonie- und
Konvexitatsintervalle, leiten wir die Funktion f ab. Das ergibt

B ==X +2) - (=2 —x+2) 23+ 4x* —8x—4
fe9 = (x+2)? B (x+2)?

ooy (6% 4 8x — 8)(x +2)7 — 2(2 + 4x* — 8X — 4)(x +2)
f (X) - (X+2)4

2+ 12X +24x— 8
B (x+2)°
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BEISPIEL

Potentielle Extremalstellen ergeben sich aus den Nullstellen der ersten
Ableitung. Es gilt
fx)=0 & 2°+4—-8—4=0

Dies liefert drei Nullstellen, da x* 4 2x* — 4x 4 2 fiir x — oo gegen oo
strebt und an der Stelle x = —1 positiv und in x = 1 negativ ist. Bestimmt
man diese naherungsweise, so ergibt sich

X1 ~ —31,
Xo & —0.43,
X3 ~ 1.51.

Aufgrund der Vorzeichen ist die Funktion auf (—oo, x;) streng monoton
fallend, auf (x1, —2) streng monoton steigend, auf (=2, x;) streng monoton
steigend, auf (x2, x3) streng monoton fallend und auf (xs, co) wiederum
streng monoton steigend. Bei x; und x; liegen also lokale Minima vor, bei x;
ein lokales Maximum.

Alternativ kann man naturlich auch einfach f’(x;) betrachten, um diese

Extrema zu bestimmen.
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BEISPIEL

Die zweite Ableitung besitzt nur eine reelle Nullstelle
Ff)=0 & X +6xX7+12x—8=0,
da ihr Zahler wegen
(0 +6x° +12x—8) =3x8 + 12X+ 12 =3(x +2)° > 0

fur alle x e R\ {2} streng monoton wachsend ist. Diese eine Nullstelle
befindet ndherungsweise bei x. ~ 0,3 und es gilt fir den Zahler von f’, dass
x> 4+ 6x* + 12x — 8 < 0 genau dann, wenn x < x.. Der Nenner (x + 2)° von f’
andert wiederum sein Vorzeichen von negativ auf positiv bei x = —2. Damit
istf” > 0 auf (—oo, —2) U (X«, 00) und f < 0 auf (=2, x4). Insgesamt ist
daher die Funktion f auf (—oo, —2) und auf (x., co) konvex und auf (=2, x.)
konkav.



BEISPIEL

Skizze: Dargestellt sind in blau die Funktion f(x), in rot die flr grofRe |x|
asymptotisch aquivalente Funktion g(x) und in griin die den Pol
beschreibende Funktion h(x). Die beiden Achsen haben verschiedene
MafRstabe, um das Verhalten der Funktion tGber einem groBerem Bereich
darstellen zu konnen.
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CHAPTER 7: INTEGRATION



Section 71
Das Riemann-Integral



UNTER- UND OBER-SUMMEN

Wir wollen fur eine stetige Funktion f: [a, b] — R den Flacheninhalt
zwischen dem Graphen und der x-Achse bestimmen. Dabei sollen Flachen
uber der Achse positiv und Flachen unter der Achse als negativ gezahlt
werden.

Die Idee ist dabei die folgende: Wir zerlegen das Intervall [a, b] mit Hilfe von
Zwischenstellen

Z A=Xo <X <X <--<Xy1<Xy=Db (717)

und approximieren den Flacheninhalt von unten und von oben durch
entsprechende Summen von Rechtecksflachen.

Im folgenden bezeichnen wir eine solche Zerlegung von [a, b] mit dem
Buchstaben Z und nennen

22) = e, b = o

die Feinheit der Zerlegung Z.
Betrachten wir beispielsweise die durch x; ;== a +i- %% firi=0,...,N
gegebene aquidistante Zerlegung Z, so gilt §(Z) = (b — a)/N.
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OPERATIONEN MIT ZERLEGUNGEN

Haben wir zwei Zerlegungen 2, und 2;, die durch xo, ..., xy und yo, ..., Ym
beschrieben sind, so schreiben wir

2 C 2 < {Xo7...7XN}C{yo,...7yM}.

In diesem Fall heift 2, Verfeinerung von Z; und es gilt 6(2) > §(2>).
Eine Moglichkeit, eine Verfeinerung zu konstruieren ist die Vereinigung
Z, U Z; der Zerlegungen 2, und 2,, die durch die Vereinigung

{20,..., 2} == {Xo,...,xn} U {Yo,...,ym}

der Zwischenstellen entsteht. Hierbei erfiillen die Zwischenstellen der
Vereinigung wiedera = zp < z; < --- < Zx—1 < Zx = b, was durch Sortieren
und eliminieren doppelter Elemente immer erreichbar ist, vgl. Abbildung 16.

Offensichtlich gilt 21 C 2 U Z; und 2, C 2, U Z;. Die Vereinigung zweier
aquidistanter Zerlegungen ist im Allgemeinen keine aquidistante Zerlegung
mehr, siehe wieder Abbildung 16.
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DARBOUX'SCHE UNTER- UND OBER-SUMMEN

Sei nun f: [a,b] — R eine Funktion und Z eine Zerlegung mit den
Bezeichnungen aus (711). Dann betrachten wir Darboux’sche Obersumme

Z() = (X —Xe1) sup  f(€)
k=1

EEXR_1:Xk]

und die Darboux’sche Untersumme

N
Iz(f) = ;(Xﬁe — Xk—1) ge[xi,?j,xk]f(g) :
Offensichtlich gilt, siehe auch Abbildung 17
Iz(f) <T7(f). (712)
Wegen inf(—A) = —supA, siehe (2.41), gilt ferner
—Iz() =I3(-f). (71.3)
Haben wir zwei Zerlegungen 2, C Z; so gilt ferner
Iz,(f) < 1z(), (71.4)
I7'(f) > 17(f) (715)

siehe wieder Abbildung 17
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DARBOUX'SCHE UNTER- UND OBER-SUMMEN

Abbildung: Links: Darboux'sche Unter- und Ober-Summen fir eine feste
Zerlegung. Die Untersumme entspricht der Flache der drei tirkisfarbenen
Rechtecke wahrend die Obersumme der Flache der drei blauen Rechtecke
entspricht. Rechts: Die gleiche Obersumme und die Obersumme einer

verfeinerten Zerlegung. Die resultierende Flache der 7 braunen Rechtecke ist
kleiner als die der drei blauen Rechtecke.
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VERGLEICH VON UNTER- UND OBER-INTEGRAL

Das folgende Lemma nutzt die letzten beiden Beobachtungen aus, um (71.2)
zu verscharfen.

Lemma 711
Seif:[a,b] — R. Dann gilt

sup{Iz/(f) | 2’ Zerlegung von [a, b]} < inf{IZ" (f) | 2" Zerlegung von [a, b]} .
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BEWEIS

Seien Z’ und Z” zwei Zerlegungen von [a, b]. Fir Z := 2" U Z” folgt aus
(71.4), (71.2) und (71.5) dann

L2(f) <1z(f) <T5(f) <12 (f) .

Nimmt man dann zunachst das Supremum iber alle Z” und dann das
Infimum Uber alle Z”, so ergibt sich die Behauptung.
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RIEMANN-INTEGRIERBARKEIT

Mit diesen Betrachtungen konnen wir nun die Integrierbarkeit von
Funktionen definieren.

Definition 7.1.2

Eine beschrankte Funktion f: [a, b] — R heil3t Riemann-integrierbar, falls
fur jede Folge (Z1)nen von Zerlegungen Z, mit §(2,) — 0 die Grenzwerte
der zugeordneten Unter- und Obersummen existieren mit

lim Iz,(f) = lim I*'(f).

n—oo n—oo

Im folgenden sprechen wir haufig auch nur kurz von R-integrierbar.

Istf: [a,b] — R eine konstante Funktion mit f(x) = c fur alle x € [a, b], so
gilt fur jede Zerlegung Iz(f) = I7(f) = c- (b — a). Damit ist f
Riemann-integrierbar.
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KONVERGENZ VON UNTER- UND OBER-SUMMEN

Das folgende Lemma stellt die Riemann-Integrierbarkeit in Bezug zu
unseren anfanglichen Beobachtungen.

Lemma 71.3
Sei f: [a,b] — R Riemann-integrierbar und (Z,)n>1 eine Folge von

Zerlegungen von [a, b] mit 6(Z,) — 0. Dann gilt
lim Iz, (f) = sup{l=z(f) | Z Zerlegung von [a, b]},
lim I%"(f) = inf{I®(f) | Z Zerlegung von [a, b]}

und damit sind auch das Infimum und das Supremum gleich.
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BEWEIS

Wir schreiben

S :=sup{lz(f) | £ Zerlegung von [a, b]},
I :=inf{I?(f) | Z Zerlegung von [a, b]} .

Flr n > 1 gelten dann sofort die Ungleichungen

IZn(f) < S:
I<T5(f),

und fur n — oo erhalten wir damit
1< lim I7(f) = lim Iz,(f) <S.
n—oo n—oo

Nach Lemma 711 gilt zudem S < I, was die Behauptung zeigt.
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BEMERKUNGEN

In der Definition von Riemann-Integrierbarkeit muss die Existenz zweier
Grenzwerte gesichert werden. Dieses ist aber nicht notwendig, wenn wir fur
eine Funktion f: [a, b] — R stattdessen

Hm(ﬁ%ﬂ—L%m)ZO (71.6)

n—oo
fur alle Folgen (Z5)n>1 von Zerlegungen Z, von [a, b] mit 6(Z,) — 0 wissen.
Um dies zu sehen, fixieren wir eine solche Folge (Z1)nen. Wirde dann die
Folge der Obersummen nicht konvergieren, gabe es ein ¢ > 0 und eine
Teilfolge (Zn, )ken Mit
%% (f) > | + ¢, R>1.
Dies impliziert mit (71.2) und Lemma 711

2% (f) — 1z, ()] =% () — 1z, () > | +& — 1z, ()
2 S +e— Ian (f)
2 E?

wobei wir im letzten Schritt die triviale Ungleichung 1z, (f) < S benutzt
haben. Dies widerspricht (71.6) und damit muss die Folge der Obsersummen
konvergieren. Dies wiederum ergibt wegen der Linearitat des Limes w



STETIGE FUNKTIONEN SIND R-INTEGRIERBAR

Der folgende Satz zeigt uns, dass die meisten Funktionen, fir die wir uns
interessieren, Riemann-integrierbar sind.

Theorem 71.4
Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist Riemann-integrierbar.
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Nach Satz 5.2.8 ist f beschrankt und nach Satz 5.210 ist f gleichmaRBig stetig.
Flr e > 0 existiert daher ein 6 > 0, so dass fur alle x,x" € [a, b] mit

Ix — x| < & auch |f(x) — f(X')] < e gilt.

Wir wahlen uns jetzt eine Zerlegung Z : xo, ..., Xy mit Feinheit 6(2) < 4. Da f
auf [x,_1, Xx] stetig ist, gibt es nach Satz 5.2.8 dann X ., Xj € [Xk—1, Xx] Mit

fOx) = _inf f(x),

XE[Xp—1,%]
f)= sup fx).

XE[Xp—1,%k]
Wegen [Xp .« — X5| < [Xp — Xe—q| < 6 folgt dann |f(xk,.) — f(x5)] < e und damit
auch

%) - 1=(0| = ZW*M 1l [f(e) — f(Xe,)
N
Z Xk — Xp—1) (71.7)

=¢(b—a).
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Haben wir nun eine Folge (Z)nen von Zerlegungen mit 6(2,) — 0, so gibt es
ein ng > 1mit §(Z,) < ¢ fur alle n > no. Wendet man dann die obige
Argumentation auf solche Z, an, so ergibt sich

() — I=,(A)] < e(b - a)

und dies zeigt limy— oo (I7"(f) — Iz,(f)) = 0, d.h. (71.6).

420



BEMERKUNGEN

Nicht jede beschrankte Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.
Betrachten wir beispielsweise die Indikatorfunktion f := 1gppo : [a,b] = R,
so gibt es flr jedes Teil-Intervall [xz_1, X¢] eine rationale Zahl g € Q und eine
irrationale Zahlr € R\ Q mit g, r € [Xe—1, X¢]. Es folgt

inf =0,
§€[Xk—1vxk]f(€)

sup  f(§) =1
EENXR—1,Xk]

und damit Iz(f) = 0 und I%(f) = b — a fir jede Zerlegung Z von [a, b]. Damit
kann f nicht Riemann-integrierbar sein.

Es gibt auch unstetige Funktionen, die Riemann-integrierbar sind.
Betrachten wir dazu fir ¢ € [a, b] die Funktion 1y p : [a,b] — R. Es ist dann
nicht schwierig zu zeigen, dass diese Funktion Riemann-integrierbar ist. Aus
Zeitgrinden uberspringen wir aber den Beweis.
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DAS RIEMANN-INTEGRAL

Mit Hilfe des Lemmas 71.3 konnen wir nun das Riemann-Integral definieren:

Definition 7.1.5

Sei f: [a, b] — R Riemann-integrierbar und (Z,),>1 eine Folge von
Zerlegungen von [a, b] mit 6(Z,) — 0. Dann ist das Riemann-Integral von f
durch

b
/ f)dx == lim 1z,(f) = lim T77(f).
Ja n—oo n—oo
definiert.

Istf: [a,b] — R eine konstante Funktion mit f(x) = c fur alle x € [a, b], so
hatten wir schon Iz(f) = IZ(f) = ¢ - (b — a) fir jede Zerlegung Z gesehen.
Dies ergibt

/bf(x)dx:c.(b—a). (718)
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RIEMANN-SUMMEN

Man beachte, dass das Riemann-Integral nicht nur im Fall von (71.8) sondern
immer unabhangig von der Wahl der Zerlegungen (Z;)n> ist, da die
Grenzwerte nach Lemma 71.3 gleich den dort erwahnten Supremum,

bzw. Infimum sind. Diese Beobachtung zeigt auch

b
Iz(f) < / f(x) dx < 12 (f) (71.9)
a
flr jede Zerlegung Z.

Tatsachlich ist es auch Uberflussig, die Suprema und Infima in jedem
Teil-Intervall [Xr—1,Xx] zu bestimmen. Wahlt man namlich zu einer Zerlegung
Z : Xo,-..,Xn VON [a, b] beliebige Stiitzstellen &, € [Xz_1, X], SO gelten fur
jedes beschrankte f: [a, b] — R die Ungleichungen

12() < 36k — Xer) < T2(). (7210)

k=1
Wie wollen diese Summen als Riemann-Summen bezeichnen. Ist f
Riemann-integrierbar, so nahern sich die Unter- und Obersummen fur
zunehmende Feinheit der Zerlegungen immer weiter an, und diese Einsicht
ergibt den folgenden Satz.
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APPROXIMATION DURCH RIEMANN-SUMMEN

Theorem 7.1.6
Seif:[a,b] » R Riemarm -integrierbar. Dann gilt fur jede Folge (Zn)nen von

Zerlegungen Zn xo ), R & mit §(Z,) — 0 und jede zugehdrige Wahl von

stiitzstellen £ e [X™,, "]

/f(x — iim Zf X)),

Insbesondere gilt also bei aquidistanter Stlitzstellenwahl

b n
/G f(x)dx:nirr;otj;(];f(a+ k(bn_ a)>. (7111)
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BEISPIEL

Riemann-Summen konnen helfen, Integrale explizit zu bestimmen. Um ein
Beispiel zu geben, betrachten wir die Funktion f(x) = x. Diese ist auf jedem
Intervall [0, b] stetig und damit Riemann-integrierbar. Durch Betrachten des
Grenzwert einer Riemann-Summe mit aquidistanten Stutzstellen, siehe
(7111), erhalten wir
b . b~.[(kb RN o bPa(n4+1) 1,
/0 = ;f(n) :nl";oﬁzk:nimwﬁ% =37

n—oo N
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BEMERKUNGEN

Die Gute der Approximation eines Integrals, durch Unter-, Ober-, oder
Riemann-Summen kann fur bestimmte Funktionen einfach quantifiziert
werden. Ist f: [a, b] — R beispielsweise a-Holder-stetig mit Konstante c, so
zeigt eine zu (71.7) analoge Abschatzung

() ~1=z()] < c- (b—a) - 6°(2)

fur jede Zerlegung Z von [a, b]. Wegen (71.9) hat die Feinheit damit einen
kontrollierbaren Einfluss auf die Gute der Approximationen

0~ [ foax~17()

Das gleiche gilt fur die Approximation des Integrals durch eine
Riemann-Summe Rz, denn wegen (71.9) und (71.10) haben wir

/abf(x)dx— Rz

Flir aquidistanten Stitzstellen, siehe (7111), ist die Feinheit der zugehdrigen
Zerlegung Z durch 6(2) = n~' gegeben. Dies ergibt die Fehlerabschatzung
c-(b—a)n~=. Fur glattere Funktionen gibt es aber deutlich bessere
Approximationsverfahren.

< i) ~ 10| < - (b - 0) - 6(2).
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ELEMENTARE RECHENREGELN

Auch flr das Riemann-Integral gibt es Rechenregeln. Der folgende Satz fasst
die einfachsten zusammen.

Theorem 71.7
Seien f, g : [a, b] — R Riemann-integrierbar und «, 8 € R. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

i). Linearitdt: of + g ist Riemann-integrierbar und es gilt
b b b
[ aft)+Batyax=a [ feodx+p [ geoax.
a a Ja

ii). Zerlegung des Definitionsbereichs: Flir jedes c € (a, b) ist f auch auf
den Teil-Intervallen [a, c] und [c, b] integrierbar und es gilt

[ = [“act [ ax
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i). Seien o, > 0 und Z : xo, ..., xy €ine Zerlegung von [a, b]. Dann gilt

sup  (af(€) +B9(€)) <a sup f(&)+B sup (&) (7112)

EEXR—1,Xk] EE[Xp—1,%] EEXR—1,Xk]

und damit folgt 1% (of + 8g) < oI®(f) + BIZ(g). Da fir Infima die
Ungleichung (7112) umgekehrt gilt, kann man analog auf
Iz(af + 8g) > alz(f) + B1=z(g) schlieBen.

Haben wir nun eine Folge Z, von Zerlegungen mit 6(Z,) — 0 so ergeben
beide Abschatzungen zusammen

alz, (f) + Blz,(9) < Lz, (af + Bg) < IZ"(af + Bg) < oI (f) + BIZ(g) .

Aus der Riemann-Integrierbarkeit von f und g erhalten wir dann die
Behauptung.
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Um die Aussage auch flr negative Koeffizienten zu zeigen, reicht es den Fall
a = —1und 8 = 0 zu betrachten. In diesem Fall folgt die
Riemann-Integrierbarkeit aber leicht aus der Identitat

I*(—f) = L=(-f) = -1=() + I*(f),

wobei wir zweimal die Gleichung (71.3) angewendet haben. Das Integral von
—f kann ebenfalls mit (71.3) bestimmt werden.

ii). Seien Z’ : o, ..., Xy eine Zerlegung von [a,c] und Z” : yo,...,ym €ine
Zerlegung von [c, b]. Dann ist Z : Xo, ..., Xn, Y1, ..., ym €ine Zerlegung von
[a,b] mit §(Z) < §(Z') + 8(Z"). Dies ergibt

1% (fio.g) — 1z (fa) < T2 () —1=(0),
2 (i) — L e € 200 L)

Durch Betrachten von Folgen (Z4)nen und (27)nen mit 6(25) — 0 und
§(Z;) — 0 ergibt sich dann die Riemann-Integrierbarkeit von fjja,q und fics-
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BESONDERE INTEGRATIONSBEREICHE

Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so setzen wir im folgenden

/aaf(x)dx::O

/baf(x)dx = —/abf(x)dx.

und
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UNGLEICHUNGEN

Das Riemann-Integral erfullt auRerdem einige Ungleichungen, die im
folgenden Satz dargestellt werden.

Theorem 71.8
Seien f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gilt:

i). Beschrdnktheit:

inf f(x) < f(X )dx < sup f(X).

x€[a,b] x€la,b]

ii). Monotonie: Gilt f(x) < g(x) fir alle x € [a, b] so folgt

/abf(x)dxg/:g(x)dx

iii). Vergleich mit Supremums-Norm: Die Funktion |f] ist
Riemann-integrierbar und es gilt:

/a i f(x) dx

b
< [olacs o) fle. 0223
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BEMERKUNG

Haben wir eine Funktionenfolge (fn)nen von Riemann-integrierbaren
Funktionen f, : [a, b] — R, die gleichmdfSig gegen eine
Riemann-integrierbare Funktion f: [a, b] — R konvergiert, so gilt mit iii) aus

Satz 71.8
b b
/mx)dx—/ FX)dx| < (b—a) - [[fs — flloo = 0.
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i). Durch Betrachten der trivialen Zerlegung Z : a, b folgt dies sofort aus
(71.9).

ii). Wir definieren h(x) := g(x) — f(x) fur alle x € [a, b]. Dann gilt
infxe(a,p) h(X) > 0, und mit i) erhalten wir

b
ogb%a/a 9(x) — fix) dx.

Die Linearitat des Riemann-Integrals ergibt dann die Behauptung.
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iii). Wir setzen f* := max{0,f} und f~ := — min{0, f} = max{0, —f}. Es gilt
dann |f] = f* 4+ f~ und damit muss flr die Riemann-Integrierbarkeit von |f]
nur die von f* Uberprift werden. Sei dazu Z : xo, ..., Xy eine Zerlegung von
[a, b]. Wir betrachten dann ein Teil-Intervall [X,_1, X].

sup f(&)— inf fT(E)=0< sup fl&)— inf f(€)

EE€Xp_1,%k] EE€MXR_1,Xk] EEXp_1,Xk] E€MXR_1.X]

Gibt es umgekehrt ein £ € [X,_1, X,] Mit f(§*) > 0, so folgt

sup (&)= sup f(€)

E€xp_1:x] EEMXR_1:%k]

und wegen f < f* damit auch wieder

sup fH(€)— _inf fI(E)< sup f§)— inf f(E).

E€Xp_1:Xk] EENXR—1:Xk] el EE€XR—1%]
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Die Definitionen der Unter- und Obersummen impliziert dann

15(F) = 1=(F9)| < [1°(H) — 1=()| -

Mit der Ublichen Argumentation sehen wir dann, dass f*
Riemann-integrierbar ist.

Die erste Ungleichung folgt nun aus ii) durch Betrachten von f < |f] und
—f < |f]. Die zweite Ungleichung folgt aus i) angewendet auf |f].
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Section 7.2
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung



DER HAUPTSATZ

Ist v(t) die Geschwindigkeit eines Objektes zur Zeit t so beschreibt

s(t) := /: v(t')dt’

die seit dem Zeitpunkt to zuriickgelegte Strecke. Die Ableitung s’ von s sollte
wieder die Geschwindigkeit ergeben. Der folgende, als Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung bekannte Satz zeigt diesen Sachverhalt
in allgemeiner Form.

Theorem 7.21
Sei f: [a, b] — R stetig. Dann ist die durch

F(x) ::/ f(t)dt, X € [a, b]
definierte Funktion F : [a, b] — R stetig und differenzierbar und es gilt

F'(x) = f(x), x € (a,b).
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BEWEIS

Sei x € (a,b). Wegen der Satze 71.7 und 71.8 gilt dann fir h > 0 mitx+h < b

Rt h - h/ ftydt < max f(t) = fxh)

te[x,x+h]

und ebenso

> 1 —
p > [Er[lerlh]f(t) fxen),

wobei X7, X, € [x,x 4 h] gemaR Satz 5.2.8 gewahlt worden sind. Fir h — 0
haben wir dann x;, x..» — x und die Stetigkeit von f ergibt dann

FOk), fxe ) = f(¥) .

Damit folgt die rechtsseitige Differenzierbarkeit von F mit rechtsseitiger
Ableitung f(x). Analog ergibt sich die linksseitige Differenzierbarkeit und
somit die behauptete Differenzierbarkeit mit F/ = f.

Die noch zu beweisende Stetigkeit in a und b kann ebenfalls analog gezeigt
werden.
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MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG

Das folgende Korollar ist als Mittelwertsatz der Integralrechnung bekannt.

Korollar 7.2.2
Sei f: [a, b] — R stetig. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

b
/ f(X) dx = (b — @)f(xo) -
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BEWEIS

Wir betrachten die in Satz 721 definierte Funktion F : [a, b] — R. Diese ist
stetig und differenzierbar mit F = f, und damit gibt es nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung, siehe Satz 6.2.3, ein xo € (a, b) mit

B b
fixo) = Fo) = =70 = o1 [at,

Ein einfaches Umstellen ergibt dann die Behauptung.
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STAMMFUNKTIONEN

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung motiviert die folgende
Definition.

Definition 7.2.3
Sei f: [a, b] — R stetig. Dann heiBt jede stetige und differenzierbar Funktion
F:[a,b] = R mit " = f Stammfunktion von f.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zeigt, dass es zu jeder
stetigen Funktion mindestens eine Stammfunktion gibt und dass diese
durch Integration bestimmt werden kann.

Haben wir eine Stammfunktion F zu einer gegebenen Funktion f, so ist fr
c e Ristwegen (F+c)' = F = fdie Funktion F + c wiederum eine
Stammfunktion von f. Insbesondere hat jede stetige Funktion unendlich
viele Stammfunktionen.
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FAST EINDEUTIGKEIT VON STAMMFUNKTIONEN

Der folgende Satz zeigt, dass es keine weiteren Stammfunktionen gibt.

Theorem 7.2.4
Seien f: [a, b] — R stetig und F, und F, StammfunRtionen von f. Dann gibt es

einceRmMitlh=FR+c
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BEWEIS

Wir betrachten die Funktion h := F; — F,. Diese ist stetig und es gilt

h'(x) = Fi(x) — F5(x) = f(x) — f(x) = 0 fiir alle x € (a, b). Damit gibt es nach
Korollar 6.2.5 ein ¢ € R mit h(x) = c fur alle x € (a, b). Da h stetig ist gilt
dann auch h(a) = h(b) = c. Dies ergibt die Behauptung.
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BERECHNUNG VON INTEGRALEN MIT STAMMFUNKTIONEN

Das folgende Korollar zeigt, dass zur Berechnung von Integralen eine
Stammfunktion ausreicht.

Korollar 7.2.5
Sei f: [a,b] — R stetig und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/bf(x) dx = F(b) — F(a).

Beweis.

Sei Fy die im Hauptsatz 7.2 konstruierte Stammfunktion von f. Nach
Konstruktion erfullt Fy die behauptete Formel. Nach Satz 7.2.4 gibt es dann
ein c € Rmit Fp = F+ c und dies ergibt F(b) — F(a) = Fo(b) — Fo(a). O

[



UNBESTIMMTE INTEGRALE

Wir bezeichnen mit dem unbestimmten Integral

[ fax

die Menge aller Stammfunktionen der stetigen Funktion f. Es gilt also (etwas
informell geschrieben)

/f(x)dx =F(X)+¢

mit einer beliebigen Konstanten c genau dann, wenn F'(x) = f(x) fur alle x
gilt.

Ist schlieflich F eine Stammfunktion von f, so schreiben wir auch

b
= F(x)

a

F

b
a

b
—ﬂmfﬂw:/ﬂmw.
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WICHTIGE STAMMFUNKTIONEN

Beispiele zu unbestimmten Integralen ergeben sich aus den schon
hergeleiteten Ableitungen. Wir fiihren diese nachfolgend auf:

/x”dx:nl_1x”“+c, n e Ny
/XﬁWdX:In|X\+C, X#0
/X‘”‘WdXz—%X_’W—C, n € Np

/eXdX:eX—i—C

/costX:sinX+C
/sinXdX: —cosX+ C

1 _
W dx = arctanX + C

1
dx = arcsinX 4+ ¢ = — arccosX + C, X < 1.
| 7= d

Hierbei soll x # 0 bedeuten, dass 0 nicht im Integrationsbereich liegt.
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PARTIELLE INTEGRATION UND SUBSTITUTION

Sind f, g : [a, b] — R stetig differenzierbare Funktionen, so gilt mit der
Produktregel der Differentialrechnung

(f-9)=f-g+f-g.

Durch Umstellen nach f- g’ und anschlieBende Integration erhalten wir
damit das folgende Resultat, das als partielle Integration bekannt ist.

Theorem 7.2.6
Seien f,g : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann ist die

Stammfunktion von f- g’ durch

[79-900ax=F-9- [£09- 9ty ax

gegeben und es gilt
/f(x x)dx=f-g /fX)g

— f(b)g(b) - f(a)g / F(x) - g(x) dx.
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BEISPIELE

Durch Betrachten von f(x) := x und g(x) := exp(x) erhalten wir

/XeXdX:XeX—/eXdX:(X—'I)~ex.

Setzen wir f(x) := Inx und g(x) := x erhalten wir

X
/Inxdx:xlnx—/;dx:xlnx—x.
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SUBSTITUTIONSREGEL

Aus der Kettenregel der Differentialrechnung folgt wiederum der folgende
Satz, der als Substitutionsregel bekannt ist.

Theorem 7.2.7
Seif:[c,d] — R stetig und ¢ : [a, b] — [c, d] stetig differenzierbar. Dann gilt
fur alle x € [a, b]:

x o)
/ﬂwwdmm:/ f(s) ds.

(a)

Ist F eine Stammfunktion von f, so lasst sich die obige Aussage auch als

/ﬂﬂﬂ%wﬁﬁﬂzﬂﬂﬂ)

schreiben.
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BEWEIS

Sei F eine Stammfunktion von f. Dann gilt mit der Kettenregel

(Foe) (t) = F(p(1)) - ¢'(t) = fle(t) - ¢'(1) -

Damit ist F o ¢ eine Stammfunktion von (fo ¢) - ¢’ und mit zweimaliger
Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt
X , b (%)

/ flo(t)) - o (t)dt = Fop | = F(p(b)) — F(p(a)) = o f(s)ds
a a wla

fur alle x € (a, b]. Fur x = a ist nichts zu beweisen.
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BEISPIELE

In den folgenden Beispielen sei F immer eine Stammfunktion von f.

Flir A # 0 und c € R gilt mit p(t) := At +C:

1 AX+C
/f)\H—c /f/\t—i-c)\dt / f(s) ds
)‘ Aa+c

_ F(M&x+¢)—F(Aa+0)
= 5 .

Durch Betrachten von ¢(t) := t* erhalten wir

/tf /f )2tdt = 7F(x)

Fir f(x) := exp(—x) ergibt sich wegen F(x) = — exp(—x) damit

/texp(tz) dt = f% exp(—x°).
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BEISPIELE

Manchmal ist es aber auch hilfreich, die Substitution fir bestimmte, feste f
zu betrachten. So gilt beispielsweise fur f(x) := x:

X @(x) SZ
/ o(t) - () dt = / sds==
a ¢(a) 2

Damit ist ¢? /2 Stammfunktion von ¢ - ¢’. Diese Formeln lassen sich aber
auch mit partieller Integration mit f := g := ¢ herleiten.

N ORAC)
=2l

7}
»(a)

Fur f(x) := x~" ergibt sich wiederum

wobei 0 nicht im obigen Integrationsbereich der Funktion s — s~
darf. Insbesondere ist damit In |o(x)| eine Stammfunktion von %

(X »(x)

. [ o [P0
70 dtf/a i10)) ap(t)dtf/gg(a) s™'ds = In|s|

»(a)
= In|p(x)| — In|p(a)l,

" liegen
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ANWENDUNG: DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Differentialgleichungen erster Ordnung mit trennbaren Veranderlichen
konnen direkt durch Integration gelost werden. Gesucht ist eine
differenzierbare Funktion f: R — R, oder auf einem Teilintervall von R, mit
der Eigenschaft, dass f'(x) sich als Produkt einer Funktion von f(x) und einer
Funktion von x schreiben lasst. Wir betrachten zwei Beispiele.

Das erste Beispiel ist
(%) =x(x).
Falls f(x) # 0 gilt, kann man die Gleichung umformen und erhalt

fx) _
W_X

und damit nach Integration beider Seiten und Anwenden der
Substitutionsregel

In [f()| :/%dx:/xdx: %x2+c
und damit
f(x) = ce/?
mit einer Konstanten ¢ # 0. Daneben gibt es noch die konstante Losung
f(x) = 0, die wir am Anfang ausgeschlossen haben. 453



Section 7.3
Partialbruch-Zerlegung



FRAGESTELLUNG UND VEREINFACHUNGEN

In diesem Abschnitt wollen wir rationale Funktionen, d.h. Funktionen der
Form

_ pX)

f(x) = 2’ (7.31)
wobei p und g Polynome sind, integrieren. Grundlegend flr unsere weitere
Annahme ist dabei, dass wir g in seine linearen und quadratischen Faktoren
wie in Abschnitt 162 beschrieben zerlegen konnen. Mit anderen Worten sind
alle reellen und komplexen Nullstellen von g bekannt. Aullerdem nehmen
wir ohne Einschrankung an, dass deg g > 0 gilt, da im Fall degg = 0 der
Nenner eine Konstante ist und das Integrieren damit trivial ist.
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FRAGESTELLUNG UND VEREINFACHUNGEN

Gilt nun deg p > deg g, so gibt es mit Hilfe der Polynomdivision, siehe Satz
2.7.3, Polynome r und s mit

p(x) = s(x)q(x) + r(x), X €R,
sowie degs = degp — deg g und degr < deg g. Damit lasst sich f schreiben als

P00 _ s(a) 1t _ o 1)
) B = st + o5

q(x) q(x)

Die Integration des Polynoms s ist dann eine einfache Ubung und es bleibt
die Integration der rationalen Funktion

ubrig. Fur diese gilt degr < deg g und daher konnen wir von vornherein
degp < degq in (7.31) annehmen.
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BEISPIEL

Bevor wir in unseren allgemeinen Betrachtungen weitergehen, wollen wir
uns nun zunachst ein Beispiel anschauen. Dazu betrachten wir die Funktion
X X

X) 1= = X # 1.
f) XX =1 (x=1)-(x+1)" 7
Unser Ansatz ist es nun a,b € R zu finden mit

X __a n b :a(x+1)+b(x—1)
x=1-x+1) x—=1 x+1 (x=1-(x+1)
_(a+b)x+b—a
CE e
Damit muss also x = (a + b)x + b — a fir alle x # £1 gelten, und dies
impliziert 1=a+ b und 0 = a — b. Losen dieser beiden Gleichungen ergibt
zunachst a = b und damit 1 = 2a, d.h. a = b = 1/2. Die resultierenden

Bruche

1 . L und 1 . L

2 x—1 2 X+1
lassen sich nun leicht integrieren, so ist beispielsweise In |x — 1| eine
Stammfunktion von (x — 1)~". Insgesamt erhalten wir auf diese Weise

X 1 1 1 1
dx=- | —dx+ = | —— dx
/x2—1 2] x—1 +2/x—|—1
1

1

457



KURZEN DER BRUCHE

Es ist leicht zu sehen, dass unser Ansatz im obigen Beispiel auch dann noch
funktioniert, wenn das Zahler-Polynom von der allgemeinen Form

p(x) = mx + c ist. Wie sieht es aber mit komplizierteren rationalen
Funktionen aus, bei Nullstellen mehrfach auftreten konnen und auch im
Komplexen liegen konnen?

Dazu erinnern wir uns zunachst daran, dass reelle Polynome in endlich viele
lineare und quadratische Faktoren zerfallen, siehe Abschnitt 162. Haben nun
p und g einen gemeinsamen solchen Faktor h, d.h. es gibt Polynome p und g
mit p(x) = h(x) - p(x) und g(x) = h(x) - G(x), so gilt
0 = PO _ 00 B0) _ B
q(x)  h(x)-a(x) 4(x)

Ferner gilt mit der Polynomdivision aus Satz 2.7.3, dass deg h + deg p = degp
und deg h + deg G = deg g. Damit folgt deg p < deg q.

Falls p und G weitere gemeinsame Faktoren haben, so lasst sich dieses

Kirzen solange wiederholen, bis es keine weiteren gemeinsamen Faktoren
gibt. Im folgenden konnen wir daher zusatzlich annehmen, dass p und g in
(731) in gekiirzter Form vorliegen, d.h. keine gemeinsamen Faktoren haben.
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KURZEN DER BRUCHE

Um diese letzte Annahme umzuformulieren, erinnern wir uns daran, dass
die linearen Faktoren von g von der Gestalt (x — ;) sind, wobei \; eine reelle
Nullstelle von p ist. Ferner sind die quadratischen Faktoren reelle Polynome
vom Grad 2, die die Gestalt

Q(x) = (x = X) - (x = X) = (X — g = 1B)(X — g +1B) = (x — &) +

haben, wobei A; = o + 18, und ; = o — i3 zwei komplexe Nullstellen von g
sind, siehe auch Lemma 2.71.

Da eine analoge Beschreibung auch fur p gilt, ist unsere Annahme, dass p
und g in gekirzter Form vorliegen, aquivalent zu der Annahme, dass p und g
keine gemeinsamen komplexen Nullstellen haben.
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THEORIE DER PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Das folgende Lemma zeigt wie man mit Hilfe einer reellen Nullstelle von g
die rationale Funktion vereinfachen kann.

Lemma 7.3

Seien p und q reelle Polynome mit degp < degq. Ferner sei A € R eine
Nullstelle von g mit Vielfachheit v, d.h. es gibt ein Polynom r mit

q(x) = (x = A)" - r(x) fur alle x € R und r(\) # 0. Wir setzen

)

a: f(/\).

Dann gibt es ein Polynom p1 mit deg p1 < degg — 1 und

p(X) _ a p1 (X) (732)

T R IR s el )

fur alle x € R mit q(x) # 0. Ferner kann dieses Polynom p1 durch

p(x) —ar(x) = (x — A)pa(x), x€eR (73.3)

bestimmt werden.
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BEWEIS

Wir definieren s(x) := p(x) — ar(x) fur x € R. Dann gilt
degs < max{degp,degr} < degg und

Damit existiert nach Korollar 2.7.4 ein Polynom p; mit
degpr = degs —1 < degqg —1mits(x) = (x — A) - p1(x) fur alle x € R. Mit
anderen Worten erfiillt p; die Gleichung (7.3.3). Ferner gilt

a p1(x) ar(x) (x=2)-pa(¥)

G TN ) K T K= A )
_ ar(x) . p(x) —ar(x)
q(x) q(x)
p(x)

q(x)

fur alle x € R mit q(x) # 0.
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KURZEN DER BRUCHE

Lemma 7.3.2

Seien p und q reelle Polynome mit degp < degq. Ferner sei A € C\ R eine
Nullstelle von q mit Vielfachheit w, d.h. es gibt ein reelles Polynom r mit
q(x) = Q"(x) - r(x) fur alle x € R und r(\) # 0, wobei wir das reelle
quadratische Polynom

QM) == (x=A)- (x =), x€R
betrachten. Wir setzen

—p(N) b Im~ cm _Im (v\)

r(x)’ T Im A\’ ' Im A
Dann gibt es ein reelles Polynom p, mit degp, < degq — 2 und

@ — bx+c Pz(X)
a(x) — Q¥(x) + Q") - r(x) (7.3.4)

fur alle x € R mit q(x) # 0. Ferner kann dieses Polynom p, durch

p(x) — (bx + )r(x) = Q(x)p2(x) , xeR (735)

bestimmt werden. 462



Wir definieren s(x) := p(x) — (bx + c)r(x) fur x € R. Wegen degr = degq — 2
gilt dann degs < max{degp,1+ degr} < degq.

Um s durch Q teilen zu kdnnen, wollen wir nun zeigen, dass A und X
Nullstellen von s sind. Dazu bemerken wir zunachst, dass aus r(X) # 0

wegen Lemma 2.71 auch r(X) # 0 folgt. AuRerdem gilt

== P _ p(Y) (73.6)
r) )
wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass p und r reelle Polynome

sind. Ferner gilt

b= 2i-Im~y _1=7
2i-Im A )\ — )\
und
- _Zi-hn(vX) -~ _’yX—’yﬁ A=A
2i-Im A A=A A=A
Damit gilt

S(A) = p(A) = (bA+)r(A) = r(A) (v — bA —¢)

und wegen 463



Analog folgt aus (7.3.6)
s(A) =p(A) = (bA+)r(A) =r(\) (¥ — bA —¢)
und wegen
S bX—c= A=A _(=7)-A_FA-9r_,
A—A A—A A—A
folgt auch s(X\) = 0. Damit gibt es, wie im Abschnitt 162 ausgeflhrt, ein
reelles Polynom p, mit deg p, = degs — 2 < degg — 2 und

S(X) = (x = A)(x = A) - p2(x) = Q(X)p2(x), x €R.
Mit anderen Worten erfillt p, die Gleichung (7.3.5). Damit folgt aber auch
bx+c p(x)  _ (bx+0)-r(x) | Q(X)-pa(x)

Q(x) Q) -r(x) Q) -r(x) T QY(x) - r(x)
(bx+c)-r(x) = p(x) — (bx+ )r(x)
q(x) q(x)

fur alle x € R mit q(x) # 0.
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ABSPALTUNG ALLER LINEAREN FAKTOREN

Wendet man die Lemmata 7.31 und 7.3.2 nacheinander auf alle reellen und
komplexen Nullstellen von g an, so ergibt sich die folgende Vereinfachung

von (7.31).

Theorem 7.3.3

Seien p und q Polynome mit degp < degq. Ferner seien \1,..., A\, € R die
reellen Nullstellen von g mit Vielfachheiten v1,...,v, und Qq,...,Qn die
quadratischen Faktoren von q mit Vielfachheiten ws, ..., wy. Dann gibt es

Konstanten a;j, bj;j, cij € R mit

4 a,, bijx + ¢
52 DTS o) oL

i=1 j=1 i=1 j=1

furalle x € R mit g(x) # 0
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BEISPIELE UND PRAKTISCHE BEMERKUNGEN

Zunachst betrachten wir nochmal die Funktion
fx) ==

X X

P Sl P Y ) X7 £

Dann ist X := 1 eine einfache Nullstelle des Nenner-Polynoms q(x) := x* — 1.
Setzen wir entsprechend r(x) := x + 1, so ist
PO _ 1 1
() 141 20
wobei p(x) := x das Zahler-Polynom ist. Um p; aus Lemma 7.31 zu
bestimmen, betrachten wir nun (7.3.3):

=T = 5 (= ).

N —

p(x)—ar(x):x—%-(X—H):

Damit ist py = § und (73.2) liefert mit v =1 und A = 1 die schon bekannte

Zerlegung
1

X1

<
N
|
N
N |
=
|
N
N —
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BEISPIEL

Ein etwas komplizierteres und vollstandiges Beispiel ist durch die Funktion

X4+ 4+ X+1

%) o=
f(x) X4 — 23+ 2x2 — 22X+ 1

gegeben. Da das Zahler-Polynom noch keinen kleineren Grad als das
Nenner-Polynom hat, flihren wir zunachst Polynom-Division durch. Dies
ergibt

2¢ — X2+ 4x — 1

— 226G+ 22 —=2x+1"

Nun zerlegen wir das Nenner-Polynom in seine Faktoren

f0) =x+2+ =

X =20+ 2 — 22+ 1= (x =1 +1).

Aus unserem allgemeinen Satz 7.3.3 wissen wir dann, dass es a1, a,,b,c € R
gibt mit

20— +4x—1 LG bxtc
X =234+ 222 —2%+1 " (x=12  x—1" x2+1

(73.7)
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BEISPIEL

Diese Konstanten konnen wir zum Beispiel durch iteratives Anwenden von
Lemma 7.31 bzw. Lemma 7.3.2 bestimmen. Zur Bestimmung von a; setzen wir
r(x) = x* + 1. Fir die Nullstelle X = 1 ergibt dies

Cp() 2P =1+ 411 _ 4
O 1241 T2

und mit (7.3.3) sehen wir

aq

pX) —air(x) =2 =X +4x—1=20¢ +1) =2 =3¢ 4+ 4x -3
=((x—=1)-(2X —x+3),
wobei im letzten Schritt Polynomdivision benutzt wurde. Damit ist
p1(X) := 2x* — x + 3 und Lemma 731 ergibt
20— +hx—1 2 N 2 —x+3
X =26+ 22 -2 +1 (x—12  (x—1)+1)"
Um a; zu bestimmen, betrachten wir den zweiten Bruch mit Hilfe von Lemma
7.31. Dies ergibt

_pq(1)_2-12—1+3_é_2
O 2 2

ap

Mit (7.3.3) sehen wir ferner

Y ) o -,
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BEISPIEL

Damit ist p, = —1und Lemma 731 ergibt

2% —Xx+3 2 L
=12 +1 " x—1 x+1°

Insgesamt haben wir damita; = a; =2, b = 0 und c = —1 erhalten, d.h.

20-Xtmx=1 2 2 1
X =26 +22 -2 +1  (x—12  x—-1 x2+1

furalle x # 1.
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BEISPIEL

Alternativ konnen wir die Form (7.3.7) auch direkt ausnutzen, um die
Konstanten zu bestimmen. Addieren wir namlich die 3 Briiche auf der
rechten Seite und vergleichen den resultierenden Zahler mit p, so ergibt sich

2¢ — X+ 4x —1
=a-(X+1)+a - x="1-+1)+(bx+c) - (x=1)
=a-(C+1)4+a- (=X 4+x=1)+b0¢—2¢+x)+c- (¢ —2x+1)
=(@4+b)X + (a1 —a; —2b+ )X’ + (a2 + b —20)x+ a1 —a, +C.
Das Vergleichen der Koeffizienten ergibt das Gleichungssystem
2=a,+b
—T=a—a—-2b+c
b=ay+b—2c
—T=a—a+c.
Diese muss dann noch gelost werden, was wir an dieser Stelle Uberspringen,

da es einfach zu sehen ist, dass die obigen Koeffizienten a; =a, =2, b =0
und ¢ = —1 das Gleichungssystem losen.
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BEISPIEL

Dieser Ansatz kann Ubrigens etwas vereinfacht werden, wenn man zunachst
die reellen Nullstellen einsetzt. In obigen Fall ware dies x = 1, wodurch
unser obiger Zahlervergleich sich auf

46=2-14+4—-1=ai("+1)+a -0+ (bx+c)-0=2a

reduziert. Damit haben wir a; = 2 und das Gleichungssystem in 4 Variablen
reduziert sich auf eins in 3 Variablen. Analog kann man dann auch die
beiden komplexen Nullstellen +i einsetzen, um ein Gleichungssystem in b
und ¢ zu bekommen.
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DIE WICHTIGEN INTEGRALE

Zum Abschluss dieses Abschnittes listen wir die Formeln auf, die uns beim
integrieren rationaler Funktionen helfen werden. Statt einer Darstellung als
komplexer Partialbriche bietet sich mitunter eine reelle Form an, wir geben
den wichtigsten Fall dazu ebenfalls an. Es gilt fir v > 1und Q > P%

1
/X_)\dX—|n‘X7M+C, X#N,

1 1 1
[ ooy == o O X# A

arctan

o e i
P T e Rt by Y/, ey B
/de:lln(x2+2px+o)+c.

X2+ 2Px+Q 2
Um die letzten beiden Formel anzuwenden, missen wir dann lediglich noch
bx+c X+ P 1
X2 +2Px+Q x2+2Px+O+(C bP) X2 +2Px+Q

beachten. Die Integration von hoheren Potenzen von quadratischen

Polynomen im Nenner ist ebenfalls moglich. Hier wird zunachst partielle
Integration benutzt, um sukzessive die Potenz zu verringern. Wir verzichten

auf die recht technischen Details. o



Section 7.4
Uneigentliche Integrale



DEFINITION UND BEISPIELE

Im folgenden sei [ ein Intervall und f: | — R. Wir wollen nun untersuchen,
wann wir fir fauch ein Integral Gber | definieren konnen. Dazu sagen wir,
dass f lokal Riemann-integrierbar ist, falls f auf jedem abgeschlossenen
Teil-Intervall von | Riemann-integrierbar ist.

Istnun zB. I =[a,b) und f: I — R lokal Riemann-integrierbar, dann sagen
wir, dass f uneigentlich Riemann-integrierbar ist, falls der Grenzwert

b b—e
/f(x)dx 3= IinS+ f(x) dx

existiert. In diesem Fall heil3t das Integral auf der linken Seite
uneigentliches Riemann-Integral. Im Fall I = [a, co) definieren wir analog

| R ::r[rgo/arf(x)dx,

falls der Grenzwert existiert, und die obigen Sprechweisen bleiben die
gleichen. Halboffene Intervalle der Form (a, b] und (—o0, b] werden
ebenfalls analog betrachtet.
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BEISPIELE

Offene Intervalle | := (a, b) werden dadurch behandelt, dass man ein c € |
fixiert und die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit auf (a, c] und [c, b)
fordert. Das uneigentliche Integral ist dann

[ ax= /ﬂcf(X)dH/cbf(X)d%

Dieser Ansatz ist unabhangig von der Wahl von ¢, wie man sich leicht mit
Satz 71.7 Gberlegen kann. Im Fall | := (—o0, 00) ist der Ansatz analog.

Es gilt zum Beispiel

|
de7| dx =2v1— lim 2 =2
[ = tim [ Sax=2vie im 2ve

o0 r o _
/ dex_hm Lax=tim =1 - =1 =4
1

r—oo J; X2 r—oo I 1

und
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VERGLEICHSKRITERIEN

Die Konvergenz uneigentlicher Integrale ist stets nachzuweisen. Oft hilft
dazu das folgende Vergleichskriterium, dass vom Charakter sehr ahnlich zum
dem Majoranten-Kriterium fur Reihen ist.

Theorem 7.4

Seien | := [a, b) ein halboffenes Intervall mit b € RU {co} undf,g:1 =R
lokal Riemann-integrierbar mit |f(x)| < g(x) fur alle x € I. Ist dann g
uneigentlich Riemann-integrierbar, so ist auch f uneigentlich
Riemann-integrierbar und es gilt

/u i f(x) dx

Eine analoge Aussage gilt auch fur die anderen Falle, in denen uneigentliche
Riemann-Integrierbarkeit definiert ist.

< /abg(x)dx.
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BEWEIS

Wir betrachten hier nur den Fall I := [a, b) mit b < co. Sei dazu
(bn)new C [a,b) eine Folge mit by, — b. Wir setzen
bn bn
an = f(x) dx und Yn = g(x) dx.
a a
Dann konvergiert die Folge (v )nen nach Voraussetzung und damit ist sie
auch eine Cauchy-Folge. Fir m,n > 1 mit by, < b, gilt ferner

bn bn
s/ Fooldx < [ 900 dx = [ —ml

bm Jbm

bn
[ \/b () dx

siehe Satz 71.7 und Satz 71.8. Damit ist auch (an)nen eine Cauchy-Folge und
damit konvergent.
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VERGLEICHSFUNKTIONEN

Typische Vergleichsfunktionen sind g(x) := x®. Fur « > —1 gilt hierbei

1 1a+1 Ea+7 1
/XadX: — lim = (7.41)
0 a+1l e—=0+a+1 o+

und dies sind auch die einzigen «, fur die Funktion g auf (0, 1] uneigentlich
integrierbar ist. Analog gilt fir a < —1

[e%s) rcwH 1a+1 1
/ x“dx = lim = == (7.4.2)
1 r—oo v + 1 a+1 a+1

und dies sind wiederum die einzigen «, fur die Funktion g auf [1, c0)
uneigentlich integrierbar ist.

Eine Anwendung des zweiten Falls zeigt sofort, dass das uneigentliche

Riemann-Integral
oo H X
/ SinX 4
1 X

flr alle o > 1 existiert.
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VERGLEICHSKRITERIEN FUR REIHEN

Theorem 7.4.2
Sei f:[0,00) — [0, 00) eine stetige und monoton fallende Funktion. Dann gilt
furallen > 1:

n
> (k) < / fo)dx <> f(R). (7.4.3)
1
Insbesondere ist f uneigentlich Riemann-integrierbar genau dann, wenn die
Reihe >"p_, f(R) konvergiert.

Satz 7.4.2 kann auch mit dem Majoranten-Kriterium aus Satz 4.2.6, bzw. der
Monotonie des Integrals, siehe Satz 71.8, verbunden werden.

Betrachtet man die Funktion f(x) := x~', so ergibt sich fiir die harmonische

Reihe
n n—1
Zk” <Inn< Zfe”.
k=2 k=1

Die Folge der harmonischen Partialsummen wachst daher so schnell wie der
naturliche Logarithmus.
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BEWEIS

Furx € [k, R+ 1] gilt f(kR+ 1) < f(x) < f(R). Damit folgt

kR+1
flk+1) < fix)dx < f(k). (7.4.4)
I3
Summation tber k =1,...,n — 1 liefert dann die zwei Ungleichungen. Da
alle drei Ausdrucke in diesen zwei Ungleichungen monoton wachsend in n
sind, ist die Konvergenz der zugehorigen drei Folgen aquivalent zu ihrer
Beschranktheit, siehe die Satze 41.6 und 4116.
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BEMERKUNG

Die Ungleichungen (7.4.4) kénnen auch zur Abschatzung von Reihen-Resten

dienen. Fir a > 1 gilt beispielsweise
—a+1 R+T_ I?—(x+'\ _ (f? + 1)7a+‘\

k1
/ x’“dx:x
k —a+1], a—1

X~ mit (7.4.4) verbunden, so ergibt eine anschlieBende

Wird dies fur f(x) :=

Summation Uber k =n, ..., occ:

e —a+1
Iy e
k=n+1 k=n
Umstellen ergibt fur n > 2:
n—aﬂ €2 B (ﬂ 1)7a+1
< R~ <
a—17 ; - a—1
Man beachte ferner, dass fiir n > 2 gilt
—@ —a+1 —a —«
(H—1) +W: n—1 +.n M<2,a+q.” ahal
a—1 n a—"1 7 a—1
7a+1

Die Tails der Reihe Uber R~ fallen daher so schnell wie die Folge n
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BEISPIEL: DIRICHLET-INTEGRAL

Als ein weiteres Beispiel fur uneigentliche Integrale betrachten wir die
Funktion f(x) := =2 f{ir x > 0 und f(0) := 1. Diese Funktion ist stetig, da
. sinx . sinx—0 ., & _
)!l’% % = )!ll;f}) ﬁ = sin (O) = COS(O) =,
Wir wollen nun sogenannte Dirichlet-Integral

/ SNX dx (74.5)
0

X

untersuchen. Dazu bemerken wir zunachst, dass fur z; < z, partielle

Integration
22 Z) 1
f/z — (—cosx)dx.
s

22

sin X

/—dx — - (— cosx)

. X X . X

"' cos X
2

IN

ergibt. Damit erhalten wir
" sinx 1 1
= — . (=cosr)— - - (—cos1
/1de r(cos) 1(cos)’—&—/1
1 T,
§;+1+ X “dx.
1

Der letzte Ausdruck ist beschrankt flir r — oo und damit existiert das
uneigentliche Riemann-Integral (7.4.5). 18




BEISPIEL: DIRICHLET-INTEGRAL

Die Funktion |f] ist jedoch nicht uneigentlich Riemann-integrierbar. So gilt

firk > 1:
2R+1)-7 | o (2k+1)-7
/ ﬂ‘dx2¥~/ sinXdX:#A
Jor X 2R+ Jopr (2k+1)m
Damit folgt

sin X 2~ 1
- > = -
X ’dx_ﬁ;ﬂ?—&—'l

@n+)m sin x n (2kR+1)-7
[t
27 X h—1 2k

und dies zeigt, dass
/ ’smx ) X = 00
@ X
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GAMMA-FUNKTION

Die Gamma-Funktion I : (0,00) — R ist durch
r(x) ::/ e 't dt (7.4.6)
0

definiert. Wir wollen hier zeigen, dass das zugrunde liegende, uneigentliche
Integral fr jedes x € (0, c0) existiert. Dazu betrachten wir zunachst

1 1
/e*ftH dtg/ 7 dt,
0 0

und da das rechte, uneigentliche Integral wegen x — 1 > —1 existiert, siehe
(7.41) existiert auch das linke, uneigentliche Integral nach Satz 7.41. Ferner
gilt lim 00 e~ 't*"" = 0, wie eine |x + 1|-malige Anwendung der Regel von
'Hospital zeigt. Damit gibt es ein t, > 1 mit

e T < t?

flr alle t > to. Dies ergibt

/ e*ttHdtg/ t=2dt,
to to

und da das rechte, uneigentliche Integral wegen x — 1 > —1 existiert, siehe
(7.4.2) existiert auch das linke, uneigentliche Integral nach Satz 7.41. Da die

Ilntacratinn 211f Aam vinrhlinhoanoan Intarm/all T1 +.1 Lain Dreanhlam Aarctal |+ 484



GAMMA-FUNKTION

Mit partieller Integration kann man ferner zeigen, dass
Frx+1) =x-Ir(x), x>0
gilt. Da offensichtlich I'(x) = 1 gilt, folgt mit Induktion
r(n+1)=n!

fur alle n € N.
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CHAPTER 8: TAYLORREIHEN



VORBEMERKUNGEN

Wir hatten die Exponentialfunktion in Kapitel 3 durch
exp(2) ::ZH, zeC
k=0

definiert. Gibt es weitere Funktionen, die durch eine Reihe Uber gewichtete
Potenzen z* beschrieben werden kénnen?

In Theorem 61.4 hatten wir gesehen, dass eine differenzierbare Funktion
durch ihre Tangente mit Fehler o(x — xo) approximiert werden kann. Unter
welchen Voraussetzungen konnen wir eine bessere Approximation finden?
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Section 8
Taylorpolynome



HERLEITUNG

Da die Tangente an einer Funktion die gleiche Steigung wie die Funktion
selber hat, wollen wir zunachst den folgenden Ansatz verfolgen, um die
obigen Fragen zu beantworten.

Sei dazu [ ein Intervall und f: I — R eine n-mal in xo € I differenzierbare
Funktion. Wir suchen zunachst ein Polynom T, := T, s vom Grad n mit

T9(x0) = ¥ (x0) (811)

fir alle kR = 0,...,n. Mit anderen Worten sollen die ersten n Ableitungen von
fund T, im Punkt xo Gbereinstimmen.
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TAYLORPOLYNOME

Die Gleichungen (81.1) ergeben insgesamt n + 1 Bedingungen an T,. Sei nun
Tn, von der Form

n
X) =" a(x—xo), X €R.
j=0
Dann gilt fur die erste Ableitung
n
X) = ajx—x) ", X €R,

da fiirj = 0 der Term ao(x — Xo)° konstant ist und somit in der Ableitung
verschwindet. Analog ergibt sich die zweite Ableitung

T"(x) = ZCIJ](]—'I (x—xo0)~?
und fur die k-te Ableitung die Formel

Za/ =1 (= R+1)(x=x) ", xeR.
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TAYLORPOLYNOME

Einsetzen von x = xo Uberfuhrt dann (811) in
1 (x0) = 5 (x0)
= Za, JG=1)---( = R+ 1)(x0 — x0) "
:akl?( — 1)+ (R = R+ 1) (X0 — Xo)°

+Za/ JG =)= R+ 1)(x0 — X0 "

j=Rk+1

= Clkf?! .

Damit haben wir die Formeln

_ M%)

it k=0,...,n (81.2)

Ak

gefunden.
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TAYLORPOLYNOME

Definition 8.1.1
Sei I ein Intervall und f: I — R eine n-mal in xo € I differenzierbare
Funktion. Dann heif3t

f(fe

(x —xo), X €R.

Tofo () = Tag(x) : Z

das um xo entwickelte Taylorpolynom n-ten Grades von f.

Im Folgenden wollen wir quantitativ untersuchen, inwieweit ein
Taylorpolynom T, die Funktion f approximiert, d.h. wir wollen das Restglied

Rn(X) == f(X) = Tn(x)

abschatzen. Aufgrund unserer Konstruktion, genauer gesagt wegen (811) im
Fall k = 0, haben wir immer R,(xo) = 0. Im Folgenden ist also der Fall x # xo
besonders interessant.
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VERHALTEN DES RESTGLIEDS

Der folgende Satz, der als Satz von Taylor bekannt ist, liefert eine erste
Antwort.

Theorem 81.2
Sei | ein Intervall, xo € I und f: | — R eine (n — 1)-mal differenzierbare

Funktion, die im Punkt xo sogar n-mal differenzierbar ist. Dann gilt

Rn(x) = o(|x — Xo|"), X — Xo .
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Nach Konstruktion gilt

n

n R) R)
T;,f(X) _ ; f( I/§|XO) k(X . Xo)ka _ Z (}? _(X;)))I (X _ XO)k*W

k=1

=1 fkr4+1)
=> f fe!(XL) (x = x0)"

k=0
= T”—Lf' (X) ’

und diese Formel konnen wir natlrlich weiter iterieren, um 7*nmf) =T fim)
zu erhalten.



Mit der Regel von de L'Hospital fiir 2, siehe Satz 6.2:12, folgt dann sukzessive

i FO)=Tal) _ o FO)=Tof0) 00 = Taap(¥)
X—Xg (X—Xo)" 7)(—})(0 n(x—xo)” 1 7>(~>><0 I’I(X—Xo)nf1

— lim F'(x) = Th_qp(X) — lim f'(%) = To_apr(X)
~xmxo (N = 1) (X —X0)""2  x=xo N(N — 1)(X — Xo)" 2

1 ) =T e (%)

n! Xon X — Xo
0 P00 = 170 00) — 7 (0) - (x = o)
n! x—>xo X — Xo
) f(n 1) f(n 1) XO n
= mAn — 0

:O7

wobei wir die allgemeine Formel T 4(x) = g(xo) + g'(Xo0) - (x — Xo) fir
g := "~ benutzt haben.
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BEISPIEL

Um den Satz von Taylor an einem Beispiel zu veranschaulichen, betrachten
die Funktion f:= cos und xo := 0. Wegen f(0) = cos(0) = 1 und
f(0) = —sin(0) = 0 und f’(0) = — cos(0) = —1 folgt

cos(X) = Ta(xX) + Ra(x) = 1 — %xz +R(0)

mit

iim 2200 _ ¢

x—0 X2
Die Approximation der Kosinusfunktion durch T, ist in Abbildung 18
illustriert.,

cos X

AN

496



TAYLORPOLYNOME

Der folgende Satz ergibt das sogenannte Lagrange Restglied, das eine
genauere Abschatzung unter starkeren Bedingungen liefert.

Theorem 81.3
Sei | ein Intervall, xo € I und f: | — R eine (n 4+ 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt:
i). Furalle x € I mit x # xo gibt es ein a € (0,1), so dass fir
&= (1—a)x + ax gilt

n+1)
ii). Im Fall xo < x gilt
n+1)
Ra(0l < sup @),y

£€[xp,x] (ﬂ + 1)!

und im Fall xo > x gilt eine analoge Formel mit & € [X, Xo].
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Wir betrachten die folgenden Funktionen
F(X) := Ra(x) = f(x) = Tn(x),
G(X) == (x —xo)"""
flr x € I. Es gilt dann nach Konstruktion
Fxo) = F(x0) =--- = FM(x) =0

und

G(x0) = G'(X0) = --- = G™(x0) = 0
Betrachten wir nun den Fall x > xo. Sukzessives Anwenden des
verallgemeinerten Mittelwertsatzes 6.2.9 mit a := xo und b := x ergibt dann

& € (xo0,&—1) Mit & = x und

FX) _ FX) = F(xo) _ F(&) _ F(&) = F(xo)
3

G(x) — G(x) —Glx) — G(&)  G'(&)—G(x)

-

/! (52
G (fz

~

~

_ A" (&nin)
TGO (Enya)
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Da T, ein Polynom vom Grad n ist, verschwindet seine (n 4 1)-te Ableitung
und daher gilt
FO D (€n4) = £ (1) -
Ferner gilt
G (Enr) = (0 + 1) (Enw —%0)° = (n+ 1)1

Zusammengenommen bekommen wir daher

FO D (€n i)

n+1)
Ra(x) = FX) = 600 gy yr S0 (Enn)

:(X—Xo (ﬂ+1)!

Wegen &nt1 € (Xo,X) konnen wir dann fur € := &nyq €in a € (0,1) mit
€ = (1— a)xo + ax finden. Dies ergibt die Aussage i) und die Aussage ii) ist
eine direkte Konsequenz aus i).

Der Fall x < xo kann analog bewiesen werden.
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ANWENDUNGEN DER RESTGLIEDABSCHATZUNGEN

Wir betrachten die Funktion f := exp und xo := 0. Wegen exp’ = exp und
exp(0) = 1 folgt f0(0) = 1 fiir alle k > 0. Damit gilt

Tn(X):Zkak!, xeR
k=0

und das Lagrange-Restglied ist

Rn(X) _ exp(!j) Xn+1 )

T (n+1)!
Nehmen wir nun x € [0,1] an, so ist £ € [0,1] und damit exp(§) < e. Dies
ergibt
e
sup |exp(X) — Tu(X)| = sup |[Ra(X)| < ——+,
xe[o, 11‘ X) = To9] = xe[0,1 ]‘ 0l (n+7)!

d.h. die gleichmafilge Approximation der Exponentialfunktion durch T, auf
[0,1] kann durch abgeschatzt werden. Fur n = 10 ergibt sich
beispielsweise

nH)'

€ -8
sup |exp(X) — Th(X)| < ——— <6.81-10 "
xE[OF,)ﬂ} P0X) = T )’ “(n+M -
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BEISPIEL: RELATIVISTISCHE KINETISCHE ENERGIE

Um ein weiteres Beispiel zu betrachten, “erinnern” wir daran, dass die
kinetische Energie eines Teilchens mit Ruhemasse mgy nach der
Relativitatstheorie durch

]
Eret = m cz(i _1)
T \Vi=(v/ep
gegeben ist. Hierbei ist v die Geschwindigkeit des Teilchens und c die

Lichtgeschwindigkeit. Fur kleine Geschwindigkeiten wollen wir nun E.e; mit
der kinetischen Energie

1
Ekin - imon

nach Newton vergleichen. Hierzu definieren wir zunachst

) =~ -

so dass sich fir x = —(v/c)? die Formel
Bzl = mOCZf(_(V/C)Z)

ergibt. Da wir an v — 0 interessiert sind, entwickeln wir nun fum xo := 0.

1, x € (=1,0],
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BEISPIEL: RELATIVISTISCHE KINETISCHE ENERGIE

Dazu benatigen wir
{OF —%(1 +970,
=20+,
Das resultierende Taylorpolynom ist dann

T = f0)+ £ 0+ e = 2+ 20,

und fur x = —(v/c)? erhalten wir damit

2 6

V 3V Vv
B = moczf(f(V/C)Q) = mOCZ : (TCz iy 8t +o ( ))

3V Ve
*Ekm"’mog 2 +mOO<C4>

flr v — 0. FUr kleine Geschwindigkeiten ist der Unterschied zwischen den
beiden Energien also im Wesentlichen mogc2 und selbst dieser Unterschied
ist sehr klein.
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BEISPIEL: RELATIVISTISCHE KINETISCHE ENERGIE

Wird statt des Taylorpolynoms zweiten Grades nur das ersten Grades
betrachtet, so ergibt sich analog
4
Ercl S Ekin iy moo(%) o
€

Da Taylorpolynome ersten Grades affin lineare Funktionen sind, kann daher
die Newton’sche Energie Exi, als lineare Approximation der relativistischen
Energie E,o aufgefasst werden, falls die Geschwindigkeit v klein ist.
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Section 8.2
Eigenschaften der gleichmaligen
Konvergenz



VOLLSTANDIGKEIT VON |([a, b])

In Abschnitt 324 hatten die Supremumsnorm

[fllos == sup [f(x)]

x€la,b]

fur stetige Funktionen f: [a,b] — R, d.h. fur f € C(]a, b]) eingefuhrt. Der
folgende Satz zeigt, dass C([a, b]) mit dieser Norm vollstandig ist.

Theorem 8.2.1
Sei (fa)nen C C([a, b]) eine Cauchy-Folge bezliglich || - ||«. Dann gibt es ein
f e C([a, b]) mit f» — f gleichmafgig.
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BEWEIS

Sei e > 0. Da (fa)nen eine Cauchy-Folge beziiglich || - || ist, gibt es dann ein
no > 1, so dass
Ifo = fmlleo <€

fur alle n,m > no gilt. Inshesondere ist dann fur jedes x € [a, b] die Folge
(fa(x))n>1 eine Cauchy-Folge, und damit konvergiert sie wegen der
Vollstandigkeit von R gegen eine reelle Zahl, die wir mit f(x) bezeichnen.
Insgesamt erhalten wir damit eine Funktion f: [a,b] — R, so dass fn — f
punktweise.

Sei nun x € [a, b]. Mit dem eben Gesagten gibt es dann ein n; > 1 mit
Ifn(x) — f(x)| < e flr alle n > n}. Ohne Einschrankung kdnnen wir nun
n; > no annehmen. Dann folgt fir n > no

fn () = FOI < [fa () = For OOl + 1fny () = fn ()] < 22

und damit haben wir ||fs — fllec < 2e flir n > no. Mit anderen Worten
konvergiert (fn)nen gleichmaRig gegen fund Satz 5.2.9 zeigt dann, dass f
auch stetig ist.
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VERTAUSCHEN VON GRENZWERT UND ABLEITUNG

In gewissem Sinne verallgemeinert die folgende Definition die gleichmaBige
Konvergenz auf offene Intervalle (a, b).

Definition 8.2.2

Sei (fa)nen eine Folge von Funktionen f, : (a,b) —» Rund f: (a,b) — R.
Dann konvergiert (f1)nen kompakt gegen f, falls flr jedes abgeschlossene
Teilintervall I C (a, b) gilt:

ningoilé?}fn(x) —fx)] = 0.

Da es zu jedem x € (a, b) ein abgeschlossene Teilintervall | C (a, b) mitx € |
gibt, muss die Funktion fin der obigen Definition nach Satz 5.2.9 stetig sein.
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GLEICHMASSIGE KONVERGENZ VON ABLEITUNGEN

Theorem 8.2.3

Sei (fa)nen eine Folge von differenzierbaren Funktionen f, : (a,b) — R, fur
die die Folge (f})nen Rompakt konvergiert. Gibt es ein xo € (a, b), fir das
(fa(x0))n=1 Ronvergiert, dann konvergiert die Folge (fa)nen ROmpakt gegen
eine differenzierbare FunRtion f: (a,b) — R und es gilt

f(x)= lim f,(x), x € (a,b).

n—o0
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GEGENBEISPIEL

Bevor wir den Satz 8.2.3 beweisen, wollen wir zunachst darauf hinweisen,
dass auf die gleichmalige Konvergenz der Ableitungen nicht verzichtet
werden kann. Hierzu betrachten wir die Funktionen

i00) o= SO X € (=1,1).

n

Fir f:= 0 gilt dann f, — f kompakt. Es ist aber auch f;(x) = n cos(n’x) und
fiir zB. x = 0 gilt deswegen f,(0) = n 4 0 = f(0).

Setzt man Xy, :=1/m und

_ fo(xm) = £n(0)

An,m ‘= W’
so gilt
lim anm=fr(0)=n
m— oo

lim lim ampm# lim lim anm.
n—oo Mm—oo m—oo N—oo

509



BEMERKUNG

Im folgenden Beweis wird zundchst gezeigt, dass die Folge (fn)nen gegen ein
f € C([a, b]) kompakt konvergiert. Da in unseren spateren Anwendungen
diese Konvergenz schon bekannt ist, kann dieser erste Teil des Beweises

auch ubersprungen werden.

510



Wir zeigen zunachst, dass die Folge (fn)nen kompakt konvergiert. Sei dazu
[c,d] € (a,b) und € > 0. Ohne Einschrankung konnen wir dabei das Intervall
[c,d] so groB wahlen, dass xo € [c, d] gilt. Gemal’ unseren Annahmen gibt es
dann ein ng > 1, so dass

fo(0) = Fmo0)] <,
11(&) ~ ()| < 5

&€
=€

furalle & € [c,d] und n,m > ng gilt. Sei nun x € [c,d] und n,m > ne. Im Fall
Xo < x ergibt dann der Mittelwertsatz 6.2.3 auf h := f, — f,, angewendet ein
&nm € [Xo,X] C [c,d] mit

h (&nm) = M7

X — Xo

wobei wir ohne Einschrankung xo < x angenommen haben.
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Dies ergibt

|fa(X) = fmn(¥)| = |fa(x) = fm(X) = fa(x0) + fin(x0) + fa(X0) — fm (o)
< [h(x) = h(xo)| + |fa(x0) = fim(x0)|
< x = Xo| - [N (én,m)| + €
= Ix—=Xo| - |[fa(én,m) = fru(€nm)| + €

<2,
wobei wir im letzten Schritt |x — xo| < |d — ¢| ausgenutzt haben. Eine analoge
Rechnung gilt fir xo > x und im Fall x = x, gilt die Abschatzung sowieso.

Damit ist die Folge (fn)new eine Cauchy-Folge in C([c, d]) und nach Satz 8.2
konvergiert sie gleichmaRig gegen ein f. 4 € C([c, d]). Insgesamt haben wir
somit ein stetiges f: (a,b) — R gefunden mit f, — f kompakt.
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Um die Differenzierbarkeit von f zu zeigen, fixieren wir ein xo € (a, b) und ein
Intervall [¢, d] C (a,b) mitxo € [c, d]. Ferner setzen wir

B —fabo) | fa(ls x £ x
gn(X) 2= X—Xo 7é 0
JACOE falls x = xo

fur alle x € [c,d]. Da f, differenzierbar und damit auch stetig ist, ist die
Funktion gn : [c,d] — R stetig.

Wir wollen nun zeigen, dass (gn)nen €ine Cauchy-Folge bezlglich || - ||oc ist.
Sei dazu x € [c,d]. Im Fall xo < x erhalten wir dann wieder durch Anwendung
des Mittelwertsatzes 6.2.3 auf h := f, — fim €in &,.m € [Xo, X] Mit

(o)l = | 22 =00)
_ fa(¥) = fn(X) — fa(x0) + fm (x1)
X — Xo

= |gn(¥) = gm(x)|.
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Der Fall xo > x ist analog zu behandeln, und im Fall x = xo gilt die Gleichung
fUr &,,m := Xo nach Definition von g. Dies ergibt insgesamt

90 — gmllee < sup |W'(€)] = s \fn(f) (&) = Ifa = fnlloo -
€€lc,d]
Da (fi)nen eine Cauchy-Folge beziglich || - |l auf [c, d] ist, ist es auch
(gn)nen. Nach Satz 8.21 gibt es dann ein g € C([c, d]) mit ||gn — g|lec — 0.

FUr x # xo gilt nun

a(x) = ||m gn(x) = lim fn(X) = fn(Xo) _ f(x) — f(xo0)

n— oo X — Xo X — Xo
Da g stetig ist, ergibt dies
jim 1) =100) _ g(x) = g(xo)
X—Xo X — Xo X—Xg

Damit ist f in xo differenzierbar mit f'(xo) = g(xo). SchlieBlich gilt
Jim (%) lim gn(x0) = g(x0) = f'(x0),

wobei wir im ersten Schritt die Definition von g;(xo) ausgenutzt haben.
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Section 8.3
Potenzreihen



KONVERGENZRADIUS

Zu einer hinreichend differenzierbaren Funktion f hatten wir die
Taylorpolynome durch

Tn(X) zzzr]:f(k)lgf(O)(X—XO)hv XER
k=0 '

definiert. Fiir n — oo ergibt dies die formalen Taylorreihen

0 4k)
Too(X) := Z f( k(!Xo) (x— Xo)k .
k=0

Im folgenden wollen wir ihr Konvergenzverhalten untersuchen. Dazu
betrachten wir Potenzreihen

o]

> ar- (x—xo)", (8:31)

k=0

wobei (ar)ren eine reelle Folge ist. Die folgenden Untersuchungen konnen
aber leicht auf den komplexen Fall Gbertragen werden.

516



KONVERGENZRADIUS

Der folgende Satz zeigt, dass Potenzreihen in vielen Fallen kompakt
konvergieren.

Theorem 8.3.1

Sei (ar)ren eine reelle Folge und xo € R. Dann gibt es ein eindeutiges
r:=ry, € [0, 0], so dass die Potenzreihe (8.31) fiir alle x € U(xo, r) absolut
konvergiert und fur alle x & B(xo, r) divergiert. Ferner gilt

1

f=—oo 8.3.2
i suppy o 104" G

Schlieflich konvergiert die Potenzreihe (8.31) gleichmdfig auf B(xo, 8) fiir
alle0 <o <.

Der Wert r heift Konvergenzradius und die Formel (8.3.2) wird als Formel
von Cauchy-Hadamard bezeichnet.

517



Wir setzen
oo
r= sup{\w| > aw” konvergiert} .

k=0
Fur x € B(xo, r), d.h. |x—xo| > r, konvergiert dann die Potenzreihe (8.31) nicht.
Ist r =0, so ist U(xo, ) # @ und die Konvergenz der Potenzreihe ist nicht zu
zeigen. Im Fall r > 0 wahlen wir ein 0 < § < r. Dann gibt es ein w mit

0 < |w| < r,so dass
o0
> aw!
k=0

konvergiert. Insbesondere ist dann die Folge (ahvv”),ezo beschrankt, d.h. es
gibt ein M > 0 mit |a,w"| < M fiir alle k > 0. Fiir x € B(xo, 8) folgt
kR
<m.f?
w

3
X — Xo

‘Gk(X—Xo)q = |GkWh‘ o

Wegen g := 12 < 1folgt

n n oo m
Z\ak(x—xo)’wgZMq”gM.Zq’*:M.1‘7 -0
k=m k=m k=m —q
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Damit konvergiert die Potenzreihe fur das gewahlte x absolut und nach
Konstruktion gilt dies fur dann fur alle x € U(xo, r). Eine analoge Rechnung
liefert zudem

o0
sup Zakx—xo —Zak(x—xo)‘_ sup Z|akx—xo)|
XEB(x0,6) k=0 XEB(xo, 5)h n+1
n+1
<m. 3
S =

und damit konvergiert die Potenzreihe auf B(xo, §) auch gleichmaRig.

Um (8.3.2) zu beweisen, definieren wir
o 1
= Timsup o [/

Nach dem Wurzelkriterium, siehe Satz 4.2.9, konvergiert die Potenzreihe
(8.31) absolut, falls

~|x = xo| = limsup |ax|"*|x — Xo| = limsup |ax(x — X0)*|"/* < 1.

R— 00 R— o0
Dies liefert [x — xo| < R und damitr > R.
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Ware nun r > R, d.h. limsup,_,_ |ax|"/* > 1/r, so gébe es ein e > 0 und eine
Teilfolge (Rn)nen Mit |ar,|"/*" > 1/r + ¢ fiir alle n > 1. Fiir

X:=/r+e) " 4+x =

X
l’+l’5+ 0

gilt dann

By
|Gk, [|X — Xo|" = |Gk, | ( ) >@/r+e) - (r+e)™=1.

r—+re

Damit ist (ak(x — Xo)”),@ keine Nullfolge, und die Potenzreihe konvergiert
nicht fir x. Wegen [x — xo| = = < rsteht dies aber zum Widerspruch zu der
Definition von r.
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ABLEITUNGEN VON POTENZREIHEN

Leitet man alle Summanden der Potenzreihe (8.31) ab, so ergibt sich

oo} oo

> R (x=x0)" = G- (R+1)(X = X0)"

k=1 k=0
Insbesondere ist die resultierende Reihe wieder eine Potenzreihe. Der
folgende Satz zeigt nun, dass diese “abgeleitete” Potenzreihe den gleichen
Konvergenzradius wie die urspriingliche Potenzreihe hat.

Theorem 8.3.2
Sei (ag)ren €ine reelle Folge und xo € R. Ferner sei r der Konvergenzradius
der zugehdrigen Potenzreihe (8.31). Dann ist r auch der Konvergenzradius
der Potenzreihe

i ar - R(x — xo)* . (833)
k=1
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BEWEIS

Mit der 2. Regel von L'Hospital, siehe Satz 6.213, gilt

W/h:IimM—lim !

kILn;OInU L) ks oo R T hSe 1+ R

und damit folgt |1+ R|"/® = 1. Fiir by 1= Gper - (R+1) und g := |appe]| 7
ergibt diese Konvergenz dann

1 . k1

lim sup |be|"* = lim sup |@rss|* - |1+ R|"* = lim sup || P+
k— oo k— o0 k— o0
kst
= limsupc,”
k— o0

. kR41
= lim sup exp(T -In Ch)

k— o0

=exp(nr Y =r",

wobei wir Cauchy-Hadamard Formel (8.3.2) ausgenutzt haben. Damit ist der
Konvergenzradius der Potenzreihe (8.3.3) gleich r nach Satz 8.31.
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ABLEITUNG DER POTENZREIHE

Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, Potenzreihen ableiten
zu konnen.

Korollar 8.3.3
Sei (ag)ren €ine reelle Folge und xo € R. Ferner sei r der Konvergenzradius
der zugehérigen Potenzreihe (8.31). Dann ist die durch

oo

f) =" k- (x = x0)", x € U(xo, 1) (8.3.4)

k=0

definierte Funktion unendlich oft differenzierbar und es gilt

(%) :iak-f?(X*Xo)kfw, x € U(xo, r).
k=1
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BEWEIS

Fir n > 1 setzen wir

n

f¥) =" ar (x—x0)", x € U(Xo, ).
k=0
Nach Satz 8.3.1 konvergiert dann die Folge (fs)nen kompakt gegen f. Ferner
zeigt Satz 8.3.2, dass der Konvergenzradius der formal abgeleiteten
Potenzreihe (8.3.3) ebenfalls rist. Nach Satz 8.3.1 konvergiert damit auch die
Folge der Ableitungen (f},)nen kompakt. Satz 8.2.3 zeigt dann, dass f
differenzierbar ist und

fx) = lim fa(x) = i ar - R(x — Xo)*~"
k=1

gilt. Anwenden der bisher bewiesenen Aussage auf f zeigt, dass auch f’
differenzierbar ist, d.h. f zweimal differenzierbar ist. Durch wiederholtes
Anwenden sehen wir schlief3lich, dass f unendlich oft differenzierbar ist.
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POTENZREIHEN SIND TAYLORREIHEN

Das folgende Korollar zeigt, dass Potenzreihen die Taylorreihen ihrer
zugehorigen Funktion sind. Ferner zeigt es, dass die Koeffizienten-Folge
(ar)ren einer Potenzreihe eindeutig durch die zugehorige Funktion bestimmt

Ist.

Korollar 8.3.4

Sei (ak)ren eine reelle Folge und xo € R. Ferner sei r der Konvergenzradius
der zugehdrigen Potenzreihe (8.31) und f : U(xo, 1) — R die zugehoérige
Funktion (8.3.4). Dann gilt

P (x0)
Ak = R , k>0
Beweis.
Fur k = 0 folgt dies aus f(Xo) = do(Xo — X0)® = ao. Fir k = 1 folgt dies analog
aus f'(xo) = ar-1- (X0 — Xo)'~" = an. Fiir k > 2 ist analog f(xo) zu

betrachten. O
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BEMERKUNG

Jedes Polynom ist offensichtlich die von einer Potenzreihe um xo = 0 mit
Konvergenzradius r = co dargestellte Funktion. Haben wir daher zwei
Polynome p und g und a < b mit p(x) = q(x) fur alle x € (a, b), so zeigt das
obige Korollar, dass degp = deg g ist und die Koeffizienten von p und g
ubereinstimmen. Diese Aussage hatten wir allerdings auch schon im
Anschluss von Korollar 6.2.5 beweisen konnen. Ferner zeigt diese Aussage,
dass es in Kapitel 7 unnotig war, potentiell verschiedene Darstellungen von
Polynomen zu betrachten.
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NICHT JEDES f KANN DURCH TAYLORREIHE DARGESTELLT WERDEN

Korollar 8.3.4 zeigt, dass Potenzreihen die Taylorreihen ihrer dargestellten
Funktion fsind. In diesem Fall konvergiert die Taylorreihe naturgemaf’ gegen

f

Diese Beobachtung wirft die Frage auf, ob wir auch mit einer Funktion f
beginnen konnen und diese durch ihre Taylorreihe um xo approximieren
konnen. Offensichtlich muss dazu fin xo unendlich oft differenzierbar sein,
da wir ansonsten die Taylorkoeffizienten nicht bestimmen konnen. Dies
reicht aber nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:
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NICHT JEDES f KANN DURCH TAYLORREIHE DARGESTELLT WERDEN

Dazu betrachten wir die Funktion f: R — R, die durch

0, fallsx =10
00 = 2
exp(—1/x%), fallsx#0

definiert ist. Nachrechnen ergibt f)(0) = 0 fiir alle k > 0. Damit ist die um 0
entwickelte Taylorreihe

Too(X):if(h)(O)xk:O, x € R.

Offensichtlich hat diese Potenzreihe den Konvergenzradius r = oo und es
gilt trotzdem T (x) # f(x) fur alle x # 0.

Funktionen, die (lokal) durch ihre Taylorreihe darstellbar sind, gehéren zu
den “schonsten” Funktionen und werden in der Funktionentheorie
behandelt. Sie haben viele weitere Eigenschaften, die sie von anderen
Funktionen abheben.
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BEISPIELE

Die geometrische Reihe
> X
k=0
ist eine Potenzreihe um xo = 0 zu der Folge a, = 1fur alle k > 0. Nach der

Cauchy-Hadamard-Formel (8.3.2) ist ihr Konvergenzradius r = 1. AuRerdem
wissen wir, dass ihre dargestellte Funktion f durch

f(x) = , xe(=1,1)

¥:ZIM‘H x € (=1,1).
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BEISPIELE: EXPONENTIALFUNKTION

Die Exponentialfunktion
exp(x) ::ZH’ x€eR
k=0
ist durch eine Potenzreihe um xo = 0 zu der Folge a, = 1/R! fur alle k > 0

definiert. Wegen v/k! — oo hat sie Konvergenzradius r = co und Ableiten
nach Korollar 8.3.3 ergibt die wohlbekannte Formel

exp Z WZZW.X’?“:ZE:eXP(X)
k=1 k=0

flr alle x € R.

A\)‘,\\)
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BEISPIELE: WINKELFUNKTIONEN

Es giltsin0 = 0, sin’ 0 =1, sin” 0 = 0, sin”/ 0 = —1, usw.. Insgesamt
verschwinden damit alle geraden Ableitungen von sin in 0, d.h.

sin®(0) =0, k>0,
wahrend die ungeraden Ableitungen alternieren, genauer
sin®*(0) = (1), k>0,

Dies ergibt die Taylorreihe

2k+1

S e

die wiederum den Konvergenzradius r = oo hat. Analog sehen wir, dass

2 Gy

die Taylorreihe der Kosinusfunktion ist.
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BEISPIELE: WINKELFUNKTIONEN

Definieren wir die Sinus- und Kosinusfunktion nicht geometrisch, sondern
analytisch durch

€9 2R+1

sinX := ;(—1%%
oo 2k
cosX i= g(_”k(;h)!

flr alle x € R, so ergibt Ableiten nach Korollar 8.3.3

2k

sin X_kzo( 1) 2k+1)(2}?+1)l = COoSX.

Analog finden wir cosx = —sin x.
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WEITERE BEISPIELE

Viele andere wichtige Funktionen konnen durch ihre Taylorreihe dargestellt
werden, z.B.:

In(14x) = i (I?_1) X
k=

arctan X Z I?+1 M“

wobei wir in beiden Fallen um xo = 0 entwickelt haben und den
Konvergenzradius r = 1 haben. Mit anderen Worten gelten die beiden
Formeln fir alle x € (—1,1).
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CHAPTER 9: LINEARE ABBILDUNGEN



EINFUHRUNG

In Definition 311 hatten wir schon Vektorraume tber R bzw. iber C
kennengelernt. Die einfachsten Beispiele solcher Vektorraume waren dabei
die Raume RY und C. Es gibt aber auch deutlich anspruchsvollere
Vektorraume, wie z.B. den Raum C([a, b]) aller stetigen Funktionen

f:la,b] = R.

In diesem Kapitel wollen wir Vektorraume und ausgezeichnete Abbildungen
zwischen diesen Raumen genauer untersuchen.
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Section 91
Basen



MOTIVATION

Jeder Punkt im Raum R? kann eindeutig durch die beiden
Standard-Einheitsvektoren

(). ()

beschrieben werden. Dies ist genau die Grundidee des kartesischen
Koordinatensystems. Analog kann jeder Punkt im R® durch die drei
Standard-Einheitsvektoren

1 0 0
et =101, e =11 9 e3:= |0
0 0 1

beschrieben werden. In diesem Sinne kann man 2 bzw. 3 als die Dimension
von R? bzw. R® ansehen. Diese Idee wollen wir im folgenden auf
allgemeinere Vektorraume anwenden.
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UNTERRAUME

Im folgenden steht K immer fir R oder C, um die beiden Falle gleichzeitig
behandeln zu kdnnen.

Definition 9:1.1
Seien (V,+, ) ein K-Vektorraum und W C V. Dann heifst W Unterraum von V,

falls (W, +, ) ein K-Vektorraum ist, wobei 4+ und - jeweils auf W
eingeschrankt worden sind.
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CHARAKTERISIERUNG VON UNTERRAUME

Das folgende Lemma stellt eine einfache Charakterisierung von
Unterraumen zur Verfugung.

Lemma 9.1.2
Seien (V,+, ) ein K-Vektorraum und W C V. Dann ist W genau dann ein
Unterraum von V, wenn die folgenden drei Bedingungen erflillt sind.

. oew

ii). W ist abgeschlossen bzgl. der Addition, d.h. fiir alle v,w € W gilt
v4+we W.

iii). W ist abgeschlossen bzgl. der Skalarmultiplikation, d.h. fiir alle v e W
und X e K gilt Av € W,

In diesem Fall ist 0 auch das neutrale Element von + in W und die inversen
Elemente der Addition in W stimmen mit denen von V liberein.
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BEWEIS

Sei zunachst W ein Unterraum. Nach Definition ist dann (W, +, ) ein
K-Vektorraum ist, wobei 4+ und - jeweils auf W eingeschrankt worden sind.
Mit anderen Worten bildet die Einschrankung +wxw : W x W — V sogar nach
W ab. Dies zeigt ii). Die Bedingung iii) folgt analog. SchlieBlich kann W
nichtleer sein, da es immer ein neutrales Element Oy enthalten muss. Mit iii)
folgt Oy = 0 - Ow € W, wobei Oy := 0 das neutrale Element in V bezeichnet.
Ferner gilt auch 0 - Ow = Oy und damit haben wir Oy = Ow

Seien nun umgekehrt i) bis iii) erfillt. Nach ii) gilt dann +wxw : W x W — W
und iii) zeigt - kxw : K x W — W. Offensichtlich ist + auch auf W assoziativ
und kommutativ und da 0 € W ist, hat + auch ein neutrales Element in W.
SchlieBlich gilt —v = (—1) - v € W fiir alle v € W nach iii) und damit hat auch
jedes Element in W ein inverses bzgl. +. Die Ubrigen 4 Identitaten gelten in V
und damit auch in W.
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BEISPIELE

Im R? ist eine Gerade g := {xo + tv: t € R} mit Stiitzvektor xo und
Richtungsvektor v genau dann ein Unterraum von R? falls 0 € g.

Um dies zu sehen, nehmen wir zunachst an, dass g ein Unterraum ist. Dann
zeigt Lemma 91.2 sofort 0 € g. Gilt umgekehrt 0 € g, so muss es ein t* € R
geben mit 0 = xo + t*v. Dies zeigt xo = —t*v und damit hat g die Gestalt

g ={-tvt+tv:teR}={(t—t")v:teR}={sv:s eR}.

Sind nun us, Uy € g, so gibt es 51,5, € R mit uy = s;v und u, = sv. Damit
folgt ur + U2 = (s1+ S2)v € g. Fur A € R gilt ferner A(s1v) = (As1)v € g. Damit
zeigt Lemma 91.2, dass g ein Unterraum ist.
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BEISPIELE

Um weitere Beispiele von Unterraumen zu betrachten, fixieren wir eine
nichtleere Menge X und einen K-Vektorraum V. Wir schreiben

Abb(X, V) := {f: X = V}

fur die Menge aller Abbildungen von X nach V. Dann ist Abb(X, V) ein
Vektorraum, wenn wir die Addition und Skalarmultiplikation wie Ublich
punktweise definieren, d.h.

(F+9)(x) :=f(x) + 9(x),
(M)(X) := M(x)
fur alle f,g € Abb(X, V), A € K und x € X. Die konstante Nullfunktion ist
dabei z.B. das neutrale Element der Addition. Mit Hilfe diese Raums konnen

wir nun weitere Vektorraume als Unterraume von z.B. Abb(X, R)
identifizieren, wobei die Argumente auch fur C gultig sind.
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BEISPIELE

Ein erstes Beispiel ist der Raum C([a, b]). In der Tat ist die konstante
Nullfunktion stetig und damit in C({a, b]). Ferner ist die Summe zweier
stetiger Funktionen wieder stetig, und damit ist die von Abb(][a, b],R)
stammende punktweise Addition in C([a, b]) abgeschlossen. Das gleiche gilt
flr die Skalarmultiplikation und damit ist nach Lemma 91.2 der Raum

C([a, b]) ein Unterraum von Abb([a, b], R).
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BESPIELE

Ein weiteres Beispiel ist der Raum aller reellen Polynome auf einen Intervall
I, d.h.

Pol(l) := {p : | = R| p ist Polynom }.
Wie im ersten Beispiel sieht man dann wieder mit Lemma 91.2, dass Pol(/)
ein Unterraum von Abb(/, R) ist. Betrachtet man ferner die Menge

Pol(/,n) := {p : | — R| p ist Polynom mit degp < n},

so zeigt (2.7.2), dass fiir p, g € Pol(l,n) auch deg(p + q) < n,

d.h. p 4+ g € Pol(l, n) gilt. Analog zeigt (2.7.3) mit g = 1, dass auch die
Skalarmultiplikation auf Pol(/, n) abgeschlossen ist. Schlieflich ist

0 € Pol(!l, n) offensichtlich. Damit ist Pol(/, n) sowohl ein Unterraum von
Pol(l,) als auch von Abb(/, R).

Letzteres ist keine Uberraschung, denn ist W ein Unterraum von V und U ein
Unterraum von W, so kann man mit Lemma 91.2 leicht zeigen, dass dann
auch U ein Unterraum von V ist.
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LINEARKOMBINATIONEN

Im folgenden sei V ein K-Vektorraum fur K € {R, C}. Fur vq,...,vn € V und
Ay, Am € K heildt

m
Y = g AiVi
i=1

Linearkombination von vy, ..., vy € V. Ferner heiBt die Menge aller solcher
Linearkombinationen, d.h.

m
span{v1,.. 5 ,Vm} = {Z)\,‘V,‘ Ay Am € K}
i=1

dervon va,...,vy, € Vaufgespannte Raum. Mit Lemma 91.2 ist es leicht zu
uberprifen, dass W := span{w,...,Vvn} ein Unterraum von V ist. In diesem
Fall heiBt vy, ..., vm ein Erzeugendensystem von W.
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BEISPIELE

Um die Begriffe zu illustrieren, betrachten wir die Vektoren

) ()

Dann gilt span{va,v2} = {Avq : A € R}. Hierbei ist die Inklusion “D>" wegen
Avi = Avy + 0Ov; leicht zu sehen. Haben wir umgekehrt A\, A\; € R, so folgt

A1 (;) + X <_02> =\ (;) —2X (;) = (M —2x)v1,

und damit haben wir auch “c”.

546



BESPIELE

Betrachten wir stattdessen die Vektoren

() ()

so gilt span{wy, w,} = R Hierbei ist die Inklusion “C” offensichtlich. Haben

: 4 X ; :
wir umgekehrt ein x = x1 € R?, so missen wir \; € R und X\, € R finden,
2

(o) () =C)

erflllen. Dies liefert die Gleichungen A\ + X\, = x; und \; = X, was wiederum
M= X1 — X2 ergibt.

die

Sind schlieRlich ey, ..., eq4 die Standard-Einheitsvektoren von RY, so gilt
span{ei,...,eq} = RY,
siehe auch (311).

547



LINEARE UNABHANGIGKEIT

Um die Dimension sinnvoll definieren zu konnen, mussen wir
Erzeugendensysteme betrachten, die nicht zu grol3 sind. Die folgende
Definition flhrt ein entsprechende Konzept ein.

Definition 9.1.3
Seien V ein K-Vektorraum und v, ..., vy € V. Dann heifRen diese Vektoren
linear unabhangig, falls fir alle A1,..., Am € K mit

gilt \1 = --- = Ay = 0. Ansonsten heilRen die Vektoren linear abhangig.

Die obigen Vektoren vy, v, sind linear abhangig, denn es gilt zum Beispiel
2v1 + v, = 0. Die Vektoren wy, w, sind dagegen linear unabhangig, denn flr
x := 0 € R? hatte unsere obige Uberlegung ja schon A, = x, = 0 und

A = X; — X2 = 0 gezeigt. SchlieRlich sind die Vektoren ey, ..., ey in R
ebenfalls linear unabhangig, wie man sich leicht klarmachen kann.
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EINDEUTIGE KOEFFIZIENTEN

Lemma 9.1.4
Seien V ein K-Vektorraum und v, ...,vym € V. Dann sind v4,...,vm € V linear
unabhdngig genau dann, wenn es zu jedem v € span{vi,...,Vn} eindeutige

Koeffizienten A1, ..., Am € K gibt mit

m
V= Z AV . (9:].1)
i=1
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BEWEIS

Wir nehmen zunachst an, dass v, ...,vm € V linear unabhangig sind. Ferner
seien A, ..., Am € Kmit (911) und oy, . .., am € K mit

m
V= Z Vi
i=1
gegeben. Dies ergibt
m m m
0= Z AV — Z Vi = Z(/\, — Oé,')V,‘ o
i=1 i=1 i=1

Aus der linearen Unabhangigkeit folgt dann A\ —an = -+ = Ay —am =0
und damit auch M = aq, ..., Am = am.

Gilt umgekehrt die eindeutige Darstellung in (911), so folgt sofort die lineare
Unabhangigkeit durch Betrachtung von v := 0.
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BASEN UND DIMENSION

Die folgende Definition betrachtet linear unabhangige Erzeugendensysteme.

Definition 9.1.5

Seien V ein K-Vektorraum und w1, ...,vn € V. Dann ist vy,. ..,V eine Basis
von V, falls die Vektoren vq, ..., vy linear unabhangig sind und

V =span{vi,...,Vn} gilt.

Die obigen Vektoren ws, w, sind eine Basis von R? und das gleiche gilt fir die
beiden Standardeinheitsvektoren e;, e; € R%. Raume konnen also
insbesondere mehrere Basen haben.

Istvi,...,Vvm eine Basis von V, so hat Lemma 91.4 gezeigt, dass jedes Element
v € Veine eindeutige Darstellung als Linearkombination von v, ..., vy hat.
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KURZUNG LINEAR ABHANGIGER EZS

Das folgende Lemma zeigt, dass wir aus einem linear abhangigen
Erzeugendensystem ein Element hinausnehmen konnen, ohne den
aufgespannten Raum zu andern.

Lemma 9.1.6
Seien V ein K-Vektorraum und v, ...,vm € V linear abhangig mit v, # 0.
Dann gibteseinje {2,...,m} mitv; € span{vi,...,vj_¢1} und

span{Vi,...,Vj_1,Vjy1,Vm} = span{Vi,...,Vm}.
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BEWEIS

Da vi,..., vy linear abhangig sind, gibt es Koeffizienten A\q,..., \n € K, die
nicht alle gleich Null sind, mit

AMVi4 -+ ApVn = 0.
Sei j der groRte Index mit A; # 0. Dann ist Ay = --- = An = 0 und es folgt
)\1V1—|—--~—|—AI'\/]':O. (9<1~2)

Ware j =1, so wirde dies A\vq = 0 bedeuten, was wegen A; Z 0 und v; # 0
unmoglich ist. Damit folgt j > 2. Aus (91.2) folgt dann

Aﬂ A}'_‘\
Vi =y — e = 220y (91.3)
J )\} )\j J
d.h. wir haben v; € span{vs,...,v,_4} gezeigt. Sei nun v € span{v1,...,vn}.

Dann gibtes a1, ...,am € K mit
V=oV1+: -+ amVm.
Ersetzen wir nun den Vektor v; auf der rechten Seite durch (9..3), so sehen
wir, dass
v e span{Vvi,...,Vj_1,Vjt1,Vm} .

Damit haben wir “C” gezeigt. Die andere Inklusion ist trivial.
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VERANDERN VON EZS

Hat man linear abhangige Vektoren va,...,vm € V mit v # 0, so zeigt Lemma
91.6, dass wir solange Vektoren wegnehmen konnen, ohne den
aufgespannten Raum zu andern, bis wir eine linear unabhangige Familie
erhalten haben. Diese Familie ist dann eine Basis von span{vi,...,Vm}.

Das folgende Lemma untersucht, wie sich die Erweiterung von
Erzeugendensystemen auf die lineare Unabhangigkeit auswirkt.

Lemma 9.1.7
Seien V ein K-Vektorraum, vi,...,vm € Vund W := span{v1,...,Vm}. Dann
gelten die folgenden Aussagen flir v € V:

i). Istve W, dann sind w,v,...,vm linear abhdngig.

ii). Istv & Wundsindw,...,vm € Vlinear unabhdngig, dann sind auch

W, V1, ...,Vm linear unabhdngig.
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BEWEIS

i). Es gibt \; € K mit v = Mvi + - - + ApnVim. Dies impliziert
O=(=NWV+vi+-- 4+ AnVm,

und da —1 # 0 folgt die lineare Abhangigkeit.

ii). Sei 0 = AV + \vq + - - - + AmVm. Dann muss A = 0 sein, denn ansonsten

hatten wir
V:_ﬁw_"'—)\i\/m
A A ’
was v € W widerspricht. Aus A = 0 folgt nun 0 = vy + - - - + AV und die
lineare Unabhangigkeit der v, ..., vy € V sichert deswegen

M= =An=0.
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BASEN SIND MAXIMALE, LINEAR UNABHANGIGE EZS

Der folgende Satz zeigt, dass linear unabhangige Familien nur eine maximale
GroRe haben konnen, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

Theorem 9.1.8
Seien V ein K-Vektorraum und v, ...,vm € V ein Erzeugendensystem von V
und ws, ..., w, € Vlinear unabhdngig. Dann gilt n < m.
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Da wy,...,w, linear unabhangig sind, gilt wy # 0, .., w, # 0.

Aus span{vi,...vn} = Vfolgt nun mit Lemma 91.7, dass wi, v1, ..., Vi linear
abhangig sind. Wegen w, # 0 finden wir mit Lemma 9.6 ein j, so dass fur

Le={1...,m}p\ {j} gilt
V= span({Wq} U{vi:ie Iq}) .

Dieser Schritt wird nun iteriert. Vor dem (j + 1)-ersten Schritt haben wir
dabei bereits eine Menge [; := {i1,...im—j} C {1,...,m} mit |lj| = m —j und

V:span({wq,...,W,}U{vf e //-})
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Nach Lemma 91.7 sind dann wx, ..., Wjq, Vi, . o Vi linear abhangig. Nach
Lemma 91.6 gibt es dann einen Vektor u in dieser Liste, der in dem
aufgespannten Raum der vorher aufgezahlten Vektoren liegt. Ware u gleich
einer der Vektoren wi, ..., Wy, d.h. u = w; fur i <j+1so wiirde dies

w; € span{w,...W;_1} C span{Ww; : R # i}

bedeuten. Dies widerspricht nach Lemma 9.1.7 der linearen Unabhangigkeit
von wa, ..., Wn. Damit muss u = v;, fur ein iy € I; sein. Wir setzen
lir :=I;\ {ir} und erhalten |li4| =m — (j + 1) und

V= span({Wq,,..,WjH} U{vi:ie /H,j}) .

Diesen Prozess konnen wir solange fortsetzen bis n Vektoren in va,...,vp
durch die w,...,w, ersetzt worden sind. Dies ware jedoch im Fallm < n
nicht moglich.
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ALLE BASEN SIND GLEICH GROSS

Korollar 91.9
Seien V ein K-Vektorraum und v, ..., Vvn eine Basis von V. Dann hat jede
andere Basis von V genau m Elemente.

Beweis.

Sei wa, ..., w, eine weitere Basis von V. Da v4,. ..,V ein Erzeugendensystem
von Vist und ws, ..., w, linear unabhangig sind erhalten wir n < m mit Satz
91.8.

Vertauschen der Basen in dem obigen Argument ergibt m < n. O
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DIMENSION

Mit Hilfe des vorherigen Korollars kdnnen wir nun die Dimension eines
Vektorraums definieren.

Definition 9.110
Seien V ein K-Vektorraum und v4,.. ., Vy, eine Basis von V. Dann heif3t

dimV:=m

die Dimension von V. Gibt es keine endliche Basis von V, so setzen wir
dimV := oo und im Fall V = {0} setzen wir dimV = 0.

Es gilt dimR? = d, da e, ..., eq eine Basis sind. Ferner gilt fiir den Raum der
Polynome vom Grad kleiner gleich n Uber einem Intervall | mit nichtleerem
Inneren

dimPol(l,n) =n-+1,

da die Monome 1,x,x%, ..., x" ein Erzeugendensystem von Pol(/, n) sind.
Ferner hatten wir nach Korollar 8.3.4 bemerkt, dass die Koeffizienten eines
Polynoms eindeutig sind, und damit sind die Monome auch linear
unabhangig.
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EXISTENZ VON BASEN

Der folgende Satz sichert die Existenz von Basen, falls es endliche
Erzeugendensysteme gibt.

Theorem 9.1.11
Seien V ein K-Vektorraum, v4, . .., vy ein Erzeugendensystem von V und
W = {0} ein Unterraum von V. Dann hat W eine Basis und es gilt dimW < m.

Betrachtet man den Fall W = V im obigen Lemma, so sieht man, dass jeder
nicht-triviale K-Vektorraum V, d.h. V # {0}, der ein endliches
Erzeugendensystem hat, auch eine Basis hat.
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BEWEIS

Wegen W #£ {0} gibt es ein w; € W mit wy # 0. Damit ist wy linear
unabhangig. Falls W # W, := span{w;} gilt, gibt es ein weiteres w, € W mit
w, € Wi, Nach Lemma 91.7 sind dann wy, w, linear unabhangig. Falls

W # W, := span{wi, w,} gilt, gibt es ein weiteres w3 € W mit ws ¢ W> und
nach Lemma 91.7 sind dann ws, w,, ws linear unabhangig.

Sei nunj > 1, so dass dieser Prozess j mal durchgefiihrt worden ist, d.h. wir
haben linear unabhangige Vektoren wa, ..., w; € W gefunden. Ware j > m, so
wirde dies Satz 91.8 widersprechen. Damit gibt es eine maximale Anzahl

n < mvon Durchfihrungen des Prozesses, was bedeutet, dass wir nach n
Durchfuhrungen W = span{ws, ..., w,} haben. Damitist ws, ..., w, ein linear
unabhangiges Erzeugendensystem von W, d.h. eine Basis. Wegen dimW = n
folgt dann auch die Ungleichung.
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DIMENSION UND INKLUSION

Das folgende Korollar zeigt, dass Unterraume nie eine groRere Dimension
als ihre umgebenden Raume haben konnen.

Korollar 9112
Seien V ein K-Vektorraum und W ein Unterraum von V. Dann gilt
dimW < dimV.

Beweis.

Ist dimV = oo oder dim W = 0, so ist nichts zu zeigen. Im Fall dim V < oo und
dim W > 0 hat V ein endliches Erzeugendensystem der GrofRe dim V und aus

dim W > 0 folgt W # {0}. Dann folgt die Behauptung aus Satz 9111. O
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DIMENSION UND GLEICHHEIT

Das folgende Korollar untersucht die Situation dimV = dim W im Fall
endlicher Dimension.

Korollar 9113
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und W ein Unterraum von
V. Dann gilt dim W = dim V genau dann, wenn V = W.
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BEWEIS

Ist V=W, so gilt offensichtlich dim V = dim W.

Gilt andersherum dim V = dim W, so ist W C V nach Voraussetzung erfullt.
Ware nun W # V, so gabe es daher ein v € V\ W. Nach Satz 9111 hat W eine
Basis wy, ..., Wn. Lemma 91.7 zeigt dann, dass v, ws, ..., Wy linear
unabhangig sind und damit folgt dimV > m + 1 = dim W + 1, was ein
Widerspruch zu der Annahme dim V = dim W ist.
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BEISPIELE

Ist | ein Intervall mit nichtleerem Inneren, so hatten wir schon
dim Pol(/,n) = n 4 1 gesehen. Da Pol(/, n) auch Unterraum von Pol(/), folgt
dimPol(/) > n + 1 fur alle n > 1. Dies zeigt

dimPol(/) = co.

Ferner ist fir | = [a, b] der Raum Pol(/) ein Unterraum von C([a, b]) und
damit folgt auch
dimC([a, b]) = oo

Dieses Beispiel zeigt auch, dass Korollar 9113 im Falle
unendlich-dimensionaler Vektorraume falsch ist.
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MAXIMALE, LINEAR UNABHANGIGE FAMILIEN SIND BASEN

Das folgende Korollar zeigt, dass linear unabhangige Familien oder
Erzeugendensysteme der GroRRe dim V Basen sind.

Korollar 9114

Seien V ein K-Vektorraum mit n =dimV € Nund v, ...,v, € Vlinear
unabhangig oder ein Erzeugendensystem von V. Dann ist v, ..., Vv, eine
Basis von V.
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BEWEIS

Wir nehmen zunachst an, dass vi,...,v, € V linear unabhangig sind. Wegen
dimV = n gibt es ein Erzeugendensystem w;, ..., w, von V. Wir nehmen nun
an, dass v4,...,V, keine Basis von V ist, d.h.

span{Vvi,...,Va} # V.

Dann gibt es ein w € V mit w & span{wi,...,Vs}. Nach Lemma 91.7 sind dann
Va, ..., Vs, W linear unabhangig, d.h. wir haben n + 1 linear unabhangige
Elemente in V. Dies widerspricht Satz 91.8.

Seien nun v, ..., V, ein Erzeugendensystem von V. Waren sie keine Basis, so
wadren sie linear abhangig. Da dimV > 1kann nichtvy =v, =---=v, =0
gelten, d.h. es gibt ein v; # 0. Ohne Einschrankung konnen wir v; #£ 0
annehmen. Nach Lemma 9.1.6 gibt es dann ein j > 2 mit

span{Vi,...,Vj_1,Vjy1,Va} = span{vi,...,Vp} = V.

Damit haben wir ein Erzeugendensystem der Grofke n — 1, was nach Satz 91.8
und dimV = n unmoglich ist.
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EXISTENZ VON BASEN IM ALLGEMEINEN FALL

Man kann Erzeugendensysteme und lineare Unabhangigkeit auf unendliche
Familien ausweiten, indem im ersten Fall alle Linearkombinationen Uber alle
endlichen Teilfamilien betrachtet werden und im zweiten Fall verlangt wird,
dass alle endlichen Teilfamilien linear unabhangig sind. Nach dieser
Verallgemeinerung kann man auch unendlich groRe Basen als linear
unabhangige Erzeugendensysteme definieren. In einem weiteren Schritt
kann man dann zeigen, dass jeder Vektorraum eine (potenziell unendlich
grofe) Basis hat. Solche Basen wollen wir hier aber nicht weiter betrachten.
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Section 9.2
Lineare Abbildungen



EINLEITUNG

In diesem Kapitel wollen wir Abbildungen zwischen Vektorraumen
untersuchen, deren Abbildungsverhalten sich mit der Addition und
Skalarmultiplikation vertragen.
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DEFINITION, BEISPIELE UND MATRIZEN

Wir beginnen mit der folgenden grundlegenden Definition.

Definition 9.2
Seien V und W zwei K-Vektorraume und T : V — W. Dann heif3t T linear, falls
die folgenden zwei Eigenschaften erfullt sind:

i). Additivitat: Fir alle v,w € V gilt T(v + w) = T(v) + T(w).
ii). Homogenitat: Fir alle v e Vund X € K gilt T(Av) = AT(v).

In diesem Fall heiRt T auch (Vektorraum)-Homomorphismus und wir
schreiben Tv := T(v). Ist T bijektiv und linear, so sprechen wir auch von
einem (Vektorraum)-Isomorphismus. Wir schreiben ferner

LV, W) :={T:V— W|Tlinear }.

Sind V, W beliebige Vektorraume, so istidy : V — V linear und die konstante
Nullabbildung v+ 0 von V nach W ist ebenfalls linear.
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RAUM LINEARER ABBILDUNGEN

Bevor wir weitere Beispiele linearer Abbildungen betrachten, wollen wir den
Raum L(V, W) etwas naher untersuchen.

Lemma 9.2.2
Seien V, W zwei K-Vektorrdume. Dann ist L(V, W) ein Unterraum von
Abb(V, W).

Beweis.
Offensichtlich ist die konstante Nullabbildung linear, d.h. 0 € £(V, W). Sind
S, Te L(V,W),sogiltfurv,weV

(S+T)(v+w) =S(V+w) + T(V+w) = Sv+Sw+ Tv+ Tw
=(S+Tv+(S+T)w

damit ist S + T additiv. Analog kann man die Homogenitat von S + T zeigen.
Mit anderen Worten ist S+ T linear, d.h. S+ T € L(V,W). Fir A € K kann man
analog AT € L(V, W) zeigen. Lemma 9.1.2 gibt dann die Behauptung. O

573



BEMERKUNGEN

Die Additivitat und Homogenitat sorgen dafur, dass Operationen im
Definitionsbereich von T kompatibel zu denen im Bildbereich sind. Ahnliche
Vertraglichkeiten hatten wir auch schon friiher kennengelernt, z.B.:

i). Monotone Abbildungen vertragen sich mit < und streng monotone
Abbildungen mit <.

ii). Stetige Funktionen vertragen sich mit Grenzwertbildung, genauer
gesagt mit den zugehorigen Topologien.

iii). Die Exponentialfunktion exp : (R, +) — ((0,0), -) vertragt sich mit den
beiden Gruppenoperationen + und - im Definitions- bzw. Bildbereich.
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BEISPIELE

Fur V=W = K ist eine Abbildung T: K — K genau dann linear, wenn es ein
a € K gibt mit T(x) = ax fur alle x € K. Dieses a lasst sich durch a = T(1)
bestimmen.

Bezeichnen C(I) und C'(!) die Mengen aller stetigen bzw. stetig
differenzierbaren Abbildungen f: I — R, wobei I ein Intervall ist, so ist der
Ableitungsoperator

¢'([a, b]) — C((a, b))
fef

linear. Umgekehrt ist auch die Abbildung

C(la, b]) — €'((a, b))
fH F7

wobei F die Stammfunktion von f bezeichnet, linear.
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BEISPIELE

Ist I ein Intervall und x € I, so ist auch der Auswertungsoperator
C()—R
fr=fx)
linear.

Bezeichnet ¢ := {(Xn)new C R : (Xn)nen konvergiert } den Raum aller
konvergenten, reellen Folgen, so ist die Abbildung

c—R

(On)neN'—) lim a,
n—oo

linear.
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MATRIZEN

Abgesehen vom ersten Beispiel, haben alle anderen Beispiele mindestens
einen unendlich-dimensionalen Vektorraum. Wir wollen uns aber auf
endlich-dimensionale Vektorraume konzentrieren. Dazu wollen wir als
nachstes den Fall T: K — K auf T: K" — K" verallgemeinern.

Seien dazu m,n > 1. Eine m x n-Matrix A besteht aus m - n Eintragen a; € K

miti=1,...,mundj=1,...,n,die Ublicherweise so geschrieben werden:
@FH oo Q1n
am1 P amry

Die Menge aller m x n-Matrizen wird mit Mg (m, n) bezeichnet. Ist K aus
dem Zusammenhang bekannt, wird es dabei meistens weggelassen. Man
beachte, dass wir fur [ :={1,...,m} x {1,...,n} nichts anderes als
Mzx(m,n) = Abb(/,K) haben.
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MATRIZEN: VEKTORRAUMOPERATIONEN

Fur Matrizen der gleichen GrolRe m x n kann man eine Addition durch
komponentenweise Addition definieren, d.h.

an ... Qi bn ... bmn an+bn ... Qin + bin

am ... amn bm ... bmn am +bm ... Amn + bmn

Analog kann man eine Skalarmultiplikation komponentenweise definieren,
an . Q1n A1 . AQ1n

am ... Qmn Adm ... Admn

Da diese Operationen genau denen auf Abb(/,K) entsprechen, sieht man
leicht, dass Mx(m, n) zusammen mit diesen beiden Operationen ein
K-Vektorraum ist. Analog kann dies auch direkt verifiziert werden.
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MATRIZEN ALS LINEARE OPERATOREN

Ist A eine m x n-Matrix mit Eintragen a; € K und x € K" ein Vektor mit

Eintragen x1,...,Xn, SO konnen wir ferner eine Multiplikation durch
an ... Qi X1 Z,n:w X
AXx = : : = :
am1 ... Qmn Xn 27:1 AmjX;

definieren. Damit ist insbesondere Ax € K. Leichtes Nachrechnen zeigt
zudem, dass

A(X+y) = Ax+ Ay und A(XX) = MAX
fur alle x,y € K" und X\ € K gilt. Mit anderen Worten ist die Abbildung
Ly K" = K"
X = Ax

linear, d.h. jede m x n-Matrix definiert eine lineare Abbildung K" — K"
vermoge der obigen Multiplikation.
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MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem Ax = b l6sen wollen, so suchen wir
also nach dem Urbild

Ly ({b})-
Sind A und B zwei m x n-Matrizen, so lasst sich ebenfalls
(A+ B)x = Ax + Bx und A(AX) = (M)x

fir alle x € K" und X\ € K schnell nachrechnen. Die erste Gleichung zeigt
dann La+sX = LaX + Lgx, d.h.

Latg = La+ Ls.

Analog zeigt die zweite Gleichung Lxa = ALa. Mit anderen Worten haben wir
das folgende Lemma gezeigt:
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MATRIZEN ALS ABBILDUNGEN

Lemma 9.2.3
Fir alle n,m > 1 ist die Abbildung

My (m,n) — L(K",K™)

A La
linear.

Spater in Satz 9.210 werden wir sehen, dass diese Abbildung sogar ein
Isomorphismus ist, d.h. die linearen Abbildungen K" — K™ lassen sich
eindeutig durch Matrizen beschreiben. Im Fall m = n = 1 hatten wir dies am
Anfang des Unterkapitels schon gesehen.
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KOORDINATENABBILDUNG

Der folgende Satz stellt eine weitere wichtige lineare Abbildung vor. Sie dient
dazu, Vektorraume V mit dim V = d mit K¢ zu identifizieren.

Theorem 9.2.4
Seien V ein K-Vektorraum mit dimV = d < co und B := (w4, ..., Vy) eine
Basis von V. Dann ist die Koordinatenabbildung

Cg:V—K?
d 44
ZX,‘V,‘ —

—

1 Xd

ein Isomorphismus.

Die Koordinatenabbildung zu einer gegebenen Basis B ordnet also jedem
Vektor v die eindeutigen Koordinaten xi, ..., xg von v bezlglich dieser Basis
zu.
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BEWEIS

Wir bemerken zunachst, dass die Abbildung Cs wohldefiniert ist, da nach
Lemma 91.4 jedes v € V eine eindeutige Darstellung v = Zf; Xjvj besitzt. Die
Surjektivitat ist offensichtlich. Fir die Injektivitat betrachten wir zwei

v,w €V mit Tv=Tw = x. Dann gilt

d d
V= Zx;v, und W= Zx,v,. (9.21)
i=1 i=1

Dies ergibt v = w. Um die Linearitat zu Uberprifen, wahlen wir v,w € V. Dann
gibt es eindeutige x, y € KY so dass (9.21) gilt. Wegen

d d d
VW=D XV > xvi= Y (X + Vi)V
i=1 i=1

i=1

folgt dann
Ceg(v+w)=x+y=Cpv+ Caw.
Analog kann Cg(Av) = ACgv fur A € K nachgewiesen werden.
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BEMERKUNGEN

Wir hatten schon gesehen, dass die Monome 1,x,...,x" eine Basis in
Pol(R, n) bilden. Die zugehorige Koordinatenabbildung ordnet dann jedem
Polynom p vom Grad deg p < n seine Koeffizienten zu.

Isomorphismen machen es moglich, Vektorraume miteinander zu
identifizieren. Hierbei wird aber nur die Vektorraumstruktur identifiziert.
Weitere Strukturen konnen dagegen verloren gehen. So besteht
beispielsweise Pol(R, n) aus Funktionen, die punktweise, d.h. fir x € R
ausgewertet werden konnen. Dies geht bei der obigen Identifizierung von
Pol(R, n) mit R"™" verloren, wenn man nur noch im R"™" arbeitet.
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EIGENSCHAFTEN LINEARER ABBILDUNGEN

Im folgenden wollen wir einige strukturelle Eigenschaften linear Abbildungen
kennenlernen. Wir beginnen mit dem folgenden einfachen Lemma.

Lemma 9.2.5
Seien U, V, W drei K-Vektorraume und T: U — Vund S : V — W linear. Dann
istauch SoT: U — W linear.

Seien u, Uz € U. Dann gilt (So T)(ur 4 u2) = S(T(ur + u2)) = S(Tur + Tu2) =
S(Tur) + S(Tuz) = (So T)(ur) + (So T)(uz). Die Homogenitat kann analog
bewiesen werden.

Im Folgenden wird die Komposition linearer Abbildungen auch multiplikativ
dargestellt, d.h. wir schreiben

ST:=SoT

flr die Komposition zweier linearer Abbildungen T: U — Vund S: V — W.
Im Fall S = T schreiben wir entsprechend auch $? := S o S, wobei dies
natirlich S : V — V voraussetzt.

585



KERN UND BILD

Fur K-Vektorraume Vund Wund T : V — W linear schreiben wir nun
kerT:={veV:Tv=0}
flr den Kern von T. Analog ist
ranT:=T(V)={Tv:veV}

das Bild von T. Das folgende Lemma zeigt, dass beide Mengen Vektorraume
sind.

Lemma 9.2.6
Seien V, W zwei K-Vektorrdume und T : V — W linear. Dann ist ker T ein
Unterraum von V und ran T ein Unterraum von W.
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BEWEIS

Firve Vgilt T(0) =T(0-v) =0Tv=0,dh.0 € kerTund 0 € ranT.

Seiennunv,w € kerTund A € K. Dann gilt T(v+w) =Tv+Tw=0+0=10
und T(Av) = ATV = X0 = 0. Damit ist ker T nach Lemma 91.2 ein Unterraum
von V.

Seien nun x,y € ranT. Dann gibt es v,w € V mit Tv = x und Tw = y. Dies
ergibt x+y = Tv+ Tw = T(v+w) und damit ist auch x+y € ran T. Analog gilt
Ax = ATv = T(Xx) fur A € K, und damit ist auch Ax € ranT. Lemma 91.2 zeigt
dann dann ranT ein Unterraum von W ist.
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TEST AUF INJEKTIVITAT

Das folgende Lemma vereinfacht die Prufung auf Injektivitat fur lineare
Abbildungen.

Lemma 9.2.7
Seien V, W zwei K-Vektorrdume und T : V — W linear. Dann ist T injektiv
genau dann, wenn Tv # 0 fur alle v € V\ {0}, d.h.

ker T = {0}

Sind in diesem Fall v4,...,v, € V linear unabhdngig, so sind auch
Twi, ..., Tvy linear unabhdngig und insbesondere gilt dann dim V < dim W.
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Ist T injektiv, so ist jedes Urbild T~'(w) einelementig und damit auch
ker T=T7'(0). Da 0 € ker T nach Lemma 9.2.6, folgt ker T = {0}.

Seien umgekehrt v,w € V mit Tv = Tw. Dann gilt T(v — w) = 0 und wegen
ker T = {0} folgt dann auch v —w = 0. Dies zeigt v =w.

Seien nun v, ...,V linear unabhangig. Fir Ay,..., A\, € K mit

n
Z AiTvi=0
i=1

gilt dann
n n
0= Z)\;TV,‘ = T(Z A,V,‘)
i=1 =1
und wegen der Injektivitat dann auch >, Av; = 0. Da v, ..., v, linear
unabhangig sind, folgt Ay = --- = \,. Damit sind auch Tvs, ..., Tv, linear

unabhangig.

589



Ist V endlich-dimensional und v, ..., v, eine Basis von V, so haben wir
schon gesehen, dass Tvy, ..., Tv, € W linear unabhangig sind. Ist nun
W, ..., Wn eine Basis von W, so gilt n < m nach Satz 91.8.

Ist V unendlich-dimensional, so finden wir fur jedes n > 1 eine linear
unabhangige Familie v, ..., v, und damit auch eine linear unabhangige
Familie Tva, ..., Tv, in W. Dies zeigt dim W = oo.
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UMKEHRABBILDUNG

Der folgende Satz zeigt, dass die Umkehrabbildung eines Isomorphismus ein

Isomorphismus ist.

Theorem 9.2.8
Seien V, W zwei K-Vektorraume und T : V. — W linear. Ist dann T bijektiv, so

ist auch T~ linear und es gilt dim V = dim W.
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BEWEIS

Um die Additivitat von T~ zu zeigen, seien wi, w, € W. Wir setzen vy := T~ 'ws
und v, := T~ 'w,. Dann gilt T(vs + v,) = Tvq + Tv; = ws + w, und damit
Vi +Vv; = T (W + wy). Dies ergibt

TﬁW(W1 + Wz) =Vi+VV, = T71W1 + T71W2 .

Die Homogenitat von T~' kann analog gezeigt werden. Da T injektiv ist, gilt
dim V < dim W nach Lemma 9.2.7 Ferner ist T~ : W — V bijektiv ist, siehe
auch Abschnitt 47, und damit zeigt Lemma 9.2.7 auch dim W < dim V.
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ENDLICH DIMENSIONALE RAUME GLEICHER DIMENSION SIND ISOMORPH

Das folgende Korollar zeigt, dass endlich dimensionale Vektorraume schon
isomorph zueinander sind, falls sie die gleiche Dimension haben.

Korollar 9.2.9
Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorraume. Dann gibt es einen
Isomorphismus T : V — W genau dann, wenn dim V = dim W.

Beweis.

Seien A und B Basen von V und W und n := dimV = dim W. Dann sind die
Koordinatenabbildungen C4 : V — K" und Cs : W — K" Isomorphismen
nach Satz 9.2.4. Nach Satz 9.2.8 ist dann auch Cz' : K" — W ein
Isomorphismus. Nach Lemma 9.2.5 ist dann ng 0Cx:V— Wlinear und da
beide Koordinatenabbildungen bijektiv sind, ist ihre Komposition ebenfalls
bijektiv. O
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DARSTELLUNG DURCH MATRIZEN

Der folgende Satz zeigt, dass der Raum £(K",K™) kanonisch isomorph zu
Mg (m,n) ist.
Theorem 9.2:10
Fir alle n,m > 1ist die Abbildung
Mg (m,n) = L(K",K™)

A |—A
ein Isomorphismus und seine Umkehrabbildung

LK K™) = Mg(m,n)
S — M(S)

ist ebenfalls ein Isomorphismus.

Mit Hilfe des obigen Isomorhismus werden wir im folgenden Begriffe flr
lineare Abbildungen auf Matrizen Gbertragen und umgekehrt. Flr
A € M(m,n) schreiben wir z.B.

ker A := ker Ly .
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In Lemma 9.2.3 hatten wir schon gezeigt, dass die Abbildung linear ist.

Um zu zeigen, dass die Abbildung injektiv ist, wahlen wir ein A € Mg(m, n)
mit La = 0, d.h. Lax = 0 fur alle x € K". Gabe es Indices i*,j* mit gjj« # 0,
dann folgt fur den j*-ten Standard-Einheitsvektor ey« € K" mit den
Komponenten ey, ..., e, dass

n

2j1 Qi€ gy
n

2 i Omj€jj emj+

Damit ist die Annahme falsch, und es folgt A = 0. Nach Lemma 9.2.7 ist die
Abbildung A — L, dann injektiv.
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Um die Surjektivitat zu Uberprifen, fixieren wir ein lineares S : K" — K. Fir

j=1,...,n setzen wir
ayj
aj = = Sg; (9.2.2)
Amj
und damit
an Qin
A=(a,...an) = | > (9.23)
am1 Qmn
Fir x € K" gilt dann
. ay Do GujXj
Sx = S(Z Xjej) ZXJSeJ ij = : = AX.
a Amj Ly AmiXj

Dies ergibt S = La und damit haben wir die Surjektivitat gezeigt. Die
Aussagen Uber die Umkehrabbildung folgen direkt aus Satz 9.2.8.
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DIMENSION DES RAUM ALLER LINEARER ABBILDUNGEN

Das folgende Korollar bestimmt die Dimension des Raums £(K",K™).

Korollar 9.211
Fiir alle ny,m > 1 gilt dim £(K", K™) = mn.

Beweis.

Der Raum M (m, n) ist kanonisch isomorph zu K™, so dass wir

dim Mg (m,n) = mn haben. Nun folgt die Behauptung aus Satz 9.210 und
Satz 9.2.8. O
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SPALTENVEKTOREN VON MATRIZEN

Das folgende Korollar beschreibt, wie die darstellende Matrix einer linearen
Abbildung S : K" — K™ gefunden werden kann. Es basiert direkt auf der
Konstruktion (9.2.2) und (9.2.3) im Beweis von Satz 9.2.10.

Korollar 9.212
Sei S: K" — K" und A € Mx(m,n) die darstellende Matrix von S,
d.h. A :== M(S). Dann ist die j-Spalte von A das Bild von e; unter S, d.h.

an A1n
A= D = (Ser,...,Sen) .
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DREH-MATRIX

Um ein Beispiel zu betrachten, wollen wir die Drehung S, im R? um einen
Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn beschreiben. Nach Korollar 9.212 missen
wir dazu nur die Bilder von e; und e, unter S, bestimmen. Es gilt hierbei

S.en = <c?stp> e Sper = (— sin @) 7
sin @ cos ¢
siehe auch Abbildung 19. Fur
D, = (cosgp —sin go) (9.2.4)

singp  cosp

haben wir damit S, = Lp, nach Korollar 9.212.
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DARSTELLUNG ALLGEMEINER LINEARER ABBILDUNGEN

Theorem 9.2.13

Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit Basen

A= (va,...,va) und B := (w1,...,wn). Dann gibt es zu jeder linearen
Abbildung genau eine Matrix A € Mg(m,n) mit

S=Cz'olaoCy. (9.2.5)
Ferner gilt:
i). Firallej=1,....nundi=1,...,mgilt
Cav; =g und Cgei=w.

ii). Firallej=1,...,ngilt Sv; =37, aywi.
iii). Firv="3",xv; € Vundw =3 ", yw; mit Sv = w gilt

X1 Y

Xn Ym
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BEMERKUNG

Die Gleichung (9.2.5) kann man durch das folgende kommutative Diagramm
verdeutlichen

Ca Cg'

K" K"

La

Die Kommutativitat bedeutet dabei, dass Pfade entlang der Pfeile zu dem
gleichen Ergebnis fuhren.
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Die Bedingung S = Cz' o Ly o C4 ist dquivalent zu
CsoSoCy =La.

Die Existenz und Eindeutigkeit von A folgt dann aus Satz 9.210.

i). Dies folgt direkt aus der Definition der Koordinatenabbildung.
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ii). Nachrechnen ergibt

SV, =Cg' olaoCav; = Cg' o Lag; = C5'(Ae))

Amj
m
=
= CB (Z CI,‘J‘G,‘)
i=1
m
—1
= Z G,‘jCB e
i=1
m
= Z a;w; .
i=1

iii). Es ist x = C4v und y = Cgw. Dann gilt
AX = LaCav=CSv=Cpw =1y,

was die letzte Behauptung zeigt.
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BEMERKUNGEN

Wenden wir M(-) auf L4 = CpzoSo C;\W an, so ergibt sich
A=M(Ls) =M(Cs0S0Cy").

Dies zeigt, dass die darstellende Matrix A von den Basen A und B abhangt.
Wir sprechen daher auch von der darstellenden Matrix beziiglich der Basen
A und B und schreiben

M5 (S) := M(Cs 0 SoCy').
Sind &, und &y die Standard-Basen von K" bzw. K", so haben wir fir lineare
S: K" - K™
M(S) = M (S),
da in diesem Fall C4 = idg» und Cs = idgn gilt.

Der Teil ii) stellt eine Moglichkeit zur Berechnung von A zur Verfligung. In der
Tat zeigt

m
SVJ‘Z E a;wi,
i=1

dass wir zu jedem v; die Koeffizienten von Sy; in der Basisdarstellung bzgl. B
berechnen mussen. Dies ergibt dann die j-te Spalte von A.
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BASISWECHSEL

Betrachten wir Satz 9.213 fur V.= W und S := idy und mit ansonsten gleichen
Bezeichnungen, so ergibt sich das Diagramm

idy

/2
Ca =

K" K"

M (idv)
Haben wir nun ein v € V mit Basisdarstellungen v = =", x;v; und
v=>""yw, so zeigt Teil iii)
Mg (idv)x =y,
d.h. M#A (idy) beschreibt den Wechsel in den Darstellungen bei dem Wechsel

von der Basis A zu der Basis B. Wir sprechen daher von einer
Basiswechselmatrix und schreiben

T4 = M7 (idv)..
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BASISWECHSEL

Ist speziell V:= K" mit einer beliebigen Basis A := (w1, ..., Vs), SO gilt

n
idgn Vi=V; = Z vijei, (926)
i=1
wobei vyj, . .., vy die Komponenten von v; sind, d.h.
VU
Vj =
Vnj

Ist & := (e1,...,en) die Standardbasis von K", so zeigt Teil ii) von Satz 9.2.13
in Verbindung mit (9.2.6) daher

TA = M2 (iden) = (i, ... Vi) .

Mit anderen Worten ist die Basiswechselmatrix in diesem Fall besonders
einfach zu bestimmen. Allgemeinere Basiswechselmatrizen werden wir
behandeln, sowie wir mehr Uber Matrizen wissen.
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Section 9.3
Matrizenkalkul



EINLEITUNG

Bis jetzt haben wir gesehen, dass

Mg (m,n) — L(K",K™)

AI—>LA

ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Auf den Raumen £(K", K™) haben wir
aber eine weitere Struktur, denn die Komposition linearer Abbildungen ist
wieder linear. Genauer gesagt haben wir fiir R € £(K',K") und
Se L(K",K™):

SoRe L(K,K").

Wie kann dieses Verhalten durch Matrizen beschrieben werden?
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MATRIZENMULTIPLIKATION

Um eine Antwort auf diese Frage zu finden, seien
R e L(K',K") und Se L(K",K"),

sowie A € Mxg(n,l) und B € Mx(m,n) mit L = R und Lg = S. Ferner sei
C e Mg(m,l) mitLc =SoR.

Aus Korollar 9.212 wissen wir dann, dass

an aq
A=| : = (Res,...,Re)),
anm Ani
sowie
bﬂ . b1n
B=| : D[ = (Ser,...,Sen)
b bmn
und
... Oy
c=1: Z((SOR)&,...,(SOR)G().
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MATRIZENMULTIPLIKATION

Fure; € K' und die j-te Spalte von C folgt dann

Cyj ayj R
= (S o R)€j = S(Re,’) = = 5( ak,ek)
o ay k=1
n
= ahjSek
k=1
o [by
=205 :
k=1 bmk

> et D1kl
> ket Dk
Furi=1,...,mundj=1,...,[gilt daher

n
Cj = Z b,-kak/ 5 (9.3.1)
k=1
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MATRIZENMULTIPLIKATION

Unsere Voruberlegungen fuhren nun zu der folgenden Definition.

Definition 9.3.1
Fur[,n,m > 1seien A € Mxg(n,l) und B € Mg(m,n). Dann ist das
Matrixprodukt oder auch die Matrizenmultiplikation

C:=BA € Mg(m,!)

die durch (9.31) definierte Matrix C.
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VERTRAGLICHKEIT MIT KOMPOSITION

Unsere Voruberlegungen liefern sofort den folgenden Satz, der zeigt, dass
A — La die Matrizenmultiplikation in die Komposition von Abbildungen
uberfuhrt.

Theorem 9.3.2
Firl,n,m > 1seien A € Mg(n,l) und B € Mx(m,n). Dann gilt

LB (¢} LA = LBA o
SindR:K' — K" und S : K" — K" linear und setzen wir A := M(R) und
B :=M(S), d.h. R =L und S = Lg, so gilt mit dem obigen Satz
M(S o R) = M(Lg o L) = M(Lga) = BA = M(S)M(R). (932)

Damit vertragt sich auch die Umkehrabbildung M(-) von A — La mit der
Komposition von Abbildungen.
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RECHENREGELN

Die Matrizenmultiplikation erfullt die folgenden Rechenregeln, wobei in
jedem Fall angenommen wird, dass die beteiligten Matrizen A, B, C
kompatible GrofRen haben:

(A+B)C=AC+BC (933)
A(B+ C) = AB+AC (9.3.4)
A(BC) = (AB)C (9.3.5)
A(AB) = \(AB). (9.3.6)

Um beispielsweise (9.3.3) zu zeigen, betrachten wir

La+gye = laypole =(La+Lg)olc =Llaolc+ Lpole = Lag + Lac

= Lactsc,

wobei der dritte Schritt auf der punktweisen Definition der Addition von
Abbildungen basiert. Nach Satz 9.210 konnen wir dann (A 4+ B)C = AC + BC
schlieBen. Die anderen Gleichungen konnen analog bewiesen werden.
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KEINE KOMMUTATIVITAT

Ahnlich wie die Komposition von Abbildungen ist die Matrizenmultiplikation
nicht kommutativ, d.h. es gibt Matrizen A und B, die kompatible GroRen
haben und

AB +# BA

erfillen. Man beachte hierbei, dass das fur nicht-quadratische Matrizen A
oder B schon die Kompatibilitat der GroRen verletzt ist. Ein Beispiel
quadratischer, nicht kommutativer Matrizen ist

()6 0-G )
GO0

und
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TRANSPOSITION

Flir eine m x n-Matrix

entsteht die transponierte Matrix AT durch Vertauschen der Indizes i und j,

d.h.
an ... dm

AT =
Q1n Amn

Fur A € M(m, n) gilt daher A" € M(n, m). Fasst man Spaltenvektoren
x € K™ als m x 1-Matrizen auf, so ist x" ein Zeilenvektor.
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TRANSPOSITION ALS LINEARE ABBILDUNG

Der folgende Satz liefert ein paar elementare Rechenregeln flr die
Transposition. Da der Beweis trivial ist, wird er weggelassen.

Theorem 9.3.3
Fir alle m,n > 1 ist die Transposition

M(m,n) = M(n,m)
A AT

linear und es gilt (A")" = A fiir alle A € M(m, n).
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TRANSPOSITION UND MULTIPLIKATION

Der folgende Satz zeigt, dass sich die Transposition in gewisser Weise auch
mit der Matrizenmultiplikation vertragt. Der Beweis ist ebenfalls elementar
und wird daher Gbersprungen.

Theorem 9.3.4
Fur alle A € Mg(n,l) und B € Mg(m,n) gilt

(AB)' = B'AT.
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SKALAR- UND TENSORPRODUKT

Sind v,w € K", so kann das Skalarprodukt von v und w durch
(v,w) =V'w

beschrieben werden, wobei wir im Fall K = R dies sofort sehen. Fir den
komplexen Fall verweisen wir auf Kapitel 1. An dieser Stelle bemerken wir
nur die Formel

(v, w) = (w, V), v,we C".
Ferner ist das dyadische Produkt, oder auch Tensorprodukt, durch
veaw:=w' e K™

gegeben. Es gilt damit (v ® w); = vjw;. Es ist bilinear, d.h. fir v fest ist
w— v®w linear und fir w fest ist v — v ® w linear. Wir hatten schon in
Abschnitt 181 gesehen, dass im Reellen auch das Skalarprodukt bilinear ist.
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SKALARPRODUKT UND TRANSPOSITION

Das folgende Lemma zeigt, wie sich die Transposition von reellen Matrizen
mit dem Skalarprodukt verhalt.

Lemma 9.3.5
Fiir alle m,n > 1, alle Matrizen A € Mx(m,n) und alle x € K" undy € K" gilt

(v, A%) = (A'y,X).

Beweis.
Einfaches Nachrechnen ergibt

wobei wir ausgenutzt haben, dass (X, ATy) eine 1 x 1-Matrix ist und damit
gleich ihrer Transposition ist. O
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ADJUNGIERTE ABBILDUNG

Das Lemma 9.3.5 motiviert die folgende Definition.

Definition 9.3.6
Seien m,n > 1und S: K" — K™ linear. Dann heif3t

* . m n
S .—L@T.K - K

der adjungierte Operator von S.
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ADJUNGIERTE ABBILDUNG: BEMERKUNGEN

Ist A € M(m,n) die darstellende Matrix von S, d.h. Ly = S, dann wird S* von
—T
A" dargestellt, d.h.

S =Lg. (9.3.7)

Dies entspricht (La)* = L;r. Die Konstruktion kann auch an dem Diagramm

S—S*
L(K", K™) L(K™ K"
S — M(S) A La
M(m,n) M(n,m)
A A

verdeutlicht werden. Mit Theorem 9.3.3 ist dann sofort ersichtlich, dass die
Abbildung

L(R"R™) — LR, R")
S S*

linear ist. 621



ADJUNGIERTE ABBILDUNG: BEMERKUNGEN

Im Komplexen ist die Abbildung weiterhin additiv, es gilt aber nur noch

(AS)" = AS™.

Ferner gilt in beiden Fallen (S*)* = S und aus Theorem 9.3.4 folgt auch
(SoR)*=R"0S"

fiir alle linearen Abbildungen R: K' - K" und S : K" — K™.

Wegen Lax = Ax und Lemma 9.3.5 haben wir schlieBlich fir S = L, und
S* = L; die Gleichung

(S*y, %) = (L, X) = Ay, %) = (v, AX) = (¥, Lax) = (¥, SX) (9.3.8)

fir alle x e K" und y € K". Das folgende Resultat zeigt, dass diese
Gleichung die Abbildung S* eindeutig bestimmt.
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ADJUNGIERTE ABBILDUNG: CHARAKTERISIERUNG

Theorem 9.3.7

Sei S: K" — K™ linear. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
T:K" — K" mit

(Ty,x) = (V,5%)
furalle x e K" und y € K™. Diese Abbildung ist T := S*.

Beweis.

Die Gleichung (9.3.8) zeigt, dass T := S* die Gleichung erfillt.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass T € £(K",K") die
Gleichung erfullt. Wir setzen A := M(S) und B := M(T) und bezeichnen die
Eintrage mit aj, bzw. b fliri=1,...,mundj=1,...,n.Iste; € K" der i-te
Einheitsvektor in K™ und e; € K" der j-te Einheitsvektor in K", so gilt

b/',' = <€/'7 Te,-) = <T€,‘, €j> = <€,‘,S€/> = E,-,- 5

Dies zeigt B = A' und damit auch T = Lg = Ly =S~ O
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EINHEITSMATRIX UND INVERSE MATRIZEN

Eine quadratische Matrix D € M(n, n) mit den Eintragen d; heifst
Diagonalmatrix, falls dj = 0 fur alle i # j gilt. Wir schreiben

dn 0
D= o
0 dnn
Diagonalmatrizen werden also eindeutig durch den Vektor d = (du, ..., dnn)"

ihrer Diagonaleintrage beschrieben. Wir vereinfachen in der Regel die
Notation zu d = (di,...,dn)".

Eine Diagonalmatrix E, € M(n, n), deren Diagonaleintrage alle gleich 1 sind,
heilt n-te Einheitsmatrix und wir schreiben

1 0
En = .
0 1
Mit (9.31) ist es leicht nachzurechnen, dass
AE, = EpA=A (93.9)

fur alle A € M(n, n) gilt. Die Einheitsmatrix E, ist also ein neutrales Element 6



INVERSE MATRIZEN

Eine quadratische Matrix A € M(n, n) heiBt invertierbar, falls es eine Matrix
A=Y€ M(n,n) gibt mit

ATA=AAT" =E,. (9.310)

Aus (9.3.9) folgt sofort, dass E, invertierbar ist fur £, ' := E,. Sind ferner
A, B € M(n,n) invertierbar, so ist auch AB invertierbar, denn es gilt fur
C:=B7"A""

CAB=B'A"'AB=B 'E,B=B"'B=E,

und analog auch ABC = E,. Schreiben wir
GL(n) := {Ae M(n,n): Aistinvertierbar },

so erhalten wir daher eine Gruppe, die aber im Fall n > 1 nicht kommutativ
ist. Insbesondere ist die durch (9.310) gegebene Matrix A~" eindeutig, siehe
Abschnitt 87. Im folgenden nennen A~" die inverse Matrix von A € G£(n)
und GL(n) die allgemeine lineare Gruppe vom Grad n. Wie in allen Gruppen
haben wir u.a.

(AB)'=BTAT", A,B € GL(n).
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LINEARE GRUPPE IST KEIN UNTERRAUM

SchlieRlich bemerken wir, dass die Nullmatrix 0 € M(n, n) nicht invertierbar
ist, und damit gilt insbesondere

GL(n) # M(n,n).

Aus dem gleichen Grund ist G£(n) auch kein Unterraum von M(n, n).
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INVERSE MATRIZEN UND ISOMORPHISMEN

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen invertierbaren
Matrizen und Isomorphismen her.

Theorem 9.3.8
Sein > 1. Dann gilt Lg, = idgn und A € M(n, n) ist invertierbar, genau dann
wenn La bijeRtiv ist. In diesem Fall gilt

Ly = (La) (9311)

Haben wir eine lineare Abbildung S : K" — K", so zeigt der obige Satz durch
Betrachtung von A := M(S), d.h. La = S, dass S genau dann bijektiv ist, wenn
A invertierbar ist. In diesem Fall gilt ferner mit der Formel (9.311):

M(S™) =M((La) ™) = M(Ly—1) =A™ = M(S)) ", (9312)

d.h. die darstellende Matrix der inversen Abbildung S~ ist die inverse Matrix
der darstellenden Matrix der Abbildung S.
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BEWEIS

Die Formel Lg, = idgn folgt sofort aus Lg,x = Enx = x flr alle x € K.

Sei nun A invertierbar. Dann gilt
idgn = Lg, = Lyg—1 = La 0 Ly

und analog auch idgn = L,—1 o La. Damit ist La bijektiv und L, ist die
Umkehrabbildung von La.
Sei nun Lx bijektiv und B die darstellende Matrix von (La) ™", d.h. Lg = (La)~".
Dann folgt

idgn = Lg o La = Lga
und damit BA = E,. Analog sehen wir AB = E,, d.h. B erflillt (9.310). Dies zeigt

die Invertierbarkeit von A und die Eindeutigkeit der inversen Matrix ergibt
B=A""
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BASISWECHSEL

Im folgenden wollen wir die Basiswechselmatrizen, die wir am Ende von
Kapitel 2 kennengelernt haben, genauer untersuchen. Wir fangen dazu mit
dem folgenden Lemma an:

Lemma 9.3.9
Sei A :=(v1,...,Vn) eine Basis von K". Dann ist die n x n-Matrix (v1,...,Vp)
invertierbar und fiir

A= (va,...,vp)""

und die Koordinatenabbildung C4 gilt

M(C4) =A und M(C)=A".
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BEWEIS

Wegen C'e; = v firallei=1,...,n gilt dann
M(CL) = (Va,...,Vn)

nach Korollar 9.212. Nun sind Koordinatenabbildungen bijektiv, siehe Satz
9.2.4, und damit zeigt Satz 9.3.8, dass die n x n-Matrix (v1,...,Vs)
invertierbar ist. Wegen A~" = (v1,...,v,) folgt dann die zweite Gleichung. Die
erste Gleichung folgt schlieBlich aus der zweiten und (9.312).
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TRANSFORMATIONSMATRIX

Am Ende von Kapitel 2 hatten wir schon gesehen, dass fiir V := K" mit zwei

Basen A := (vi,...,Vs) und B = (w,...,w,) die Basiswechselmatrix Tg
durch
idgn
K" K"
Ca Cs'
K" K"
s

beschrieben ist, d.h. es galt

T4 := M5 (idgn) = M(Cs o idgn oC3') = M(Cs 0 C3').
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TRANSFORMATIONSMATRIX

Setzen wir nun
A= (v,...,Vp)" und B:=(wi,...,wn)" ", (9.313)
so zeigen (9.3.2) und Lemma 9.3.9, dass
T = M(Cs 0 C3') = M(Cs)M(CL') = BA™' (9.314)

gilt. Man beachte hierbei, dass wir A~" = (v1,...,vn) haben, d.h, diese Matrix
ist ohne zusatzliche Mihe sofort erhaltlich. Dagegen mussen wir zur
Berechnung von B eine Matrix invertieren.
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TRANSFORMATIONSMATRIX

Im Fall der Standard-Basis &, = (es, ..., en) haben wir (e1,...,es) = E; und
damit auch E; " = E,. Mit (9.314) ergibt dies dann

T2, = (v1,-- -, Vn) und TS =B=(Wi,...,wn) .

Die erste Formel haben wir schon am Ende von Kapitel 2 kennengelernt.
Insbesondere sind diese Basiswechsel transitiv im Sinne von

T9TE =Tg -

Mit anderen Worten ist ein iterierter Basiswechsel A — &, — B das gleiche
wie ein direkter Basiswechsel A — B. Man kann sich leicht Uberlegen, dass
dies auch noch gilt, wenn wir &, in der obigen Formel durch eine beliebige
andere Basis C ersetzen. Ferner zeigen unsere obigen Formeln noch

T =AB"=BAY " =(T8)", (9.315)

d.h. ein Basiswechsel B — A lasst sich durch Invertieren der
Basiswechselmatrix A — B beschreiben.
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BASENWECHSEL

Haben wir nun zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume V und W mit
Basen A und B, und eine lineare Abbildung S : V — W, so wissen wir aus
Theorem 9.213 schon, dass wir S mit Hilfe der Koordinatenabbildungen
Ca:V—=K"und Cs: W — K" durch eine Matrix A darstellen konnen, wobei
n:=dimV und m := dim W ist. Genauer gesagt ist die darstellende Matrix

M5 (S) =M(Cs0S0Cy)).

Haben wir nun weitere Basen A’ und B’ von V und W, so lasst sich S analog
mit der Matrix
Mz (S) = M(Cgr 0 S0 C))

darstellen. Um nun M“g‘f(s) aus Mz (S) zu berechnen, betrachten wir die
Abbildung 20 und

T4 == M(Car0Cq) =AAT",

Tg :=M(Cs 0 C5')=BB",
wobei die Matrizen A,A” € Mx(n,n) und B, B’ € Mx(m, m) wie in (9.313)

konstruiert werden.
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BASENWECHSEL

Da das Diagramm in Abbildung 20 kommutiert, haben wir dann
TEME(S) = ME (T4,
oder mit anderen Worten
MZ (S) = TEMA(S)(TA) ™" = TEMA(S)TA (9.316)

wobei die erste Gleichung, die Gleichung ist, die in der Literatur in der Regel
zu finden ist, und die zweite Gleichung (9.315) ausgenutzt hat.

A
MG Cs)
~
I > k™
-
—( Ia
C\A’ Q[/

Nk v < -
g \V4 N WS 8¢
% N

—{
;V.m/cw Cs\ 2
2¢ e > lk""n
/\/\ CS) 635



Section 9.4
Der Gauss-Algorithmus



LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME: EINFUHRUNG

Lineare Gleichungssysteme treten in einer Vielzahl von Anwendungen auf. In
diesem Unterkapitel wollen wir einen einen systematischen Ansatz zur
Losung solcher Systeme kennenlernen. Dabei werden wir auch eine
Moglichkeit kennenlernen, Matrizen zu invertieren.

Um mit einem Beispiel zu beginnen, nehmen wir an, dass wir ein Rechteck
mit Umfang 40cm haben und wissen, dass die Seite x; um 2cm langer ist, als
die Seite x,. Dies fuhrt zu den beiden Gleichungen

2X1 42X, = 40
X1 =X+ 2,
was nach Umstellen zu
2X1 4+ 2X; = 40
X1 —Xp =2

wird. Setzen wir

A= <2 2 ) und ) e= <40>
1 -1 2

so suchen wir dann nach der Losungsmenge {x € R’ : Ax = b}. -



LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME: EINFUHRUNG

Ist A invertierbar, so ist L, invertierbar nach Satz 9.3.8, und es gibt daher
genau ein x € R? mit Ax = b. Ist ferner A~" bekannt, so kdnnen wir durch
Multiplizieren mit A= von links sofort

X=Ex=A""Ax=A""b

bekommen. In der Regel ist A aber nicht quadratisch, und selbst wenn es
quadratisch ist, wissen wir weder ob A invertierbar ist noch wie A~" aussieht.
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LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbekannten
ist ein Gleichungssystem der Form

anxi + -+ =+ QinXn = by

AmiXq + -+ + AmnXn = bm ,
wobei

an . A1n b1
A= und D) =

am ... Amn bm

bekannt sind und Losungsvektoren x € K" gesucht sind. Im Folgenden heif3t
A Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems und wir schreiben
das Gleichungssystem kurz als

AX=0>b.

639



LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Das Gleichungssystem heist homogen, falls b = 0 ist, ansonsten heifl3t es
inhomogen. Die Losungsmenge eines homogen Gleichungssystems ist nach
Definition gleich dem Kern der zugeharigen linearen Abbildung

kerA :=kerly = {x € K" : Ax = 0}.
Insbesondere ist 0 immer eine Losung eines homogenen LGS.

Ist M eine m x n-Matrix mit Eintragen ay, d.h.

an Qin
A= z
an’ﬂ amn
so heilken
Ay
: und (ai‘|7--~7a/ﬁ)
Umj

der j-te Spaltenvektor bzw. der i-te Zeilenvektor von A.
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ABLESEN DER LOSUNG IN BESTIMMTEN FALLEN

Ist D eine Diagonalmatrix und sind alle Komponenten der Diagonalen

d = (dn,...,dnn)" ungleich 0, so ist D~" die Diagonalmatrix zu der
Diagonalen (d;",...,d;)". Damit ist
dy b
x:=D"'b=
i bn

Losung des zugehorigen LGS Dx = b.
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ABLESEN DER LOSUNG IN BESTIMMTEN FALLEN

Ist allgemeiner A € M(n,n) von der Form

wobei alle Eintrage unterhalb der Diagonalen gleich 0 sind und alle Eintrage
auf der Diagonalen gleich 1 sind, so lasst sich die Losung von Ax = b iterativ
durch

Xm:bm

Xn—1+ Qn-1,nXn = bn_1, d.h. Xn—1 = bp_1 — Unfﬁ,nbn

usw. bestimmen. Im Folgenden wollen wir daher allgemeine A € M(m, n)
auf eine ahnliche Form bringen. Hierbei werden wir systematisch Zeilen
multiplizieren und addieren.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS

Im Folgenden nehmen wir an, dass wir eine Matrix A € M(m,n) und einen
Vektor b € K™ haben. Wir schreiben
an . A b1
(A, b) = :
am ... Qmn bm

d.h. (A, b) ist eine m x (n + 1)-Matrix. Der Gauss-Algorithmus besteht nun
aus den folgenden Schritten:

(a) Suche Zeile der Matrix A mit a; # 0. Falls es eine solche gibt,
vertausche die 1. und die i-Zeile von A und springe zu (c).

(b) Suche eine Spalte j € {2,...,n}, fiir die es ein i mit a; # 0 gibt. Falls es
eine solche gibt, vertausche die 1. und die j-te Spalte von A und die
Variablen x; und x; und springe zuriick zu (a). Ansonsten wird der
Algorithmus beendet.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS

(c) Durch (a) bzw. (b) ist a # 0 garantiert. Addiere nun das —%—fache der
1. Zeile zu den Ubrigen Zeilen fur i = 2,...,m und teile danach die

1. Zeile durch ay. Das Ergebnis ist

0 amz 000 amn bm

wobei der erste Spaltenvektor gleich e; € K™ ist.
(d) Falls m >2und n > 2, gehe zu (a) mit der neuen (m — 1) x n Matrix
&22 500 &z,, bz
(A,b) :=

Ansonsten wird der Algorithmus beendet.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS

Hierbei ist zu beachten, dass (a) und (c) die Losungsmenge des LGS nicht
verandern. Der Schritt (b) bedeutet nur, dass wir die Suche von der ersten
Zeile auf alle weiteren ausdehnen. Streng genommen kann dieser Schritt
weggelassen werden, wenn wir stattdessen die Schritte (c) und (d)
entsprechend modifiziert ausfuhren. Die Beschreibung des Algorithmus und
seiner Ausgabe wird aber dadurch unnétig verkompliziert. Der Schritt (d)
bedeutet, dass wir im Folgenden die 1. Zeile nicht weiter bearbeiten.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: ERGEBNIS

Nach dem Ausfuhren des Gauss-Algorithmus haben wir ein 0 < r < m,n und eine

Matrix
041 o qu OQ,H—W o ng bg
Al = 0 T CI;, a;,r-H a;n b;
0 0 0 0 bra|’
0 0 0 0 bm

was dem Gleichungssystem

’ IV ANV
ayXq + 41Xy + -+ AypXp = by

all'rX; 4+ al/'nX;w = b;

0= bry,
0=10,

mit durch (c) umnummerierten Variablen x] ..., x;, entspricht. Ferner garantiert der
Algorithmus aj, # 0, .., a7, # 0.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: ERGEBNIS

Im Folgenden wollen wir dieses neue LGS analysieren. Dazu betrachten wir
die folgenden Falle:

(1) Esgibteinie {r+1,...,m} mit b/ # 0, so steht dies im Widerspruch
zu der impliziten Annahme, dass es eine Losung x und damit auch eine
Losung x’ gibt. Damit hat dann das lineare Gleichungssystem Ax = b
keine Losung. Man beachte hierbei, dass im Falle b = 0 unsere
Algorithmus auch b’ = 0 ergibt, d.h. der Fall (1) kann fir homogene LSG
nicht auftreten.

(2) Esgilt by =---=bp, =0und r=n.Dannistm > n und die r-te
Gleichung im obigen Gleichungssystem ist
nnXn = by

Dann ist x,, = , , und die Komponenten x},_, ..., x} lassen sich durch
sukzessives Emsetzen und Umformen berechnen Durch Umkehren der
Umnummerierung von x nach x’ gibt es dann genau eine Losung von
Ax = b.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: ERGEBNIS

(3) Esgilt b,y ="---= by, =0undr<n. Dann ist die r-te Gleichung im
obigen Gleichungssystem

anXy + -+ apXp = by .

Wir konnen dann die Variablen x;4, ..., x; frei wahlen, und die
Gleichung nach x; auflosen. Die Komponenten x/_, ..., x; lassen sich
dann wieder durch sukzessives Einsetzen und Umformen berechnen
und die Umkehrung der Umnummerierung ergibt dann die nicht
ein-elementige Losungsmenge von Ax = b. Im Fall r = n — 1 gibt es
dann z.B. eine freie Variable x;,, so dass die Losungsmenge eine Gerade
im K" ist.

Man beachte, dass im Fall m < n, d.h. wir haben weniger Gleichungen als
Unbekannte, das homogene System Ax = 0 zu b’ = 0 fliihrt. Wegen r < m < n
sind wir dann automatisch im Fall (3) und daher hat in diesem Fall das
System Ax = 0 immer eine Losung x # 0, d.h. es gilt

dimkerA > 1.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: BEISPIELE

Um ein Beispiel durchzurechnen, betrachten wir das folgende Beispiel

X1+X+X3=06
X1+ 2X —X3=2

2X1 +3Xp — 3Xx3 = —1.

Dann sind

und 2

>

I
N
w N =

I

N
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: BEISPIELE

Der Gauss-Algorithmus ergibt dann

a)findetdxn =140
¢) addiert das —% = —1fache der 2. Zeile

1 1 1 6

1 2 -1 2

2 3 -3 =1

1 1 1 6 (a) findetan =1#0

0 1 -2| -4 (c) addiert das — & = —1fache der 1. Zeile
0 1 -51]-13 (c) addiert das f‘% = —2 fache der 1. Zeile
1 1 1 6 (d) ignoriert 1. Zeile

0 1 (a)

0 0 (c)
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: BEISPIELE

Danach endet der Algorithmus, da A = (=3) in (d) nur noch eine 1 x 1-Matrix
ist. Wir haben dann r = n und da es keine by, ..., by, gibt, sind wir im Fall
(2). Da wir nie in (b) umgeordnet haben, gilt ferner X’ = x. Die 3. Zeile ergibt
nun —3xs = —9, d.h. x3 = 3. Einsetzen von x; in die 2. Zeile ergibt

—4=b,=1-Xp—2X3 =X, — 6,
d.h. x, = 2. Einsetzen von x, und x; in die 1. Zeile ergibt
6:bg:X1+X2+X3 =X1+5,

d.h. x; = 1. Damit ist

die eindeutige Losung des obigen Gleichungssystems.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: BEISPIELE

Als weitere Beispiele betrachten wir die Gleichungssysteme
X1+X+Xx3=3
X1 — X2 — X3 = 6
2X1 + 7X2 + 7X3 =H
und
X1+X2+X3=3
X1 — X2 — X3 = 5
2X1 + 7X2 + 7X3 =

Offensichtlich haben beide Gleichungssysteme die gleiche
Koeffizientenmatrix A, aber verschiedene Vektoren

3 3
b(q) =16 und b(z) =15
1

auf der rechten Seite. Wir [0sen nun beide Systeme gleichzeitig, indem wir
beide Vektoren by und by, rechts an die Koeffizientenmatrix anfugen.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: BEISPIELE

(a) findetan =1#£0

(c) addiert das — ”” = —1fache der 1. Zeile

(c) addiert das — O“ = —2 fache der 1. Zeile
3 3 (d) ignoriert 1. Ze|l

(a)

(c)

N Wl U1 W

a)findeta;y =—-2#0
c) addiert das —‘ﬁ = —2.5 fache der 2. Zeile

O O RO O RN EFk -
|
N
|
N

Hierbei haben wie in den Anmerkungen auf der rechten Seite die
Bezeichnung A fiir die in (d) generierte Teilmatrix zur Vereinfachung durch A
ersetzt. In beiden Fallen haben wir damit r =2 < 3 = m = n und damit sind
wir jeweils entweder im Fall (1) oder (3). AuRerdem haben wir nie Spalten in
(b) vertauscht und damit haben wir x’ = x.
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DER GAUSS-ALGORITHMUS: BEISPIELE

Fir das erste Gleichungssystem haben wir b, ; = 2.5 # 0 und damit sind
wir im Fall (1), d.h. es gibt keine Losung des Systems Ax = bg).

Fr das zweite Gleichungssystem haben wir b,y ; = 0 und damit sind wir im
Fall (3). Wir wahlen die Variable x; := t fiir t € K frei und (6sen die 2. Zeile
nach x, auf

=26 —2t=2 = X, =—(Q2+2t)2=-1-t
Nun setzen wir x, und x3 in die 1. Zeile ein und losen nach x;, d.h.

xi+(=1-t)+t=3 — X1 =4.

4 4 0
{ —1-—t :tGR}:{ 11 +t] -1 :tG]R}
t 0 1

die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = b(,). Offensichtlich ist dies
eine Gerade.

Damit ist
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MATRIZENINVERTIERUNG

Mit dem Gauss-Algorithmus konnen auch Matrizen invertiert werden. Sei
dazu A € M(n,n) eine Matrix, zu der wir Uberprufen wollen, ob sie
invertierbar ist und, falls dies der Fall ist, wollen wir auch A=" berechnen.
Wir nehmen nun an, dass A invertierbar ist und dass x(; die j-te Spalte von
A~ ist. Aus

AAT" = E,

folgt dann
AXgy=ej,j=1,...,n. (9.41)

Wir haben also n lineare Gleichungssysteme mit jeweils der gleichen
Koeffizientenmatrix A aber verschiedenen rechten Seiten. Wie im obigen
Beispiel konnen wir diese Systeme simultan losen.
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MATRIZENINVERTIERUNG: BEISPIEL

Als Beispiel betrachten wir dazu die Matrix
1

A= |1
1

w N =
o W =

Der Gauss-Algorithmus liefert dann

1 1 1 1 0 0

1 2 3 0 1 0

1 3 6 0 0 1

1 1 1|1 1 0 0 (a) findetan =1#0

0 1 2|-1 1 0 (c) addiert das — ”” = —1fache der 1. Zeile
0 2 5|-1 0 1 (c) addiert das — "“ = —2 fache der 1. Zeile
1 1 1|1 0 0 (d) ignoriert 1. Ze|l

0 1 2]-1 1 o0 (a) findetan =1#0

o 0 1|1 -2 1 (c) addiert das — 032 = —2 fache der 2. Zeile
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MATRIZENINVERTIERUNG: BEISPIEL

An dieser Stelle sehen wir, dass wir fur alle drei Gleichungssysteme
r=n = m haben und somit im Fall (2) sind. Damit gibt es eindeutige
X(1), - - - s X(n), die die n-Gleichungssysteme (9.41) l6sen. Insbesondere ist
unsere Matrix A invertierbar. Waren wir stattdessen im Fall (1) oder (3)
gelandet, ware dagegen die Matrix nicht invertierbar gewesen.
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MATRIZENINVERTIERUNG: BEISPIEL

Um A~" zu berechnen, miissen wir jetzt nur noch ihre Spaltenvektoren

X1y, - - - » X(n) bestimmen. Dies kann im Prinzip wie oben geschehen. Es kann
aber auch simultan ausgefuhrt werden, wobei das Ziel ist, die linke Seite im
obigen Schema auf die Gestalt £5 zu bringen:

1 1 1 1 0 0

o 1 2|-1 1 0

0 0 1 1 -2 1

1 1 0 2 =i addiere das 73—5 = —1fache der 3. Zeile
0 1 01|-3 -2 ddiere das —% = —2 fache der 3. Zeile
o 0 1| 1 -2 1 teile durch as; =1

1 0 0 =3} 1 addiere das —% = —1fache der 2. Zeile
0 1 0|-3 5 -2 Zeile ist fertig

0 0 1 1 -2 1 Zeile ist fertig
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MATRIZENINVERTIERUNG: BEISPIEL

Dann kann die Losung abgelesen werden. So ist beispielsweise die Losung
des ersten Gleichungssystems x¢, = (3, =3,1)". Da X(1), - . ., X(n) die
Spaltenvektoren von A~" sind, haben wir also insgesamt
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UMSETZUNG AM COMPUTER

In Computern werden Zahlen entweder als Ganzzahlen oder als
FlieBkommazahlen dargestellt, wobei fiir numerische Berechnungen fast nur
die Letzteren in Frage kommen. Diese haben die folgende Gestalt:

Vorzeichenbit | Exponent | Mantisse

Das Vorzeichenbit signalisiert dabei das Vorzeichen 41. Die dargestellte Zahl
x hat dann den Wert

x = Vorzeichen - Mantisse - 22XPONeNt

Ein typischer Wert ist dabei eine Darstellung in 32 Bit (single precision oder
float), d.h. 4 Byte, wobei die Mantisse 23 Bit und der Exponent 8 Bit belegen.
Die Genauigkeit ist dann 7 bis 8 Stellen im Dezimalsystem. Zum Beispiel ist

1234.56789
dann nicht exakt darstellbar sondern nur als
1234.56787109375 ,

siehe https://www.h-schmidt.net/FloatConverter/IEEE754.html,

d.h. es tritt ein Fehler in der neunten Stelle auf.
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UMSETZUNG AM COMPUTER

Eine andere typische Darstellung ist 64 Bit (double precision oder double),
d.h. 8 Byte, wobei die Mantisse 52 Bit und der Exponent 11 Bit belegen. Die
Genauigkeit ist dann ca. 16 Stellen im Dezimalsystem.

In jedem Fall gibt es Zahlen, die nicht dargestellt werden konnen. Neben der
Ungenauigkeit, die schon oben beschrieben wurde, betrifft dies
insbesondere zu grolRe Zahlen, zu kleine Zahlen und Zahlen, die zu nahe an
0 liegen.

Arithmetische Operationen werden in diesen Darstellungen in vielen Fallen
mit Fehlern ausgefuhrt, die manchmal vernachlassigbar sind und manchmal
nicht.
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UMSETZUNG AM COMPUTER: MATRIXINVERTIERUNG

Wir wollen dies am Beispiel des Gauss-Algorithmus etwas genauer erlautern.
Dazu nehmen wir der Einfachheit halber an, dass wir ein System haben, dass
nur 3 Stellen Genauigkeit bei seinen FlieBkommazahlen erlaubt, fir dass
aber 10~ = 0 gilt. Wir betrachten nun das folgende Gleichungssystem

107 1\ (x| (1
1 1)\ \2)°
Ausfuhren des Gauss-Algorithmus ergibt dann als Ergebnis

107" 1
0 1-10*

1
2-10%

Dies ergibt die exakten Losungen

_ by _2-10" _ —9998

a,  1-10*  —9999 ~
und wegen 10™%x; + x, = 1 auch

X2

~

= 9999 !

o o 9998\  10*
x1=10%(1—x2) =10 (1 9999)
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UMSETZUNG AM COMPUTER: MATRIXINVERTIERUNG

Schauen wir uns aber an, wie die Matrix (A", b") auf unserem System
gespeichert ist, so haben wir wegen der Genauigkeit von 3 Stellen

1—10" = —9999 = —10000 und 2 — 10" = —9998 = —10000. Damit ergibt der
Gauss-Algorithmus auf unserem System

107" 1 1
0 —10* | —10*

Dies ergibt X, = 1, was eine sinnvolle Approximation des wahren Wertes

__ 9998 ; A . .
X2 = G556 ISt. FUr X ergibt sich aber

1070 + 5 =1 — £1=0.

Dies ist keine sinnvolle Approximation von x; = 2% ~ 1.
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UMSETZUNG AM COMPUTER: MATRIXINVERTIERUNG

Man kann zeigen, dass der Gauss-Algorithmus O(n®) Operationen benétigt,
um ein n x n-Gleichungssystem zu [0sen oder eine n x n-Matrix zu
invertieren. Ohne zusatzliche Annahmen an die Koeffizientenmatrix ist dies
nicht zu beschleunigen. Ferner braucht er O(n?) Speicher. Speichert man
beispielsweise alle Zahlen im double precision ab, so werden 8 - n? Bytes zur
Speicherung einer n x n benotigt. Ignoriert man Speicher fir das
Betriebssystem und mogliche Anwendungen, so konnen auf einem
64GB-System, d.h. auf einem System mit 68.719.476.736 Bytes, daher maximal
8.589.934.592 Zahlen im double precision abgespeichert werden, was

n < 92681 bedeutet. Dies ist nicht soviel wie man denkt!
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Section 9.5
Der Rang einer Matrix



DEFINITION

Wir betrachten die 2 x 3-Matrix

A::O11
T 0 1

Dann sind die beiden Zeilenvektoren (0,1,1) und (1,0, 1) von A linear
unabhangig und damit spannen sie einen zwei-dimensionalen Unterraum
vom R’ auf. Ferner sind die ersten beiden Spaltenvektoren von A gleich e,
und e;. Damit spannen die drei Spaltenvektoren

IR Y

den R? auf also auch einen zwei-dimensionalen Raum. Ist dies Zufall?
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DEFINITION

Um diese Frage zu beantworten, definieren wir zunachst die beiden GroRen.

Definition 9.5

Sei A € Mg(m,n) mit Zeilenvektoren as,...,am € K" und Spaltenvektoren
a®, ... a™ e K™ Dann setzen wir
zeilenrang A := dimspan{as,...,am},

spaltenrang A := dim span{am7 R a(n)} .
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RANG EINER ABBILDUNG

AuBerdem wollen wir noch den Rang einer linearen Abbildung definieren.

Definition 9.5.2
Seien V und W zwei K-Vektorraume und S : V — W linear. Dann heif3t

rang S := dim S(V) :=dim{Sv:v e V}

der Rang von S.
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ZUSAMMENHANG ZWISCHEN ZEILENRANG, SPALTENRANG UND RANG

Das folgende Lemma stellt einen ersten Zusammenhang zwischen den
verschiedenen GroRen her.

Lemma 9.5.3
Sei A € Mg(m,n). Dann gilt

spaltenrang A = rang La ,

zeilenrang A = rang(La)™ .
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BEWEIS

Mit Korollar 9.212 und S := L, gilt

n
spaltenrang A = dimspan{Ses, ..., Se,} = dim{z M\Sej: )\ € K}

j=1
n
= dim{S(Z A,e,-) i\ € K}
J=1
= dim S(K")
=rang$.
Dies zeigt die erste Gleichung. Die zweite Gleichung folgt dann aus

zeilenrang A = spaltenrangzT = rang L1 = rang(La)”,

wobei wir im letzten Schritt die Definition von adjungierten Operatoren
verwendet haben. Ferner haben wir im ersten Schritt im Fall K = C die
Tatsache benutzt, dass zu jeder Basis v, ..., v, € C" von C" auch
Vi,...,Vy € C" eine Basis von C ist. Letzteres lasst sich mit der Identitat

n n
E )\,‘V; = E /\,'V,'
i=1 i=1
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DIMENSIONSFORMEL

Der folgende Satz, der als Dimensionsformel bekannt ist, beschreibt, wie der
Kern und das Bild einer linearen Abbildung miteinander zusammenhangen.

Theorem 9.5.4
Seien V und W zwei K-Vektorraume mit dimV < oo und sei S : V. — W linear.

Dann gilt

dimV = dimkerS + rangS = dimkerS + dimran S.
Ist ferner us, ..., u, € Veine Basis von kerS und ws, ..., w, € W eine Basis
von ranS, dann ist flir jede Wahl von v; € V mit Sv; = w; furalle i =1,...,r
die Familie

A= (U1,...,Uh,V1,...7V,)

eine Basis von V.
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Wir zeigen zunachst V = span A. Hierbei ist zu beachten dass die Inklusion
span A C Vtrivial ist. Um die andere Inklusion zu zeigen, wahlen wir uns ein
v € Vund setzen w := Sv.

Dann gibt es \y,..., A\ € K mitw = A\wy + - - - + \;w,. Nach Wahl der v; folgt

r r r
Sv=w= Z AW = Z AiSv; = S(Z /\,‘V,‘)
i=1 i=1 i=1
Damit ist
7
V=) AV € kerS

i=1
und folglich gibt es ay, ..., ar € K mit

r R
V—Z)\,’V,' = Zajuk.
i=1 j=1
Umstellen nach v zeigt dann v € span A.
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Um die lineare Unabhangigkeit von A zu zeigen, wahlen wir uns
a,...,ar € Kund M\, ..., A € Kmit

kR r
0= Z ol + Z AV (9.51)
j=1 i=1

Dies ergibt
k r r r
0=250= S(Z ajuh> + s(Z A,-v,) =0+ ) ASvi=) Aw
=1 i—1 i—1 i—1
und damit folgt Ay = --- = A\, = 0. Setzen wir dies in (9.51) ein, so erhalten
wir
k
0= Zajuk
=1
und dies impliziert an = -+ = a, = 0.

Die Formel folgt dann aus dimkerS = k und dimranS = r und der Tatsache,
dass A eine Basis von Vist.
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BIJEKTIVITAT FUR LINEARE ABBILDUNGEN

Die Dimensionsformel hat die folgende bemerkenswerte Konsequenz, die
zeigt, dass im Falle gleicher Dimension der beteiligten Raume, Bijektivitat
das gleiche ist wie Injektivitat oder Surjektivitat.

Korollar 9.5.5
Seien V und W zwei K-Vektorraume mit dimV = dim W < oo und sei
S :V — W linear. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i). Sist bijektiv.
ii). Sist injektiv.

iii). S ist surjektiv.
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BEWEIS

Die Implikationen i) = ii) und i) = iii) sind trivial.

ii) = i). Ist S injektiv, so gilt dim ker S = 0 und damit folgt mit der
Dimensionsformel
dimW =dimV =rang$.

Da rang S ein Unterraum von W ist, folgt ran S = W nach Korollar 9113. Damit
ist S auch surjektiv.

iii) = i). Ist S surjektiv, haben wir ranS = W und damit rang S = dim W. Die
Dimensionsformel zeigt dann

dimW = dimV = dimker S + rang S = dim ker S 4+ dim W

und damit dimker S = 0. Dies ergibt die Injektivitat von S.
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BEMERKUNG

Die Aussage des Korollars 9.5.5 ist im Fall dim V = dim W = oo falsch. Als
Beispiel betrachten wir dazu zunachst die lineare Abbildung

- ¢([0,1]) — ¢([0,1])
frs (X*—) If(x) = /Oxf(t) dt) .

Diese ist injektiv, denn wenn If(x) = 0 fur alle x € [0, 1] gilt, so folgt mit dem

Hauptsatz Differential- und Integralrechnung, siehe Satz 7.21,

f(x) = (If)'(x) = 0 fur alle x € [0, 1]. Nach Lemma 9.2.7 ist dann die Abbildung
I 'injektiv. Sie ist aber nicht surjektiv, da jedes If nach Satz 7.21 differenzierbar
ist, es aber stetige, nicht differenzierbare Funktionen gibt.
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BEMERKUNG

Ein weiteres Beispiel liefert die Abbildung

D : Pol(R) — Pol(R)
f=f.

Diese ist surjektiv, da zu gegebenen g € Pol(R) mit g(x) = 37_, apx* wir fir

R+1

. a
f(x)::zkj1x , X € R,
k=0

die Gleichung Df = g haben. Sie ist aber nicht injektiv, da D1z = 0 gilt.
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RANG INVERTIERBARER MATRIZEN

Das folgende Korollar zeigt, dass invertierbare Matrizen genau die Matrizen
sind, bei denen wir vollen Spalten- und Zeilenrang haben.

Korollar 9.5.6
Sein>1undA € Mx(n,n). Dann sind dquivalent:

i). Aist invertierbar.
ii). A" ist invertierbar.
iii). spaltenrang A = n.

iv). zeilenrang A = n.

In diesem Fall gilt (A')~" = (A=) .
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BEWEIS

i) = ii). Sei A invertierbar. Dann gilt fir B := (A—W)T:

AB=A(AT) =(AA) =F, =k,

und analog auch BA' = E,. Dies zeigt, dass A' invertierbar ist.
—T
ii) = i). Wende die Implikation i) = ii) aufA' an und benutze dabei (ZT) =A

i) < iii). Die Matrix A ist nach Satz 9.3.8 genau dann invertierbar, wenn Ly
bijektiv ist. Dies ist nach Korollar 9.5.5 aquivalent zur Surjektivitat von La. Da
ran L4 ein Unterraum von K" ist, ist nach Korollar 9113 die Surjektivitdt von
La wiederum aquivalent zu

spaltenrang A = rang Ly = dimranLy =dimK" =n,

wobei wir in der ersten Gleichheit Lemma 9.5.3 ausgenutzt haben.

ii) < iv). Wende die Aquivalenz i) < iii) aufA' an und benutze die Identitét
spaltenrangA' = zeilenrang A.
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EINFACHE DARSTELLENDE MATRIZEN

Das folgende Korollar zeigt, dass wir fur jede lineare Abbildung Basen
finden, flir die die darstellende Matrix besonders einfach sind.

Korollar 9.5.7
Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorraume und S : V. — W linear.

Dann gibt es Basen A und B von V und W, so dass flr r := rang S gilt

E- O
M5 (S) = (0 0) :

wobei die Nullen Teilmatrizen darstellen, deren Eintrage alle gleich 0 sind.
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BEWEIS

Sei wa, ..., w, eine Basis von ran S. Wir erganzen diese zu einer Basis
B = (W, ..,Wr,Wri, ..., Wn)
von W. Jetzt wahlen wir eine Basis us,..., U, € Vvon kerS, sowie v; € V mit

Svi =w; furallei=1,...,r. Nach Satz 9.5.4 ist dann

A= (Va, .o, Ve Uny e ooy Ug)
eine Basis von V. Wegen Sv; = w; fiir alle i = 1,...,r zeigt dann Teil ii) von
Satz 9.213
an N (oTs

J— Er
—\o
am . Amr

fiir die ersten r Spalten von Mz (S). Da Su; = 0 fiiralle i = 1,. .., k, zeigt Teil
ii) von Satz 9.213 auch

Air+1 ... (in
. 0

X = 0 ’
Am,r+1 .. Qmpn

fir die verbleibenden Spalten von M%(S), wobei wir n := r + k gesetzt haben.



SPALTENRANG GLEICHT ZEILENRANG

Das folgende Lemma zeigt, dass sich Spalten- und Zeilenrang nicht andern,
wenn mit invertierbaren Matrizen multipliziert wird.

Lemma 9.5.8
Sei A eine m x n-Matrix, sowie S € M(m,m) und T € M(n,n) invertierbare

Matrizen. Dann gilt

spaltenrang(SAT™") = spaltenrang A,

zeilenrang(SAT ') = zeilenrangA.
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BEWEIS

Wir betrachten das kommutative Diagramm

La
K n

Ly (Ls)™

K" K"

Lsolso (LT)71

wobei Ly und (Ls) ™" Isomorphismen sind. Es gilt dann Ls o La o (L)™' = Lgar—
und da Isomorphismen Dimensionen nicht andern gilt

rang La = dimran Ly = dimran Lg;r—1 = rang Lgyr—1 .

Nun folgt die erste Gleichung aus Lemma 9.5.3. Die zweite Formel kann
analog durch Transposition gezeigt werden.
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SPALTENRANG GLEICH ZEILENRANG

Der folgende Satz zeigt, dass der Spaltenrang und der Zeilenrang einer
beliebigen Matrix gleich sind.

Theorem 9.5.9
Sei A eine m x n-Matrix und r := rang La. Dann gibt es invertierbare Matrizen

SeM(m,m)yund T e M(n,n) mit

sar = (£ O
0 0

und es gilt spaltenrang A = zeilenrang A = r.



BEWEIS

Flr R:=La : K" — K™ gibt es nach Korollar 9.5.7 Basen A und B von K" und
K™, so dass flr r := rang R gilt

M5 (R) = <€f 8) .

spaltenrang N\é(R) = r = zeilenrang Mé(R) . (9.5.2)

Offensichtlich gilt

Ferner haben wir nach Konstruktion A = M(R) = Mg”m(R)A Mit der
Basiswechsel-Formel (9.3116) folgt dann

A= Mg (R) = TEME(R)TY
und setzt man dann
S:=(Tg) ' =T% und T:=T%,

so erhalt man die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt aus (9.5.2)
und Lemma 9.5.8.

685



EINDEUTIG LOSBARE GLEICHUNGSSYSTEME

Das folgende Lemma charakterisiert eindeutig losbare lineare
Gleichungssysteme.

Korollar 9.5.10
Fir jedes A € Mxk(n,n) sind die folgenden Aussagen daquivalent:

i). Aist invertierbar.
ii). rangA=n
iii). Ax = b ist fiir jedes b [6sbar.
iv). Ax = b ist fiir jedes b eindeutig [6sbar.

v). Ax = 0 ist eindeutig lGsbar.
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BEWEIS

i) < ii). Dies hatten wir schon in Korollar 9.5.6 gesehen.

Um die restlichen Aquivalenzen zu zeigen, beachten wir zunachst, dass ii) zu
der Surjektivitat von L, aquivalent ist. Ferner ist iii) zu der Bijektivitat von La
aquivalent und iv) ist nach Lemma 9.2.7 zu der Injektivitat von Ly dquivalent.
Die Aquivalenz von ii), iii) und iv) folgt daher aus Korollar 9.5.5. Die
Aquivalenz von i) und iv) hatten wir in Satz 9.3.8 gezeigt.
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Section 9.6
Determinanten



MULTILINEARE ABBILDUNGEN

Definition 9.6.1
Sei V ein K-Vektorraum und n > 1. Dann heift eine Abbildung A : V" — K
multilinear oder auch n-linear, falls

A(Viy e Vi, Vit W, Vigg, ooy Vi) = A(Vay o2 Vieq, Vi Viedy <« <, Vi)
+A(V17~ < Vie, W Vi, .. 7Vn)
und
A(Vay .o Vi, AV Vi, ooy Vi) = AA(Va, .o Visa, Vi, Vi, <. oy V)

furalleie {1,...,n}, vj,w e Vund X € Kgilt.

Offensichtlich sind im Fall n = 1 die multilinearen Abbildungen gerade die
linearen Abbildungen V — K. Im Fall n = 2 sprechen wir auch von bilinearen
Abbildungen und im Fall n = 3 von trilinearen Abbildungen.
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BEISPIELE

Das Skalarprodukt auf R” x R", das wir in Abschnitt 181 eingeflihrt hatten, ist
bilinear.

Fiir x € R" betrachten wir die Abbildung
X :R" >R
y =Xy

Diese ist linear und damit multilinear mit n = 1. Wir sprechen auch von
einem Tensor erster Stufe.

Haben wir eine Matrix A € M(n, n), so ist die Abbildung
R"xR" -5 R
(x,y) = XAy = (x, Ay)
bilinear, wobei wir

n
X AY) = apxy
ij=1
haben. Wir sprechen auch von einem Tensor zweiter Stufe.

690



BEISPIELE

Haben wir eine Familie (bjr) € R" x R" x R", s0 ist
R"xR"xR" - R

n
(X7 y7Z) = Z bimxr%zh

ij,k=1

trilinear und wir sprechen von einem Tensor dritter Stufe.
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DETERMINANTEN

Der folgende Satz, den wir an dieser Stelle nicht beweisen werden, zeigt die
Existenz einer ausgezeichneten n-linearen Abbildung K" x --- x K" — K.

Theorem 9.6.2
Fir alle n > 1 gibt es genau eine n-lineare Abbildung
det : K" x --- x K" — K, fiir die gilt:

det(es,...,en) =1, (9.61)
det(ar,...,Qj,...,Qj,...,0an) = —det(ar,...,qj,...,0qj,...,0An) (9.6.2)

furallear,...,a, e K"undi,je{1,...,n}.
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BEMERKUNGEN

Im folgenden heifRt die in Satz 9.6.2 betrachtete Abbildung
det : K" x --- x K" — K Determinante. Ist A € M(n,n) und sind a1, ...,an
die Spaltenvektoren von A, so schreiben wir

detA := det(as,...,an)
und sprechen von der Determinante von A. Wir haben damit eine Abbildung

det: M(n,n) = K
A detA
die sich multilinear auf den Spaltenvektoren verhélt. Die Bedingung (9.61)

zeigt dann
detE, =1

und die Bedingung (9.6.2) besagt, dass sich bei Vertauschen von zwei
Spaltenvektoren das Vorzeichen der Determinante andert.
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VOLUMEN

Istvol : R" x --- x R" — R die Funktion, die zu jeder Wahl von
ai,...,a, € R" das Volumen des Parallelotops

{Zj: Aigi s (M,..., ) € [0’1]n}

zuordnet, so kann man
vol(A) = | detA| (9.63)
zeigen, wobei A die n x n-Matrix mit Spaltenvektoren as, ..., a, ist. Hierbei ist
vol(En) = 1= |detEy|

offensichtlich, und entsteht A" aus A durch Vertauschen von zwei
Spaltenvektoren, so gilt auch

vol(A) = vol(A"),

was zu |detA’| = | — detA| = | detA| passt.
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VOLUMEN

Ferner ist die Funktion vol homogen in jeder Komponente, d.h.
vol(an, ... Qi—1, AQj, Qg1 - - -, Qn) = |A| vol(ar, ... Qj_1, i, Qig1y - - -, An)
und dies passt zu
| det(a1,...Qj_1, AQj, Qjs1y ..., 0n)| = |A| - |det(an, ... Qj_1,qi, Qjy1y ..., Qn)]| -

Die Additivitat der Volumenfunktion in jeder Komponente ist leider nicht so
einfach zu erlautern.
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EIGENSCHAFTEN VON DETERMINANTEN

Im folgenden haben wir immer eine n x n-Matrix A mit Spaltenvektoren
@9 0 0 0 g o

Haben wir dann a; = qg; fir ein Paar (i,j) miti # j, so folgt
detA=0. (9.6.4)

Um dies zu sehen, betrachten wir nur den Fall i = 1 und j = 2. Dann gilt
durch Vertauschen der ersten und zweiten Spalte

detA = det(ar, a2, 03,...,0n) = —det(az, 01, 03,...,00) = — detA,
wobei wir im letzten Schritt a; = a, ausgenutzt haben. Dies zeigt 2detA = 0
und damit die Behauptung (9.6.4).
Gilta;=0fureini=1,...,n,so gilt ebenfalls detA = 0. Im Fall i = 1 sehen
wir dies durch
det(0, a2, as,...,an) = det(0-0,0,,03,...,0n)
=0 det(0,02,03, 600 Gn)
=0 (9.6.5)

und der Fall i > 1 ist analog zu zeigen.
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EIGENSCHAFTEN VON DETERMINANTEN

Kombiniert man diese Ergebnisse, so erhalten wir ferner

det(aq, a1 + a2, 03, ..., Qn)
= Adet(ar, a1, Q3,...,0n) + det(ar, 2,03, ..., An)
=det(a,a,03,...,0a,), (9.6.6)

wobei wir im letzten Schritt (9.6.4) ausgenutzt haben. Natiirlich gelten
entsprechende Formeln auch fiur beliebige andere Spalten i und j mit | # J.
Hierbei bemerken wir, dass diese Operation dem Schritt (c) im
Gauss-Algorithmus entspricht, wenn man den Algorithmus auf AT anwendet,
um die obige Spaltenoperation in eine Zeilenoperation umzuwandeln.

Ist D eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen d = (ds, ..., d,)", dann folgt
aus der n-fach angewendeten Homogenitat und der Normierung (9.6.1)

detD=di-----dp-detbp=dy----- dn . (9.6.7)
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DETERMINANTE VERSCHWINDET FUR NICHT INVERTIERBARE MATRIZEN

Das folgende Lemma verallgemeinert unsere obigen Beobachtungen.

Lemma 9.6.3
Ist A € M(n,n) eine Matrix, die nicht invertierbar ist. Dann gilt

detA=0.
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BEWEIS

Wenn A nicht invertierbar ist, gilt spaltenrang A < n nach Korollar 9.5.6. Damit
sind die Spaltenvektoren as, ..., a, von A linear abhangig. Ohne
Einschrankung nehmen wir an, dass es Xz, ..., An € K gibt mit

n
a, = Z )\j(lj .
j=2
Ist a; = 0, so folgt dann die Behauptung aus (9.6.5). Ist a; # 0, so gibt es ein
J > 2 mit \; # 0. Ohne Einschrankung nehmen wir j = 2 an. Dann erhalten wir
det(a, @y, ...,an) = A; 'det(ar, \aay, ..., dn)

=y det(ar, a0z + X303, .. ., )

n
= )\2*7 det ((117 Z Aja,, ey Gn>
j=2

=\, 'det(ar,a,...,an)
-0,

wobei wir sukzessive (9.6.6) angewendet haben und schlieBlich (9.6.4)

ausgenutzt haben. 699



RECHENREGELN

Der folgende Satz, den wir an dieser Stelle nicht vollstandig beweisen
wollen, liefert ein paar weitere wichtige Rechenregeln fur Determinanten.

Theorem 9.6.4
Seien A,B € M(n,n). Dann gilt:

det AT = detA, (9.6.8)
det(AB) = detA - det B (9.6.9)
det(AB) = det(BA). (9.610)

Ferner ist A genau dann invertierbar, wenn det A # 0 gilt und in diesem Fall
haben wir

detA™ = | (9.611)

T detA”
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RECHENREGELN: BEWEISIDEEN

Hierbei beachten wir, dass wir fur nicht invertierbare Matrizen schon
det A = 0 wissen. Ist umgekehrt A invertierbar, so gilt mit (9.6.9)

1=detE, = detAA™' = detA-detA™’

und daher folgt (9.611). Ferner ist (9.610) eine Folgerung aus (9.6.9), denn es
gilt
det(AB) = detA - det B = det B - det A = det(BA) .

Ist B invertierbar, so kann (9.6.9) recht einfach durch Betrachten der Funktion
det(AB)

det B
gezeigt werden: In der Tat reicht es zu Uberprufen, dass diese Funktion alle
Eigenschaften der Determinantenfunktion aus Satz (9.6.2) erfiillt. Mit der
Eindeutigkeit aus Satz (9.6.2) folgt dann
det(AB)

detB
Ist B nicht invertierbar, so ist auch AB nicht invertierbar und es folgt (9.6.2)
mit Lemma 9.6.3.

A

detA =
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VOLUMENFUNKTION

Betrachten wir nochmal die Volumenfunktion, so hatten wir schon (9.6.3),
d.h.
vol(A) = | det A|

gesehen. Sind die Spaltenvektoren in A linear abhangig, so ist das
Parallelotops nicht “voll-dimensional” und wir bekommen

vol(A) = | detA| = 0.
Ist ferner B € M(n, n) invertierbar, so zeigt (9.6.9)
vol(BA) = | det B| vol(A) .

Man beachte hierbei, dass wir bei vol(A) das von as, ..., a, aufgespannte
Parallelotop betrachten und bei vol(BA) das von Baj, . .., Ba, aufgespannte
Parallelotop.
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BERECHNUNGSVERFAHREN

In (9.6.7) hatten wir schon gesehen, dass Determinanten von
Diagonalmatrizen einfach durch das Produkt der Diagonaleintrage zu
berechnen sind. Dies gilt auch dann noch, wenn wir eine obere
Dreiecksmatrix

haben, d.h. eine Matrix, bei der alle Eintrage unterhalb der Diagonalen gleich
0 sind. Ist namlich ein Diagonaleintrag a; = 0, so ist Ax = 0 nicht eindeutig
losbar, wie wir beim Gauss-Algorithmus gesehen haben und Korollar 9.5.6
zeigt dann, dass A nicht invertierbar ist, d.h. detA = 0 nach Lemma 9.6.3.
Sind jedoch alle Diagonaleintrage a;i # 0, so konnen wir die Matrix A durch
Operationen der Form (9.6.6) auf Diagonalform bringen, ohne die Diagonale
und die Determinante zu andern. In diesem Zusammenhang bemerken wir,
dass der Gauss-Algorithmus in seinem Schritt (c) genau Operationen der
Form (9.6.6) durchfiihrt. Ferner andern die potentiellen Zeilen- oder
Spaltenvertauschungen in den Schritten (a) und (b) nur das Vorzeichen,

wobei die Aussage fur die Zeilenvertauschungen aus det A = det A folgt.
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BERECHNUNGSVERFAHREN

Um diese Beobachtungen an Beispielen zu verdeutlichen, schreiben wir im
folgenden |A| := det A. Dann gilt z.B.

1 f—
=

1

1
=—1.1=-1,
0 1

da wir einen Zeilentausch vorgenommen haben, und

11
1 —2|=1-1-(=3)=-3,
0 -3

wobei wir fur die Berechnungen auf das erste Beispiel im Abschnitt 649
verweisen.
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BERECHNUNGSVERFAHREN

Daneben gibt es auch allgemeine Berechnungsformeln. So gilt zum Beispiel

detA= > signo - Qo - n.o(n) » (9.612)
oESp
wobei die symmetrische Gruppe S, := Perm({1,...,n}) die Menge alle
Permutationen der n-elementigen Menge {1,...,n} ist,
signo = (—1)/ "™l und

das Vorzeichen einer Permutation o € S, bezeichnet und
inv(a) :={(i,)) : i <jund o(i) > a(j)}

die Menge der Fehlstande der Permutation o ist. Leider ist die Formel (9.612)
flr groRere n nicht effizient auswertbar, da wir schon im Satz 2.2.4 gesehen
haben, dass |Sn| = nl.
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BERECHNUNGSVERFAHREN: LAPLACESCHE ENTWICKLUNGSSATZ

Ist Aj die Matrix, die aus der Matrix A durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht, so besagt der Laplacesche Entwicklungssatz, dass

n

detA = (—1)"a;detA; (9.613)
i=1
furallej=1,...,nund
m .
detA = (—~1)"a;detA; (9.614)
j=1
furallei=1,...,ngilt. Im Fall (9.613) sprechen wir von der Entwicklung

nach der j-ten Spalte und im Fall (9.614) sprechen wir von der Entwicklung
nach der i-ten Zeile.

Im Fall von 2 x 2-Matrizen gilt daher mit der Entwicklung nach der ersten
Zeile

Qin

= 0y,1detAqr — GrpdetArp = A11022 — Q12027 -
Az 422
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BERECHNUNGSVERFAHREN: LAPLACESCHE ENTWICKLUNGSSATZ

Im Fall von 3 x 3-Matrizen gilt daher mit der Entwicklung nach der ersten
Zeile

Qi i i3
a1 (22 Q23| = (i
431 Q32 0433

22 (23 Az az3

az1 422

s

— 2

)

+ 3

as2 033 Az 033 Az Aszp

= (1,102,203,3 + (1,202,303,1 + 01,302,103 2

— (1,302,203,1 — A1102,303,2 — 01,202,103 3

Diese Berechnungsvorschrift ist in Abbildung 21 graphisch veranschaulicht.
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BERECHNUNGSVERFAHREN: LAPLACESCHE ENTWICKLUNGSSATZ

L1 @4z “R Laq Lan
NOX X T

%21 a2 CLpR Ly Lo

@y @y “Q Wy L3

P
© e o9 O O o

Abbildung: Berechnungshilfe fiir Determinanten von 3 x 3-Matrizen. Die
ersten beiden Spalten von A werden nochmal rechts an A “angehangt”. Die
blauen Diagonalen werden multipliziert und bekommen ein positives
Vorzeichen und die roten Diagonalen werden ebenfalls multipliziert,
bekommen aber ein negatives Vorzeichen. Alle Produkte werden dann
addiert.
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CHAPTER 10: HILBERTRAUME



Section 101
Grundlagen



SKALARPRODUKTE

Im Folgenden betrachten wir, sofern nicht anders erwahnt, nur den Fall
K = R. Wir beginnen mit der Definition von Skalarprodukten, die unsere
Betrachtungen von Abschnitt 181 von R" auf R-Vektorraume verallgemeinert.

Definition 10.11
Sei V ein R-Vektorraum. Dann heif3t eine Abbildung

(-, ):VXxVoR

Skalarprodukt, falls die folgenden Bedingungen erfullt sind:
i). Bilinearitat: Die Abbildung ist bilinear.

ii). Positive Definitheit: Fir alle v € V gilt (v,v) > 0 und
(v,v) =0 = v=0.

iii). Symmetrie: Fir alle v,w € V gilt (v, w) = (w, V).
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BEISPIELE

Wir hatten schon in Abschnitt 181 gesehen, dass
d
Xy) =Y xivi, Xy eR’ (1012)
i=1

ein Skalarprodukt auf R? definiert.

Auf dem Raum C([a, b]) konnen wir ein Skalarprodukt durch

b
(.g) = / 0g(x) dx, f,9 € c(la, b]) (1012)

definieren. Das Uberpriifen der Eigenschaften eines Skalarprodukts ist in
diesem Fall ebenfalls einfach und wird daher tbersprungen.
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DER KOMPLEXE FALL

Im Fall eines C-Vektorraums V ist die Definition eines Skalarprodukts
(-,+) : Vx V— C etwas komplizierter. Genauer gesagt wird die Bilinearitat
durch die Sesquilinearitat ersetzt, bei der

(v + BV, w) = alv,w) + B(V, w),
(v, aw + Bw) = av, w) + B{v, w')

furalle v,V,w,w € Vund o, 8 € C ersetzt. Mit anderen Worten ist das
Skalarprodukt in der ersten Komponente nur noch semi-linear und in der
zweiten Komponente ist es weiterhin linear. Ferner muss die Symmetrie
durch

(v, W) = (v,w),, v,weV

ersetzt werden. Wir sagen dann auch, dass das Skalarprodukt hermitisch ist.
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DER KOMPLEXE FALL

Auf C9 ist z.B.
d
XY =Y X, X,y € C (101.3)
i=1

ein Skalarprodukt.

Achtung: In der Literatur, insbesondere in der mathematischen, wird haufig
alternativ gefordert, dass komplexe Skalarprodukte in der ersten
Komponente linear und in der zweiten Komponente semi-linear sind. In
diesem Fall missen dann stattdessen in (101.3) die Terme x;y; aufsummiert
werden.
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INDUZIERTE NORMEN

Lemma 10.1.2
Seien V ein R-Vektorraum und (-, -) ein Skalarprodukt auf V. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

i). Norm: Die Abbildung

[[-1I': V= [0, 00)

Vi v = Vv, v)

ist eine Norm auf V.

ii). Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Fiir alle v,w € V gilt
[(vsw)| < [IvI] - flwll -
iii). Polarisation: Fiir alle v,w € V gilt:
v, wh = [lv+ wl* = [lv —w]*.
iv). Parallelogrammgleichung: Fiir alle v,w € V gilt:

v 4+ wif? -+ [lv = wif* = 2|IvII* + 2[|w]*.
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BEMERKUNGEN

Die Polarisation besagt, dass wir aus der Norm das Skalarprodukt
rekonstruieren konnen. Man kann zeigen, dass eine Norm genau dann durch
ein Skalarprodukt definiert ist, wenn sie die Parallelogrammgleichung erfullt.

Ist V ein C-Vektorraum mit Skalarprodukt, so kann durch ||v|| := /{v, v)
ebenfalls eine Norm auf V definiert werden, die die Cauchy-Schwarz'sche
Ungleichung und die Parallelogrammgleichung erfillt. Die
Polarisations-Formel muss jedoch durch

v, w) = IV wi* = llv = wil” +illv + iw]* = iflv — iw||*

ersetzt werden.
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ii). Ist w = 0, so ist nicht zu zeigen. Ansonsten setzen wir

Dann folgt

<
_ oy — 2w’

({v, W))?

ww) T (ww)
({v, W))?
=t~ (w, w)

Umformen ergibt dann die Behauptung.
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i). Die Definitheit und die Homogenitat folgt direkt aus den Eigenschaften
des Skalarprodukts. Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, wahlen wir uns
v,w € V. Dann gilt mit ii):

v+ wi* = IVI° + 2¢v, w) + [IWl* < VI + 211V - [lwl] + [w]l?
2
= (IIVIl + lIwll)" -

Ziehen der Wurzel ergibt dann die Behauptung.

iii) und iv). Kann einfach nachgerechnet werden.
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HILBERTRAUME

Definition 10.1.3

Ein K-Vektorraum V mit Skalarprodukt und zugehoriger Norm heif3t
Pra-Hilbertraum. Ist V vollstandig beztiglich dieser Norm, so heift V
Hilbertraum.

Die Rdume K" mit dem Skalarprodukt (1011) bzw. (101.3) sind vollstandig
und damit Hilbertraume. Die zugehorige Normen werden euklidische
Normen genannt. Man kann ferner zeigen, dass alle endlich dimensionalen
Pra-Hilbertraume vollstandig und damit sogar Hilbertraume sind.

Der Raum C([a, b]) mit dem durch das Riemann-Integral definierte
Skalarprodukt (101.2) ist nicht vollstandig und damit auch kein Hilbertraum.
Um ihn vollstandig zu machen, muss man den Integralbegriff ausweiten.

Lemma 10.1.4
Jeder Teilraum W eines Pra-Hilbertraums V wird zu einem Pra-Hilbertraum,
wenn wir das Skalarprodukt von V auf W einschranken.
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STETIGKEIT VON SKALARPRODUKTEN

Das folgende Lemma zeigt, dass Skalarprodukte bzgl. der von ihnen
definierten Normen stetig sind.

Lemma 10.1.5

Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Ist || - || die vom
Skalarprodukt definierte Norm, dann gilt fur alle v,w € V und (Vn)nen C V
und (Wn)nen C V mitvy, — vund wy — w:

Vi, Wn) = (v, W) .
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BEWEIS

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

[{va, Wn) — (v, w)| = [{Va, Wn) — (v, W) + (va, W) — (v, w)|
< |V, W = W) | + [{va — v, W)
S vall - lwn — wil + {lva = vI[ - [[wl] -
Ferner hatten wir in Abschnitt 213 gesehen, dass aus der Konvergenz von
(vn)nen die Beschranktheit der Folge folgt und dass dies wiederum die

Existenz eines B > 0 mit ||v,|| < B fiir alle n > 1 impliziert. Setzen wir dieses
in die obige Rechnung ein, so folgt die Behauptung fur n — 0.
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ORTHOGONALITAT

Wir hatten schon in Kapitel 3 gesehen, dass Orthogonalitat eine wichtige
Rolle spielt. Dieses Konzept kann auf Pra-Hilbertraume erweitert werden.

Definition 10.1.6
Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Dann heillen v,w € V
orthogonal, falls

(v,w) =0

gilt. In diesem Fall schreiben wir auch v L w.

Im Reellen gilt wegen (v, w) = (w, v) offensichtlichv L w < w L vund
wegen (v,w) = (w, V) ist dies auch im Komplexen der Fall.

Sind v und w orthogonal, und X € K, so sind auch Av und w orthogonal.
SchlieBlich gilt 0 L w fur alle w € V und aus der positiven Definitheit folgt

v.iv = v=0.
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PYTHAGORAS

Das folgende Resultat zeigt, dass der Satz von Pythagoras in allen
Pra-Hilbertraumen gilt.

Theorem 10.1.7
Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Dann gilt fur alle v,w € V
mitv L w:

v+ wl? = VIP + [[w]|*.

Beweis.
Es gilt

V4wl = (v+w,v+w) = (v,V) + (v, w) + (W, v) + (W, w)
= (V, V) + (W, W)

2 2
= [IVI" + f[wll

wobei wirv I w < w | vausgenutzt haben. O
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ORTHOGONALE KOMPLEMENTE

Ist nun V ein Pra-Hilbertraum, v € Vund W C V, so schreiben wir
vyiWw = v .l wfurallewe W.
Ist ferner W ein Unterraum von V, so heifst
W= {veVv:vLiw}

das orthogonale Komplement von W in V. Einfaches Nachrechnen ergibt die
Formeln

{O}L =V,
vt = {0}7
sowie das folgende Lemma.

Lemma 10.1.8
Sei V ein Pra-Hilbertraum und W C V ein Teilraum. Dann ist W* ein Teilraum
von V und es gilt W W+ = {0}.
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Section 10.2
Orthonormalbasen



ORTHONORMALSYSTEME

Die Standardbasis ey, ..., e, von K" besteht aus paarweise orthogonalen
Vektoren. Dieses wird in der folgenden Definition verallgemeinert.

Definition 10.2.1

Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Dann heift eine endliche

Familie w1, ..., v, € V Orthogonalsystem, falls fur alle i,j = 1,...,n gilt
vily, <= i#j.

Gilt zusatzlich ||vi|| = 1 furallei =1,...,n, so sprechen wir von einem

Orthonormalsystem (ONS).

Die obigen beiden Definitionen lassen sich sofort auf beliebige Familien
(vi)ie; ausdehnen. Dieses ist aber nur in unendlich-dimensionalen Raumen
interessant, wie wir in Lemma 10.2.2 sehen werden.
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BEMERKUNGEN

Ist vi,...,vnh € Vein Orthogonalsystem, so giltv; £ v; furallei =1,...,n.
Damit haben wir ||vi||*> = (v;,v;) > 0 fur alle i, und durch Normierung
Wi = % , i=1...,n
[Ivill
erhalten wir ein Orthonormalsystem wx, ..., w,.
Ist vq,...,vy, € Vein Orthonormalsystem, so gilt fur alle i, j:
<V17Vj> - 6ij 3

wobei das Kronecker-Symbol ¢; durch ¢; := 0 falls i # j und ¢; := 1 falls
i = j definiert ist.

Offensichtlich ist die Standardbasis es, ..., e, von K" ein
Orthonormalsystem. Betrachten wir den Pra-Hilbertraum C([0, 2x]) und
setzen wir

fr(X) := cos(kx) k>0

fr(X) := sin(—kx) k<0
fur alle k € Z und x € [0, 27], so ist jede endliche Familie fy,, ..., fi, mit

ki # Rk; fur i # j ein Orthogonalsystem.
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LINEARE UNABHANGIGKEIT

Das folgende Lemma zeigt, dass Orthogonalsysteme automatisch linear
unabhangig sind.

Lemma 10.2.2
Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und v1,...,v, € Vein
Orthogonalsystem. Dann sind va, ..., Vs linear unabhangig.
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BEWEIS

Seien A, ..., A € Kmit Mva + -+ + \yvy = 0. Dann gilt furj € {1,...,n}:

n
0= <Z)wv,v,vj> ZA Vi, vy = X (v, v;) -
=

Aus (vi,v;) > 0 folgt dann X; = 0, d.h. A; = 0. Damit haben wir
A1 =--- =\ = 0 gezeigt.
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ORTHONORMALBASIS

Lemma 10.2.2 legt die folgende Definition, nahe.

Definition 10.2.3

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Dann
heiBt w1, ...,v, € V Orthonormalbasis (ONB) von V, falls v, ..., v, ein
Orthonormalsystem und eine Basis von V ist.

Offensichtlich ist die Standardbasis ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von
K".

In unendlich-dimensionalen Hilbertraumen werden Orthonormalbasen als
maximale Orthonormalsysteme definiert.

730



FOURIER-DARSTELLUNG

Ist B := (vi,...,Vn) eine Basis von K" und v € K", so ergibt die
Koordinatenabbildung Cs : K" — K" nach ihrer Definition die Koeffizienten
X:=(\,..., ) := Cgvin der Basis-Darstellung

n
V= E )\,‘V;.
i=1

Ist B := (v4,...,va)"" so gilt nach Lemma 9.3.9 ferner M(Cg) = B, d.h. wir
haben
A= Bv.

Damit benctigt die Koeffizienten-Berechnung eine Matrix-Invertierung. Das
folgende Lemma zeigt, dass dies fur Orthonormalbasen vereinfacht werden
kann.
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FOURIER-DARSTELLUNG

Lemma 10.2.4
Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt {-,-) und v, ..., v, eine
Orthonormalbasis von V. Dann gilt fiir alle v € V:

n

V= Z(vf, W (10.21)

i=1

Fir die Standardbasis ey, ..., e, von K" ist die Aussage offensichtlich und im
reellen Fall wurde dies auch schon in (31.3) bemerkt.

Die Koeffizienten (v;, v) heifen Fourier-Koeffizienten von v bezliglich der
Basis w1, ..., Vn.

In unendlich-dimensionalen Hilbertraumen mit abzahlbarer
Orthonormalbasis gilt eine analoge Formel, bei der (10.21) durch eine Reihe
ersetzt wird. Es kann dann gezeigt werden, dass diese Reihe unbedingt
konvergiert. Im Falle Uberabzahlbar groBer Orthonormalbasen muss dabei
zusatzlich gefordert werden, dass nur abzahlbar viele Fourier-Koeffizienten
ungleich null sind.
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BEWEIS

SeiveV.Dav,...,V, eine Basis von Vist, gibt es dann eindeutige
A, ..., A € Kmit

n
V= E )\,‘V;.
i=1

Furj e {1,...,n} giltdann

n n
(vj,v) = <Vn ZA,-V,-> =D NV = N, v) = N
i=1 i=1

Einsetzen in die obige Basis-Darstellung ergibt die Behauptung.
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ORTHONORMALISIERUNGSVERFAHREN

Lemma 10.2.4 deutet an, dass Orthonormalbasen sehr praktisch sein konnen.
Im folgenden wollen wir uns daher der Existenz von Orthonormalbasen
widmen, wobei wir ein konstruktives Verfahren, das sogenannte
Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren kennenlernen werden.

Hierzu sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -y und wa,...,wm € V
eine linear unabhangige Familie. Wir suchen dann eine Orthonormalbasis
Vi, ...,V VON

Wi := span{ws, ..., Wn}.

Diese Basis konstruieren wir iterativ, indem wir Orthonormalbasen von
W := span{ws,...,w;}

flrj =1,...,m konstruieren und dabei beachten, dass die angenommene
lineare Unabhdngigkeit w; ¢ W;_, fur alle j = 2,..., m garantiert, siehe
Lemma 91.7.
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ORTHONORMALISIERUNGSVERFAHREN

Der Konstruktionsanfang fur j = 1 wird durch
Wi

V9= —— (10.2.2)
[l l

realisiert, wobei wir daran erinnern, dass aus der linearen Unabhangigkeit
der wa,...,wn schon w; # 0 folgt. Offensichtlich ist dann v4 eine
Orthonormalbasis von W;.

Wenn wir schon eine Orthonormalbasis vi, ..., vj_; von W,_, fur ein j > 2
konstruiert haben, setzen wir zunachst
j—1
Uj i=wj — Z(V,‘, W]'>V,' . (10.2.3)
i=1
Da w; & Wj_y = span{vs,...,Vvj_1} gilt, folgt u; & W;_, und damit ist dann die
Familie v1,...,vj_4, u; linear unabhangig nach Lemma 9.1.7. Insbesondere gilt
daher uj # 0 und wir konnen
Uj

= (10.2.4)
luil

vj !

setzen.
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ORTHONORMALISIERUNGSVERFAHREN

Nach Konstruktion gilt u; € W; und damit auch v; € W;. Wir fixieren nun ein
R=1,...,)—1.Furi=1,...,)—1gilt dann (vi, Vi) = d;, und dies ergibt:

j—1 J—1

Vi, Uj) = (Vi, Wj) — <Vre,Z<Vf,Wj>Vf> = Vg, Wj) — Z(Vn W) (Vi Vi)
= <Vka WJ) - <Vk7 WJ>

=0.

Dies zeigt auch v, L v; und damitist v4,...,v; ein Orthonormalsystem in W;.
Nach Lemma 10.2.2 ist dieses linear unabhangig und aus dim W; = j und
Korollar 9114 folgt dann, dass w4, ..., v; eine Basis von W; ist.
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EXISTENZ VON ONBS

Das Gram-Schmidt'sches Orthonormalisierungsverfahren liefert
insbesondere die Existenz von Orthonormalbasen, was wir im folgenden
Satz nochmal festhalten:

Theorem 10.2.5
Sei Vein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und 0 < dimV < oco. Dann

gibt es eine Orthonormalbasis von V.
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GRAM-SCHMIDT AN EINEM BEISPIEL

Um ein Beispiel fur das Orthonormalisierungsverfahren zu sehen,
betrachten wir die linear unabhangigen Vektoren

wi = |3 und W= 1] 0 (10.2.5)

und die aufgespannte Ebene & := span{w;, w,}. GemaR (10.2.2) setzen wir
nun

W+ 1

Iwill — V13

(10.2.6)

1=

O W N

738



GRAM-SCHMIDT BEISPIEL

Nach (10.2.3) definieren wir weiter

2
10
Uz 1= Wy — (i, Wo)Vq = Wy — WM“WZ)M =0 |-5|3
-3
1 65 1 20
-39 0
1 45
= E —30
-39
Ferner gilt
Il = VE446 _ 5 V4%
‘T3 T3
und damit erhalten wir gemaR (10.2.4)
u 1 15
2
Vyi=—=——]-10 (10.2.7)
S RVZCT R R
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GRAM-SCHMIDT BEISPIEL

Um die Orthonormalbasis v, v, von & zu einer Orthonormalbasis von R® zu
erganzen, benotigen wir zunachst ein ws & &, da dann ws, w,, w3 nach
Lemma 91.7 unabhangig sind und wegen dim R®> = 3 Korollar 9114 dann zeigt,
dass diese drei Vektoren auch eine Basis von R® bilden. Wir setzen nun
beispielsweise ws := ey. Dann ist ws € £, denn sonst gabe es s,t € R mit

1 2s + 5t
0] =ws =sw; +tw, = 3s
0 —3t

was wegen der letzten beiden Komponenten zu s =t = 0 fuhrt, was
wiederum e; = 0 impliziert.
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GRAM-SCHMIDT BEISPIEL

Nach Gram-Schmidt, siehe (10.2.3), setzen wir nun

Us = W3 — (V1, W3)v1 — (Va, W3)Va = @1 — (v1, e1)V1 — Vo, e1)Vs

2 15
=e1 - —=V - —V
VB Ve
1 1 4 15 15
il O R O Y
0 0 —13
1 494 38 4 15 15
= 4% T4 | °) "o | 7O
0 0 —13
17
T 494
195
1 9
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GRAM-SCHMIDT BEISPIEL

Ferner gilt

VT 162 +152 /382  \/9-38  3/38
494 T 494 T 494 494

lulls =

und damit haben wir nach (10.2.4)

u 1 ? 1 3
2
Ve — _ |6 = —— | =2| . (10.2.8)
P Nl T 3v38 /38

15 5
Insgesamt ist dann va, v, v3 eine Orthonormalbasis von R?. Natirlich hatten
wir vs auch durch Normierung von z.B. v; x v, bestimmen kdnnen. Dieses
ware aber ein Zugang gewesen, der in hoheren Dimensionen nicht mehr
moglich ist, wahrend das Verfahren nach Gram-Schmidt in jeder Dimension

funktioniert.
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Section 10.3
Orthogonale Abbildungen



ORTHOGONALE PROJEKTIONEN

Im folgenden seien V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und W ein
Unterraum von V mit m := dim W < oo. Wir suchen nun eine Abbildung

P:V—>V
V= Pv

die jedem Punkt v den Lotpunkt Pv von v in W zuordnet, d.h. es soll gelten
Pve Wund (v — Pv) L wflralle w € W, siehe auch Abbildung 22.

Abbildung: Der Vektor v wird auf den Lotpunkt Pv € W abgebildet. Die

Differenz v — Pv ist dabei senkrecht zu dem Unterraum W.
Thty



ORTHOGONALE PROJEKTIONEN

Um eine solche Abbildung zu konstruieren, wahlen wir nach Satz 10.2.5 eine

Orthonormalbasis v, ..., vy, von W. Da wir Pv € W haben mochten, gibt es
dann zu jedem v € V Koeffizienten \q,..., Am € K mit
m
Pv = Z AV .
i=1
Ferner wollen wir (v — Pv) L v; fur alle j=1,...,m haben und dies fuhrt zu

m
0= (v, v — PV) = (v, v} — <v/-,ZA,-v,v>
=1

m

=(v;,v) —ZMVJ:VO
=(vj,v) — N

Mit anderen Worten haben wir A; = (v;,v) und dies ergibt

m
Pv =" (v, WV, vev. (1037)

i=1

745



EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass die Wahl der Orthonormalbasis
Vi,...,Vm von W das Verhalten von (10.31) nicht beeinflusst.

Theorem 10.31
Seien V ein Pra-Hilbertraum und W ein Unterraum von V mit dim W < oo.
Dann gibt es genau eine Abbildung P : V — V mit

Pve W und (v—Pv) LW (10.3.2)

fiir alle v € V. Ferner ist diese Abbildung P, die Orthogonalprojektion auf W
genannt wird, durch (10.31) beschrieben und linear.
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Wir setzen m := dim W. Im Fall m = 0 ist Pv = 0 die einzige Wahl und das
Uberprifen der weiteren Eigenschaften ist in diesem Fall trivial, so dass wir
im Folgenden m > 1 annehmen.

Fur die Existenz von P wahlen wir eine Orthonormalbasis v, ..., v, von W
und betrachten die durch (10.31) gegebene Abbildung. Nach Konstruktion
haben wir dann Pv € W fur alle v e Vund (v — Pv,v;) = 0 fur alle
j=1,...,m.Seinun w € W. Dann gibt es a1, ..., am € K mit

W= aqVq + -+ + amVm. Dies ergibt

m m
(v—Pv,w) = <v— Pv,Zajv,> = Zaj(v— Pv,vj) = 0.
=1 =1
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Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass wir eine weitere
Abbildung Q : V — V mit den Eigenschaften (10.3.2) haben. Fir v € V und
w:= Pv— Qv € Wgilt dann

|Pv —Qv|* = (Pv — Qu,w)
= (Pv—v,w) + (v — Qv,w)
=0,

d.h. Pv = Qv. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

Die Linearitdt von P folgt aus (10.31) und der Linearitat des Skalarprodukts in
der zweiten Komponente.
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BESTAPPROXIMATION

Zu einem gegebenen v € V sollte der Lotpunkt Pv intuitiv der Punkt w € W
sein, der den kleinsten Abstand zu v hat. Der folgende Satz bestatigt diese
Intuition.

Theorem 10.3.2
Seien V ein Pra-Hilbertraum, W ein Unterraum von V mit dim W < oo und P
die Orthogonalprojektion auf W. Dann gilt fur alle v € V und alle w € W mit
w # Pv:

v = Pvl| < [Iv—w].
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BEWEIS

Wir fixieren ein v € V und ein w € W mit w # Pv. Dann gilt v — Pv € W+ und
Pv —w € W. Dies ergibt (v — Pv) L (Pv —w) und der Satz von Pythagoras
liefert

lv—w|*=|lv—Pv+Pv—w|’=|v—Pv|* +|Pv—w|’.

Wegen w # Pv haben wir nun ||Pv — w||*> > 0 und Einsetzen dieser
Abschatzung in die obige Gleichung ergibt die Behauptung.
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BEISPIEL

Sei & ¢ R? die Ebene, die durch die in (10.2.5) definierten Vektoren wq, w,
aufgespannt wird. Wir haben in (10.2.6) und (10.2.7) schon gesehen, dass

1 2 1 15
vii=——=1(3 und Vo i= — | =10
T3 . 2T /a% s

eine Orthonormalbasis von & ist. Wollen wir nun die Orthogonalprojektion
P:R® — R auf £ berechnen, ergibt sich nach (10.31)

Px = (v1,X)v1 + (v2, X)v,

1 2 2 1 15 15
= 13<x, 3 > 3|+ 4%<x, 10 > ~10 (10.3.3)
0 0 =13 —13
fur alle x € R?. Nach Satz 10.3.2 ist ||x — Px|| der (ungerichtete) Abstand von x

zu &. Dieser kann direkt durch Einsetzen berechnet werden. Etwas spater
werden wir jedoch eine elegantere Methode kennenlernen.
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DARSTELLUNG DURCH MATRIZEN

Da die Orthogonalprojektion P : R* — R linear ist, gibt es auch eine
darstellende Matrix M(P) € M(3,3) beziiglich der Standardbasis von R*. Der
folgende Satz ergibt eine allgemeine Berechnungsformel fur darstellende
Matrizen von Orthogonalprojektionen K" — K".

Theorem 10.3.3
Sei W c K" ein Unterraum und P : K" — K" die Orthogonalprojektion auf W.
Dann gilt fur jede Orthonormalbasis v, . .., vm von W:

m
M(P) = iV =S5,
k=1

wobei S := (va,...,Vm) € M(n, m).

Man beachte, dass v,vj, und 55’ jeweils n x n-Matrizen sind.
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BEWEIS

Sei ey, ..., ey die Standardbasis von K" und vy, ..., v, die Komponenten
von Vi, d.h. vip = (Vag, - . ., V). Dann gilt
m m m
Pe/- = Z<V};7 €j>Vk = Zvﬂevk = Z Vijk,
k=1 k=1 k=1
d.h. wir haben
D ViV
Pej = .
Doz Vi Vi
Nach Korollar 9.212 ist dies die j-te Spalte der darstellenden Matrix. Da wir
ferner
VetVig oo ViaVng
ViV =
VenVik .. VenVar

haben, folgt dann die erste Gleichung. Die zweite Gleichung ist nur eine
andere Schreibweise fur die erste Gleichung.

753



BEISPIEL

Um die darstellende Matrix der Projektion (10.3.3) zu berechnen, missen wir
ihre Eintrage
ViV 4 VaiVjp
flri,j =1,2,3 bestimmen. Flir i = j = 1ist dies z.B.
2.2 15-15  4-38+4225 377 29

Vi + Vv = EES + 494 494 =
Die anderen Eintrage werden analog berechnet und das Endergebnis ist
1 29 6 —15
MP) =g | 6 3 10| (10.3.4)
=15 10 13

Man beachte, dass diese Matrix symmetrisch im Sinne von A" = A ist und
damit gilt auch P* = P nach der Definition von adjungierten Operatoren.
Alternativ hatten wir auch

2 15
@ VAT % % 0

-1
MPI =75 v [ (s 2 s
0 —13 V494 V494 V494

V/49%

benutzen konnen, was effektiv auf die exakt gleichen Rechnungen
hinauslaft 754



EIGENSCHAFTEN VON ORTHOGONALPROJEKTIONEN

Der folgende Satz zeigt in Verbindung mit Satz 9.3.7, dass die Symmetrie in
(10.3.4) kein Zufall ist. AuBerdem stellt er weitere Eigenschaften von
Orthogonalprojektionen zur Verfliigung.

Theorem 10.3.4
Seien V ein Pra-Hilbertraum, W ein Unterraum von V mit dim W < oo und P

die Orthogonalprojektion auf W. Dann gilt:

Pw=w, weWw,
ker P = W™+,
PP =P,

(Pv,w) = (v, Pw), v,we V.
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Seiw € Wund v:=w. Dann gilt w € Wund (v—w) L W. Damit erfullt w die
Eigenschaften (10.3.2) zu v und die Eindeutigkeit von P ergibt Pw = Pv = w.

Um ker P = W+ zu zeigen, wahlen wir zunachst ein v € ker P, d.h. Pv = 0. Fiir
w € Wgilt dann (v, w) = (v — Pv,w) = 0, und damit v € W+, Ist umgekehrt
ve W sogilt 0 e Wund (v—0) L wflr alle w € W. Damit muss wegen der
Eindeutigkeit von P schon Pv = 0 gelten.

Um P? = P zu Uberprifen, wahlen wir ein v € V und setzen w := Pv. Dann
haben wir w € W und es folgt P(Pv) = Pw = w = Pv.

756



Seien schlieBlich v, w € V. Dann gilt mit der Darstellung (10.31)

(Pv,w) = <Z Vi, V)V, > = i ) (vi, w

i=1

m
:Z V/7 Vl7
i=1
m
i=1

Pw, V) .

/\

—

Wegen (Pw,v) = (v, Pw) folgt dann die Behauptung.
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ORTHOGONALE ZERLEGUNG

Seien V ein endlich-dimensionaler Hilbertraum, W ein Unterraum von V und
P:V — Vdie orthogonale Projektion auf W. Wir setzen

Q:=idy—P. (10.3.5)
Dann gilt (Qv,w) = (v — Pv,w) = 0 flr alle v e Vund w € W, d.h. wir haben
Qve w, VeV (10.3.6)
Fir w' € Wt gilt ferner
(W,v—Qv)=(W,v—v+Pv)= (W, Pv) =0,

wobei wir im letzten Schritt sowohl Pv € W als auch die Definition von W+
ausgenutzt haben. Dies zeigt

(v—Qv) L w*, vev

und damit ist Q die orthogonale Projektion auf W*. Dies fiihrt zu dem
folgenden Satz.
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ORTHOGONALE ZERLEGUNG

Theorem 10.3.5
Sei V ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und W ein Unterraum von V.
Dann gibt es zu jedem v € V eindeutige w € W und wt € W+ mit

V=W+WJ'.

Diese sind durch w = Pv und w* = v — Pv eindeutig bestimmt.
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BEWEIS

Wir setzten w := Pv € W und w* := v — Pv = Qv, wobei Q := idy —P ist. Dann
haben wir w- € Wt nach (10.3.6) und die Zerlegung ist offensichtlich.

Nehmen wir nun zu gegebenen v € Vein w € W und ein wt € Wt mit
v=w+wh, sogilt

v—w=w"eWw".
Da wir auch w € W haben, muss w = Pv nach Satz 10.31 gelten. Dies
wiederum zeigtw™ =v —w =v — Pv = Qv.
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INTERPRETATION GRAM-SCHMIDT-VERFAHREN

Seien V ein endlich-dimensionaler Hilbertraum, w, ..., wn € V linear
unabhangig und vy, ..., vy die Vektoren, die durch das Gram-Schmidt'sche
Orthonormalisierungsverfahren konstruiert worden sind. Dann haben wir
schon gesehen, dass v4, ..., V; eine Orthonormalbasis von
W; := span{ws, ..., w;} ist. Der entscheidende Schritt in diesem Verfahren
war dabei (10.2.3), d.h.
BT
uj == wj — Z<V,‘, Wj)V,‘ =W — PWIJW/' = PWfLwW/’

i=1

wobei Py,_, die Orthogonalprojektion auf W;_; ist und Py, die auf W/{T
Jj—=1
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ABSTANDSBERECHNUNG

Erweitern wir nun die Vektoren va, ..., vm zu einer Orthonormalbasis
Vi,...,Vpvon V, und setzen W := Wy, so sind Vyi1,...,V, eine
Orthonormalbasis von W*: Nach Lemma 10.2.2 sind diese Vektoren zunachst
linear unabhangig. Gébe es noch ein w € W+ mit

w & span{Vmsi,...,Vn},
so wiirden wir mit Gram-Schmidt ein va41 € W* finden, so dass
Vinid, - - -, Vner €in Orthonormalsystem in W+ ist. Damit ware auch vi, . .., Vi

ein Orthonormalsystem in V, und damit wiederum linear unabhangig. Wegen
dim V = n erhalten wir dann mit Satz 91.8 einen Widerspruch.

Damit lasst sich die Projektion Q := Py, auf W* durch

n

Q= > (v,v)v, vev
j=m+1
ausdriicken. Ist zudem V = K", so lasst sich die Projektion nach Satz 10.3.3
durch die Matrix

M@Q) = Y v (10.3.7)

k=m+1
762
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ABSTANDSBERECHNUNG: BEISPIEL

Betrachten wir nun beispielhaft wieder die von den Vektoren

1 2 1 15
Vii=——=1]3 und V= —
1 Vi3 0 W V49h —13

aufgespannte Ebene £ C R?, so hatten wir schon die Orthogonalprojektion
pP:R> — R®auf £ in (10.3.3) bestimmt und in (10.3.4) haben wir auch ihre
darstellende Matrix berechnet. Ferner haben wir in Satz 10.3.2 gesehen, das
|Ix — Px|| der (ungerichtete) Abstand von x zu & ist. Offensichtlich ist

X — Px = Qx, d.h. der Abstand lasst sich mit Hilfe der Orthogonalprojektion
auf Wt berechnen. Um diese Projektion zu bestimmen, miissen wir nach
unseren obigen Uberlegungen das Orthonormalsystem v4, v, zu einer
Orthonormalbasis va, v2, v mit Hilfe von Gram-Schmidt erganzen. In
unserem Beispiel haben wir dies bereits in (10.2.8) getan, d.h. wir haben
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ABSTANDSBERECHNUNG: BEISPIEL

Nach (10.31) haben wir damit

3 3
Qx = (v3,X)v3 = 318<X’ =) > =) (10.3.8)
5 5
fir alle x € R®. Ferner wird diese Projektion nach Satz 10.3.3 durch die Matrix
1 9 —6 15
M(Q) = v3vj = il L
15 =10 25

dargestellt. Mit Hilfe der darstellenden Matrix von P, siehe (10.3.4), kdnnen
wir M(Q) alternativ auch durch

M(Q) = M(idgs —P) = M(idgs) — M(P)

L (8 0 o0 L (P 6 -1
=3 |0 38 0]-5 |6 3+ 1w
38 —15 10 13
: -6 15
=—|-6 4 -0

15 =10 25 764



ABSTANDSBERECHNUNG: BEISPIEL

Ignoriert man den Vorfaktor 5, so benétigt die Berechnung von Qx = M(Q)x
genau 9 Multiplikationen und 6 Additionen, wahrend die Berechnung durch
(10.3.8) lediglich 6 Multiplikationen und 2 Additionen benétigt. In diesem Fall
“lohnt” sich die Matrixdarstellung also nicht. Vergleicht man dies mit der
Berechnung von P, so sind die Kosten der Matrixmultiplikation nattrlich
gleich denen fiir Q, wahrend die Berechnung von Px durch (10.3.3) jetzt 12

Multiplikationen und 5 Additionen benotigt.

Diese Betrachtungen ignorieren allerdings die Kosten der Matrixerstellung,
so dass sie vor allem in Situationen interessant sind, in denen die
Projektionen sehr haufig berechnet werden mussen.
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ORTHOGONALE/UNITARE TRANSFORMATIONEN

Lineare Abbildungen, die Langen oder Winkel erhalten, haben eine
besonders schone Struktur. Diese werden jetzt untersucht.

Definition 10.3.6
Sei A € Mk(n, n) eine Matrix, die

(Ax, Ay) = (X,V) X,y e K"

erflllt. Dann heift A im Fall K = R orthogonal und im Fall K = C unitar.
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PRODUKT ORTHOGONALER MATRIZEN IST ORTHOGONAL

Das folgende einfache Lemma zeigt, dass Produkte orthogonaler Matrizen
orthogonal sind.

Lemma 10.3.7
Sind A, B € Mxk(n, n) orthogonal/unitdr, so ist auch AB orthogonal/unitdr.

Beweis.
Fir x,y € K" gilt (ABx, ABy) = (Bx, By) = (X, V). O
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CHARAKTERISIERUNG

Der folgende Satz charakterisiert orthogonale bzw. unitare Matrizen.

Theorem 10.3.8
Sei A € Mxk(n,n). Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

i). Es gilt {Ax, Ay) = (x,y) fir alle x,y € K".
ii). Es gilt ||Ax|| = ||x|| fur alle x € K"
iii). Es giltA'A = AA' = E,.
iv). Die Zeilen von A sind eine Orthonormalbasis von K".

v). Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis von K".

Nach iii) sind orthogonale, bzw. unitare Matrizen invertierbar und es gilt
—T

A=A . (10.3.9)

Fur diese Matrizen ist also die Matrixinvertierung besonders einfach.
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ii) = i). Nachrechnen mit Polarisation.
i) = ii). Folgt sofort mit x = y.
i) < iii). Die Gleichung (Ax, Ay) = (x,y) ist dquivalent zu
AAxY) = (), (10310)

und da die komplexe Konjugation und die Transposition selbst-invers sind,
ist sie auch aquivalent zu

(G AAY) = (X,Y) (10.311)

Gilt nun i), so erhalten wir durch Betrachten von x = e; und y = e; die
Gleichung

<ZTA€,', €j> = (e,‘,ZTAQD = (e,,ej) = 6,‘] o (10.3.12)

Dies zeigt iii). Gilt umgekehrt iii), so erhalten wir (10.3:12). Fiir
X=onei+---+ane, und y = Ber + - - - + Bre, folgen dann (10.311) und
(10.310) mit der (Semi-)-Linearitat.
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iii) < iv). Ist a; ein Zeilenvektor von A, so ist E,T ein Spaltenvektor von A
Ferner gilt

aa; = (a;,q),
wobei die linke Seite der Formel den Eintrag b;; von AR darstellt.

iii) < v). Analog.
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BEISPIEL: DREHUNGEN

Wir hatten schon in (9.2.4) gesehen, dass eine Drehung gegen den
Uhrzeigersinn um den Winkel ¢ durch die Matrix

(cosga —sin gp)

Do = ||

sinp  cosy

beschrieben wird. Es ist leicht nachzurechnen, dass die beiden
Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis von R? sind, wobei aus

Kardinalitatsgriinden nur Gberprift werden muss, dass sie ein
Orthonormalsystem bilden. Damit ist D orthogonal. Ferner gilt

detD, =1.

SchlieBlich ist anschaulich klar, dass der Hintereinanderausfihrung zweier
Drehungen im R? wieder eine Drehung ergibt.
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BEISPIEL: SPIEGELUNGEN

Analog kann man sich tberlegen, dass

(cosgo sin ¢ >
Ay = .
sinp —cosgp

eine Spiegelung an der Geraden

9= { (2) ssin(p/2)x1 — cos(p/2)x; = 0}

beschreibt. Auch diese Matrix ist wieder orthogonal. Insbesondere haben wir

7 0 0 1
Ao = und Arp = .

Ferner gilt
detA, = —1.
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DETERMINANTE EINER ORTHOGONALEN MATRIX

Das folgende Lemma zeigt, dass die Determinanten von orthogonalen
Matrizen nur die Werte —1 und 1 annehmen kénnen.

Lemma 10.3.9
Ist A eine orthogonale/unitdre Matrix, so gilt

|detA] =1.
Beweis.
Es gilt
|detA” = detA - detA = detA' - detA = detA' A = det £, = 1.

Dies ergibt die Behauptung. O
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DREHUNGEN UND SPIEGELUNGEN

Das vorige Lemma motiviert die folgenden Definitionen.

Definition 10.3.10
Eine orthogonale Matrix A € Mg(n, n) heilt Drehung falls detA = 1. Ferner
heiRt A Spiegelung, falls detA = —1.

Wir haben oben gesehen, dass die Dreh-Matrizen D, Drehungen sind und
dass die Matrizen A, Spiegelungen sind.

Wir nennen die Menge
O(n) == {A € Mg(n,n): ATA=AA" = E,}
der orthogonalen Matrizen die orthogonale Gruppe. Ferner heif3t die Menge
S0(n) := {A € O(n) : detA =1}

der Drehungen die spezielle orthogonale Gruppe. Beides sind Untergruppen
der allgemeinen linearen Gruppe G£(n). Man beachte, dass die
Spiegelungen keine Gruppe bilden konnen, da z.B. die Verknupfung zweier
Spiegelungen eine Drehung ist.
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Section 10.4
Eigenwerte



DEFINITION UND BEISPIELE

Definition 10.41
Seien V ein K-Vektorraum und S : V — V linear. Dann heifit A € K Eigenwert
von S, falls es einv e Vmitv# 0und

Sv=Av
gibt. In diesem Fall heil’t v Eigenvektor zum Eigenwert . Die Menge
Eigs(\) == {ve V:Sv= v}
heil’t Eigenraum zum Eigenwert A

Der Eigenraum Eigg(\) enthalt also alle Eigenvektoren zum Eigenwert X und
0. Man kann leicht zeigen, dass Eigs(\) ein Unterraum von V ist.

Im folgenden werden wir wie ublich eine Matrix A € M(n, n) mit der
linearen Abbildung L : K" — K" identifizieren. In diesem Sinne sprechen
wir von Eigenwerten X\ der Matrix A, wenn diese Eigenwerte von La sind.
Analoges gilt fir Eigenvektoren und Eigenraume.
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BEISPIEL

Wir betrachten die Matrix

()0

d.h. A1 := 2 ist ein Eigenwert von A und e, ein zugehaoriger Eigenvektor. Es gilt
ferner

Dann gilt dann

Eig,(M\1) == {te1 : t € R}.

Analog kann man “ablesen”, dass X; := —1 ein Eigenwert mit Eigenvektor e,
von A ist.
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EIGENWERTE VON DIAGONALMATRIZEN

Das obige Beispiel lasst sich leicht auf grofRere Diagonalmatrizen
ubertragen. Das folgende Lemma halt das Ergebnis fest.

Lemma 10.4.2
Sei D € M(n,n) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen dn, ..., dn. Dann
ist jedes d; ein Eigenwert von D mit Eigenvektor e;.
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EINE ERSTE CHARAKTERISIERUNG VON EIGENWERTEN

Lemma 10.4.2 ergibt eine einfache, hinreichende Bedingung fur die
Eigenwerte einer Diagonalmatrix D. Doch sind dies alle Eigenwerte von D?

Um diese Frage zu beantworten beginnen wir mit dem folgenden Lemma.

Lemma 10.4.3
Sei A € M(n,n) und X\ € K. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i). Xist Eigenwert von A.

ii). Die Matrix A — \E, ist nicht invertierbar.
iii). det(A — AEn) = 0.
In diesem Fall gilt Eig,(\) = ker(A — \Ep).
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BEWEIS

i) < ii). Nach Definition ist X Eigenwert, falls es ein v € K" \ {0} gibt mit
Av = Av. Dies ist aquivalent zu ker(A — X\E,) # {0}. Nach Korollar 9.510 ist
dies wiederum aquivalent zu der Nicht-Invertierbarkeit von A — AE,.

ii) < iii). Dies folgt direkt aus Satz 9.6.4.

Die Formel fur Eig,()) ist offensichtlich.
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EIGENWERTE VON TRANSPONIERTEN UND INVERSEN MATRIZEN

Korollar 10.4.4

Sei A € M(n,n)und X ein Eigenwert von A. Dann ist A auch ein Eigenwert
von A" Im Fall A € GL(n) gilt zudem X\ # 0 und X~ ist dann ein Figenwert
von A~
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BEWEIS

Wegen det B = det B' und £}, = E, gilt
det(A" — AE,) = det(A — AE,)" = det(A — AE,) = 0.
Damit ist A Eigenwert von AT nach Lemma 10.4.3.

Ware A = 0, so ware ker A = ker(A — 0E,) # {0}, was wegen A € GL(n)
unmoglich ist. Sei nun v ein Eigenvektor zu A, d.h. Av = Av. Dies impliziert

v=A"T"\v) = "y

und dies impliziert A=lv = A7 v.
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BEISPIELE

Wir betrachten jetzt die Matrix

3 0 0
A=10 4 0
0 0 1
Fir A € R gilt dann
3 0 0 A0 O 3—A 0 0
det(A—XEs)={|0 4 ofl—-|0 A O ‘:‘ 0 4—Xx 0
0 0 1 0 0 A 0 0 T—A

=B-=A)E-=-XN0-N).

Damit ist die Funktion A — det(A — AE3) ein Polynom dritten Grades.
Insbesondere kann es keine weiteren Eigenwerte als die schon bekannten 3,
4 und 1 geben, da Polynome dritten Grades maximal drei Nullstellen haben.
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BEISPIELE

Ferner gilt AT = A, und damit hat AT natirlich auch die Eigenwerte 3, 4 und 1.
Die Matrix A ist ausserdem invertierbar mit

1/3 0 0
A= 0 14 0
0 0 1

und eine analoge Uberlegung zusammen mit dem obigen Korollar zeigt dass
1/3,1/4 und 1 die einzigen Eigenwerte von A~ sind.
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BEISPIELE

Wir betrachten jetzt die Dreh-Matrix

D . [<os® —singp
7 \sing  cosp

Dann gilt

| [ cos(p) — A —siny _ 2, .
det(Dy, — AEy) = ’ < in cos(2) — )\) ‘ = (cos(p) — A)" +sin’ .

Uberpriifen zeigt, dass das reelle Polynom A — det(D, — \E;) vom Grad 2
die beiden komplexen Nullstellen
M2 1= cos p + isinp = eF?

hat. Insbesondere hat die Matrix D, in der Regel keine reellen Eigenwerte,
sondern nur zwei komplexe Eigenwerte.
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CHARAKTERISTISCHES POLYNOM

Der folgende Satz verallgemeinert die obigen Beobachtungen.
Theorem 10.4.5
Sei A € Mxk(n,n). Dann ist die Funktion
Pa : K—=K
A — det(A — AEp)

ein Polynom vom Grad n. Es heifst das charakteristische Polynom von A und
es gilt fiir seine Darstellung pa(X) = >1, brAk:

bn = (=1)"
bp—1 = (=1)"""spurA
by = detA,

wobei spurA := 371 | a; die Spur von A heifit.
Einfaches Nachrechnen zeigt, dass fur A, B € M(n,n) gilt
spur(AB) = spur(BA). (10.41)
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BEWEIS

Wir erinnern an die allgemeine Berechnungsformel (9.612) fiir
Determinanten, d.h.

detB = Z signo - by ¢y bno(n) -

oESp

Fir B:=A — XEy, 0 € Spund i € {1,...,n} haben wir dann

{a,,- ~ X fallso(i) =i
(1)

b o(i) =
Qj,o (i) sonst.

s

Damit ist G, (A) := by oy - -+ - - bn,o(ny €in Polynom vom Grad |{i : o(i) = i}|.
Dies ergibt sofort deg pa < n. Ferner hat nur das Polynom

GalA) = (an = A) -+ (am = 3)

den Grad n, so dass auch deg pa = n folgt. Wegen signid = 1 gilt dann auch
die Formel fur by.

Die Formel by = detA folgt flir A = 0 und die Formel fiir b,y wird hier nicht
bewiesen.
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ANZAHL DER EIGENWERTE

Da Polynome vom Grad n maximal n Nullstellen haben konnen, erhalten wir
sofort das folgende Korollar, das die Anzahl von Eigenwerten nach oben

begrenzt.

Korollar 10.4.6
Sei A € M(n,n). Dann hat A hochstens n verschiedene Eigenwerte.
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ALGEBRAISCHE UND GEOMETRISCHE VIELFACHHEITEN

Nullstellen eines Polynoms konnen auch mehrfach auftreten. Die folgende
Definition berlcksichtigt dies.

Definition 10.4.7

Sei A € Mk(n,n) und X € K ein Eigenwert von A. Dann ist die algebraische
Vielfachheit alg,(\) von X die Vielfachheit der Nullstelle des
charakteristischen Polynoms pa. Ferner heifst

geo, () := dim Eig, (\)
die geometrische Vielfachheit von .

Offensichtlich gilt 1 < alg,(A\) < nund 1 < geo,(A) < n. Sind ferner
A1, ..., Am alle Eigenwerte von A, so gilt

m
> alg,(A) <n (10.4.2)
i=1

wobei in R nicht die Gleichheit gelten muss, wie wir am Beispiel der
Drehmatrizen gesehen haben. Im Fall K = C gilt jedoch Gleichheit in (10.4.2),
da pa in n Linearfaktoren zerfallt, siehe Satz 2.7.5.
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BEISPIEL

Um die beiden Konzepte zu illustrieren, betrachten wir die Matrix

17 1
A= <0 1) . (10.4.3)
OR[N

Damit hat hat der Eigenwert A = 1 die algebraische Vielfachheit 2. Ferner gilt

Dann gilt
= (1— X)P.

dim Eig, (1) = dim ker(A — E;) = dim ker (g 2)) =1,

wobei die letzte Identitat z.B. leicht aus der Dimensionsformel aus Satz 9.5.4

und rang g 2) = 1folgt. In diesem Beispiel haben wir also
geo,(A) <alg,(A).
. . . 0 O . .
Andererseits haben wir z.B. fir A = <O O) den Eigenwert A = 0 mit

alg, (0) = geo,(0) = 2. 190



AHNLICHE MATRIZEN

Haben wir eine Basis B, die aus Eigenvektoren vy, ...,v, € K" der Matrix
A € Mx(n,n) besteht, so finden wir eine besonders einfache Matrix, die die
Abbildung L, : K" — K" darstellt. Wir betrachten dazu die n x n Matrix

Si=(V1,...,Vn).

Es gilt rang S = n und damit haben wir S € G£(n) nach Korollar 9.5.6. Fur
Jj=1,...,n seiferner \; der Eigenwert zu v;, d.h. wir haben

AVI’:)\J‘VJ‘, j:1,...,n.
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AHNLICHE MATRIZEN

Betrachten wir ferner die Diagonalmatrix

A1 0

so gilt
AS = (Avi,...,Avn) = (MVa,..., AaVn) = SA.
Mit (9.314) und (9.316) zeigt dies
A=STAS = TZATE = MB(La), (10.4.4)

d.h. die durch A beschriebene Abbildung Lx hat in der Basis B die
darstellende Matrix A.
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AHNLICHE UND DIAGONALISIERBARE MATRIZEN

Diese Beobachtungen inspirieren die folgende Definition.

Definition 10.4.8
Zwei Matrizen A, B € M(n, n) heilen ahnlich, wenn es ein S € GL£(n) gibt mit

B=S"'AS.
Die Matrix A heilt diagonalisierbar, falls es ein S € G£(n) gibt, so dass
ST'AS
eine Diagonalmatrix ist.

Die Ahnlichkeitsrelation auf M(n, n) ist, wie man leicht Uberprift, eine
Aquivalenzrelation. Die diagonalisierbaren Matrizen sind genau die Matrizen,
die zu einer Diagonalmatrix ahnlich sind.
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CHARAKTERISIERUNG DIAGONALISIERBARER MATRIZEN

Unsere obigen Betrachtungen fuhren zu der folgenden Charakterisierung
diagonalisierbarer Matrizen.

Theorem 10.4.9
Eine Matrix A € M(n, n) ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis

B gibt, die aus Eigenvektoren von A besteht.
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BEWEIS

Gibt es eine Basis aus Eigenwerten, so zeigt (10.4.4), dass A diagonalisierbar
ist.

Ist umgekehrt A diagonalisierbar, so gibt es ein S € G£(n) und eine
Diagonalmatrix A € M(n,n) mit ST'AS = A, d.h.

AS = SA.
Seien nun vy, ..., Vv, die Spaltenvektoren von S, d.h. S := (v1,...,Vv,). Dann
gilt
(Avi,...Avy) =AS=SA = (Ava,..., AnVn) .
Damit sind v4,. .., Vv, Eigenvektoren von A. Da S invertierbar ist, spannen
nach Korollar 9.5.6 die Vektoren v4,. .., v, einen n-dimensionalen Unterraum

von K" auf und damit sind sie nach Korollar 9114 eine Basis.
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EIGENSCHAFTEN AHNLICHER MATRIZEN

Der folgende Satz vergleicht das Eigenwertverhalten ahnlicher Matrizen.

Theorem 10.4.10
Seien A,B € M(n,n) und S € GL(n) mit B = S™'AS. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

i). Aund B haben die gleichen charakteristischen Polynome.

ii). Aund B haben die gleichen Eigenwerte X1, ..., Am und es gilt
alg,(\) = algg(\) furallei=1,...,m.

iii). v € Vist genau dann ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X;, wenn
w := S~ v ein Eigenvektor von B zum Eigenwert \; ist.

iv). Es gilt geo,(A\i) = geog (X)) flrallei="1,...,m.
v). Es gilt det A = det B und spur A = spur B.
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i). Es gilt
ps()\) = det(B — AE,) = det(S™'AS — AE,) = det(S™'(A — AE,)S)

= det S~ det(A — AE,) det S
= det(S7'S)pa(N)
= pa(A).

ii). Folgt sofort aus i).

iii). Ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert )\;, so gilt

Bw=STASSTlv=ST"Av=ST"(\Vv) = AST v = \w.

Die umgekehrte Implikation folgt aus der Vertauschung der Rollen von A und
BmitS :=5"".
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iv). In iii) hatten wir

S™'(Eig,(\)) = Eigg(\)
gesehen. Damit definiert S~' durch Restriktion einen Isomorphismus
Eig,(\i) — Eigg(A;) und Korollar 9.2.8 zeigt dann die Behauptung.

v). Die Aussage fiir die Determinante folgt aus i) mit A = 0. Die Aussage fiir
die Spur folgt aus

spur B = spur(S™'AS) = spur(ASS™") = spurA

wobei wir (10.41) fiir die Matrizen S~" und AS benutzt haben.
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INTERPRETATION

Ist T:V — Veine lineare Abbildung und sind A und A’ zwei endliche Basen
von V, so gilt nach (9.316)

M4/ (T) = TAMAM)(T4) ™,
d.h. fiir S := (T4,)~" = T4  haben wir
M4 (T) = ST'MA(N)S
Mit anderen Worten sind verschiedene Darstellungsmatrizen des gleichen
Operators T ahnlich zueinander. Satz 10.410 ermoglicht es daher,
Determinanten, Spuren, charakteristische Polynome und algebraische

Vielfachheiten auch flr lineare Abbildungen zwischen
endlich-dimensionalen Vektorraumen zu definieren.

Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenraume und geometrische Vielfachheiten
sind dagegen ohne den Umweg Uber Matrizen direkt definierbar.
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ALGEBRAISCHE UND GEOMETRISCHE VIELFACHHEITEN

Theorem 10.4.11
Sei A € M(n,n). Dann gelten die folgenden Aussagen:

i). Ist X ein Eigenwert von A, so gilt
1< geoy(A) < algy(A) <n.
ii). Ist A diagonalisierbar, dann gilt

geo, () = alg,(N) (10.4.5)

fur alle Eigenwerte X von A gilt. Zerfdllt pa zusatzlich in Linearfaktoren,
so gilt auch die umgekehrte Implikation.

iii). Sind w,...,vm Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
A,y Am, SO sind vi, ..., v linear unabhdngig.
iv). Haben wir paarweise verschiedene Eigenwerte i, ..., Am und

B; C Eig,())), so dass jedes B; aus linear unabhangigen Vektoren
besteht, so besteht B := B, U --- U By, aus linear unabhdngigen
Vektoren.
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i). Wir fixieren einen Eigenwert Ao von A und wahlen eine Basis vi, ..., Vvm von
Eig,(Ao). Dies ergibt

m = geo,(Ao) .
Nun erganzen wir v, ..., Vn zU einer Basis B und schreiben S := L4. Dann ist
die darstellende Matrix von S bezuglich der Basis B von der Block-Gestalt

Dy, A
B:=Mz(S)=( _° :
B( ) < 0 A/)
wobei D € M(m, m) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen

(Mos---,Ao) € K™istund A € M(m,n —m)und A’ € M(n —m,n—m)
geeignete Matrizen sind. Ahnlich wie fir obere Dreiecksmatrizen gilt dann

det B =det Dy - detA’ = \J - det A’

und wenden wir dies zur Berechnung des charakteristische Polynoms an, so
erhalten wir
A

b .
ps(A) = ’( *8 g 5 /\En_m> ’ = (Ao —A)" - det(A" — XEn—m).

801



Damit hat pg mindestens m-mal die Nullstelle Ao und da wir psa = ps aus
Satz 10.410 wissen erhalten wir m < alg, (o). Die restlichen Ungleichungen
sind trivial.

iii). Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber m. Fiir den

Induktionsanfang m = 1 ist hierbei nichts zu zeigen. Sei daher die
Behauptung schon fur m — 1 bekannt. Wir nehmen nun aa, ..., an € K mit

m
0=> ay. (10.4.6)
Die Multiplikation mit A — A\ E, ergibt dann

m m—1
0= Za/ (A= AnEn)vy =D o = Amvy) = D o5(X — Am)y)
j=1 j=1 j=1
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann aj(\; — Am) = 0 fur alle
J=1,...,m—"1und wegen X\; # An flrj < m —1folgt dann «;; = 0 flUr alle
j=1,...,m—"1. Einsetzen dieser o; in (10.4.6) ergibt 0 = anvm und da

vm # 0 folgt dann auch am = 0.
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iv). Seien vy, ..., vy, ; die Vektoren von B;. Ferner seien aj; € K mit

m kj
0= Z Z aijVij .

j=1 =1

Wir definieren v; := Z:L ajjvi € Eig, (). Im Fall v; = 0 zeigt die lineare
Unabhangigkeit der vy, ..., vy j sofort ayj = -+ - = a ; = 0. Sind alle v; = 0,
so haben wir also die Behauptung bewiesen. Wir nehmen nun an, dass es
Indizes j mit v; # 0 gibt. Ohne Einschrankung konnen wir dann zusatzlich
{J:v;#0} ={1,...,R} furein 1 < k < m annehmen. Nach unserer
Konstruktion sind die Vektoren vy, ..., v, dann Eigenvektoren zu A1, ... g
und wir haben

m R R
0= E Vi = E Vi = E ﬂ,vj.
=1 = =1

mit B; := 1% 0. Dies widerspricht der linearen Unabhangigkeit von v4, ..., v,
die wir aus iii) wissen.
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ii). Im folgenden bezeichnen \i,..., A\n die paarweise verschiedenen
Eigenwerten von A.

Ist A diagonalisierbar, so existiert nach Satz 10.4.9 eine Basis aus
Eigenvektoren. Damit gilt -7, geo,(A) = n. Aus D7 alg,(A) < nund i)
folgt dann die Behauptung.



Wir nehmen nun umgekehrt an, dass pa in Linearfaktoren zerfallt und dass
(10.4.5) gilt. Dann folgt

m
D alg,(y) =n. (10.4.7)
j=1
Wahlen wir jetzt Basen B; von Eig,(;), dann haben wir nach Voraussetzung
zudem
IBj| = geo, () = alg,(X) (10.4.8)
furallej=1,..., m. Ferner zeigt iii), dass B := By U --- U By, aus linear

unabhangigen Vektoren besteht. Ausserdem ergibt die Kombination von
(10.4.7) und (10.4.8)

Bl = alg,(\) =n.
j=1

Damit ist B eine Basis von K", die nach Konstruktion aus Eigenvektoren von
S besteht. Satz 10.4.9 zeigt daher, dass A diagonalisierbar ist.
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SPUR UND DETERMINANTE FUR DIAGONALISIERBARE MATRIZEN

Das folgende Korollar folgt direkt aus Satz 10.410 und den Formeln flr
Spuren und Determinanten von Diagonalmatrizen. Wegen Satz 10.411 ist es
in der Formulierung egal, welche Vielfachheiten wir betrachten.

Korollar 10.4.12
Sei A € M(n,n) diagonalisierbar und Ay, ..., Ay alle Eigenwerte von A
inRlusive ihrer Vielfachheiten. Dann gilt:

n
spurA = Z A,
j=1

n
detA=]]N-
j=1
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BEISPIEL

Als Beispiel betrachten wir nun die Matrix

3 2 0
A=]-3 -2 0
-3 =3 1

Durch nachrechnen erhalt man dann
pa(A) = X-(1—A), A ER,
und insbesondere zerfallt p, in Linearfaktoren. Setzen wir Ay := 0 und
X :=1, s0 sehen wir also
alg,(M\) =1 und alg, (M) =2.

Um den Eigenraum Eig, (A1) von A\; zu bestimmen, mussen wir das 3 x 3
Gleichungssystem Ax = (A — A\1E3)x = 0 losen. Dies ergibt
—2
Eig,(M)=R | 3
3
und insbesondere also geo, (A1) = alg,(A\1).
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BEISPIEL

Analog mussen wir zur Bestimmung von Eig,(\;) das 3 x 3
Gleichungssystem (A — Es)x = 0 l6sen. Dies ergibt

—1 0
Eig,(\) =R | 1 | +R |0,
0 1

wobei die letzten beiden Vektoren linear unabhangig sind. Dies ergibt dann
geo,(A2) = alg,(X2). Nach ii) von Satz 10.411 ist A daher diagonalisierbar und
iv) von Satz 10.411 zeigt, dass

=7 =1 0
31,1 171,10
3 0 1
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BEISPIEL

so erhalten wir mit (10.4.4)

M 0 0
sTAS=10 x 0=
0 0 X\

o O O
o = O
- O O
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BEISPIEL

Betrachten wir noch einmal die Matrix

A (17 7
0 1
so hatten wir schon hinter (10.4.3) gesehen, dass A = 1 ein Eigenwert von A
mit
geo, (1) = 1< 2 =alg,(1)

ist. Daher kann A nach Satz 10.411 nicht diagonalisierbar sein.
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JORDAN-BLOCKE

Quadratische Matrizen A € M(n,n), mita; =Aund a;j;y =1und a; =0
sonst heilRen Jordan-Blocke. Die obige 2 x 2-Matrix ist ein Jordan-Block mit

A=1und
A1 0 0 O
0O X 1T 0 O
A=10 0 X 1 O
0 0 0 X 1
0O 0 0 0 X

ist ein 5 x 5-Jordan-Block. Man kann zeigen, dass jede Matrix zu einer Matrix
ahnlich ist, die aus Jordan-Blocken und einer Diagonalmatrix besteht.
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Section 10.5
Symmetrische und hermitesche
Matrizen



MOTIVATION UND DEFINITION

Wir hatten in Kapitel 4 gesehen, dass eine Matrix genau dann
diagonalisierbar ist, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren gibt. Bis jetzt
hatten wir aber keine einfachen Kriterien kennengelernt, um zu Uberprifen,
ob eine Matrix diagonalisierbar ist. Auerdem haben wir gesehen, dass
Orthonormalbasen einige Vorteile gegentuber anderen Basen haben. Es ware
also sicher interessant zu wissen, wann wir eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren erwarten konnen. Die folgende Definition wird fur diese
Fragen eine zentrale Rolle spielen.
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DEFINITION

Definition 10.5.
Eine Matrix A € Mxk(n, n) heilt:

1. symmetrisch, falls K = R und AT = A gilt.
2. hermitesch, falls K = C und A' = A gilt.

Ist A eine reelle, symmetrische Matrix, so gilt A = A und damit auch A=A
Fasst man reelle symmetrische Matrizen als komplexe Matrizen auf, so sind
diese also hermitesch. Im folgenden werden wir uns daher haufig auf
hermitesche Matrizen beschranken.
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BEMERKUNGEN

Ist eine Matrix A € Mxk(n, n) hermitesch, so gilt fur die dargestellte
Abbildung S := L4

§ =Ly =y — S,
siehe (9.3.7). Haben wir umgekehrt eine selbstadjungierte Abbildung,
d.h. eine lineare Abbildung S : K" — K" mit S* = S, so zeigt eine analoge
Rechnung, dass A := M(S) hermitesch ist. Hermitesche Matrizen sind also
genau die Matrizen, die selbstadjungierte Abbildungen darstellen. Im Fall
K = C werden solche Abbildungen auch hermitesch genannt.

Nach Lemma 9.3.5 gilt flir hermitesche Matrizen A
v, A%) = Ay, X) = (Av,X), x,y €K, (10.51)

und durch Betrachtungvon x = e; und y = e flr alle i,j = 1,...,n sieht man
leicht, dass diese Gleichung hermitesche Matrizen charakterisiert.

Fir hermitesche Matrizen A € M(n,n) gilt
a”:a”’ i:1,...7n,

d.h. ihre Diagonaleintrage sind immer reell.
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BESPIEL

SchlieBlich betrachten wir noch das Beispiel

A::< 2 1+i>_
1—1 1

Dann gilt

d.h. A ist hermitesch.
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SPEKTRALSATZ

Der folgende Satz untersucht die Eigenwerte und zugehorigen Eigenraume
hermitescher Matrizen.

Theorem 10.5.2
Sei A € M(n,n) hermitesch und \i,..., Am € C die Eigenwerte von A. Dann
gelten die folgenden Aussagen:
i). Alle Eigenwerte sind reell, d.h. \i,..., Am € R.
ii). Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal
zueinander, d.h. fur A # X; gilt

Eig, (A1) L Eiga(X).-

Komplexe Matrizen haben immer n Eigenwerte, wenn man die algebraischen
Vielfachheiten berticksichtigt. Fassen wir eine symmetrische Matrix als
hermitesche Matrix auf, so hat diese daher n komplexe Eigenwerte, die nach
Satz 10.5.2 sogar reell sind. Symmetrische Matrizen haben also immer n reelle
Eigenwerte, wenn man die algebraischen Vielfachheiten berticksichtigt.
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BEWEIS

i). Seiv € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert X von A. Dann gilt:
AV, V) = (v, AV) = (v, AV) = (Av,V) = (AV, V) = \(V, V).

Wegen (v,v) > 0 folgt A = X\, d.h. X € R.

ii). Seien v ein Eigenvektor zum Eigenwert \; und w ein Eigenvektor zum
Eigenwert ;. Nach i) wissen wir A\; = \; und damit folgt

(N = N (v, w) = (Av, w) — (v, Ayw) = (Av, w) — (v, Aw)
= (v,Aw) — (v, Aw)
=0,

wobei wir im vorletzten Schritt (10.5.1) ausgenutzt haben. Wegen A; #
erhalten wir dann (v, w) = 0.
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ONB AUS EIGENVEKTOREN

Ist A € M(n,n) eine hermitesche Matrix mit geo,(A;) = alg,(\) fur alle
paarweise verschiedenen Eigenwerte \q,..., Am von A, so konnen wir mit
Satz 10.5.2 leicht eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A
konstruieren. Dazu mussten wir lediglich Orthonormalbasen B; fur allen
Eigenrdume Eig,();) konstruieren. Nach Satz 10.5.2 ist dann B; U - - - U B ein
Orthonormalsystem und wegen

m m

D OIBI = geo,(N) = ZalgA(/\f) =n

i=1 i=1

ist dieses System auch eine Basis.
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SPREKTRALSATZ

Der folgende Satz, der als Spektralsatz bekannt ist, zeigt insbesondere, dass
diese Konstruktion fur alle hermiteschen Matrizen moglich ist.

Theorem 10.5.3
Sei A € M(n, n) hermitesch. Dann gilt:

i). Es gibt n reelle Eigenwerte \i, ..., \n von A wobei algebraische
Vielfachheiten berticksichtigt sind.

ii). Es gibt eine Orthonormalbasis v, . .., v, von K", so dass jedes v;
Eigenvektor zum Eigenwert \; ist.

ii). Die Matrix S := (v1,...,Vy) ist orthogonal/unitdr und A ist
diagonalisierbar mit
A 0
5'AS = . (10.5.2)
O )\n

iv). Fiir alle x € K" gilt

n
Ax = Z i (vi, XV
PP

820



i). Dies haben wir bereits nach Satz 10.5.2 festgestellt.

ii). Wir zeigen die Behauptung durch Induktion Gber n, wobei fiir den
Induktionsanfang n = 1 die Aussage trivial ist.

Fir den Induktionsschritt von n — 1 nach n nehmen wir an, dass ii) fir n — 1
wahr ist. Sei nun v, ein Eigenvektor zum Eigenwert \;. Wir erganzen diesen zu
einer Orthonormalbasis vi, wa, ..., W, von K". Dann ist R := (w4, Wa, ..., Wy)
nach Satz 10.3.8 orthogonal/unitar. Wir setzen B := R'AR. Dann ist B wegen
B'=(RT-A-R) =RA(R) =R'AR=B

hermitesch. Ferner gilt

Be; = ETARQW = ETAW = ET()\1V1) S )\1ETV1 = \16q 9
wobei wir Re; = v4 und damit auch ﬁva =R 'vy = ¢; nach Satz 10.3.8
ausgenutzt haben. Damit ist B von der Blockform

A0
B=("" ],
0 A
wobei A" € M(n —1,n — 1) eine hermitesche Matrix ist.
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Nach der Induktionsannahme gibt es dann eine Orthonormalbasis V3, ..., Vv,
von K"~ die aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten A, ..., A, von A’
besteht. Die Matrix Sy := (v5,...,V;) ist dann nach Satz 10.3.8
orthogonal/unitdr und es gilt

5 =5
Damit zeigt (10.4.4)
A 0
7T ’
SA'S, = .
0 Al
Wir setzen nun im Sinne von Blockmatrizen

T::1O.
0 S

Nach Konstruktion sind dann die Spaltenvektoren von T eine
Orthonormalbasis von K". Damit ist T orthogonal/unitar und nach Lemma
10.3.7 ist dann auch S := RT orthogonal/unitar. Sind v4,. .., v, die
Spaltenvektoren von S, so bilden diese nach Satz 10.3.8 eine

Orthonormalbasis von K". o



Ferner zeigt Nachrechnen

M 0 ... 0
=T =T =T 0 X 0
SAS=RTART=TBT=| . | =A,
0 0 ... X

d.h. wir haben SA = AS. Fur i > 2 zeigt dies wiederum
Av; = ASe; = SAe; = SX\je; = \/v;,
d.h. A\l ist ein Eigenwert von A und v; ist ein zugehoriger Eigenvektor.
iii). Die Orthogonalitat von S folgt direkt aus ii) und Satz 10.3.8, der auch

5 — 5T zeigt. Nach Satz 10.4.9 und ii) ist A diagonalisierbar und (10.4.4)
zeigt (10.5.2).

iv). Fur x € K" gilt x = 37, (v, x)v;. Eine einfache Rechnung zeigt dann
n n
AX :A(Z(v,-,x)v,) = Z Vi, X)Av; = ZA Vi, X)Vi,
i= i

da v; Eigenvektor zum Eigenwert ), ist.
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BEISPIEL

Im folgenden betrachten wir die symmetrische Matrix

FUr diese Matrix ist das charakteristische Polynom
pa(A) = (A=A +4)(A=-3), AER,

und damit sind die Eigenwerte Ay :=1, A\, := —4 und \; := 3. Losen der
Gleichungssysteme zugehorigen (A — \jE,)x = 0 ergibt die normierten
Eigenvektoren

1 -3
vi=— o hi=— |5 V=
VN b SRVECH BRVATH O
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BEISPIEL

Diese bilden eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A und fur

S:=(w,,v) =

o o5
o818l
Sfushsh

gilt

S'AS =

o O =
<=
~
w O O
\—/
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POSITIV DEFINITE MATRIZEN

Im Folgenden wollen wir uns mit hermiteschen Matrizen, deren Eigenwerte
alle positiv sind, naher beschaftigen. Wir beginnen mit der folgenden
Definition.

Definition 10.5.4
Sei A € M(n,n) eine hermitesche Matrix. Dann heif3t A positiv semi-definit,

falls fur alle v e K" gilt
(v,Av) > 0.

Gilt fur alle v e K" mit v # 0 sogar
(v,Av) >0,

so heiRt A positiv definit.
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BEMERKUNGEN

Eine hermitesche Matrix A heit negativ (semi)-definit, falls —A positiv
(semi)-definit ist. Matrizen, die weder positiv noch negativ semi-definit sind,
heiBen indefinit. In diesem Fall gibt es also v,w € K" mit

(v,Av) <0 und (w,Aw) > 0.
Die Einheitsmatrix E, ist positiv definit. Ist allgemeiner D eine
n x n-Diagonalmatrix, so ist diese positiv semi-definit, genau dann wenn

alle Diagonaleintrage nicht-negativ sind, d.h. d; > 0 furallei =1,...,n.
Ferner ist D positiv definit, genau dann wenn d; > 0 furalle i =1,...,n gilt.
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CHARAKTERISIERUNG

Der folgende Satz verallgemeinert diese Beobachtung mit Hilfe der
Eigenwerte.

Theorem 10.5.5
Sei A € M(n, n) hermitesch. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:
i). Aist positiv semi-definit.
ii). Alle Eigenwerte \i, ..., An von A sind nicht-negativ, d.h. X\; > 0 fiir alle
A=T1,...,n

Eine analoge Charakterisierung, bei der alle Eigenwerte \; > 0 erfullen, gilt

fUr positiv definite Matrizen. Offensichtlich ist eine Matrix genau dann
indefinit, falls es Eigenwerte A; > 0 und \; < 0 gibt.
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i) = ii). Sei v Eigenvektor zum Eigenwert \. Dann gilt
v, v) = (v, Av) = (v,Av) > 0.

Aus v # 0 folgt dann A > 0.

ii) = i).Seivi,...,v, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A gemaf
Satz 10.5.3. Fir v € K" gilt dann nach Satz 10.5.3

n
Av = Z Vi, V)Av; = Z)\ Vi, V
i=1

829



Insgesamt ergibt dies

n n n n

(v,Av) = <Z(v,-,v)v,,2)\,<v,-,v)vj> =3 v v)vi, MV, V)

i=1 j=1 i=1 j=1

wobei wir im letzten Teil \; > 0 ausgenutzt haben.
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POSITIV DEFINITE MATRIZEN SIND INVERTIERBAR

Korollar 10.5.6

Sei A € M(n,n) eine positiv definite Matrix, A1, ..., A die Eigenwerte von A
und S eine Matrix aus Eigenvektoren gemay3 Satz 10.5.3. Dann ist A
invertierbar und es gilt

AT'=S S. (10.5.3)
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BEWEIS

Wie nach Satz 10.5.5 bemerkt gilt A4, .

.., An > 0. Damit ist die Diagonalmatrix

in (10.5.3) definiert. Ferner gilt mit S' = S~' und (10.5.2)

AT =5

=5

- 55
—F

A1

0
A1

0

0

An
0

An

Die Identitat A~'A = E, kann analog gezeigt werden.
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BEISPIELE

Das folgende Lemma zeigt eine wichtige Methode, positiv semi-definite
Matrizen zu erzeugen.

Lemma 10.5.7
Sei A € M(m,n). Dann sind die Matrizen

B:=AAe M(n,n),
C:=AA € M(m,m)

positiv semi-definit. Ferner ist A > 0 ein Eigenwert von B genau dann, wenn
X ein Eigenwert von Cist. Fur v € Eigg(X) gilt in diesem Fall Av € Eig(\) und
analog gilt fur w € Eig()) auch Aw e Eigg (). Schlieflich gilt

ker B = ker A und ker C = ker A .
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BEWEIS

Esgilt B' = (A'A)" = A'A = B, d.h. B ist hermitesch. Fir v € K" gilt ferner
(v, Bv) = (v,A Av) = (AV,AV) > 0,

—T
wobei wir im zweiten Schritt A' = A benutzt haben. Die Aussage fir C folgt
aus der Aussage fiir B durch Betrachtung von A’ := A

Sei nun A > 0 ein Eigenwert von B und v € K" ein zugehoriger Eigenvektor,
d.h. A Av = Av. Dann gilt w := Av # 0, denn sonst hatten wir A\v = Aw =0,
was A > 0 und v # 0 widerspricht. Ferner haben wir

Cw = AA'Av = AXV = MV = w.
Durch Betrachtung von A" := A' erhalten wir wieder die umgekehrten
Aussagen.
Sei nun v € ker B, d.h. A'Av = 0. Dies ergibt

(Av,AV) = (v,A'AV) = 0,

und damit folgt Av = 0, d.h. v € kerA. Ist umgekehrt v € ker A, so folgt
Bv=AAv=A0 = 0. Die zweite Identitit folgt wieder aus der ersten durch
Betrachtung von A’ := A
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SINGULARWERT-ZERLEGUNG

Wir haben im Spektralsatz 10.5.3 gesehen, dass hermitesche Matrizen durch
einen Wechsel auf eine geeignete Orthonormalbasis auf Diagonalform
gebracht werden konnen. AuBerdem haben wir in Satz 9.5.9 gesehen, dass es
zu jeder Matrix A € M(m, n) zwei invertierbare Matrizen S € M(m, m) und

T e M(n,n) mit
SAT ' = (E” O>
0 O

gibt, wobei r = rang A gilt und die Matrizen S und T geeignete
Basiswechselmatrizen S := Tg, und T:= TZ sind. Der folgende Satz, der als
Singularwert-Zerlegung bekannt ist, zeigt, dass wir Sund T “im
wesentlichen” als orthogonal/unitar wahlen kénnen.
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SINGULARWERT-ZERLEGUNG

Theorem 10.5.8
Sei A € M(m,n) und r:=rangA. Dann gibt es orthogonale/unitdre Matrizen
Ue M(m,m)undV e M(n,n) und eine Matrix £ € M(m,n) von der Form

)::DO7
0 0

wobei D € M(r,r) eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonaleintragen ist,
so dass gilt

A=USV .
Sind ferner M\, ..., \r die positiven Eigenwerte von ZTA, so hat D die
Diagonaleintrdge \)/? N2

1 5y
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BEMERKUNGEN

Sind w, ..., Vv, die Spaltenvektoren von V und us, ..., um die von U, so bilden
beide Familien eine Orthonormalbasis von K", bzw. K™. Wegen Ve, = v;
haben wir ferner e; = V~'v; = VT\/,- und die Singularwert-Zerlegung ergibt fur
i=1...,r

Av; = UZVTV,’ = UXe; = Uojej = oijl; (10.5.4)

wobei die Diagonaleintrage o; := /\7/2 von D die Singularwerte von A heiRRen.
Modulo der Skalierung mit den Singularwerten, werden also die ersten r
Basiselemente v; auf die ersten r Basiselemente u; abgebildet.
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Wir setzen B:=A'A € M(n, n). Da diese Matrix nach Lemma 10.5.7
hermitesch ist, gibt es nach dem Spektralsatz 10.5.3 eine
orthogonale/unitare Matrix V € M(n,n) und eine Diagonalmatrix
A € M(n,n) bestehend aus den Eigenwerten von B mit

VBU=A. (10.5.5)

Durch Sortieren der Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren konnen wir

dabei A auf die Gestalt
0 0

bringen, wobei die Diagonaleintrage Ay, ..., A der Diagonalmatrix
Az € M(r',r') alle ungleich 0 sind. Nach der Bemerkung nach Satz 10.5.5
sind diese Diagonaleintrage dann alle positiv und mit Lemma 9.5.8 gilt

r=rangA=rangA=r".

Wir schreiben D := A7, d.h. D € M(r, r) ist die Diagonalmatrix mit den
Eintragen A/ N2,

1 9y
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Seien nun v, ..., Vv, die Spaltenvektoren von V. Wir betrachten die Matrizen
Vii=(Vay .., ve) € M(n,r)yund Vs i= (Vega, ..., Vo) € M(n,n —r).Im Sinne
von Blockmatrizen ergibt dies V = (V4, ;) und (10.5.5) liest sich als

v D 0
()5 v= (2 9. -

Ui :=AViD™" € M(m,r),

Wir definieren nun

wobei D~ € M(r, r) die Diagonalmatrix mit den Eintragen A; /2, ... A7/
ist. Es gilt dann
Ui = (B-ViD ) Aavip~" = 07"V - A AV, D~
=07V - BV;D"
=D"'D’D"
S

wobei wir im vorletzten Schritt (10.5.6) benutzt haben.
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Sind us, ..., u, € K" die Spaltenvektoren von Us, so zeigt diese Rechnung

<U,‘, Uj> = U,Tuj = (S,‘j 9

d.h. uq,...,u, bilden ein Orthonormalsystem in K™. Wir erganzen dieses
durch Vektoren uri1, ..., Uy zu einer Orthonormalbasis von K” und setzen
Up := (Urg, .-, Um) € M(m,m —r).

Dann ist U := (Uq, Us) € M(m, m) nach Satz 10.3.8 orthogonal/unitdr. Unsere
Konstruktion liefert dann

—T —T
A D 0 V‘\ \/1 —T
USV' = (Uy, Us) - A7) = (b, 0)- [ | = uiDv; .
( W 2) (O O) <V2T> ( W ) <V2T> “ W

Ferner haben wir
—T T —T —T —T
UiDVi = AViDT'DVy = AViVi =A(E, — VaVa ) = A— AWV,

wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, dass V4V, die
Orthogonalprojektion auf den von v4,. .., v, aufgespannten Raum ist, siehe
Satz 10.3.3, und diese nach (10.3.5) und (10.3.7) auch durch E, — VLV,
berechnet werden kann.

840



Nun ist Vr41,. .., Vv, nach Konstruktion eine Orthonormalbasis von ker B, und
damit zeigt Satz 10.3.3, dass WY, die Orthogonalprojektion auf ker B
beschreibt. Ferner zeigt Lemma 10.5.7

ker B = kerA'A = ker A

und dies ergibt AV,V;' = 0. Kombinieren wir diese Gleichungen erhalten wir
=T
Uxzv =A
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MOORE-PENROSE PSEUDO-INVERSE

In der Regel haben Matrizen A keine Inverse, und dies gilt insbesondere fur
nicht-quadratische Matrizen. Im folgenden wollen wir untersuchen, ob es
nicht zumindest Matrizen A" gibt, die einige Eigenschaften mit Inversen
Matrizen teilen. Die folgende Definition prazisiert dies.

Definition 10.5.9
Sei A € M(m,n). Dann heillt X € M(n, m) eine Moore-Penrose
Pseudo-Inverse von A, falls die folgenden vier Gleichungen gelten:

AXA = A, (10.57)
XAX = X, (10.5.8)
)" = Ax, (10.5.9)
A) = xA. (10.510)

Istm = nund A € M(n,n) invertierbar, so ist A~' eine Moore-Penrose
Pseudo-Inverse von A, wie man durch Nachrechnen sofort Uberprifen kann.
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EINDEUTIGKEIT DER PSEUDO-INVERSEN

Der folgende Satz zeigt, dass es hochstens eine Moore-Penrose
Pseudo-Inverse zu einer gegebenen Matrix geben Kann.

Theorem 10.5.10
Sei A € M(m,n). Dann gibt es hochstens eine Moore-Penrose

Pseudo-Inverse von A, die wir im folgenden mit AT bezeichnen.
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Wir nehmen an, dass X und Y zwei Moore-Penrose Pseudo-Inverse von A
sind. Mit (10.5.9) und (10.5.8) und gilt dann

XXA = X(AX) = XAX = X
und (10.5.9) und (10.5.7) liefern
AAY = A'(AY) = (AYA) =A'.
Mit (10.5.9) und (10.5.8) ergibt dies

== _

X=XXA = XX A AY = X(AX) AY = XAXAY
= XAY. (10.511)



Ferner gilt mit (10.510) und (10.5.8)
AV'y = (YA) Y = YAY = Y
und (10.510) mit (10.5.7) liefert
XAR' = (XA) A=AXA = (AXA) =A'.
Damit haben wir

XAY = XAA'Y'Y =AYy = (YA) Y = YAY = v,

wobei wir in den letzten beiden Schritten (10.510) und (10.5.8) angewendet
haben. Fiihrt man die letzte Gleichung mit (10.511) zusammen, so ergibt sich
xX=Y.
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PSEUDO-INVERSE VON DIAGONALMATRIZEN

Ist D € M(r,r) eine Diagonalmatrix deren Diagonaleintrage alle ungleich 0

sind, so hat
== (7 b) emm,

die Moore-Penrose Pseudo-Inverse

-1
yh.= (DO 8) € M(n,m).

Dies lasst sich mit Hilfe der Identitaten
D 0 D~" 0 E 0
Y.yl = : ="
(53 (% 3)=(5 &) ermm
D" 0 D 0 E 0
shoy = ] =" ,
(0 55 o) (5 &) et

leicht Uberprifen. Durch die Singularwert-Zerlegung erhalten wir dann den
folgenden Satz.

und
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EXISTENZ DER PSEUDO-INVERSEN

Theorem 10.5.11
Fiir jedes A € M(m, n) existiert die Moore-Penrose Pseudo-Inverse At. Ist
ferner
A=UsV
eine Singuldrwert-Zerlegung von A, so gilt

At = vsiT',

Schlieflich ist AAT : K™ — K™ die Orthogonalprojektion auf ran A.
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Fiir die Existenz von Al reicht es zu zeigen, dass X := VE!U' die
Eigenschaften (10.5.7) - (10.5.10) erfiillt. Dies geschieht durch elementares
Nachrechnen, wobei wir zunachst bemerken, dass

AX = UV VET = uzxiT' (10.512)
und
XA = VvEiUusV' = veisV'
gilt. Dies ergibt zum Beispiel
AXA = USETTUSV = usEisV = sV = A

und XAX = X kann analog gezeigt werden. Ferner gilt

) =X A =USTVVEU =UST = U =Uzen U
= Usx'T'
= AX.

Die Gleichung (10.510) kann wieder analog gezeigt werden.
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Um nun AAT zu untersuchen, sei r := rang A. Mit (10.512) und den Identititen
fur Diagonalmatrizen gilt dann

AT = UzTTU = U (g’ g) U =ul

wobei U; € M(m,r) aus den ersten r Spalten von U besteht. Da U
orthogonal ist, bilden die Spalten von U; ein Orthonormalsystem, das wegen
(10.5.4) in ran A liegt. Da dimranA = rangA = r, sind die Spalten sogar eine
Orthonormalbasis von ran S. Satz 10.3.3 zeigt dann, dass AAT : K™ — K™ die
Orthogonalprojektion auf ran A ist.
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RECHENREGELN

Die Moore-Penrose Pseudo-Inverse erflllt ein Reihe von Rechenregeln. So
gilt zum Beispiel

(A =4 und A =@,
sowie
= —T
(A'A) = AtAT und (a)t = aaf
flr X # 0. Diesen Identitaten lassen sich ebenfalls durch Verifizieren von
(10.5.7) - (10.5.10) beweisen. Sind die Spalten von A linear unabhdangig, so ist
A'A invertierbar und es gilt

—1=T

A= (A'A) A

Im Fall von unabhangigen Zeilen gilt analog
At =2 (a8
SchliefBlich kann man
At = g@O(ZTA +6E)) A = ;@OZT (AR' + 6Em) "
zeigen.
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LOSEN VON GLEICHUNGSSYSTEMEN

Mit Hilfe der Moore-Penrose Pseudo-Inversen lassen sich die Losungen von
linearen Gleichungssystemen leicht beschreiben. Der folgende Satz zeigt
dies.

Theorem 10.5.12
Sei A € M(m,n)und b e K" Hat die Gleichung Ax = b eine Ldsung, so gilt

{xeK":Ax=b} = {ATb+ (E, — ATA)y : y € K"} .
Hat die Gleichung Ax = b keine Lésung, so gilt fiir x* := Atb

0 < [|Ax* — b|| < ||Ax — b]|, xeK".
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BEWEIS

Wir nehmen zunachst an, dass es ein xo € K" mit Axo = b gibt. Sei nun
y € K" und x := ATb + (E, — ATA)y. Dann gilt

Ax = A(ATb + (En — ATA)y) = AATH + Ay — AATAY = AATAX
= AXo
=b.

Dies zeigt die Inklusion “D2".
Ist umgekehrt x € K" mit Ax = b. Firy := x € K" gilt dann

Atb 4+ (B, — ATA)y = ATb + x — ATAx = ATb + x — ATb = x

und damit haben wir auch die Inklusion “C” gezeigt.

Nach Satz 10.511 ist AAT : K™ — K™ die Orthogonalprojektion auf ran A ist.
Fur x € K" erhalten wir dann

|Ax* = bl = ||AAT — b < [|Ax — b

mit Satz 10.3.2.
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Section 10.6
Quadratische Formen



QUADRIKEN

Im folgenden wollen wir die Losungsmengen mehrdimensionaler,
quadratischer Polynome untersuchen, wobei wir uns auf den reellen Fall
konzentrieren. Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 10.6.1
Flir A e M(n,n), b € R" und c € R sei

n

q(x) := (X, AX) + (b,x) + ¢, xeR".

Dann heifl3t
{xeR":q(x)=0}
Quadrik.



QUADRIKEN

Das folgende Lemma zeigt, dass wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit
immer annehmen konnen, dass die Matrix A einer Quadrik symmetrisch ist.

Lemma 10.6.2
Sei A € M(n,n). Dann ist B := (A + AT)/2 symmetrisch und es gilt

{x, AX) = (x, Bx), xeR".
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BEWEIS

Wegen Lemma 935, (A)" = A und der Symmetrie des Skalarprodukts gilt

(x, Bx) = = (x,AX) + %(X,ATX> = %()g AX) + %(AX, X) = (X, AX)

1
2
fur alle x € R". Ferner ist Bwegen B' = (A+A")'/2 = (AT +A)/2=8B
symmetrisch.
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BEISPIELE

Wir wollen uns als nachstes einige Beispiele von Quadriken im R?
anschauen. Wir beginnen mit

q(x) == (ExX) —1=x 4+ -1, He= <;>€R2.
2

Die resultierende Quadrik ist die Einheitssphare:

{xeR:q(x) =0} = {xeR: ¥+ =1}.

. . . 170 .
Betrachten wir stattdessen die Matrix A := <O 2) und das quadratische

Polynom
q(x) == (AX) — 1= + 26 — 1, = <X1> cR?,

so ist die resultierende Quadrik eine Ellipse:
{xeR:q(x) =0} = {xeR*: % + 24 =1}.
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BEISPIELE

Betrachten wir das quadratische Polynom zu der Matrix A := <; 8) dem

Vektor b := < O1> und der Konstante ¢ := 0, d.h.

q(x) :== (,AX) + (b,X) +c =X} — X2, % = <j> ER’,
2
so ist die resultierende Quadrik eine Parabel:
{xeR :q(x) =0} = {xeR :xx =x}.

. . . 17 0 .
Betrachten wir nun die Matrix A := (O 1) und das quadratische Polynom

q(x) == LA —1=xX — x5 —1, % = (?) eR?,
2
so ist die resultierende Quadrik eine Hyperbel:
{xeR :q(x) =0} = {xe R : x4 — x5 =1} .
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BEISPIELE

Ersetzen wir in dem letzten Beispiel die Konstante —1 durch 0, so ergibt sich
das quadratische Polynom

Q(X) S <X7AX> :X$ _X§7 X = <X1> S Rz7
mit der zugehorigen Quadrik
xeR:qx) =0} ={xeR : X =3} = {Xx€R*: [xs| = |xo|},
die aus den beiden Diagonalen besteht.
Als nachstes Beispiel betrachten wir die Matrix A := (8 ?) und das

quadratische Polynom

q(x) == 0LAX) —1=x3 —1, 5 = <?) eR’.
2
Die zugehorige Quadrik ist dann
{xeR:gx)=0} ={xeR :x3=1} = {xeR*: x| =1},

die aus zwei waagerechten Geraden besteht.
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BEISPIELE

Quadriken konnen aber auch leer sein. Ersetzen wir in dem letzten Beispiel
die Konstante —1 durch 1, d.h. wir betrachten das quadratische Polynom

q(x) == (A +1=X+1, = <§1> cR?,
2

so gilt fur die Quadrik

{xeR :q(x) =0} = {xe R’ : x5 = -1} = 0.
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION

Die bisherigen Beispiele hatten immer Diagonalmatrizen A betrachtet, und
das resultierende quadratische Polynom sah deswegen sehr einfach aus. Wir
konnen aber auch kompliziertere Polynome betrachten, z.B.

q(X) == 7X 4 6X5 + 53 — hxiXy — 4XoX3 + 14X7 — 8%, + 10x3 + 6

flr x = (x1,%,x3)" € R%. Setzen wir

7 =2 0 14
A=1]-2 6 =2/|, und b:=1]-8
0 -2 5 10

sowie ¢ := 6, so ergibt sich
q(x) = (X, Ax) + (b,x) + ¢, xeR.

Diese Darstellungen von g, sowie die Quadrik von g ist recht untbersichtlich.
Im folgenden werden wir daher die sogenannte Hauptachsentransformation
beschreiben, die einen Basiswechsel durchfuhrt, um die Darstellungen zu
vereinfachen.
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: 1. SCHRITT

Im folgenden betrachten wir dazu ein allgemeines quadratisches Polynom g,
d.h. wir haben ein A € M(n,n), ein b € R" und c € R, so dass

q(x) = (X, AX) + (b,x) +c, xeR"

gilt. GemaR Lemma 10.6.2 nehmen wir dabei zusatzlich an, dass A
symmetrisch ist.

Der erste Schritt der Hauptachsentransformation besteht aus der
Diagonalisierung der Matrix A. Nach Satz 10.5.3 existieren hierzu Eigenwerte
Ay ..., An von A und eine Orthonormalbasis B aus zugehorigen
Eigenvektoren vq,...,v,, d.h. Av; = N\, furalle i =1,...,n. Setzen wir
S:=(v1,...,Vn) € M(n,n) und

so gilt mit (10.4.4)
A=5""AS=5"AS,
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: 1. SCHRITT

wobei wir im letzten Schritt Satz 10.3.8 und (10.3.9) ausgenutzt haben. Fiir
x € R" setzen wir nun y := S~ 'x = S'x, d.h. x = Sy. Dies ergibt

a(x) = q(Sy) = (Sy,ASy) + (b,Sy) + ¢
= (y,STASY) + (S'h,y) + ¢
=y, Ay) +(S'b,y) +c.

Firb:=S"b und
Gy) =M+ by +c= Y M +> byi+c
i=1 i=1
gilt damit

q(x) = q1(S™'X) = g1(S'x) , XER", (10.61)

wobei das neue Polynom g, aufgrund der Diagonalform von A eine deutlich
einfachere Gestalt hat.
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: 1. SCHRITT

Wegen ST =5"" = Tg" zeigt dann die Formel (10.61), dass durch einem
Basiswechsel von &, nach B, dass Polynom q durch g, ersetzt wird. Nach
Lemma 10.3.9 haben wir dabei det ST = +1. Im Fall detS"T = —1 kdnnen wir
alternativ aber auch die Orthonormalbasis B’ := (—v1, 4, ..., V,) betrachten.
Fur die resultierende Matrix S’ := (—Vi, v, ..., Vp) gilt dann det(S")" =1, so
dass wir ohne Einschrankung annehmen konnen, dass schon unsere Matrix
S die Gleichung det ST = 1 erfiillt. Der Basiswechsel & nach B entspricht
somit einer Drehung.



HAUPTACHSENTRANSFORMATION: 2. SCHRITT

Um gy weiter zu vereinfachen, nehmen wir nun an, dass die Eigenwerte so

sortiert sind, dass \1,..., Am # 0 und Amiq, ..., Ap = 0 gilt. Wir werden nun
eine quadratische Erganzung vornehmen. Flr i = 1,...,m basiert dies auf
der Rechnung

~ by b \? B?
A;y?+b,y,=A;(y?+ A’y’) =A,<<yf+2A’i) —M’_z)

Firy € R" definieren wir nun Ty := z durch

L, y,'-s—Qb—A" firi=1,...,m,
v Vi firi=m+1,...,n.

(10.6.2)

Mit anderen Worten verschieben wir y in den ersten m Koordinaten. Setzen
wir ferner
m 52
C:=c— -
= 4)\1 /

I
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: 2. SCHRITT

und

Z)\z,+2bz,+c zeR,

i=m+1

so folgt fliry e R” und z := Ty:

q2(Ty) = q2(2) = Z)\ZI+ Z bizi + ¢

i=m+1
m
:Z <y,+—) Zb,y,+c—z4)\l
i=1 i=m+1
m bZ
:Z(Ayz+by, )—s—y;ﬁby,—s—c 24/\/
m
:Z /yfz+25,y¢+c
=1 =1
= qi(y)

wobei wir im vorletzten Schritt Apoq. .. .. A = 0 ausgenutzt haben. 866



HAUPTACHSENTRANSFORMATION: 2. SCHRITT

Damit haben wir also
a(x) = q1(S'%) = q2(T(S'X)) XER".

Durch die bijektive Transformation x — S'x — T(S'x) kénnen wir also g
durch das vereinfachte Polynom g, ausdrucken.
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: 3. SCHRITT

Im letzten Schritt vereinfachen wir noch den affin linearen Term
S ea Dizi + € von qo. Ist bei diesem bpy1,..., bn = 0, so kann die Summe
offensichtlich einfach weggelassen werden, d.h. wir haben

m
=Y Mz +E, zeR".

Ansonsten gibt eseinj e {m+1,...,n} mit Bj # 0. Wir setzen £ := Rz mit
Zi flri#j,
&= B mmen.
zj+ 5 furi=j.
J

Damit ist R, wie schon T eine Verschiebung um einen festen Vektor. Flr

q3(£)—2/\€,+zb§,, LER,
i=m+1
ergibt dies
q3(Rz) = gs(¢) = EA@ 5 Z big = ZAZ, + Z bizi + € = q2(2)
I=m+1 i=m+1

fur alle z e R".
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: 3. SCHRITT

Kombiniert man diese Identitat wieder mit unseren vorherigen
Uberlegungen, so erhalten wir

q(x) = g2(T(S'X)) = g ((Ro T)(S'X)) xeR".

Hierbei ist R o T wieder eine Verschiebung, so dass die bijektive
Transformation R o To S" wieder aus einer Drehung und einer
anschlieRenden Verschiebung besteht.
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NORMALFORMEN

Ist p das aus der Hauptachsentransformation resultierende Polynom,
d.h.p =g, oder p =gs, und V: R" — R" die zugehdrige Transformation,
dh.V=ToS bzw.V=RoToS', dann gilt mit z:= Vx, d.h. x = V" 'x

{x€R": q(x) =0} = {xeR": p(Vx) = 0}
={V'z:zeR" mit p(z) = 0}
=V '({zeR": p(z) = 0})

Mit anderen Worten reicht es aus, die Quadriken zu verstehen, die zu den
Polynomen p gehoren, die aus einer Hauptachsentransformation resultieren.
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NORMALFORMEN

Die 2, bzw. 3 Schritte der Hauptachsentransformation, fihren nun auf die
folgenden 3 Arten von Polynomen, die als Normalformen bezeichnet
werden:

(A) Der Fallm =n, d.h. \,..., s # 0. In diesem Fall fihren wir nur die
ersten beiden Schritte aus und das vereinfachte Polynom ist

n
S Az +E.
i=1

(B) Der Fallm < nund bpys = - -+ = b, = 0. In diesem Fall fiihren wir
wieder nur die ersten beiden Schritte aus und das vereinfachte
Polynom ist

m
Z) = Z )\,‘Z,2 + C.
=1

(C) Der Fallm < nund b; # 0 fiirein j € {m +1,...,n}. In diesem Fall
flhren wir alle 3 Schritte aus und das vereinfachte Polynom ist

p(2) = g3(2) = ZAz, - Z biz;.

i=m+1
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: BEISPIEL

Im Fall n = 3 betrachten wir

5 —2 —4 16
A=]|-2 8 =21, und b:=1 8
4 -2 5 -2

sowie ¢ := 19. Damit haben wir das Polynom

q(x) = (X, Ax) + (b, x) + ¢
= 5X$ + 8X§ + 5x§ — 4X1Xy — 8X1X3 — 4Xox3 + 16X1 4+ 8Xx) — 2x3 +19.

Um den ersten Schritt der Hauptachsentransformation durchzuftihren,
mussen wir zunachst die Eigenwerte und eine zugehorige Orthonormalbasis
von Eigenvektoren bestimmen. Dazu berechnen wir zunachst das
charakteristische Polynom

pa(\) = det(A — AE3) = —A(A —9)°.

Die Eigenwerte sind demnach A := X, := 9 und As; := 0 und wir haben
m=2.
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: BEISPIEL

Um Eigenvektoren von A und X; zu bestimmen, bemerken wir zunachst,
dass (A — 9E,)x = 0 dem Gleichungssystem

—4 =2 =4\ [x

|
No
I
BN
|
No
>
N
Il
o o o

—4 =2 —4) \x

vii=1 2 und v = | 2

zwei linear unabhangige Losungen sind.
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: BEISPIEL

Um eine Orthonormalbasis von diesem Unterraum zu konstruieren,
benutzen wir das Gram-Schmidt-Verfahren. Dies ergibt

Wy : ! % 1v
1:= —+—Vi==Vq
vl 3
und wegen (v, w;) = 1auch
=1 1 =3 ) =2
UQ::V27<V2,W1>W’\: 2 W1—3< 6 = 2 )—3 2
0 0 -2
Wegen ||uz|| = 2 folgt dann
=)
W u 1
b = - =
Juzf| 3

1

Analog ergibt das Losen des Gleichungssystems Ax = (A — A3E3)x = 0 zum
Beispiel

wobei wir |lwsll = 1 haben. 874



HAUPTACHSENTRANSFORMATION: BEISPIEL

Nach Satz 10.5.2 sind dann (ws, wz, ws) eine Orthonormalbasis, die nach
unserer Konstruktion aus Eigenvektoren besteht. Setzen wir

-2 2 9 0 O
S:z% 2 2 1 und A:=10 9 0],
—2 1 2 0 0 O
sowie
24
b=sb=|-12|,
0

so ergibt sich detS =1 und
G1(y) = (v, V) + (B,y) = 9 + 95 + 24y1 — 12y, +19

firy e R®.
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: BEISPIEL

Im 2. Schritt der Hauptachsentransformation verschieben wir jetzt gemaf
(10.6.2). Dies ergibt

z Jrﬂ 2 und 7 = +b—* 2
At yviat (et 2 =T TP 3

sowie z3 := ys. Ferner gilt

- b2 b3
—c— L2 _19 16— 4=—1,
C=CT N T En
so dass wir
92(2) :== 92 + 92 — 1, zeR’

erhalten. Da wir m = 2 und bps1 = bs = 0 haben, entfallt der 3. Schritt und
unser Polynom p := g ist von der Form (B).
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HAUPTACHSENTRANSFORMATION: BEISPIEL

Die Quadrik
Qi={XxeR :qu(x) =0} = {xe R’ : 4 +x =1}

ist in jeder Ebene &, = {(x1,%2,%)" : x1,% € R} fir x; € R einen Kreis mit
Mittelpunkt 0 und Radius 1/3 als Losungsmenge. Da &, parallel zur
(x1,x2)-Ebene ist, besteht damit Q aus einem Zylinder, fur den die x3-Achse
die Mittelpunkt-Achse bildet, und der den Radius 1/3 hat.

Die Transformation V="' = (S")"'o T~ = So T~ zeigt dann, dass die Quadrik
von unserem urspriinglichen Polynom g durch Verschiebung 7= und
Drehung S aus dem Zylinder Q entsteht.
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EINIGE NORMALFORMEN

Im Folgenden wollen wir noch einige Normalformen und ihre Quadriken in
den Raumen R? und R® auflisten.

Wir beginnen mit den Fallen fur n = m = 2, wobei wir die Koordinaten mit x
und y statt mit x; und x, bezeichnen und a, b # 0 sind:

2 2

. X
Ellipse: §+§71:0,
2 2
X y
Hyperbel: 20 -1=0,
XZ y2
Leere Menge: §+—2+1 =0,
2 2
Punkt 0: X—Z—i—y—Z:O,
a
2 2
Geradenpaar: % — % =0,

Hierbei sind die obigen Hyperbeln in der sogenannten 1. Hauptlage.
Vertauscht man x und y, so erhalt man die 2. Hauptlage.
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EINIGE NORMALFORMEN

Furn =2und m = 1haben wir fura # 0 und b # 0:

Parabel: X —2py=0,
Parallele Geraden: X —a*=0,
Leere Menge: X+a*=0

und entsprechendes gilt beim Vertauschen der Rollen von x und y.

Firn =2 und m = 0 haben wir fur by, by, c € R mit |bs| + |bz2| > O:

Gerade: bix+by+c=0,
Leere Menge: c=0, falls ¢ # 0,

Ganzer Raum: c=0, falls c = 0.
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EINIGE NORMALFORMEN

Im Fall n = 3 gibt es naturgemaR mehr Falle als im R?. Im folgenden
verzichten wir hierbei auf mogliche Skalierungen von x, y und z:

Ellipsoid: X 4+y+7-1=0,
einschaliges Hyperbolid: L4y —-7-1=0,
zweischaliges Hyperbolid: X+y —-Z+1=0,
Kegel: +y—7=0,
elliptisches Paraboloid: X4y —z=0,

hyperbolisches Paraboloid: X —y—z=0.
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SCHNITTE VON QUADRIKEN UND EBENEN

Ist Q C R" eine Quadrik, und £ C R" eine Ebene, so kann
Qné

wieder als eine Quadrik im R"~" aufgefasst werden. Um dies zu sehen, [6sen
wir die Ebenen-Gleichung (w, x) 4+ ¢ = 0 nach einer Variablen auf, z.B.

Xn = <W7 (X17' 00 aX”*W)T> +€a

wenn w, # 0 gilt. Einsetzen von x, in das quadratische Polynom g der
Quadrik Q ergibt ein neues quadratisches Polynom in den Variablen
X1y e ooy Xn=1.

Ein Beispiel fur diese Beobachtung sind Kegelschnitte.
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PTER 11: MEHRDIMENSIONALE DIFFERENTIALRECHN



EINFUHRUNG

In diesem Kapitel werden wir Ableitungen fur Funktionen f: R” — R™
untersuchen. Hierbei werden wir einerseits verschiedene Ableitungsbegriffe
kennenlernen und andererseits wichtige Eigenschaften differenzierbarer
Funktionen betrachten.
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Section 111
Partielle Ableitungen



DEFINITION UND ERSTE BEISPIELE

Eine Funktion f: R" — R™ lasst sich durch m Komponentenfunktionen
fi,...,fm : R" — R darstellen, d.h.

f¥)
=1 1, xeR".
fm(x)
Wir betrachten daher zunachst den Fall m = 1, d.h. Abbildungen
f:R" =R
(X1, X)) = f, . Xn) -

Fixieren wir n — 1 Variablen, so erhalten wir eine Funktion R — R fur die wir
schon einen Ableitungsbegriff haben. Dies fiihrt zu der folgenden Definition.
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PARTIELLE ABLEITUNGEN

Definition 11.11
Seif:R" - Rundje{1,...,n} Dann heilt fin x € R" partiell in der j-ten
Koordinate differenzierbar, falls

) _ ) ~100)

an " h—o0 h

existiert. In diesem Fall heiBt df(x

Richtung x;.

die partielle Ableitung von fin x in

In der Literatur gibt es diverse weitere Schreibweisen fur partielle
Ableitungen, wie z.B.

of
0X;

9f(x)
ox

o) = f(X) = 04f(x) := Dif(x) :=

Analog kann die partielle Ableitung fiir f: U — R mit U Cc R" offen definiert
werden. Hierbei ist eine Menge U C R" offen, falls es zu jedem x € U ein

0 > 0 mit U(x,d) C U gibt. Offene Kugeln sind Beispiele offener Mengen und
R" ist auch offen.
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RECHENREGELN

Eine Funktion f: U — R mit U C R" ist partiell differenzierbar, falls sie
partiell differenzierbar fur alle x € Uundj € {1,...,n} ist. Sind in diesem
Fall alle partiellen Ableitungen stetig, so heif3t f stetig partiell
differenzierbar.

Die Rechenregeln fur Ableitungen aus Kapitel 6 Ubertragen sich direkt auf
partielle Ableitungen. So gilt beispielsweise

d(af + Bg) i
o (x) = o - (x )+ﬁ ( De
ofg 69 of
ax,( )= f(X)aX,( ) +9(x )ax, (),

D Nore (e 0 002

a5 (5)09 = g+ (905500 -1 0).

wobei f,g : U— R und a, 8 € R sind und im dritten Fall zusatzlich g(x) # 0
gelten muss.
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RECHENREGELN

Istf: R? — R beispielsweise durch f(x) := ||x||> = x} 4+ X3 fiir x € R? definiert,
so gilt

0 )
8—)2()@,)(2) = 2Xq und 87;2()(1’)(2) = 2% .
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GRADIENT UND V-OPERATOR

Definition 11.1.2
Sei U Cc R" offen und f: U — R partiell differenzierbar. Dann heif3t

grad f(x) := (%(X)’ ce aa—)g;(x)) , xeu

der Gradient von fin x. Ferner schreiben wir
2 x)
VAX) = (gradf) = | |,

()

wobei V als Nabla gesprochen wird.
In der Literatur wird der Gradient haufig auch als Spaltenvektor, und nicht
wie oben als Zeilenvektor, aufgefasst. Die Abbildung f — Vf wird auch als

Nabla-Operator bezeichnet. Man beachte, dass Vf eine Abbildung
Vi:U— R"ist.
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GRADIENT UND V-OPERATOR: BEMERKUNGEN

Offensichtlich ist gradf: U — R". Ferner ibertragen sich obigen
Rechenregeln fur partielle Ableitungen direkt auf den Gradienten. So gilt
beispielsweise

grad(af + 8g9) = agradf + Bgrad g,
grad(fg) = fgradg + ggradf,

wobei wieder f,g : U — R und «, 8 € R angenommen wurde. Analoge Regeln
gelten fur V.

Ist f(x,y) := €* - siny, so gilt
gradf(x,y) = (¢"siny,e" cosy) .

Flr die Funktion r: R” — R mit r(x) := ||x|| = /X + - - - + x3 gilt mit der
eindimensionalen Kettenregel, S|ehe Satz 61.7,
or 2X; Xi n
— (X)) = —= —, X ER 0.
OXi ) 2%+ 4 1x) Vo)
Dies ergibt
Vr(x) = x € R"\ {0}.

T
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ROTATIONSINVARIANTE FUNKTIONEN

Ist nun h: (0,00) — R eine differenzierbare Funktion, so ist die Funktion
f:=hor:R"\ {0} = R, d.h. f(x) := h(||x]|), wegen der eindimensionalen
Kettenregel partiell differenzierbar und es gilt

if(x) _0(horn) or v _ h'{IxIxi .

= B 00 = W) 500 =

Mit anderen Worten haben wir

vl =vi = "0 e

Funktionen der Form x — h(]|x||) heiRen rotationsinvariant.
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JACOBI-MATRIX

Am Anfang des Kapitels hatten wir uns zunachst auf den Fall m =1
reduziert. Mit dem bisher eingefiihrten konnen wir jetzt auch den Fall m > 1
betrachten.

Definition 11.1.3
Sei U c R" offen und f: U — R™. Ferner seien fi, ..., fn die
Komponentenfunktionen von f, d.h.

fi
= | -
fm
Sind dann fi, ..., fm partiell in x differenzierbar, so heif3t fin x partiell
differenzierbar und
grad f1(x) L) g’xf; (x)
(x) == : = :
grad fi (x) %”(x) g];”; (x)

ist die Jacobi-Matrix von fim Punkt x.
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JACOBI-MATRIX: BEMERKUNGEN

Offensichtlich ist die obige Jacobi-Matrix eine m x n-Matrix und wir haben
insgesamt eine Abbildung

U — M(m,n)
X = Jf(x).
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ABLEITUNGEN HOHERER ORDNUNG

Ist f: U — R partiell differenzierbar, so ist

_ 9.
g._aXJ.U—HR

Damit konnen wir auch partielle Ableitungen von g betrachten, d.h.

O %2 (2)
oxiox; — Ox  oxi\0x )’
wobei wir annehmen, dass die entsprechende partielle Ableitung existiert.
Existieren alle partiellen Ableitungen Bzg;/ furi,j=1,...,n,so heilstf
zweimal partiell differenzierbar und sind diese partiellen Ableitungen alle

stetig, so sagen wir, dass f zweimal stetig partiell differenzierbar

Da af;fx_ wiederum eine Abbildung U — R ist, konnen wir dieses, die
. ==y . . . . . . . .
Existenz vorausgesetzt, weiter iterieren, also zum Beispiel die dritte partielle

Ableitung
o°f __i o*f
3X,‘8Xjan o X 8)(,6)@?

betrachten. Wir sprechen dann von partiellen Ableitungen hoherer Ordnung
und die k-fache (stetige) partielle Differenzierbarkeit ist auf
naheliegenderweise definiert.
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ABLEITUNGEN HOHERER ORDNUNG: BEISPIEL

Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen wichtig. So gilt
fur die Funktion f: R?> — R, die durch f(0) := 0 und

L =%
0+

fx) ==x - X#0

definiert ist, zum Beispiel

0°f 0°f
8)(18)(2( ) 7& O0X20X%1 (O)
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VERTAUSCHBARKEIT VON PARTIELLEN ABLEITUNGEN

Der folgende Satz, der als Satz von Schwarz bekannt ist, zeigt, dass dieses
Phanomen fur zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen nicht
auftritt.

Theorem 11.1.4
Sei U c R" offen und f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann
gilt firallei,j=1,...,n:

’f _ Of

oXi0x; — Ox;0x;

Der Beweis dieses Satzes ist nicht schwierig und beruht auf Anwendung des
Mittelwertsatzes. Er wird hier aus Zeitgrinden nicht durchgefthrt.

Haben wir eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, so konnen wir Satz
121.4 (kR —1)-mal anwenden um zu sehen, dass bei allen partiellen
Ableitungen der Ordnung kleiner gleich k die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen keine Rolle spielt.
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HESSE-MATRIX

Ist U C R" offen und f: U — R zweimal partiell differenzierbar, so ist
Vf: U — R" und wir kdnnen die Jacobi-Matrix von Vf betrachten:

’f ’f

OX10Xq (X) o OXnOXq (X)
Hf(x) == JVf(x) = : :
520 52

Die n x n-Matrix Hf(x) heifit die Hesse-Matrix von f in Punkt x. Das folgende
Korollar, das sofort aus Satz 11.1.4 folgt, zeigt, dass die Hesse-Matrix
“typischerweise” symmetrisch ist.

Korollar 11.1.5
Sei U C R" offen und f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann
ist Hf(x) fur alle x € U symmetrisch.
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BEISPIELE

In unserem ersten Beispiel schauen wir uns nochmal die Abbildung
f:R? = R an, die durch f(xi,x) := x} + x5 definiert ist. Es gilt dann

%(thz):bﬁ und X1, %) = 2%z,
g

o)
ErAl

und ein weiteres partielles Ableiten ergibt

Hf(x) = (é g) =2F,, x e R’
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BEISPIELE

In einem weiteren Beispiel fixieren wir ein A € M(m, n) mit Eintragen a; und
betrachten die zugehorige, lineare Abbildung f: R” — R™. Es gilt somit

Dol aiX;
f(x) = Ax = : , xeR".
> AmiX;
Ist nun f; die i-te Komponentenfunktionen von f, so gilt furj € {1,...,n}
i
aTI_(X) = aj
J

fir alle x € R". Dies ergibt die Formel

die den eindimensionalen Fall auf einfache Weise verallgemeinert.
Insbesondere ist die Jacobi-Matrix von linearen Abbildungen eine konstante
Abbildung.
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BEISPIEL: ABLEITUNG QUADRATISCHER FUNKTIONEN

FUr unser letztes Beispiel fixieren wir nun eine quadratische Matrix
A € M(n,n) und betrachten die Funktion f: R" — R, die durch

(%) == (x,Ax) x €R"
definiert ist. Ausgeschrieben ist dies
n n
f(X) = Z Z QjXiX; xeR".
=1 j=1

Firk=1...,n erhalten wir dann
axh Zamxl + Zakm (Aer, ) + (Aler,x) = ((A+ A")en, X)

= (e, (AT + A)X) .

Da %(X) die k-te Spalte von grad f(x) ist und (e, (AT + A)x) die k-te Spalte
von AT + A=A+ AT, ergibt dies

gradf(x) = (A+A"x, x€R". (111.2)
Insbesondere ist x — grad f(x) linear und unser vorheriges Beispiel ergibt

Hf(x) = JVf(x) = J(grad f(x)) = A+ A", X €R".
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Section 11.2
Mehrdimensionale Ableitungen



UNZULANGLICHKEITEN PARTIELLER ABLEITUNGEN

Partielle Ableitungen beschreiben ihrer Definition nach das Verhalten einer
Funktion in Richtung der Achsen. Leider kann es in andere Richtungen
jedoch zu unerwunschtem Verhalten kommen, wie das folgende Beispiel
verdeutlicht.

Wir betrachten dazu die Funktion f: R? — R, die durch

N fall T£0
fx,y) = {(XZ*W’ alls (xy)” # (11.21)

0, sonst

definiert ist. Mit der Produktregel flr die Zerlegung x - W gilt dann

0 4y
—f(x,y): zyzz_ 2 y23
ox (X +y?) (X +y?)
und analog erhalten wir

of
87)/()(7 y)

X bxy?

= 02 +2)2 - 02 +2)3

fur (x,y)" # 0.
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UNZULANGLICHKEITEN PARTIELLER ABLEITUNGEN

Ferner gilt

of
ox

(0,0)= hllno

n

fQ/n,1/n) = T+ =i = 4 — 00

flr n — oo. Damit ist f auf der Diagonalen nicht mal beschrankt und nicht
stetig.
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FRECHET-DIFFERENZIERBARKEIT

Um dieses Problem zu losen, erinnern wir uns an Satz 61.4, der zeigte, dass
eine Funktion f: R — R in xo € R genau dann differenzierbar ist, wenn es
ein a € R und eine Funktion ¢ : R — R mit ¢(h) = o(h) fur h — 0 gibt, so
dass

f(xo +h) =f(xo) +a-h+e(h), heR

gilt. In diesem Fall ist ferner a = f'(xo). Mit anderen Worten lasst sich fin xo
linear mit Ordnung o(h) fur xo + h — Xo approximieren.

Die folgende Definition benutzt nun diese Charakterisierung, um
mehrdimensionale Ableitungen zu definieren.



FRECHET-DIFFERENZIERBARKEIT

Definition 11.21

Sei U Cc R" offen, f: U — R™ und xo € U. Dann ist fin xo
Frechet-differenzierbar, falls es ein A € M(m, n) und eine Funktion
r: U — R" gibt mit

f(xo + h) = f(xo) + Ah + r(h) (11.2.2)

fiur alle h € R" mit xo + h € U, sowie r(0) = 0 und

im M g (1123)
n—o ||

Ferner heiBt f Fréchet-differenzierbar, wenn es Fréchet-differenzierbar in
allen xo € U ist.

Die Fréchet-Differenzierbarkeit wird haufig auch als totale
Differenzierbarkeit, oder auch nur als Differenzierbarkeit bezeichnet.
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ABLEITUNG IST JACOBI-MATRIX

Der folgende Satz zeigt, dass Fréchet-Differenzierbarkeit starker als die
partielle Differenzierbarkeit ist und dass die Matrix A in (11.2.2) eindeutig ist.

Theorem 11.2.2
Sei U C R" offen und f: U — R™ in xo Fréchet-differenzierbar. Dann ist f in xo

partiell differenzierbar und f (xo) := Jf(xo) ist die einzige Matrix, die (11.2.2)
mit (11.2.3) erfullt.

Im Falle der Fréchet-Differenzierbarkeit von fin xo wird f'(xo) auch als
Fréchet-Ableitung, als totale Ableitung, oder auch nur als Ableitung von fin
Xo bezeichnet.
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BEWEIS

Sei A eine Matrix A € M(m, n), die (11.2.2) mit (11.2.3) erfillt. Firi=1,...,m
betrachte die Komponentenfunktion f; := {(e;, f). Furj=1,...,n gilt dann

(ei, f(xo + hey)) = (ej, f(xo) + A(he;) + r(he;))
= fi(xo) + (e, Aej) - h + (e;, r(hey)) .

Setzen wir dann ¢(h) := (e;, r(he;)), so folgt mit (11.2.3) und der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

so(h) (ei, r(he;)) ’
ld lheill |~

fir h — 0. Satz 61.4 zeigt dann, dass f; in xo partiell in der j-ten Koordinate
differenzierbar ist mit

[leill - llr(he;) H’
[[hej|

aj = <€[,A€/'> g)]zl( )

Die Definition von Jf(xo) ergibt dann die Behauptung.
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BETRACHTUNG DER KOMPONENTENFUNKTION

Recht analog lasst sich das folgende Lemma zeigen.

Lemma 11.2.3
Sei U c R" offen, xo € U und f: U — R™ mit Komponentenfunktion fi, ..., fm.
Dann ist fin xo Frechet-differenzierbar, genau dann wenn alle f, ..., f, in Xo

Fréchet-differenzierbar sind.
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Ist fin xo Fréchet-differenzierbar, so gilt mit A := f'(xo)
filxo + h) = (ei, f(xo + h)) + (ei, Ah) + (e;, r(h))
= fi(x0) + (ATe;, h) + (e, r(h))
= fi(xo) + alh + (e;, r(h)) ,

wobei a; := A'e; der i-te Spaltenvektor von AT ist, d.h. a! ist der i-te
Zeilenvektor von A. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung haben wir ferner

(es,r(h))
1A ‘ =

el irth) ‘ e

und damit ist f; in xo Fréchet-differenzierbar.
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Die umgekehrte Implikation ist ahnlich zu beweisen. Hierzu sei a; € M(1,n)
die Ableitung fi(xo). Wir schreiben
aq
A= 1| o | e M(m,n).

Aam

Dann gilt

fixo + h) = (e, f(xo + h)) Z fi(xo + h)e

= f(x0) + Ah + E ri(hye; .

i=1

Definieren wir nun die letzte Summe als r(h), so erfillt r(h) die Aussage
(11.2.3), da alle r;(h) die Aussage (11.2.3) erfiillen.
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DIFFERENZIERBARKEIT IMPLIZIERT STETIGKEIT

Istf: U — R™in xo Fréchet-differenzierbar, so haben wir

fxo + h) — f(x0) — f(xo)h _ r(h)

= — 0
Ihll 1Al

fir h — 0. Multiplizieren wir mit ||h||, so erhalten wir
f(Xo =+ h Xo) f/ Xo h) — 0

fir h — 0. Wegen f'(xo)h — 0 fir h — 0 haben wir dann das folgende
Lemma gezeigt, welches Korollar 61.5 verallgemeinert.

Lemma 11.2.4
Sei U c R" offen und f: U — R™ in xo Fréchet-differenzierbar. Dann ist f in xo
stetig.

Die in (11.21) definierte, partiell differenzierbare Abbildung f ist nicht
Fréchet-differenzierbar in 0, da f nicht stetig in 0 ist. Insbhesondere gibt es
partiell differenzierbare Abbildungen, die nicht Fréchet-differenzierbar sind,
d.h. die Umkehrung von Satz 11.2.2 gilt im Allgemeinen nicht.
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STETIGE PARTIELLE DIFFERENZIERBARKEIT REICHT

Wenn wir jedoch stetig partiell differenzierbare Funktionen f: R"” — R
betrachten, so sind diese auch Fréchet-differenzierbar, wie der folgende Satz
zeigt.

Theorem 11.2.5
Sei U c R" offen und f: U — R stetig partiell differenzierbar. Dann ist f in
allen xo € U Fréchet differenzierbar.

Mit Hilfe von Lemma 11.2.3 lasst sich der Satz 11.2.5 leicht auf den Fall
f:U— R™ mit U C R" offen verallgemeinern.
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Ohne Einschrankung konnen wir U = U(xo,0) fur ein 6 > 0 annehmen. Wir
fixieren nun ein h € R" mit ||h|| < 4. Fir k =0, ..., n definieren wir

R
Z(}?) = Xo + Z hjej .
j=1

Dies ergibt 2 = x, und 2™ = xo + h. Ferner unterscheiden sich 2" und
2= nur in der k-ten Koordinate. Ist h, # 0, so wenden wir nun den
Mittelwertsatz 6.2.3 auf die k-te Koordinate an, um ein & € [0, 1] zu erhalten,

so dass fur
Y o= 25D 4 g heey,
gilt
&) = FE") _ oF
hk 8)(;? '
Dies ergibt
F2) = ) = hel () (1.2:4)

1924 k
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Im Fall hy = 0 ist dies auch wahr, da wir dann 2" = z*~" haben und
deshalb z.B. y® := z*=") betrachten kénnen. Aufsummieren der Gleichungen
(11.2.4) Uber k fUhrt zu

flxo + ) = flxo) = - (/) = f2*")) = Zh% . (125

k=1
wobei wir im ersten Schritt ein Teleskop-Summen-Argument benutzt haben.
Wir definieren nun

of

ap = e (Xo)

r(h) : th ( ) —ay).

Dies fuihrt (11.2.5) in
f(xo + h) = f(xo) + ah + r(h)
{iber, wobei @ := (a,...,a,) € M(1,n)ist. Mity, := (y,...,y™)" gilt ferner

%‘ B ‘ (grad f(yn) ithradf(XoL h) ' < || grad f(vs) — grad f(xo)|| -

94



Fiir h — 0 gilt nun y, — Xo nach Konstruktion der Komponenten Yt von y;.
Dies impliziert || grad f(yn) — grad f(xo0)|| — 0, da f stetig partiell
differenzierbar ist.
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BESCHRANKTE PARTIELLE ABLEITUNGEN

Der Beweis des folgenden Satzes ist ahnlich zu dem von Satz 11.2.5 und wird
deshalb Ubersprungen.

Theorem 11.2.6
Sei U c R" offen und f: U — R partiell differenzierbar. Sind die partiellen

Ableitungen beschrankt, so ist f stetig.
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HOHERE ABLEITUNGEN

Ist f: U— R™ Fréchet-differenzierbar, so ist
f:U— M(m,n)=R"".

Ist f sogar stetig, so heil’t f stetig differenzierbar. Da f wiederum in einen

R abbildet, kdnnen wir auch die Fréchet-Differenzierbarkeit von f und die
zugehorige Abbildung f” betrachten. Identifizieren wir Matrizen mit linearen
Abbildungen, so ergibt sich dabei

f' U= M(mxn,n) = LR, R™") = £(R", L(R",R™)),

wobei der letzte Raum der Menge aller bilinearen Abbildungen
R" x R" — R™ vermoge der Identifikation

(X)) = (S)(X), x,x eR"

fur S € L(R", L(R",R™)) entspricht. Die zweite Ableitungen f”(xo) ist damit
eine bilineare Abbildung R” x R" — R™ und weiteres Iterieren ergibt, dass
die k-te Ableitung f9(xo) eine k-lineare R” x --- x R” — R™ ist, wobei das
k-fache Produkt von R" betrachtet wird.
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RICHTUNGS-ABLEITUNGEN

Partielle Ableitungen betrachten das Verhalten einer Funktion beim
Verandern des Arguments parallel zu den Achsen des Koordinatensystems.
Die folgende Definition verallgemeinert dies auf beliebige Richtungen.

Definition 11.2.7
Sei UC R" offenund f: U — R. Flrxo € Uund v e R" mitv # 0 heilt

Dfi(x0) = fim ]w

die Richtungs- oder Gateaux-Ableitung von fin xo in Richtung v, falls dieser
Grenzwert existiert. Ferner heift f Gateaux-differenzierbar in xo, falls D,f(xo)
furalle ve R"\ {0} existiert.

Man beachte, dass mit dieser Definition De,f(xo) = Dif(xo) gilt, d.h. die
Richtungs-Ableitung verallgemeinert tatsachlich die partiellen Ableitungen.
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FRECHET IMPLIZIERT GATEAUX

Der folgende Satz zeigt, dass die Fréchet-Differenzierbarkeit die
Gateaux-Differenzierbarkeit impliziert.

Theorem 11.2.8
Sei U Cc R" offen und f: U — R. Ist f Fréchet-differenzierbar in xo € U, so ist f

auch f Gateaux-differenzierbar in xo und es gilt

Duf(xo) = (Vf(x0), V) -
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BEWEIS

Da f in xo Fréchet-differenzierbar ist, gilt fiir v.€ R” mit v # 0 und
A=F(x) = (VA(x0))"

0 — tim T00 = hY) = 100) = A(hV)
hs0 AVl

1 lim f(xo + hv) — f(xo) — hAv

v #5 h

(Duf(x0) — Av) .

U
(vl

Wegen Av = (Vf(x0))'v = (Vf(xo), v) folgt dann die Behauptung.
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BEISPIEL

Als Beispiel betrachten wir nun die Funktion f(x, y) := x* + y* fiir x,y € R. Wir

haben dann
2X X )
Vix,y) = , e R°.
o= () ()

FUr xo := 1und yo := 0 haben wir also

Vf(Xo,y0) = (é) .

Sei nun v := (1,1)". Mit Satz 11.2.8 haben wir dann

wwn={() ()

wahrend fur den Richtungsvektor 2v gilt

e[} ()

Damit hangt die Richtungsableitung nicht nur von der Richtung, sondern
auch von der Lange des Richtungsvektors ab.

921



BEISPIEL

Betrachten wir nun nur v € R? mit ||v|| = 1, so ist

Duf(xo,¥0) = <<(2)> ,v>

. 2 .
M |
maximal fur v := il (O) Ferner gilt
Dvf(Xo0,¥0) = 0

firv L <(2J> d.h. fir v = +e,.
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GRADIENT ERGIBT STEILSTEN ANSTIEG

Der folgende Satz verallgemeinert die Maximalitats-Beobachtung in dem
obigen Beispiel.

Theorem 11.2.9
Sei U C R" offen, xo € Uund f: U — R in xo Fréchet-differenzierbar mit
Vf(xo) # 0. Dann gilt

M = argnax
va(XO)H Ve n:Ivi|=1 va(Xo),

Der Gradient grad f(xo) ergibt also die Richtung des steilsten Anstiegs von f
in Xo. Dies wird haufig zur Maximierung von Funktionen f: U — R benutzt.

923



BEWEIS

Flrv e R" mit ||v|]| = 1gilt
Duf(x0) = (Vf(X0),v) < [[Vf(xo)ll - VIl = I Vf(x0)]l -
und fur v* := va H gilt sogar
Dvf(X0) = (Vf(x0), V") = I Vf(xo)|l -

Zusammen zeigt dies, dass das Maximum von v — Dyf(xo) in v*
angenommen wird.
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Section 11.3
Differentialoperatoren



MOTIVATION

Eine Abbildung f: R” — R" heit Vektorfeld. Im Fall von n = 3 kann dies
also zum Beispiel ein Kraftfeld sein, das in jedem Punkt x € R" die Kraft auf
ein Objekt in diesem Punkt beschreibt. In diesem Kapitel wollen wir ein paar
wichtige Differential-Operatoren fur solche Vektorfelder kennenlernen.

Bevor wir damit beginnen, sagen wir, dass ein f: R"” — R" ein Gradientenfeld
ist, falls es eine partiell differenzierbare Abbildung ¢ : R" — R gibt mit

f(X) = Vo(x), xeR". (11.31)

Analoge Definition sind fir f: U — R" fiir offene Mengen U c R" (blich.
Gradientenfelder werden haufig auch konservative Felder genannt.
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DIVERGENZ

Sei U c R" offen und f: U — R" eine Funktionen, deren
Komponentenfunktionen partiell differenzierbar sind. Dann heifSt

divf(x) = gf (), x €U

Divergenz von f. Es ist divf: U — R. Andere Schreibweisen fiir die Divergenz
sind

Vf(x) = (V,(x)) = divf(x).
Anschaulich gesprochen, beschreibt die Divergenz div f(x) die Zu- und
Abflisse in dem Punkt x, wobei Quellen positive Divergenz und Senken
negative Divergenz haben. Genauer wird dies in dem GaulRschen
Integralsatz beschrieben, der in der HM 3 behandelt wird. Ein Vektorfeld
f: U — R" heiBt divergenz- oder quellenfrei, falls

divf(x) =0, xeU.
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BEISPIEL UND RECHENREGELN

Betrachten wir zum Beispiel die Identitat idg» : R” — R", so gilt

n
div idgn (x Z gi' =3 1=n. (1132)
! i=1

Damit ist die Identitat nicht divergenzfrei. Konstante Funktionen sind jedoch
immer divergenzfrei.

Esist leicht zu Uberpriifen, dass die Divergenz linear ist, d.h. fir f,g : U — R"
und o, 8 € R gilt

div(af + 8g) = adivf+ gdivg.
Das folgende Lemma zeigt die Produktregel der Divergenz.

Lemma 11.31

Seien U C R" offen und f: U — R" eine Funktionen, deren
Komponentenfunktionen partiell differenzierbar sind und ¢ : U — R partiell
differenzierbar. Dann gilt

div(ef) = (Ve,f) + pdivf.
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BEWEIS

Mit der Produktregel fur reelle Ableitungen gilt

o) =3 X o - y SRICED T

= (Vw(x)» f()) + #(x) divf(x)

flr alle x € U. Dies zeigt die Behauptung.

929



BEISPIEL

Um ein Beispiel fur das Lemma 11.311 zu betrachten, sei k € N und
gr : R"\ {0} — R" die durch

;
gr(x) = T - X

definierte Funktion. Mit r(x) := ||x|| und h(t) := t—* zeigt dann Lemma 11.31
zusammen mit (11.3.2) und (1111)

div gu(x) = <Vr‘k(x),x> + % divx = (V(h o r)(x),x) + %)n

= ((h" o N(¥) - g1(x), x) +

HXH'?
= (—RlJx|| =" -g1(x),x> - ux%
= —R|IX|| 72, X) + ——

— Rl
[IX]] X
n-—~Rk

fur alle x # 0. Damit ist g, genau dann divergenzfrei, wenn k = n gilt. o



LAPLACE-OPERATOR

Sei U ¢ R" offen. Dann ordnet der Laplace-Operator jeder zweimal partiell
differenzierbaren Funktion ¢ : U — R die Funktion

NP
ASO - i=1 aTX'
zu. Es gilt Ap : U — R und
Ap =div(Vy), (11.3.4)
wobei dies wegen
: .9 8
div(Vip) () = X 5y T () = Ap(x)

fur alle x € U gilt.
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LAPLACE-OPERATOR

Ist o : U — R eine Funktion mit
Ap(x) =0, xeu, (11.3.5)

so zeigt (11.3.4), dass das Gradientenfeld f:= V¢ : U — R" ein
divergenzfreies Vektorfeld ist, denn wir haben

divf=div(Vyp) =Ap=0.

Die Gradientenfelder der Losungen der Laplace-Gleichung oder
Potential-Gleichung (11.3.5) sind also divergenzfreie Vektorfelder.
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LAPLACE-OPERATOR FUR ROTATIONSINVARIANTE FUNKTIONEN

Das folgende Lemma berechnet den Laplace-Operator fur
rotationsinvariante Funktionen.

Lemma 11.3.2
Sei h: (0,00) — R zweimal differenzierbar und f: R" \ {0} — R die durch

f0) = h(lixIl) x#0 (11.3.6)

definierte, rotationsinvariante Funktion. Dann gilt

(1D

Xl

AF(x) = B (Ix])) + (1 = 1) - 7 X4 0.
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BEWEIS

Fur x # 0 definieren wir r(x) := ||x|| und g(x) := ||x||~"x. Dann haben wir

Af=A(hor)=div(V(hor)) =div((h'or)-g)
=(V(h"or),g) +(h"or) - divg

= (" or)-g,0) + (W or)- 1
= (h" o 1)(g,0) + (W or)-

= (o + (o1,

wobei wir nacheinander (11.3.4), (1111), Lemma 11.31, (1111), (11.3.3) und
(g,g) = 1angewendet haben.
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LOSUNGEN DER LAPLACE-GLEICHUNG

Mit Hilfe von Lemma 11.3.2 konnen wir nun die rotations-invarianten
Losungen der Laplace-Gleichung bestimmen.

Theorem 11.3.3

Sei h: (0,00) — R zweimal differenzierbar und f: R" \ {0} — R die durch
(11.3.6) bestimmte rotations-invariante Funktion. Dann gilt

Af=0
genau dann, wenn es ein ¢, ¢; € R gibt, so dass fur alle r > 0 gilt:

h(r) = {ar”” +c  fallsn#2,

alnr+c falls n = 2.

Im Fall n = 3 und ¢; = 0 erhalten wir die Losungen f(x) = ¢||x|| ™", die z.B. als
Potential eines Gravitationsfeldes einer punktformigen Masse im Ursprung
angesehen werden kann. Das zugehorige Gradientenfeld entspricht dann
dem Kraftfeld. Alternativ kann auch das Potential eines elektrischen Feldes

betrachtet werden.
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BEWEIS

Wir nehmen zunachst an, dass Af = 0 erfullt ist. Setzen wir r(x) := ||x|| fur
x € R"\ {0}, so gilt mit Lemma 11.3.2:

0=Af(x)=h"(r)+(n-1)-

Wir definieren nun g(r) := h’(r) fir r > 0. Dann erhalten wir

h'(r)
;

’ n—1
g(=-——"-9(n), r>o0.
Wie im Abschnitt 453 l6sen wir diese Differential-Gleichung:

In[g(x) /g X)dx —(n=1) [ x'dx=—(n—1)Inx+C

= In(ec -x‘(”‘”).
Dies fuhrt zu
g(x) = et - x (7 = ("=
fur ¢ € R. Berechnen der Stammfunktionen von g ergibt dann die Gestalt
von h.

Die umgekehrte Implikation kann durch einfaches Nachrechnen tberprift

werden.
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ROTATION

Ist U C R® offen und f: U — R® eine Funktion, deren
Komponentenfunktionen partiell differenzierbar sind. Dann heifSt

of _ o
sz X3
rotf := %,% U R

oh _ oh

OXq Xy
Rotation von f. Eine andere Schreibweise fiir die Rotation ist

V X f:=rotf.

Ein Vektorfeld f: U — R? heift rotationsfrei, falls rot f(x) = 0 fir alle x € U

gilt.
Die Rotation ist linear, d.h. fiir f,g : U — R* und o, 8 € R gilt
rot(af + 8g) = arotf+ Brotg,

wobei natlrlich vorausgesetzt wird, dass rotf und rot g definiert sind. Ist
ferner ¢ : U — R partiell differenzierbar, so gilt die Produktregel

rot(f) (x) = V(x) x f(x) + ¢ (x) rot f(x) , xeyu,

wobei wir wieder annehmen, dass rot f definiert ist. Diese Gleichung ist
durch einfaches Nachrechnen zu Uberprufen. 937



GRADIENTENFELDER SIND ROTATIONSFREI

Das folgende Lemma zeigt, dass Gradientenfelder rotationsfrei sind.

Lemma 11.3.4
Sei U C R® offen und ¢ : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann

gilt
rot(Vp)(x) =0, xeU.

938



BEWEIS

Seif; = %f,- Dann gilt

of Of _ By %

0X2 0X3 - 0X20X3 B 0X30%2 -

nach dem Satz von Schwarz, siehe Satz 11.1.4. Analoge Rechnungen fur die
tbrigen beiden Koordinaten ergeben dann die Behauptung.
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BEISPIEL

Sei 1 : (0,00) — R stetig differenzierbar und f: R* \ {0} — R’ durch
f() = () - x

definiert. Ist dann t — ty(t) auf jedem Intervall (0, a] uneigentlich
Riemann-integrierbar, so gilt

rotf(x) = 0, X # 0. (11.37)
Um dies zu sehen, definieren wir h : (0, 00) — R durch
h(t) = /Otsw(s) ds, t> 0.
Dies ergibt dann h'(t) = tw(z;) fur alle t > 0. Damit lasst sich f als
fog = ", x#0

schreiben. Nach (1111) gilt dann
fx) = Vh(|l - [N(x)

und da h zweimal stetig differenzierbar nach Konstruktion ist, zeigt Lemma

11.3.4 dann (11.3.7).
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EINIGE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Partielle Differentialgleichungen betrachten Ableitungen, die sowohl vom
Raum als auch von der Zeit abhangen konnen. Im Folgenden interpretieren
wir daher x € R" als Raum-Koordinaten und t € R als Zeit. Der
Laplace-Operator bezieht sich dann immer nur auf die Raum-Koordinaten.
Ferner ist u eine Funktion, die von x und t abhangen kann.

Einige wichtige, lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
sind dann die folgenden Typen:

Elliptischer Typ (Laplace-Gleichung)
0=Au.

Zweimal stetig differenzierbare Losungen u heiRen harmonische
Funktionen. In Satz 11.3.3 hatten wir schon die rotationsinvarianten
Losungen bestimmt.
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EINIGE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Parabolischer Typ (Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung)

ou
— =a-Au
ot ’
wobeia > 0.Im Fall n = 1ist dies
&u

au
E(X, t)=a: @()@ t)
und Nachrechnen ergibt, dass

1 X
U(X7 t) = ﬁexp —m

eine Losung ist. Analog ist im Fall n > 1 die Funktion

] IxII*
U(X, t) = (at)ﬂ/Z eXp(—m

eine Losung.
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EINIGE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Hyperbolischer Typ (Wellengleichung)

Fu
m:c -Au,

flr c € R, oder lang ausgeschrieben

2
82t(Xt = Zazx

Diese partielle Differentialgleichung ist linear, denn sind u; und u, Losungen
und a, 8 € R, so ist auch aus + Bu, eine Losung.
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EINIGE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Im Fall n = 1ist die Wellengleichung

&u

&u
@(x, t).

— 2.
m(x,t)—c

Sind dann fund g zwei beliebige, zweimal differenzierbare Funktionen
R — R, so ist die durch

u(x,t) == f(x + ct) + g(x — ct) (11.3.8)

definierte Funktion eine Losung, der Wellengleichung. Um dies zu sehen,
schreiben wir f(x, t) := f(x + ct). Dann gilt

of
241 /
62t(x t) = c’f’'(x + ct) und 3o (x,t) = f'(x + ct).
Damit ist f eine Losung der Wellengleichung und eine analoge Rechnung
zeigt, dass auch (x, t) — g(x — ct) eine Losung ist. Mit der Linearitat folgt

dann, dass auch das obige u eine Losung ist.
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EINIGE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wenn wir nun Anfangswerte fiir z.B. t = 0 haben, d.h. wir haben Funktionen
Uo, U1 : R — R mit

u(x, 0) = uo(x),
ou
5060) = ui()
fir alle x € R, so lasst sich eine Losung finden, die diesen Anfangswerten

und der Wellengleichung genlgt. Um dies zu sehen, betrachten wir zunachst
ein u der Form (11.3.8). Dann haben wir

_ou

= S5 (%,0) = f (%) — cg'(x)..

us(x)
Integration ergibt dann

ﬂn—gurzlﬁﬂﬂ—d@ys+ﬂm—gm)
1

-1 /O un(s)ds + f(0) — g(0).
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EINIGE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Ferner haben wir f(x) + g(x) = u(x, 0) = uo(x). Addieren dieser beiden
Gleichungen ergibt

fx) = %/OX ur(s)ds + f(O)EQ(O) . qu(x)

und Subtrahieren ergibt

a(x) = —Zlc OX ur(s)ds — 1(0) _2 g(0) N uoz(x)
= ;C/X uq(s)dS—f(O)_zg(O) n U02(X)

flr alle x € R. Einsetzen in (11.3.8) ergibt dann

u(x,t) = ur(s)ds.

Uo(X + ct) +uo(x —ct) 1 /”“
+ _
2 2¢ J,

—ct

Dies ist auch als D’Alembert-Losung der Wellengleichung bekannt.
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Section 11.4
Kettenregel



MOTIVATION

Die Kettenregel fur eindimensionale Funktionen ist eines der wichtigsten
Werkzeuge, um Ableitungen komplizierter Funktionen zu bestimmen. In
diesem Kapitel wollen wir sie auf den Fall g o f mit

f:R" - R" und g:R" 5 RF

ubertragen.
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MATRIX-NORMEN

Zunachst brauchen wir ein paar kleine Vorbereitungen. Dazu erinnern wir
daran, dass wir in Abschnitt 310 gesehen haben, dass der Einheitsball B(0, 1)

bezuglich der euklidischen Norm || - || folgenkompakt ist. Stetige Funktionen
f:B(0,1) — R sind daher beschrankt, wie nach Satz 5.2.8 erlautert worden
ist.

Istnun A € M(m,n), so ist die zugehorige lineare Abbildung x — Ax stetig
und die Abbildung y — |ly|| ist ebenfalls stetig. Damit gilt

IAl := sup [|AX]| < oco. (11.4.)
x€B(0,1)

Das folgende Lemma, dessen Beweis einfach ist und deswegen weggelassen
wird, zeigt, dass wir auf diese Weise eine Norm auf M(m, n) definiert haben.
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MATRIX-NORMEN

Lemma 11.4.1
Fiir alle m,n > 1 definiert (11.4.1) eine Norm auf M(m,n).

Istx € R" und A € M(m,n), so gilt
A < 1Al - i (11.4.2)
Flr x = 0 ist hierbei nicht zu zeigen, und fiir x # 0 gilt wegen ||x||~"x € B(0, 1):
[ < na-

Multiplizieren mit ||x|| auf beiden Seiten ergibt dann die gewlinschte
Ungleichung (11.4.2).

Ist nun B € M(k, m), so gilt fur x € B(0,1) und y := Ax wegen einer
zweimaligen Anwendung von (11.4.2)

1BAX|| = [[By|| < [IBI| - lIyll = [IBIl - [[AXI| < IBI[ - [|All - [IxIl < [IA]l - |B]| -
Mit anderen Worten haben wir

[IBAIl < || - [IA]l - (11.4.3)
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KETTENREGEL

Der folgende Satz liefert nun die mehrdimensionale Kettenregel.

Theorem 11.4.2
Seien U Cc R" und vV c R™ offen, sowie

fiU—R" und g:V— R

und x € Umity :=f(x) € V. Sind dann fin xund g iny
Fréchet-differenzierbar, so ist g o f in x Fréchet-differenzierbar und es gilt

)(g o H(x) =9 (f(x)) - J(H(X) -

Man beachte, dass J(g)(y) € M(k, m) und J(f)(x) € M(m,n) gilt. Dies “passt”
zu der Matrizenmultiplikation und zu J(g o f)(x) € M(R, n).

Die mehrdimensionale Kettenregel wird haufig als Merksatz: “AuRere mal
innere Ableitung” formuliert. Anders als im eindimensionalen Fall ist hierbei
die Reihenfolge im Produkt wichtig!
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Wegen der angenommenen Fréchet-Differenzierbarkeit haben wir fir € € R”
und n € R™:

fx+&) =) +J(NK) - €+ n(8),
gly+n) =90 +/9W) -n+rAn),

wobei die Rest-Terme r;(£) und r2(n) die Bedingung (11.2.3) erfiillen. Damit
haben wir fir i := J(f)(x) - € + r(€):

goflx+¢) = (f(X+§))

(F0) +1(D0 - € +1(€))

(y+77)

) +I@)Y) -0+ o)

(700 +4@)0) - (JNE) - €+ (&) + ra(a)

f6) + ()W) - I - €+ 13(8)

g
g
g
g
g
go

wobei wir
r3(€) == J(9)(f(x)) - (&) + RN X) - € + ri(€))

gesetzt haben. Es bleibt dann noch ’ﬁgl) — 0 fur & — 0 zu zeigen.
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Dafiir bemerken wir zunachst, dass mit (11.4.2) folgt:

1(@)(x) - n(Il  W@UCDI - I (O]
€]l - €1l

da ry die Bedingung (11.2.3) erfullt.

— 0,

Da r; die Bedingung (11.2.3) erfullt, gibt es Konstanten K > 0 und & € (0, 1] mit
IO < K- €]l (11.4.4)

fur alle & € U(0, d). Wir setzen nun (n) := r(n)/||nl|, d-h. wir haben

ra(n) = lnll - ¥(n)

und ¥(n) — 0 fur n — 0. Damit erhalten wir

RUNE) €+ &) = PO -+ @) - LUK - £+ nE©)]-
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Nun gilt mit (11.4.2) und (11.4.4) fir € € U(0, d):

PN - €+ n@l _ WO - €l + I ()]
€1l - €1l

Ferner gilt fir ne := J(H(X) - € + n(&):
lmell = WA) - &+ (N < WA - 1€+ [ (Il — 0

fur & — 0. Damit folgt ||¢o(ne)|| — O fur & — 0. Insgesamt haben wir damit

2& — o fiir £ — 0 gezeigt.

< WA+ K.
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BEMERKUNGEN

Ist h := g ofsowird die Kettenregel haufig auch durch die intuitive Formel
Ohe _ 5~ 09k Ofi
an a ; 8)/1 an

beschrieben. Diese drlckt aus, wie sich die einzelnen Eintrage von J(g o f)
berechnen lassen.
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BEISPIEL

Flr ein erstes Beispiel betrachten wir die Funktionen f: R — R* und
g : R? = R? die durch

) = (f) und 9(1,y2) = (ﬁﬁ%)

gegeben sind. Wir haben dann

IO = (32) und HQ)y2) = (;y 23) .

Da firy := f(x) gilt: y; = 0 und y, = x*, folgt

H0)(1) = <; 22) ~

Damit haben wir insgesamt

(g © A = HG)(K)) - JNKX) = (; 22) : <32> = (5) '
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KOORDINATENWECHSEL

Im Folgenden haben wir U,V Cc R" offen und @ : U — V
Fréchet-differenzierbar und bijektiv. Aus der Bijektivitat folgt dann

o od(u) =u, ueu.
Ist dann &~ " auch Fréchet-differenzierbar, so liefert die Kettenregel
En = J(idu)(u) = J(®7" 0 ®)(u) = J(®7)(®(u)) - J(®)(u)
und durch Betrachten von & o ®~'(v) = v erhalten wir mit u := ®~'(v) auch

(@)(®7' (V) - J(®7)(V)
(@)(u) (@~ )(®(u))

En = J(idv)(v) = J(® 0 &) (V)

J
J
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KOORDINATENWECHSEL

FUr x := ®(u) zeigen diese Rechnungen
SO0 = (J(®)(u)) (11.4.5)

Wir nehmen nun an, wir haben eine Fréchet-differenzierbare Funktion
f:U— R"™ und eine Funktion f: V — R™ mit

f(u) = f(®(u)), ueu.

Mit anderen Worten istfdie Funktion, die das Verhalten von f ausdruckt,
wenn wir einen Koordinatenwechsel u — ®(u) vorgenommen haben.
Offensichtlich folgt aus f = fo 0} sofortf: fo®~'. Wir wollen nun die
Ableitungen von f und f vergleichen. Mit x := ®(u) folgt mit aus der
Kettenregel
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KOORDINATENWECHSEL

Mit (11.4.5) folgt dann
JHE) = I - (@) (W)~ = J)() - J(S)(X)
und Ausnutzen von x := &(u) fuhrt zu

JO(@(W) = J(H)(u) - J(@ ) (P(u)). (11.4.6)

Um dies an einem konkreten Beispiel zu verdeutlichen, betrachten wir
® : (0,00) x (—m,m) — R*\ {0} mit

I cos
&(r, ) = < . )
rsin
furr>0und ¢ € (—m, ). Mit anderen Worten uberfuhrt ¢
Polar-Koordinaten in kartesische Koordinaten. Wir setzen
U:=(0,00) x (—m,7),

V:=®(U) =R\ (—o0,0]e;.
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KOORDINATENWECHSEL

Wir haben dann fur u = (r, ¢):

J(®)(u) = (cos<p —rsin 4,0)

sinp  rcos¢

und gemal’ der Formel

a b\ 1 (d -b
c d ad—bc\—c a
und (11.4.5) dann auch

J( @) (P(u) = (j(q,)(u))fw - <rcos<,p rsin gp)

rcos? p +rsino \ —sing cosy

_ cos sin @
“ \=r"sing r'cosy
Die Formel (11.4.6) wird dann zu

J(H)((reos g, rsine)") = J(A(r, ¢) - ( cos ¢ jin @ > ‘

r~'sing r~'cosy
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Section 11.5
Satz von Taylor



MOTIVATION

Der eindimensionale Satz von Taylor, siehe Satz 81.2, ermoglichtete es,
hinreichend glatte Funktionen lokal durch Polynome zu approximieren. In
diesem Kapitel wollen wir dies auf Funktionen f: R" — R verallgemeinern.
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MITTELWERTSATZ

Zunachst benotigen wir hierzu den folgenden, mehrdimensionalen
Mittelwertsatz, der auch fiir sich genommen von Interesse ist.

Theorem 11.5.1

Sei U c R" offen und f: U — R Fréchet-differenzierbar. Ferner seien a,b € U
mit

[a,b] :={a+t(b—a):te[0,1]} CU. (11.5)

Dann gibt es ein 6 € (0,1) mit

f(b) = f(a) = (Vf(a + 6(b —a)),b—a).

963



MITTELWERTSATZ

Die Bedingung (11.51) besagt, dass die Strecke zwischen a und b komplett in
U liegt. Ist U € R" konvex, d.h. wir haben [a, b] C U fir alle a,b € U, so ist
dies “automatisch” erfullt. Hierbei ist zu beachten, dass die offenen und
abgeschlossenen Kugeln bzgl. einer Norm aufgrund der Dreiecksungleichung
und der Homogenitat immer konvex sind.

Der Satz 11.51 zeigt unter der Bedingung [a, b] C U, dass es auf dies Strecke
[a, b] einen Punkt ¢ := a + 0(b — a) gibt mit

f(b) = f(a) = (Vf(£),b —a) .

Im Fall n = 1ist dies exakt die Aussage des Mittelwertsatzes 6.2.3.
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BEWEIS

Wir betrachten die Funktion h : [0,1] — R, die durch
h(t) :=fla+t(b - a))

definiert ist. Da die Abbildung ¢ : [0,1] — R", die durch ¢(t) := a +t(b — a)
definiert ist, Fréchet-differenzierbar ist, zeigt die Kettenregel, siehe Satz
11.4.2, dass h differenzierbar ist. Ferner ist h auch stetig nach Lemma 11.2.4.
Der Mittelwertsatzes 6.2.3 liefert daher ein 6 € (0, 1) mit

h(1) — h(0) = h'(6) - (1—0).
Wegen h(1) = f(b) und h(0) = f(a) folgt dann
f(b) — f(a) = h"(6).
Ferner gilt mit der Kettenregel und h = fo ¢:
h'(0) = J(N(«(0)) - J()(0) = (gradf(a +6(b - a))) - (b —a).
Mit (Vf)" = grad f folgt dann die Behauptung.
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BEMERKUNG

Flr Funktionen f: U — R™ mit m > 1ist keine zu Satz 11.51 analoge Aussage
moglich. Um dies zu illustrieren, betrachten wir die Abbildung f: R — R?, die

durch
cost
0= (sint)

definiert ist. Wir setzen ferner a := 0 und b := 27. Wir haben dann

(b) - f(a) = 0 und

) (@ +0(b — ) = J(A(r0) = <_(%)> |

Dies ergibt

J(H(a+6(b—a))-(b—a)=2r (- Sin(27r9)> .

cos(2m0)
Da es aber kein 6 € R mit sin(2r0) = 0 und cos(270) = 0 gibt, ist die
Gleichung

f(b) = fla) =J(N)(a +6(b—a)) - (b —a)
unmoglich.
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VEKTORWERTIGE INTEGRALE

Im folgenden wollen wir versuchen, eine abgeschwachte Fassung des
Mittelwertsatzes im Fall m > 1 zu bekommen. Dazu sei f : [a,b] — R" eine
stetige Funktion. lhr Integral wird dann komponentenweise erklart, d.h.

, SAGE
/ f(t)dt := :
a JE falt)dt

wobei fi,...,fm die Komponentenfunktionen von f sind.

, (11.5.2)

Das folgende Lemma zeigt, dass Normen in solche vektorwertigen Integrale
reingezogen werden konnen. Es verallgemeinert damit die Abschatzung
(7113) von Satz 71.8.

Lemma 11.5.2
Sei f: [a,b] — R" stetig. Dann gilt

H/abf(t) dtH < /ab IF()]|dt .
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BEWEIS

Wir setzen )
v::/ f(t)dt
a

und K := ||v|| und nehmen ohne Einschrankung K # 0 an. Dann gilt mit der
Linearitat des Integrals und der Definition des Skalarproduktes

R = (v,v) = </ubf(t) dt, v> _ /gb<f(t),v> dt
< (1ol mac
= [ o,

wobei wir fir die Ungleichung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt
haben. Teilen wir nun durch K, so erhalten wir die Behauptung.
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MITTELWERT-ABSCHATZUNG

Der folgende Satz liefert nun die angekilindigte, abgeschwachte Version des
Mittelwertsatzes im Fall m > 1.

Theorem 11.5.3
Sei U Cc R" offen und f: U — R™ Fréchet-differenzierbar. Ferner seien
a,b € Umit[a,b] C U. Dann gilt
1
f(b) - fla) = / J(N(a+tb-a)-(b-a)dt
0
und

116~ @)l < | D@+t —a)]at- o all

wobei das erste Integral als (11.5.2) zu verstehen ist.
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BEWEIS

Seien fi, ..., fm die Komponentenfunktionen von f. Mit dem Hauptsatz 7.2
und der mehrdimensionalen Kettenregel, siehe Satz 11.4.2, gilt dann

/ fi( a+t(b—a))dt

:/ gradfi(a + t(b — a)) - (b — a)dt.
0
Zusammensetzen Uber i =1,...,m ergibt dann die erste Behauptung. Die

zweite folgt dann mit Lemma 11.5.2 und der allgemeinen Abschatzung (11.4.2)
flr Matrix-Normen.
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SATZ VON TAYLOR

Wir mussen zunachst ein paar neue Notationen einfuhren. Dazu sei

a:= (ai,...,an) € Nj ein Multi-Index. Wir definieren dann
la] :=ar 4+ an,
al:=al- - an!.

Ist ferner f: R"” — R a-mal stetig differenzierbar, so schreiben wir

_ o%f

DYIf =
f 8L¥'Xi

I

flr die aj-malige Ableitung in Richtung i und

D%f := D ... Dgf

fur die |a|-malige partielle Ableitung in die Richtungen i =1,...,n mit
Vielfachheiten au, ..., an. SchlieBlich schreiben wir fir x = (xi,...,x,)" € R™:
X* =X Xy

fur ein multidimensionales Monom.
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HOHERE ABLEITUNGEN IN EINE RICHTUNG

Wir beginnen mit dem folgenden Satz, der hohere Ableitungen in eine
Richtung berechnet.

Theorem 11.5.4
Sei U C R" offen, k > 1und f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Ferner seien x € U und v € R" mit [x,x + v] C U. Flr

g:[0,11 =R
t— f(x +tv)
gilt dann
R!
Ry () — a o
g®(t) = Z aD fx +tv) v, t € [0,1].

a€ENg:|a|=k
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Wir zeigen zunachst per Induktion Uber k, dass
Z X:D,k ~ D f(X+tv) vy -, (11.5.3)
ip=1

gilt. Dazu sei wieder ¢(t) := x + tv, d.h., wir haben g = fo . Fir k =1 ergibt
nun die Kettenregel

g'(t) =J(N(e(D) - Jp)(t) = grad f(x + tv) - v
= Zn: Dif(x + tv) - v

i=1

Alternativ konnen wir auch Satz 11.2.8 anwenden.

973



Fur den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dass die Aussage schon fur
k — 1 gezeigt wurde. Es gilt dann

ag(k_w)
5 ()

LA n
:&<Z Z ka—ﬂ'”Dﬁf(x—"_tv)'vﬁ'”V"k—w>

h=1 ipq=1

n n n
=300 X O Dl ) vy v ),
j=1

h=1 ip_q1=1

o1 =

wobei wir analog zum Fall k = 1 die Kettenregel angewendet haben. Setzen
wir i, ;= j und wenden wir die Linearitdt von D; an, so ergibt sich (11.5.3).
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Die Behauptung folgt nun durch geschicktes Zusammenfassen der Summen.
Hierzu sei i, ...,Ip € {1,...,n}. Kommt unter diesen k Zahlen, die Zahl 1
genau a;-mal vor, die Zahl 2 genau a;-mal vor, ...und die Zahl n genau
an-mal vor, so folgt aus dem Satz von Schwarz, siehe Satz 111.4:

Dj, -+ Dipf(x +tv) - v v, = DUf(x + tv)vih v

Eine solche Kombination kommt genau

R!

ail - ap!

mal vor, wobei flir n = 2 dies schon im Satz 2.2.5 gezeigt wurde und die
allgemeine Aussage auch elementar bewiesen werden kann. Mit unseren
Notationen fir v® und ! folgt dann die Behauptung.
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LAGRANGE-RESTGLIED

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun die mehrdimensionale Version
der Taylor-Entwicklung mit Lagrange-Restglied beschreiben.

Theorem 11.5.5
Sei U C R" offen, k > 1und f: U — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Ferner seien x € U und & € R" mit [x,x + £] C U. Dann existiert ein
6 € [0,1] mit
_ Df(X) s Df(X + 6¢€) ,a
fx+¢) = Z £5 + E Tf .

al
a€eNj:|a| <k a€Nj:|a|=Rk+1

Man beachte, dass alle Terme in der ersten Summe mehr-dimensionale
Monome vom Grad |« sind. Insgesamt ist daher die erste Summe ein
mehr-dimensionales Polynom vom Grad k.
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BEWEIS

Wir betrachten wieder die Funktion
g:[0,1]—>R
t— f(x+t€).

Mit dem Lagrange-Restglied, siehe Satz 81.3 flr t, = 0 und t = 1, haben wir
dann ein 0 € [to, t] = [0,1] mit

fix+¢€) =g(1)
kR _(m) (R+1)
_mzogmg()“O %mgfl)“’o)w
k
_x9"(0) | 9"
Lo +(k+1)

Setzen wir jetzt die Formel aus Satz 11.5.4 ein, so folgt die Behauptung.
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SATZ VON TAYLOR

Der mehrdimensionale Satz von Taylor folgt nun als Korollar.

Korollar 11.5.6

Sei U Cc R" offen, k > 1und f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Ferner seien x € U und § > 0 mit U(x, §) C U. Dann gibt es eine
Funktion r : U(x,d) — R mit

fx+&= > Daﬁx)éo‘ +r(¢) (11.5.4)

a€eNj:|a| <k
fur alle € € U(0, ), sowie r(0) = 0 und

r§) _
Jim, feje = O (11.5.5)
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BEWEIS

Wir wenden Satz 11.5.5 fur kR — 1 an und erhalten ein ¢ € [0, 1], so dass gilt

! ol
aeNJ:|a|<kR—1 aeNJ:|lal=kR
D o DYf(X + 0c€) — Df(X) o
> f()§ RSV (ET BTV O
@2
aeNj:la| <R a€ENp:|a|=k

Wir setzen daher

i) = LS R = P

fir @ € Nj mit |o| = k. Da nach Voraussetzuﬁg alle Df stetig sind, folgt
ro(€) — 0 flir € — 0. Setzen wir nun

)= Y, ral8)-&,

a€ENp:|a|=k

so folgt sofort (11.5.4) und r(¢) = 0. Ferner haben wir
ga B 1041 .. r?n

=——— <1
e Ngller -~ - gl =
und damit zeigt ro (&) — 0 fiir € — 0 auch schon (11.5.5).
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DIE TERME BIS ZUR ORDNUNG 2

Im folgenden wollen wir die einzelnen Summen
DH(X) s
>
(0%
aeNj:lal=k
n (11.5.4) fiir k = 0, 1,2 genauer betrachten.

Im Fall k = 0 ist dies einfach, da es nur ein « € Nj gibt mit || = 0, namlich
a = 0. Dies ergibt

3 D”‘f(X)§ Of( )5 — ). (11.5.6)

ol
a€eNJ:|a|=0

Der Fall k = 1ist ebenfalls noch sehr Ubersichtlich, da nur die Tupel
a=e eNJfiri=1,...,n die Gleichung |a| = 1 erfiillen. Da wir fiir & = e;
die Identitaten D* = D;, e;! =1 und &% = & haben, folgt dann

>

a€Ng:|a]=1

ZDf )6 = (VA(x),£) . (1157)
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DIE TERME BIS ZUR ORDNUNG 2

Im Fall k = 2 gibt es zwei Sorten von « € Ny mit || = 2, namlich a = 2e; und
a = e; + e, wobei wir bei letzteren ohne Einschrankung i < j annehmen
konnen, da dies nicht den Multi-Index « verandert. Im ersten Fall gilt nun

D*if = Dff, (2e)! =2, EI=1,
wahrend wir im zweiten Fall
De1+€j]c: DiDjfu (e[ + ej)! =1 , §e,+e, — gl. . fj
haben. Dies ergibt
Df(X) o 1 L
> ) ea 2 D DIf)E + > DiDf(x)&E;
i=1

ol —
a€ENp:|a|=2 1<J

— 5 D00 + 5 3 D0
i=1

i

= 237> Difxee

i=1 j=1

= {EHN0) - ©).

=5
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DIE TERME BIS ZUR ORDNUNG 2

Damit haben wir das folgende Korollar gezeigt.

Korollar 11.5.7

Sei U Cc R" offen und f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Ferner seien x € U und § > 0 mit U(x, §) C U. Dann gibt es eine
Funktion r : U(x,d) — R mit

FX+€) = 0 + (VFX), €) + 246, HK) - €) +1(8) (158)

fir alle ¢ € U(0, ), wobei r sowohl r(0) = 0 als auch (11.5.5) fiir k = 2 erfiillt.
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BEISPIEL

Wir wollen das letzte Korollar jetzt noch an einem Beispiel illustrieren. Dazu
sei f: R® — R durch

(1, X2, X3) = X1X5 sin X;
definiert. Ferner interessieren wir uns fir den Punkt x := (1,2,0)", wobei wir
zunachst beachten, dass

f(1,2,0)=0.

Um nun die Entwicklung (11.5.8) zu berechnen, berechnen wir noch alle
Ableitungen der Ordnungen 1 und 2. Dies ergibt
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BEISPIEL

Fur die Ableitungen der ersten Ordnung ergibt dies

0

8)( (120)—X25IHX3|120 O7
%(172 0)—2quzsmx3‘ 20=0>
of

2
37)@(1: 2,0) = xix; COSX3|(11270): 4,

und damit

<Vf(1, 2, O)v £> = 453 .



BEISPIEL

Fur die Ableitungen der zweiten Ordnung haben wir ferner

2 ,2,0) =0l =0,
8522;1 (1,2,0) = 2x; sin X3|(1Y2’0): 0,
8)(632{;( (1,2,0) = X; cos xs| a2 T
dazfﬁ 2,0) = 2 sinxs|;, =0,
8)228]; (1,2,0) = 2x1x2 COSX3‘ o) =4,
82f

2 .
5x (1 2,0) = —x1X5 smxg‘(m,o): 0.
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BEISPIEL

Dies ergibt

~ O O
»~ O O

H()(1,2,0) = (

o~ &
N—

und damit

& 4&3
(&, H(N(,2,0)-¢) = < &1, 46 > =8(&6 + 68) .
& L& + L&

Insgesamt ergibt dies

f((1,2,0) +€)) = 4& + 4(&1& + &283) +1(€) .
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Section 11.6
Mehrdimensionale Extrema



NOTWENDIGE BEDINGUNG

FUr Funktionen R — R kdnnen Maxima und Minima Uber die ersten und
zweiten Ableitungen detektiert werden. In diesem Kapitel wollen wir dies auf
Funktionen R" — R ausdehnen. Wir beginnen mit der Definition von
(lokalen) Extrema.

Definition 11.61
Sei U Cc R" offen, f: U — R und x* € U. Dann hat fin x* ein lokales
Maximum, falls es ein 6 > 0 gibt mit U(x*,d) C U und

fx) < f(x), x € U(x",0).

Gilt sogar f(x) < f(x*) fur alle x € U(x*,0) \ {0}, so sprechen wir von einem
strikten lokalem Maximum.

Wie Ublich hat f ein (striktes) lokales Minimum in x*, falls —f ein (striktes)
lokales Maximum hat. SchlieBlich hat fin x* ein (striktes) lokales Extremum,
falls fin x* ein (striktes) lokales Maximum oder Minimum hat.
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NOTWENDIGES KRITERIUM

Im eindimensionalen Fall verschwindet die Ableitung in einem Extremum.
Der folgende Satz zeigt, dass dies auch im mehrdimensionalen Fall gilt.

Theorem 11.6.2
Sei U C R" offen, f: U — R partiell differenzierbar und x* € U, so dass f in x*

ein lokales Extremum hat. Dann gilt

gradf(x") = 0.
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BEWEIS

Wir fixieren eini € {1,...,n} und § > 0 gemaR der Definition von lokalen
Extrema. Ferner definieren wir h : (=4, 6) — R durch

h(t) == f(x* +te}) , t e (=9, ).

Dann hat h in 0 ein Extremum und ist nach Konstruktion auch
differenzierbar. Mit dem eindimensionalen Fall, siehe Satz 6.2.2 folgt

0,

0=1(0) = ().

Dies zeigt die Behauptung.
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BEMERKUNGEN

Da die Funktion x — grad f(x) im Allgemeinen nichtlinear ist, ist die
Bedingung

gradf(x*) =0
typischerweise ein nicht-lineares Gleichungssystem. Dieses hat oft keine
explizite Losung sondern muss numerisch gelost werden. Hierbei kann n
sehr grof sein: Neuronale Netze auf einem Desktop-Computer haben leicht
Millionen von Parametern und bei ihrem Training entspricht diese Anzahl
gerade n. Ernsthafte neuronale Netze sind um einige GroRenordnungen
groBer, z.B. hat ChatGPT (momentan) ca. 175 Milliarden Parameter!
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BEMERKUNGEN

Wie im eindimensionalen Fall ist grad f(x*) = 0 keine hinreichende
Bedingung fir ein Extremum. Um ein Beispiel flir n = 2 zu sehen, betrachten
wir die Funktion f: R?> — R, die durch

fx,y) = x =y (11.61)
definiert ist. Es gilt dann
gradf(x,y) = (2X7 _2y)

und damit folgt grad f(0, 0) = 0. Die Funktion f hat aber kein Extremum in 0,
da gilt

f(x,0) > f(0,0) > f(0,y)
flr alle x,y # 0.
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HINREICHENDE BEDINGUNG

Im eindimensionalen Fall hat f: R — R ein Extremum in x*, falls f/(x*) = 0
und f’(x*) # 0 gilt, siehe Satz 6.2.8. Dies kann im mehrdimensionalen Fall so
nicht gelten, da fur die in (11.61) definierte Funktion f gilt

gradf(0) = 0 und H()(0) = <é _02) #0

und wir gerade gesehen haben, dass f kein Extremum in 0 hat.
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HINREICHENDE BEDINGUNG

Der folgende Satz lost dieses Problem, indem er die Hesse-Matrix genauer
betrachtet.

Theorem 11.6.3
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar und x* € U

mit
gradf(x") = 0.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
i). Hatfin x* ein lokales Minimum, so ist H(f)(x*) positiv semi-definit.

ii). Ist H(f)(x*) positiv definit, so hat fin x* ein striktes lokales Minimum.
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HINREICHENDE BEDINGUNG

Analoge Aussagen gelten fur Maxima, indem wir die Funktion —f betrachten.
Da wir dann H(—f)(x") = —H(f)(x*) haben, wird die positive
(semi)-Definitheit durch die negative (semi)-Definitheit ersetzt werden
mussen.

Ist H(f)(x*) indefinit, so kann insbesondere f kein lokales Extremum in x*
haben.

Die Idee des Beweises beruht einerseits auf Korollar 11.5.7, das zeigt, dass
das Verhalten von fin einer kleinen Umgebung von x* durch die
quadratischen Funktion & — (&, H(f)(x*) - £) dominiert wird und
andererseits auf den Eigenschaften von symmetrischen Matrizen, die wir in
Kapitel 5 herausgearbeitet hatten.
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Da grad f(x*) = 0 gilt, gibt es nach Korollar 11.5.7 ein § > 0 mit

£ — f(x) = %(x—x*,A(x—x*» +r(x—x7), X € U(x*, 9),

wobei wir A := H(f)(x*) und x := x* 4 & gesetzt haben und r: U(x*,d) = R
sowohl r(0) = 0 als auch

im X=X) _

€0 [|x — Xx*||2

erfullt. Damit gibt es zu jedem e > 0 ein 4. € (0,4) mit
Ir(x — x*)| < elx — x|, x € U(X", dc).

Nach dem Satz von Schwarz, siehe Satz 111.4, ist A symmetrisch. Satz 10.5.3
zeigt dann, dass es eine orthogonale Matrix S € M(n, n) gibt mit
A 0
A= = S'AS,
0 An

wobei A1, ..., s € R die n Eigenwerte von A sind.
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Da S~'= ST gilt, siehe (10.3.9), folgt A = SAST. Wir setzen nun y := x — x* und
z:=S"y. Dann folgt

(X = x*,A(x —x*)) = (y,SAS"y) = (Sy, ASy)
= (z,A\2)

n
S
i=1
und da S" orthogonal ist, zeigt Satz 10.3.8:

lzll = 1IS'vll = lvll = lIx = X"l
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i). Wir nehmen an, es gibt ein \; < 0. Sei v; ein Eigenvektor zu \;, wobei wir
ohne Einschrankung ||vi[| = 1annehmen konnen. Fur e := —% > 0 und
t € (—4.,0:) folgt dann

* * 1 )\i
I +1vi) = fIx7) = 5(tvi, A(twi)) + r(tvi) = S + r(tv)
< %tz +et?
Ao
— o
6

Durch Betrachten von t := 4. /2 haben wir dann
X = X" +tv; € U(X*,d:) C U(x™,d) und f(x) — f(x*) < 0.

998



ii). Da A positiv definit ist, gilt \1,..., Ay > 0, siehe Satz 10.5.5 und die
Bemerkung danach. Ohne Einschrankung konnen wir A\, = min \; annehmen.
Fiir e := 22 und x € U(x", §.) folgt dann

1

f(X) 7f(X*) = §<X*X*,A(X7X*)> + r(X *X*)

1o .
:§Z>\iz,2+r(x—x )
=

)\ n

27” Z 4 r(x — x*)
=

)\ * 112 * 112
Z%HX*X [I” = ellx = x7|

>\/7 * 112
=x—x

AL |

Im Fall x # x™ gilt daher f(x) > f(x*).
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BEISPIELE

Wir beginnen mit der Funktion f: R — R, die durch
fxy) = x" +y*
definiert ist. Es gilt dann
grad f(x,y) = (2x,2y),

und damit ist (x,y) = 0 der einzige Kandidat fur ein Extremum. Wegen

H(f)(0) = (é (2’)

sehen wir dann, dass f ein striktes Minimum in 0 hat, was naturlich keine
Uberraschung ist.
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BEISPIELE

Wir betrachten nun die Funktionen fi : R> — R, die durch
fe(y) =X £y
definiert sind. Es gilt dann
grad f(x,y) = (2%, £4y°),

und damitist (x,y) = 0 wieder der einzige Kandidat flr ein Extremum. Wir

haben ferner
H(F2)(0) = (é 8) ,

was eine positiv semi-definite Matrix ist. Mit Satz 11.6.3 konnen wir daher
keine Aussage treffen, ob es ein Extremum in 0 gibt. Und tatsachlich hat f.
ein striktes Minimum in 0, wahrend f_ kein Extremum in 0 hat.
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BEISPIELE

Als letztes Beispiel sei f: R? — R, die durch

fx,y) =y (x = 1) + x*(x + 1)
definierte Funktion. Es gilt dann
grad f(x,y) = (¥’ + 3% +2x,2¥(x — 1)) .

Damit ist das nichtlineare Gleichungssystem

V43¢ +2x=0

y(x—=1)=0

zu losen. Aus der zweiten Gleichung konnen wir nun x = 1 odery = 0
herleiten. Im Fall x = 1ist dann die erste Gleichung y? + 5 = 0, und diese hat
keine Losung. Im Fall y = 0 ist die erste Gleichung dagegen 3x* 4+ 2x = 0 und
diese hat die beiden Losungen x; = 0 und x, = —2/3. Unsere Kandidaten fur

Extrema sind somit (0, 0) und (—2/3,0). Um eine Entscheidung mit Satz
11.6.3 zu treffen, berechnen wir nun die Hesse-Matrix

HNCY) = <6X2;2 2(x2y1)> ‘

1002



BEISPIELE

Dies ergibt dann fir unsere Kandidaten

H(7)(0,0) = (f) _02>

H(f)(—2/3,0) = <_02 1%/3) .

Damit gibt es kein Extremum in 0 und ein striktes lokales Maximum in

(—2/3,0).
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CHAPTER 12: IMPLIZITE FUNKTIONEN



EINFUHRUNG

Eine Funktion f: R — R ist in einer Umgebung von x € R invertierbar, falls
zum Beispiel f einmal stetig differenzierbar ist und f'(x) # 0 gilt. Kdbnnen wir
dies auf f: R” — R" verallgemeinern?

Sei F: R* x R™ — R™ eine “glatte” Funktion mit F(0,0) = 0. Wann gibt es
dann eine Funktion g mit F(x,g(x)) = 0 in einer Umgebung von 0 in R*?

Seien f, g : R” — R Funktionen. Wie konnen wir f auf der Niveau-Menge
{x:g(x) = 0} optimieren?
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Section 121
Der Satz uber Implizite Funktionen



MOTIVATION

Wir betrachten die Abbildung f: R?> — R, die durch
fx,y) =2 +y = r

definiert ist. Dann ist {(x,y) : f(x,y) = 0} der Kreis mit Radius r. Dieser kann
in Teilen durch

y=9g(x)=+vnr2—x2, X € [-r1]

beschrieben werden. Es gilt dann f(x, g(x)) = 0 und wir sagen, dass g
implizit durch f gegeben ist. Wir wollen nun solche impliziten Funktionen
untersuchen.
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EIGENSCHAFTEN IMPLIZITER FUNKTIONEN

Theorem 1211
Seien a € R, b € R™ und Us := U(a, 1) und U :== U(b, ;) mitri,r, > 0.
Ferner sei
F:U x U —R"
(6 y) = F(x,y)
in (a, b) Fréchet-differenzierbar, so dass F(a,b) = 0 gilt und

OF
aiy(afb) & M(m7m)

invertierbar ist. Gibt es dann eine stetige Funktion g : Uy — U, mit g(a) = b
und
F(X7Q(X)) = 07 X € U'h

dann ist g in a Fréchet-differenzierbar und es gilt

g'(a) = - (g';(q b)) %(a, b). (1217)
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Ohne Einschrankung konnen wir (a,b) = (0,0) annehmen. Wir definieren

oF
A= 5-(0,0) € M(m, k),

5. OF

= 5,(0,0) € M(m,m).

Da Fin (0, 0) Fréchet-differenzierbar ist, gilt mit Block-Matrix-Schreibweise

F(x,y) = F(0,0) + (A, B) - (;) + (%)

= Ax+ By + o(x,Y),
wobei die Funktion ¢ : Uy x U, — R™ die Eigenschaften ¢(0,0) = 0 und

im 2 _ (1212)
=0 [0Vl

erfullt. Fur y := g(x) folgt dann
0 = F(x,9(x)) = Ax+ Bg(x) + ¢(x, 9(x)) -
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Da B invertierbar ist, konnen wir dies zu

9(x) = =B~ 'Ax — B~ 'p(x, g(x))
=g(0) — B 'Ax — B (X, 9(x)) (121.3)
umschreiben, wobei wir im letzten Schritt die angenommene Identitat
g(0) = 0 benutzt haben. Nach der Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit
reicht es daher
—1
lim 2206 909) _ (121.4)

zu zeigen. Dazu definieren wir
G = ||BT'A| und G :=|B7",

wobei wir fir die Matrix-Normen und ihre Eigenschaften an Abschnitt 949
erinnern. Wegen (12.1.2) gibt es nun §; € (0, r;) mit

o) < 55 10N < 5= = (16,0l + 10, 1)

1
=G (Il =+ vl (121.5)

fur alle x € U(0,01) und y € U(0, dy).

1010



Da g stetig ist, gibt es ferner ein § € (0,:1) mit
Xl <6 = gl <.

Flr x € U(0,6) haben wir also g(x) € U(0,d,) und damit ergibt (12.1.5):
1
lle(, gONI < 5 - (Xl =+ g Go1l) -
Fur x € U(0,6) impliziert (12.1.3) daher

9Ol = I = B™Axl| + 1B~ (x, g(x)l|
< Gl + Glle(x; g())

1 1
< (6 +3) Ixll + 519l
und losen wir dies nach ||g(x)|| auf, so erhalten wir
Igeall < (G + 1) IIxI
fur alle x € U(0, d). Mit der Dreiecksungleichung schliefen wir dann auf
106 9O < [IxIl + lgCAll < 2(G + I -
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Fur x € U(0, d) ergibt dies nun

18006 a0 _ - lletx, g0 el 90
A T G (T

und da wegen der Stetigkeit von g aus x — 0 auch g(x) — 0 folgt, erhalten
wir schlieBlich (121.4).
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EXISTENZ IMPLIZITER FUNKTIONEN

Theorem 121.2
Seien a € R, b € R™ und Us := U(a, 1) und U :== U(b, ;) mitri,r, > 0.
Ferner sei

F:U x U = R"
(%, y) = F(x,y)
stetig Frechet-differenzierbar, es gelte F(a,b) = 0 und

OF
aiy(afb) & M(m7m)

sei invertierbar. Dann gibt es p1 € (0,r1) und p, € (0,r2), so dass es fur
Vi = U(a, p1) und V, :=U(b, p2)
genau eine Funktion g : V4 — V, gibt mit
F(x,g(x)) =0, x eV

und diese ist dann auch stetig.
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Wir nehmen wieder ohne Einschrankung (a, b) = (0,0) an und definieren
o
oy

Ferner betrachten wir die Funktion

B:= 0,0) € M(m, m).

G:Ui x U = R"
(X7y) =Yy — Bin(Xay)'
Dann ist G stetig Frechet-differenzierbar und wegen

aG 1 OF

gy oY) = En =BT 50 (X))

gilt
G
8y(
und G(0,0) = 0 — B7'F(0,0) = 0. Ferner ist y %(x,y) stetig und damit
gibt es 7; € (0,r;) mit

0,0)=0

H (x y)H (x,¥) € B(0,F) x B(0,F,). (121.6)
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Wir setzen p, :=T,. Da G(0,0) = 0 und G stetig ist, gibt es dann ein
p € (0,7) mit

£:= sup \|G(X,O)||<%. (1217)
x€B(0,p1)

Nach diesen Vorbereitungen bemerken wir nun zunachst, dass F(x,y) = 0
genau dann gilt wenn B~'F(x,y) = 0 gilt und dies ist wiederum aquivalent zu
G(x,y) = y. Damit haben wir

F(x,y) =0 = G(x,y) =y (121.8)

fur alle (x,y) € (U1 x Uy).
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Seien nun x € Va und ya,y> € Vo mit F(x,y1) = 0 = F(X,y,). Dann zeigt (12.1.8)

Vi — Y2 = G(x,y1) — G(X,¥2)

und mit dem abgeschwachten Mittelwertsatz, siehe Satz 11.5.3, auf
y — G(x,y) angewendet erhalten wir

12 =yill = 1G0x, y1) = GOx, o)

-
S/86
0

gy v+ 1z =) At Iy — il
1
< = = 5
< slyz =l

wobei wir im letzten Schritt (121.6) benutzt haben. Dies zeigt y; = y, und
damit die Eindeutigkeit von g.
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Um die Existenz zu zeigen, definieren wir eine Folge (gi)ien VOn Funktionen
gi : B(0, p1) = R™ induktiv durch go := 0 und

Giv1 = G(X,Q,’(X))., X e B(Ova)~

Da go und G stetig sind, sehen wir mit Induktion schnell, dass alle g; stetig
sind. Mit Hilfe von Induktion wollen wir nun auch

sup [|gia(x) — gi(x)|| < 27'e (121.9)
x€B(0,p1)
und
g,'(X) S U(O,ZE), X e B(O,p1) (12110)

zeigen. Fir den Induktionsanfang beachten wir dazu, dass wir wegen go = 0
auch gi(x) = G(x, 0) haben und dies zeigt

sup  [|g1(X) — Go(X)|[ = sup [|G(x,0)]| =€ < p2
x€B(0,p1) x€B(0,p1)

mit (121.7). Ferner ist go(x) = 0 € U(0, 2¢) fiir x € B(0, p1) offensichtlich.
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Fur den Induktionsschritt fixieren wir nun ein j > 0 und nehmen an, dass
(121.9) und (12110) fur alle i = 0, ..., j wahr sind. Fir t € [0,1] und
x € B(0, p1) haben wir dann

ll9j-1(x) + t(g;(x) — g1 Ol = I(1 = t)gj—1(x) + tg;(X)]
< (T =0lgj—1 01l + tllg; ()l
< 2(1—t)e + 2te

=2¢,

wobei wir zweimal (121.10) benutzt haben.
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Mit Satz 11.5.3 folgt dann

19j+1() = (|
= 116(x,g;(x)) = G(x, gi1 (X))l

|
< [
0

5, (59100 + G100 = G-() ||t 1gi() ~ g (X1
< 2 1gi0 = g0l

< 271U

—_ 9
=2"¢,

wobei wir in der zweiten Ungleichung die Abschatzung (121.6) benutzt haben.
Damit haben wir (121.9) gezeigt.
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Flir den Beweis von (12110) wenden wir die schon bewiesene Ungleichung
(121.9) und ein Teleskopsummen-Argument an:

g0l = \)§(9f+1(x> —gi03)

<3 1909~ 0

Mit (121.9) sehen wir nun, dass jede Komponentenfunktionenfolge von
(gi)ien eine Cauchy-Folge bezuglich der Supremumsnorm ist. Damit
konvergiert jede Komponentenfunktionenfolge gegen eine stetige Funktion,
vgl. Satz 8.211. Insgesamt erhalten wir damit eine stetige Funktion
g:B(0,pm) = R™ mit
lim gi(x) = g(x), X € B(0, ).
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Aus (12110) folgt dann
9(x) € B(0,2¢) C U(0, pz) = Vi

fur alle x € B(0, p1), da wir 2e < p, haben, siehe (121.7). Ferner gilt mit der
Stetigkeit von G:

90x) = lim g:1(x) = fim G(x,gi(x)) = 6(x, g(x))

fur alle x € B(0, p1). Mit (121.8) folgt dann F(x, g(x)) = 0 fir alle x € B(0, p1)
und damit ist g}y, : Vi — V, unsere gesuchte Funktion.
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BEMERKUNGEN UND BEISPIEL

Um die bisherigen Ergebnisse zu illustrieren, betrachten wir die Funktion
F:R xR — R, die durch

F(x,y) ==X +y* —1

definiert ist. Dann gilt F(0,1) = 0 und wegen %(x,y) =2y haben wir auch
2—5(0,1) =2 € M(1,1), was offensichtlich eine invertierbare 1 x 1-Matrix ist.
Nach Satz 121.2 gibt es dann €, > 0 und eine stetige Funktion

g:(—e,e) = (1—9,1+9) mit

F(x,g(x)) =0, X € (—¢,¢). (12111)
Einfaches Nachrechnen zeigt ferner
9(x) = V1— %

und es ist leicht zu Uberprufen, dass das grolitmogliche e gerade e = 1ist,
wenn wir 6 := 1 setzen.
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BEMERKUNGEN UND BEISPIEL

Ferner haben wir auch F(1,0) = 0. In diesem Fall ist aber §(1,0) = 0 und da
dies keine invertierbare 1 x 1-Matrix ist, konnen wir Satz 121.2 nicht
anwenden, um eine Funktion g mit (12.111) zu erhalten. Das dies kein Artefakt
ist, zeigt Abbildung 23. Vertauschen wir jedoch die Rollen von x und y, so
konnen wir mit Satz 121.2 eine Funktion h : (=9,6) — (1 —¢,1+¢) mit

F(h(y),y) =0, y € (=9,9)

finden, da wir 2£(1,0) = 2 # 0 haben. Offensichtlich ist h(y) = /T —y2.
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BEMERKUNGEN

NPARNPIRNE,

Abbildung: Links: Die rote Menge {(x,y) : F(x,y) = 0} fur die Funktion
F(x,y) := x* +y*> — 1. Im Punkt (0,1) ist 35(0,1) = 2 und wir konnen z.B. auf
dem blauen Intervall eine eindeutige Funktion g finden mit F(x, g(x)) = 0.
Mitte: Die gleiche Situation, diesmal aber im Punkt (1,0). Hier gilt
2—5(0,1) = 2 und egal, wie wir das blauen Intervall wahlen, konnen wir kein
eindeutiges g mit F(x, g(x)) = 0 finden, da wir sowohl oberhalb als auch
unterhalb der x-Achse ein y mit F(x,y) = 0 haben. Rechts: Vertauschen der
Rollen von x und y macht es moglich, ein lila Intervall auf der y-Achse zu
finden, so dass wir eine Funktion h mit F(h(y),y) = 0 haben.
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BEMERKUNGEN

Betrachten wir die Situation in Satz 121.2, so folgt aus der Invertierbarkeit

von -
((’)7)/(0’ b) € M(mv m)
schon die Invertierbarkeit von g—;(x,y) fur hinreichend kleine Umgebungen,

d.h.x e U(a, pr) und y € U(b, 2). In der Tat ist det : M(m, m) — R stetig und

damit ist auch o
(X7y) = det(@(&y))

stetig.
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BEMERKUNGEN

Aus oF

det(a—y(a, b)) £0
folgt dann die oben behauptete Invertierbarkeit in einer kleinen Umgebung.
Da V4 und V; in Satz 121.2 nicht weiter spezifiziert sind, konnen wir also ohne
Einschrankung zusatzlich annehmen, dass %(x,y) fur alle (x,y) € Vi x Vs,

invertierbar ist. Mit Satz 1211 erhalten wir dann die Differenzierbarkeit von
g: Vi =V, mit

g'(x) = —<§§(x7y)> ey (65) € Vi x V.
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BEMERKUNGEN

Anders als im obigen Beispiel ist die Funktion g im Allgemeinen nicht
explizit berechenbar. Der Beweis von 121.2 liefert jedoch ein iteratives
Verfahren zur Approximation von g. Dazu betrachten wir die Funktion

GZU1XU2—>Rm

() = v-(Gta)

Setzen wir nun go := 0 und

F(x,y)-

gia(x) := G(x,gi(x))
so zeigte der Beweis von Satz 121.2, dass g; — g gleichmaRig auf einer

hinreichend kleinen Kugel um a. Setzen wir y; := gj(x), so lasst sich die
obige, induktive Definition auch als

=1
i =y~ (Gr(a.b)) Fxy)

schreiben. Dies ist das sogenannte Newton-Verfahren, das nach dem eben

gesagten fur x € V4 die Losung y € V, von F(x,y) = 0 durch die Folge (Vi)ien

approximiert, d.h. y; — .
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HOHENLINIEN

Im folgenden sie U  R? offen und f: U — R stetig differenzierbar. Fiir A € R
betrachten wir dann die Niveau-Menge

Na == {(x,y) € U:f(x,y) = A},
die anschaulich gesprochen der Hohenlinie zur Hohe X auf einer Landkarte
entspricht. Wir nehmen nun an, wir haben einen Punkt (x*,y") € Nx mit

grad f(x",y") # (0,0),

d.h. f hat kein Extremum in (x*,y*). Wir nehmen nun an, dass %(X*,y*) #0
gilt, der andere Fall lasst sich durch Vertauschen von x und y analog
behandeln. Fur die durch F(x,y) := f(x,y) — X gegebene Funktion F: U — R
folgt dann

g—;(x*,y*)yéo und F(x*,y")=0.
Nach Satz 121.2 und unseren vorherigen Bemerkungen existieren dann
£,8 > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion

g: (X" —0,x"+0) = (V" —e&,y" +¢) mit
F(x,g(x)) =0, xe (X" —6,x" +96).
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HOHENLINIEN

Mit anderen Worten haben wir
NaN (X" =6,x" +8) x (" —e,y" +¢)) = {(x,g(X)) : x € (X" = 6,x" + )},
d.h. die Hohenlinie N zur Hohe X lasst sich lokal durch die Funktion g
beschreiben und insbesondere handelt es sich tatsachlich um eine “Linie”.
Parametrisieren wir diese Linie nun durch ¢ : (=6,6) — R?,
d.h. o(t) := (t,g(x* 4+ 1)) furt € (=4,6), so haben wir f(p(t)) = A fur alle
t € (=4,0) und die mehrdimensionale Kettenregel ergibt dann

0 = (gradf)(eo(t)) - ¢'(1) -

Der Vektor ¢'(t) € R? steht daher nach Satz 11.2.9 senkrecht zu der Richtung
des steilsten Anstieg von fim Punkt (t, ¢(t)). Ferner beschreibt nach der
Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit die Abbildung

hi—= o) +¢'(t)-h, heRr

die Tangente an ¢(t), wobei wir ¢'(t) € M(2,1) benutzen. Insgesamt sind
also die Richtung des steilsten Anstiegs und die Richtung der Tangente
senkrecht zueinander.

1029



LOKALE INVERTIERBARKEIT

Haben wir eine Funktion f: R" — R", so ist diese in der Regel nicht
invertierbar. Der folgende Satz, der Satz 6.1.8 verallgemeinert, zeigt aber die
lokale Invertierbarkeit fur Punkte, in denen die Ableitung von f eine
invertierbare Matrix ist.

Theorem 121.3
Sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und a € U, so dass Jf(a)
invertierbar ist. Dann gibt es offene Mengen V; c U und V, C R" mita €
und b := f(a) € V,, so dass

f‘\/1 : V1 — \/2
bijektiv ist. Ferner ist die resultierende Umkehrabbildung (fj,)~" stetig
differenzierbar und es gilt

J(fiv) ' (b) = (If(a)) "
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Wir betrachten die Funktion F: U x R" — R", die durch
Fx,y) :=fx) -y
definiert ist. Dann gilt F(a,b) = 0 und

oF
2 0Y) = 9.

Da die Matrix Jf(a) invertierbar ist, gibt es nach Satz 121.2 Radien p1, p» > 0
und genau eine Funktion

g: U(b,p2) — U(a, m)
mit 0 = F(g(y),y) = flg(y)) — v fir alle y € U(b, p2), d.h.
flaw) =v, y € U(b, p2).

Wir setzen V, := U(b, p2) und V4 := U(a, p1) N ' (V2), wobei f~'(V) das
Urbild von V5 unter f bezeichnet. Mit der Stetigkeit von f kann man sich leicht
berlegen, dass f~'(V,) offen ist, und damit ist auch V4 offen. Ferner ist

a e f(U(f(a), ;) = f'(V2), und damit haben wir a € V;.

1031



Um die Surjektivitat zu zeigen, wahlen wir ein y € V,. Fir x := g(y) € U(a, p1)
folgt dann f(x) = f(g(y)) = v. Wegen y € V, zeigt dies auch x € f~'(V,) und
damit haben wir insgesamt x € V4.

Fir die Injektivitat wahlen wir zwei x,x" € Vi mit f(x) = f(x'). Fir y := f(x)
haben wir dann

FOGY) =00 —y = fX') =y = F(X,y)
und damit ergibt die Eindeutigkeit der Funktion g die Identitat x = g(y) = X'.

Ferner hatten wir in Abschnitt 1022 erlautert, dass wir durch geeignete
Verkleinerung der offenen Mengen V; und V;, die stetige Differenzierbarkeit
von g garantieren konnen. Damit ist f~' = g stetig differenzierbar und die
Formel fir J(fiy,)'(b) folgt aus der mehrdimensionalen Kettenregel, sowie
fog=idy, und gof=idy,.
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Section 12.2
Extremwerte unter Nebenbedingungen



LAGRANGE MULTIPLIKATOREN

Im folgenden wollen wir reellwertige Funktionen F(x,y) uber die (x,y)
optimieren, die der Nebenbedingung g(x,y) = 0 genlgen.

Ist beispielsweise g(x,y) =y — ¢(x), so haben wir fur g(x,y) = 0 also
y = ¢(x) und damit wollen wir dann die Funktion

X = F(x, (X))

optimieren. Dieses Beispiel lasst sich verallgemeinern. Haben wir zum
Beispiel eine implizit gegebene Funktion ¢ mit g(x, ¢(x)) = 0 und folgt aus
g(x,y) = 0 schon y = ¢(x), so haben wir wieder

x = F(x, (%)

zu optimieren. Der folgende Satz greift diese Idee in seinem Beweis auf.
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LAGRANGE MULTIPLIKATOREN

Theorem 12.21
Sei U c R" offen, a € U und g : U — R stetig differenzierbar mit
gradg(a) # 0. Ferner sei

N:={xeU:g(x)=0}
und f: U — R sei stetig differenzierbar und es gibt ein 6 > 0 mit
fla) > f(x), x e NNnuU(a,s). (12.21)
Dann existiert ein A € R mit

gradf(a) = Agradg(a). (12.2.2)

Die Bedingung (12.211) besagt, dass die Funktion fjy : N — R ein lokales
Maximum in a hat. Das resultierende X heiRt Lagrange-Multiplikator. Die
Bedingung (12.2.2) ist eine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein
eines lokalen Maximums in N. Ein analoges Resultat fir lokale Minima in N
kann durch Betrachtung von —f erzielt werden.
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Da wir grad g(a) # 0 vorausgesetzt haben, konnen wir ohne Einschrankung

29 (@) #0
annehmen. Wir setzen a’ := (as, ..., an—1), d.h. wir haben (a’,a,) = a. Nach
Satz 121.2 und den Erlauterungen in Abschnitt 1022 gibt es dann offene
Mengen Vs C R"™"und V, C Rmita’ € Vs und a, € Vo mit Vs x V, C U, sowie

eine eindeutige, stetig differenzierbare Funktion ¢ : V3 — V, mit

Mﬂ(VWXVZ):{XG\/WXVz:anﬁp(X1,4..7Xn)}.

n. [ X
’(/}(X) T ((p(X/)> El

d.h. wir haben eine Funktion + : V; — R". Offensichtlich is v stetig
differenzierbar mit

Fur X' € V; setzen wir nun

’ AN Eﬂ—'] /
P (X)) = (@,(X,)> e M(n,n—=1), X € V.
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Ferner sichert uns unsere Konstruktion

g(¥(x)) =g, ¢(x)) =0

fur alle X' € V1. Wegen ¢(a’) = a, haben wir und auBerdem auch

n_ [ a ) _
1/1(0)— (@(a/)> =a

Nach der mehrdimensionalen Kettenregel erhalten wir somit
/ / / ! / / Eﬂ— n—
0=(gov)(a)=g(v(a)) ¢ (a)=gradg(a)- <4p 01 > eR,

und durch komponentenweise Betrachtung ergibt dies

_ ag , + g,
0= axi(a) * o (@) axl.(a ) (12.2.3)
firalle i=1,...,n — 1. Wir betrachten nun die Funktion h : V; — R, die

durch
h(x') == f(X, p(x')) = fop(X)
definiert ist.
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Da f ein lokales Maximum in N N B(a, §) besitzt, hat h dann ein lokales
Maximum in @’ und mit Satz 11.6.2 bekommen wir daher

W(d') =0.
Wegen h = fo 4 erhalten wir dann analog zu (12.2.3) die Gleichung

of of A,
0= 5@+ 5@ 57(@). (12.2.4)

_of ag , \\

ri= @) (g2@) -

Aus (12.2.4) und (12.2.3) folgt dann fliri=1,...,n = 1:
of of dp, . Of ag ag -
T@=-ZLw 2@)=-Z. ( e@- (52@) )

199
N s

Wir setzen nun
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Ferner sichert die Definition von X auch

of of ag ' 9g ag
@)= @ (52) - s2@)=rg2(

und damit haben wir insgesamt (12.2.2) gezeigt.
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BEISPIELE

Als erstes Beispiel wollen wir die Funktion f: R* — R, die durch f(x,y) := xy
definiert ist, betrachten. Wir wollen dann die Extrema von f auf der
Einheitskugel B := B(0, 1) bestimmen. Dazu betrachten wir zunachst das
Innere von B, d.h. die offene Kugel U(0, 1). Wegen

gradf(x,y) = (v,x)

ist dann (x*,y*) := (0, 0) nach Satz 11.6.2 der einzige Kandidat fur ein
Extremum. Es gilt aber

H := H(f)(0,0) = <? ;)

und wegen det(H — AE;) = A’ — 1 hat diese Matrix die Eigenwerte A\; = 1 und
A2 = —1. Nach Satz 11.6.3 kann es daher kein lokales Extremum in (0, 0)
geben und damit gibt es kein lokales Extremum in der offenen Kugel U(0, 1).
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BEISPIELE

Es bleibt die Betrachtung des Randes Ubrig. Dazu setzen wir
g(x,y) := x* + y* — 1 und bemerken, dass

N:={(x,y) € R*: g(x,y) = 0}
gerade der Rand von B(0, 1) ist. Nach Konstruktion gilt nun
grad g(x,y) = (2x,2y)

und falls es ein lokales Extremum (x*,y*) von fauf N gibt, muss es nach Satz
12271 ein A € R geben mit

grad f(x",y") = Agrad g(x*,y") .
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BEISPIELE

Aus den Formeln fur die Gradienten erhalten wir dann die Gleichungen

y'=2Xx"
X" =2\".

Einsetzen flihrt zu y* = 4\’y* und damit 0 = y*(1 — 4A?). Ist nun y* = 0, S0
haben wir auch x* = 2\y* = 0 und dies widerspricht g(x*,y*) = 0. Damit
flihrt die Existenz eines lokalen Extremums zu 4X> =1, d.h. zu A = £1/2. Im
Fall A = 1/2 ergeben unsere Gleichungen dann x* = y* und wegen
g(x*,y*) = 0 flhrt dies zu x* = y* = 1/v/2 bzw. x* = y* = —1//2. Es gilt
dann f(x*,y") = 1/2 und weitere elementare Betrachtungen zeigen, dass
dies globale Maxima von fauf U(0, 1) sind.

Analog sehen wir im Fall A = —1/2, dass x* = —y* =1/3/2
bzw. x* = —y* = —1/v/2 globale Minima von f auf der Einheitskugel sind.
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BEISPIELE

Um ein weiteres Beispiel zu betrachten, fixieren wir eine symmetrische
Matrix A € M(n,n) und betrachten die Funktion f: R" — R, die durch

f(X) 1= (X, AX)

definiert ist. Wir wollen nun die Extrema von f auf der Einheitsspahre
S:={x e R":||x|| =1} bestimmen. Dazu betrachten wie wieder die Funktion
g:R" — R, die durch

9(x) = IIx|I* — 1
definiert ist. Offensichtlich ist dann {x € R" : g(x) = 0} = S. Ferner gilt

grad g(x) = 2x
und damit ist grad g(x) # 0 fiir alle x € S. Ferner hatten wir in (111.2) schon
gradf(x) = (A + AN, xeR"

gesehen. Da A symmetrisch ist, folgt grad f(x) = 2Ax fir alle x € R".
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BEISPIELE

Nun ist f stetig und man kann durch n-maliges Anwenden vom Satz von
Bolzano-WeierstraB, siehe Satz 5.2.5, zeigen, dass S folgenkompakt ist. Nach
Satz 5.2.8 und der dort angedeuteten Verallgemeinerung auf folgenkompakte
Raume gibt es dann ein x* € S, so dass f ein Maximum in x* hat. Satz 12.21
zeigt dann die Existenz eines A € R mit

grad f(x*) = Agrad g(x") .
Die obigen Formeln fur die Gradienten fuhren dann zu
AX® = ",

und wegen x* # 0 muss X einer der Eigenwerte von A sein. Ferner ist x* ein
Eigenvektor zu .
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BEISPIELE

Sind nun A4,..., \, die Eigenwerte von A und x1,...,X, € S zugehorige,
normalisierte Eigenvektoren. Dann gilt

f0a) = (6, Axi) = Xidxi, Xi) = Ai.
Damit folgt

max({X,AX) = max \;,
X€ES i=1,...,n

d.h. das Maximum von f ist gleich dem groften Eigenwert von A. Analog kann
man zeigen, dass das Minimum von f dem kleinsten Eigenwert von A gleicht.
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CHAPTER 13: KURVEN



Section 131
Bogenlange



KURVEN

Definition 13.11

Seien a,b € R mita < b und ~ : [a,b] — R" stetig. Dann heilt v Kurve und
~(a) und y(b) heilen Anfangs- und Endpunkt der Kurve. Ferner heif3t die
Kurve ~:

i). geschlossen, falls v(a) = ~v(b) gilt.

ii). stetig differenzierbar, falls v, differenzierbar ist und es eine stetige
Funktion g : [a, b] — R" gibt mit 7/(t) = g(t) fur alle t € (a, b).

Im Fall n = 3 kann eine Kurve als der Weg eines Teilchens durch den Raum
von der Zeit t = a bis zur Zeit t = b interpretiert werden. Die Stetigkeit
sichert dann, dass das Teilchen nicht “springt”.

Ist v : [a, b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve, so ist die stetige
Funktion g : [a, b] — R", die 7/(t) = g(t) fur alle t € (a, b) erfillt, eindeutig.
Wir setzen daher manchmal +/(t) := g(t) fur t € {a, b}.
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BEISPIELE

Wir betrachten zunachst die Kurve
i :[0,27] — R® (1311)
t — (cost,sint).

Ihr Bild ist der Einheitskreis und in der Zeit von t = 0 bis t = 27 “umrundet”
die Kurve den Kreis genau einmal.

Betrachten wir nun die Kurve
v, : [0,27] = R?
t — (cos(2t), sin(2t)),

so ist diese wieder geschlossenen und ihr Bild ist wieder der Einheitskreis.
Die Kurve «; umrundet jedoch in der Zeit von t = 0 bis t = 27 den Kreis
zweimal.
Betrachten wir schliefRlich die Kurve

3 : [0,27] — R?

t — (cos(3t/2),sin(3t/2)),

so ist nicht geschlossen. Trotzdem ist ihr Bild wieder der Einheitskreis. -



BEISPIELE

Fur r > 0 heif3t die Kurve

Y4 : [a, b] = R? (131.2)
t— r(t—sint,1— cost)
Zykloide. Sie beschreibt den Weg eines festen Punktes auf einem Kreis mit
Radius r, wenn dieser auf der x-Achse abgerollt wird. Im Fall [a, b] = [0, 27]

befindet sich hierbei der Mittelpunkt des Kreises zur Zeit t im Punkt (rt,r)
und der Anfangspunkt ist v4(0) = (0, 0). Eine Zykloide ist nicht geschlossen.

Furr> 0 und h # 0 heit die Kurve
s : [a,b] — R?
t+— (rcost,rsint, ht)
Schraubenlinie. Bei ihr “bewegt sich das Teilchen” auf einem Kreis mit
Radius r, der parallel zu der xy-Ebene liegt, und gleichzeitig entlang der

z-Achse. Ist h > 0, so ist die Schraubenlinie rechtsgangig, ansonsten
linksgangig. Die Schraubenlinie ist nicht geschlossen.
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BEISPIELE

Fura,b > 0 heiBt die Kurve

¥ : [0,b] = R’
t — (atcost,atsint)
Archimedische Spirale. Bei ihr “dreht sich das Teilchen” gleichmaRig um den
Nullpunkt und mit proportionaler Geschwindigkeit bewegt es sich

gleichzeitig vom Nullpunkt weg. Dementsprechend ist die Kurve nicht
geschlossen.
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ADDITION VON KURVEN

Sind v : [a,b] = R" und 7, : [b,c] — R" zwei Kurven mit mit y1(b) = v,(b),
so konnen wir diese beiden Kurven im folgenden Sinne addieren

Mm@y [a,c] - R"

- w(t), fallste]a,b],
v(t), fallste[b,c].

Wegen ~;(b) = v,(b) bleibt dann die Stetigkeit erhalten, d.h. v @ 2 ist
wieder eine Kurve. Anschaulich gesprochen werden die beiden Kurven
und v, bei der Addition “zusammengeklebt”. Hierbei ist die Bedingung

v(b) = ~2(b) wichtig, und insbesondere folgt aus der Existenz von v & 7,
nicht die Existenz von ~, @ .
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BOGENLANGE

Wegen der physikalischen Interpretation einer Kurve, ist es naheliegend
nach der Lange von ihr zu fragen.

Leider gibt es Kurven, die keine (endliche) Lange haben. Anekdotisch
schreibt man der Kistenlinie Englands diese Eigenschaft zu, da die
Kistenlinie mit zunehmend feiner werdenden MafRstab immer langer
erscheint. Mathematisch gesehen ist die Koch’'sche Schneeflocke eine Kurve
mit nicht endlicher Lange. Das gleiche gilt fur fast alle Pfade der
Brown’schen Bewegung.
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APPROXIMATION

Definition 13.1.2
Sei v : [a,b] — R" eine Kurve, || - || eine Norm auf R" und

Z: a=th<th<b<---<th1<ty=b

eine Zerlegung von [a, b]. Dann heil’t
N
Lz(y) = Y llv(t) — v(ti=)l
i=1

die Lange der durch Z gegebenen Geradenapproximation von .

Eine Illustration von Geradenapproximationen und der zugehorigen Langen
findet sich Abbildung 24.
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APPROXIMATION

Sind 2, und Z; Zerlegungen von [a, b] mit 2, C 2, so zeigt die
Dreiecksungleichung

Lz (7) < Lz(v). (131.3)

Ferner sei daran erinnert, dass wir fur zwei beliebige Zerlegungen Z, und 2,
von [a, b] immer Z; C Z,U 2, und 6(Z;) > §(2Z1 U £) fur i =1,2 haben,
siehe Abschnitt 408. Grob gesprochen konnen wir daher, ahnlich wie bei den
Darboux’schen Untersummen, die approximierte Lange durch Verfeinerung
der Zerlegung vergrofRern.
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APPROXIMATION

Abbildung: Links: Eine Kurve ~ (in blau) und eine Geradenapproximationen
mit einer Zerlegung Z; der GrofRe N = 2. Die Lange der roten Strecken wird in
Lz, () summiert. Mitte: Die gleiche Kurve und eine Zerlegung 2, der GroRe
N = 4 mit 2y C 2Z,. Aufgrund der Dreiecksungleichung haben wir

Lz, (7) < Lz, (v), siehe auch (131.3). Rechts: Eine weitere Zerlegung Z; der
Groe N = 8 mit 2, C Z;. Die zugehorige Geradenapproximation beschreibt
die Kurve schon recht gut und es ist zu sehen, dass die einzelnen
Streckenabschnitte sich immer mehr den Tangenten annahern.
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REKTIFIZIERBAR

Aufgrund dieser Beobachtung ist die folgende Definition naheliegend.

Definition 131.3

Sei || - || eine Norm auf R" und ~ : [a,b] — R" eine Kurve. Dann heif’t v
rektifizerbar, falls

L(v) := sup{Lz(v) : Z Zerlegungvon [a,b] } < cc.

In diesem Fall heif3t L() die Lange von ~.
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REKTIFIZIERBAR

Man kann zeigen, dass die Rektifizierbarkeit unabhangig von der gewahlten
Norm ist. Dies beruht auf der Aquivalenz von Normen auf dem R", die
besagt, dass es zu je zwei beliebigen Normen || - [|s und || - || auf dem R"
Konstanten ¢i, ¢c; > 0 gibt mit

aillxlls < lixllz < callxfls, X ER".

Die Lange hangt jedoch von der Norm ab.

Sind x1,x2 € R" mit x; # x, und ~ : [a, b] — R" eine rektifizierbare Kurve mit
Anfangspunkt x; und Endpunkt x;, so gilt

X2 = x| < L(v).

Dies folgt aus (131.3), wenn wir die triviale Partition Z1: a =to,b =t
betrachten, da in diesem Fall Lz, () = ||x2 — xa|| gilt. Da ||x2 — x1]| auch die
Lange der Strecke von x; nach x; ist, sehen wir also, dass diese Strecke
immer der kurzeste Weg von x; nach x, darstellt, wobei diese Beobachtung
unabhdngig von der Norm ist.
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REKTIFIZIERBAR

Sind 1 : [a,b] = R" und v, : [b, c] = R" zwei rektifizierbare Kurven mit mit
m(b) = 12(b), so ist auch v @ v, rektifizierbar und es gilt

L(v & 72) = L(m) + L(72) . (131.4)

Der Beweis ist vergleichbar zu dem von Satz 71.7 und wird daher
weggelassen.

1059



REKTIFIZIERBARKEIT

Das folgende Lemma, das eine Art Mittelwertsatz-Abschatzung liefert, ist
wichtig flr die Berechnung von Langen.

Lemma 13.1.4
Sei v : [a,b] — R" eine stetig differenzierbar Kurve. Dann gibt es zu jedem

e >0eind > 0,sodass furalle t,t, € [a,b] mit 0 < |ty — to| < 6 gilt

Hw_ﬂt")“ <, =172,
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Wir betrachten zunachst den Fall n = 1. Sei dazu e > 0. Da~' : [a,b] = R
stetig ist, ist es nach Satz 5.210 sogar gleichmaRig stetig. Damit existiert ein
0 >0, so dass fur alle s, t € [a,b] mit |s —t| < ¢ gilt

[7(®) =~ (S) < e. (131.5)

Wir fixieren nun t;,t, € [a,b] mit 0 < |ty — t;| < 6. Ohne Einschrankung
nehmen wir ferner t; < t; an. Nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz
6.2.3 gibt es dann ein s € (i, t;) mit

=300 _ g

Wegen |s — t;| < ¢ liefert (131.5) dann

w =7 (@)|=¥(s) =7 (®)| <e.
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Fiir den Fall n > 1 fixieren wir eine Konstante ¢ > 0 mit [|x|| < c||x|| fir alle
x € R". Das ergibt

‘Wtz)*

= ’YJ(tZ) — ,Y](E) _ 'Y'l(ti) ,

<C su
H uP H—t i

,n

wobei v; die j-te Komponentenfunktion von ~ bezeichnet. Damit impliziert
der eindimensionale Fall den Fall n > 1.
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BERECHNUNG DER LANGE

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt die Lange einer rektifizierbaren
Kurve berechnen,.

Theorem 13.1.5
Sei v : [a,b] — R" eine stetig differenzierbar Kurve. Dann ist ~ rektifizierbar

und es gilt
b
L) = [ I @l (1316)
Ferner gilt die Abschatzung
L(y) < (b—a)- sup [l (D)Il- (131.7)
tela,b]

Mit Hilfe von (131.4) ldsst sich (131.6) auf stiickweise stetig differenzierbare
Kurven, d.h. auf Kurven der Form ~y := % @ - - - @ ym mit stetig
differenzierbaren Teilkurven 1, ..., ym verallgemeinern. Die Tatsache, dass
dann +/(t) an den m — 1 “Klebestellen” nicht definiert sein muss, hat dabei
keinen Einfluss auf das Riemann-Integral in (131.6).
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Da t — ||/(t)| stetig ist, ist die Funktion auch Riemann-integrierbar nach
Satz 71.4. Sei nun € > 0. Dann existiert nach Satz 71.6 ein § > 0, so dass fur
alle Zerlegungen Z : to, ..., ty von [a, b] der Feinheit 6(Z) < 6 gilt:

<e.

b N
/ Hv’(t)lldt—Z\Iv/(tf)ll(tf—ti_1)

Nach Lemma 131.4 existiert ferner ein §* € (0, 6] mit

3(6) =4t
H
t

— A~ (t: H<L
i— iz 7 () ~b-a

fur alle Zerlegungen Z : to, ..., ty von [a, b] der Feinheit §(Z) < 0™
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Fur eine solche Zerlegung gilt dann

- "ol dt] <

y(tiza)ll = Z I (&)t = tizr)

b
@it-t)- [ ol dt‘

(tix1) = (@)l
t; —t

&
SZH'(U—MHs
i=1

= 2¢.

- IIW’(E)H’ (t—ti)te
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Sei schlieBlich Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] und N > (b — a)/d".
Ferner sei Zy die zugeharige aquidistante Zerlegung. Dann gilt

5(2nv) = (b —a)/N < 5" und damitist Z’ := Z U Zy eine Zerlegung mit
5(2") < 6* und (131.3) zusammen mit unserer obigen Abschatzung ergibt

b
L:() <L) < [ IW(Ollde+ 2.
a
Damit ist v rektifizerbar mit
b
/
L)< [ I @l
a
Ein weiteres Anwenden unserer obigen Abschatzung ergibt zudem
b /
Jim Lz,() > [l @)at.
— 00 a@

Insgesamt haben wir damit (131.6) gezeigt und (131.7) ist eine direkte
Konsequenz aus (131.6) und Satz 771.8.
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BOGENLANGE

Das folgende Korollar ist eine direkte Konsequenz von Satz 131.5, so dass
sich der Beweis erlibrigt.

Korollar 13.1.6
Sei v : [a,b] — R" eine stetig differenzierbar Kurve und || - || die euklidische
Norm. Dann gilt

b
L) = [ Jr) + -+ h0 de.
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BOGENLANGE

Mit dem vorherigen Korollar lasst sich nun auch die Lange eines Graphen
bestimmen.

Korollar 131.7
Sei f: [a, b] — R stetig differenzierbar und ~ : [a, b] — R die durch
~(t) := (t, f(t)) definierte Funktion. Dann gilt

b
Liy) = / VITPOR L.

Man beachte, dass die obige Kurve v den Graphen von f beschreibt.
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BEISPIELE

Bevor wir noch einige Eigenschaften der Lange einer Kurve diskutieren,
wollen wir zunachst ein paar Beispiele betrachten.

Wir beginnen mit der Kurve ~4, die den Einheitskreis einmal durchlauft, siehe
(1311). In diesem Fall gilt

Y (t) = (=sint, cost), t € [0,27]

und fur die euklidische Norm erhalten wir daher die wenig Uberraschende
Identitat

L(m) = /027T V(= sint)? + (cost)? dt = /Ozw1dt:27r,
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BEISPIELE

Wir betrachten nun die Zykloide ~ : [0,27] zum Radius r > 0, siehe (131.2).
Es ist dann

v4(t) = r(1 — cost, sint), t € [0,2n],

und damit gilt fur die euklidische Norm:

IEAGIE \/r2(1 — cost)? + r2sin’t = rv/1— 2cost + cos? t + sin’ t
=rv2—2cost.
Aus den Additionstheoremen, siehe Satz 2.5.5 erhalten wir zudem
1—cost =1— cos’(t/2) + sin’(t/2) = 2sin(t/2),
und damit haben wir insgesamt
() = /Zﬂ (D) dt = Zr/h sin(t/2) dt = 4r/ﬁ sin(t) dt
0 0 0

™

= —4rcos

0
= 8r.
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PARAMETRISIERUNGEN

Isty : [a,b] — R" eine Kurve und ¢ : [c,d] — [a, b] stetig und bijektiv mit
p(c) =aund p(d) = b, soist

yop:[c,d —R"

wieder ein Kurve, die die gleichen Anfangs- und Endpunkte hat. Physikalisch
kann diese umparametrisierte Kurve o ¢ so interpretiert werden, dass sich
zwar die Geschwindigkeit und evtl. die “Flugrichtung” des Teilchen andert,
nicht aber dessen “Flugbahn”. Intuitiv sollte daher die Weglange von dieser
Umparametrisierung unabhangig sein. In diesem Abschnitt wollen wir uns
tberlegen, dass dies tatsachlich so ist.
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PARAMETRISIERUNGEN

Zunachst wollen wir aber zwei wichtige Umparametrisierungen vorstellen.
Dazu seien a < b reelle Zahlen. Dann ist die Abbildung

©a,b : [0,1] — [a, b]
t— (1—t)a+tb

stetig differenzierbar, bijektiv und streng monoton wachsend. Mit Hilfe von
©ap kONnen wir also eine Kurve « : [a, b] — R" zu einer y o g : [0,1] — R"
umparametrisieren. Sind ferner ¢ < d zwei weitere, reelle Zahlen, so konnen
wir auch die umparametrisierte Kurve

Yo (Papopoy):[c,dl = R

betrachten. Umparametrisierungen erlauben es also insbesondere, den
Definitionsbereich einer Kurve “geeignet zu wahlen”. Man beachte dabei,
dass die Umparametrisierung ¢qp o (p;; weiterhin wachsend ist, und damit
wurde die “Durchlaufrichtung” der Kurve nicht geandert.
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PARAMETRISIERUNGEN

Betrachtet man dagegen die Riickwartsparametrisierung

P-1: [O,b] — [Cl,b]
t—a+b-—t,
so ist diese wieder stetig differenzierbar und bijektiv, aber auch fallend.
Ferner haben sich die Anfangs- und Endpunkte durch die

Umparametrisierung von « zu «y o ¢_1 vertauscht, da zum Beispiel
7 o p-a(a) = y(b) gilt.
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MONOTONIE VON UMPARAMETRISIERUNGEN

Wir beginnen mit dem folgenden Lemma, das zeigt, dass unsere Annahmen
an ¢ schon die strenge Monotonie von ¢ implizieren. Fur eine Illustration
des Lemmas und seines Beweises verweisen wir auf die Abbildung 25. Ferner
ist das folgende Lemma in gewisser Weise eine Umkehrung des
Umkehrsatzes 5.2.7.

Lemma 13.1.8
Sei ¢ : [c,d] — [a, b] stetig und injektiv. Dann ist ¢ streng monoton.
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MONOTONIE VON UMPARAMETRISIERUNGEN

Abbildung: Links: Zwei stetige und bijektive Abbildungen [c,d] — [a, b], die
auch monoton sind Rechts: Eine nicht-monotone Abbildung

¢ :[c,d] — [a, b]. Die Punkte t; < t; < t3 sind so gewahlt, dass die
Monotonie verletzt ist. Zum Wert y finden wirmit dem Zwischenwertsatz 5.2.2

dann sy € (ti,t2) und s € (t2, tz) mity = ¢(S1) = ¢(s2), was der Injektivitat
widerspricht.
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BEWEIS

Wir nehmen an, dass ¢ nicht streng monoton ist. Dann existieren
t1, b, t3 € [c,d] mitt; < t, < tz und zum Beispiel ¢(t1) < ¢(t;) und
o(t3) < p(t2).

Da ¢ injektiv ist, muss dann sogar ¢(t1) < ¢(t;) und ¢(t3) < p(t2) gelten. Wir
setzen

_ max{ptr), o(t:)} + (t)

- .
Wegen ¢(t1) < y < ¢(t;) gibt es nach dem Zwischenwertsatz 5.2.2 dann ein
$1 € (t, ) mit p(s1) = y. Ferner gilt auch (t3) <y < ¢(t2) und damit finden
wir analog ein s; € (tz, t3) Mit p(s2) = y. Wegen sy < t, < s, widerspricht dies
der Injektivitat von ¢.

Der andere Fall o(t1) > ¢(t2) und ¢(t3) > ¢(t2) ist analog zu behandeln.
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UNABHANGIGKEIT VON DER PARAMETRISIERUNG

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun zeigen, dass sich die Lange einer
Kurve bei einer Umparametrisierung nicht andert.

Theorem 13.1.9
Sei v : [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve und sei ¢ : [c,d] — [a, b]
stetig differenzierbar und bijektiv. Dann ist v o ¢ rektifizierbar und es gilt

L(yop)=L(v).
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Da~vyo g :[c,d] — R" stetig differenzierbar ist, folgt die Rektifizierbarkeit aus
Satz 131.5. Ferner zeigt (131.6) zusammen mit der Kettenregel

d d
L(yog) = / (v 0 @) (®)] dt = / 1Y (0(®) - /(O] at
d
S OO

Aus Lemma 131.8 wissen wir schon, dass ¢ streng monoton ist. Sei daher ¢
ohne Einschrankung streng wachsend. Dann gilt ’(t) > 0, siehe Korollar
6.2.5. Ferner folgt aus der Bijektivitat und der Monotonie ¢(c) = a und

¢(d) = b, denn ware zum Beispiel ¢(c) > a, so musste es ein t € (¢, d] mit
»(t) = a geben. Dies widerspricht der Annahme, dass ¢ streng wachsend ist.
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Mit der Substitutionsregel, siehe Satz 7.2.7, folgt dann

d d »(d)
/ 1 ()] - I/ ()] dt = / I ()] - () dt = / I/(s)ll ds
c c »(c)

/a Iy ()]l ds
)

b
=L(7).

Kombinieren wir beide Rechnungen erhalten wir die Formel L(vy o ¢) = L(7).
Im Fall einer fallenden Funktion ¢ ist die Rechnung analog.
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Section 13.2
Wegintegrale



MOTIVATION

Ist v : [a,b] — R" eine rektifizierbare Kurve, so wollen wir im Folgenden
Funktionen f: R” — R bzw. F : R” — R" entlang dieser Kurve integrieren.
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WEGINTEGRALE ERSTER ART

Im folgenden haben wir ein stetig differenzierbare Kurve ~ : [a,b] — R" und
eine stetige Funktion f: R"” — R. Dann ist die Funktion

te fy(®) - 1Y O

ebenfalls stetig und damit existiert das Wegintegral erster Art

: b
[reoac= [ ) o

Ist die Kurve v geschlossen, so schreiben wir auch

ﬁf(x)dx = /A/f(x)dx.
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BEMERKUNGEN

Ist f =1, so ist offensichtlich
/f(X) dx=L(v).
-

Das Wegintegral erster Art verallgemeinert damit unsere Definition der
Lange einer Kurve.

Zur Definition des Wegintegrals erster Art benotigen wir eigentlich keine
Funktion f, die auf dem ganzen R" definiert ist. Tatsachlich reicht es, eine
stetige Funktion f: I — R zu haben, wobei I := ~([a, b]) das Bild der Kurve
~ ist.
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BEMERKUNGEN

Man kann das Wegintegral erster Art durch Riemann-Summen
approximieren: Haben wir eine Folge (Zm)men von Zerlegungen
Zp M t(m”), von [a, b] mit 6(Zm) — 0, so gilt nach Satz 71.6:

/f X)dx = lim Zf Y- (" - 67).

Wie bei der Definition von L(v) kann ferner der Term HV’(tfem))H durch

Iy (E™) — 7™
) (m)
tg?m - ter

ersetzt werden, ohne den Grenzwert zu andern, d.h. wir haben

/f(x = fim Zf ) (™) = 4Dl

Der Beweis ist analog zu dem von L(~) und wird daher weggelassen. Eine
Interpretation, die auf dieser Approximation basiert findet sich in Abbildung
26. Diese Approximation ermoglicht es auch, die Annahmen an fund ~ zu
relaxieren.
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BEMERKUNGEN

Ist die Kurve v fixiert, so ist das Wegintegral erster Art linear. Dies ist aus der
Definition offensichtlich. Ferner kann man analog zum Satz 131.9 zeigen, das
sich das Wegintegral erster Art nicht andert, wenn die Kurve
umparametrisiert wird, d.h. es gilt

L RO / 0 dx

furalle ¢ : [c,d] = [a, b], die stetig differenzierbar und bijektiv sind. Haben
wir schlieBlich stetig differenzierbare Kurven 4, : [a, b] — R" und
v, : [b,c] = R" mit v1(b) = ,(b), so kdnnen wir

/%% £ dx = A fX) dx+ A £ dx

setzen. Wenn man das Wegintegral erster Art stattdessen tber obige
Approximationen definiert, ergibt sich diese Identitat von allein.
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BEMERKUNGEN

Abbildung: Links: Eine Kurve ~ (in blau) und eine stiickweise lineare
Approximation (in rot). Die Funktion f: I — R wird durch die Dicke der Kurve
dargestellt. Der Approximationsterm f(~(tn)) - |[v(tn) — ¥(tn—1)|| entspricht
der roten Strecke mal der Dicke der Kurve, was durch die Lange der lila
Strecke dargestellt wird. Physikalisch gesprochen kann die Funktion fzum
Beispiel die Dichte oder den Widerstand eines eindimensionalen Drahtes
beschreiben. Rechts: Approximation des Wegintegral 2. Art fiir ein
konstantes Vektorfeld, das durch die griinen Pfeile angedeutet wird. Das
Skalarprodukt (F(v(t1)),v(t1) — ¥(to)) entspricht der Lénge der verlangerten,
lila Strecke, d.h. dem Anteil der roten Strecke in Richtung der griinen Pfeile
mal der Lange der grinen Pfeile. Physikalisch gesprochen entspricht das 1086



WEGINTEGRALE ZWEITER ART

Im folgenden haben wir ein stetig differenzierbare Kurve ~ : [a,b] — R" und
eine stetige Funktion F: R” — R". Dann ist die Funktion

t = (F(v(1)),7' (1))
ebenfalls stetig und damit existiert das Wegintegral zweiter Art
b
[0, a0 = [ (Fa(©) 7/ ®) de.
¥ a
Ist die Kurve v geschlossen, so schreiben wir auch

00, a0 = [ (R0, @)

il Y
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BEMERKUNGEN

Zur Definition des Wegintegrals zweiter Art benotigen wir eigentlich keine
Funktion F, die auf dem ganzen R" definiert ist. Tatsdchlich reicht es wieder,
eine stetige Funktion F: I — R" fur I := v([a, b]) zu haben. In Anwendungen
haben wir haufig eine stetige Funktion F: U — R" mit I C U.
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BEMERKUNGEN

Man kann auch das Wegintegral zweiter Art durch Riemann-Summen
approximieren: Haben wir eine Folge (Zm)men von Zerlegungen
Zp M IEVTW),) von [a, b] mit 6(Zm) — 0, so gilt nach Satz 71.6:

nN(m)

WW“—WZUW )7 (™) - B ~ 7).

Wieder kann der Term ~ ( )) hierbei durch
(") = (")
( (m)
tkm _ter
ersetzt werden, ohne den Grenzwert zu andern, d.h. wir haben

n(m)

e a0 = im SZ(FGE™) ) =)

Der Beweis ist wieder ahnlich zu dem von L(~) und wird daher auch
weggelassen. Eine Interpretation, die auf dieser Approximation basiert,
findet sich in Abbildung 26. Diese Approximation ermaglicht es wieder, die
Annahmen an F und ~ zu relaxieren.
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BEMERKUNGEN

Ist die Kurve v fixiert, so ist das Wegintegral zweiter Art linear. Dies ist aus
der Definition offensichtlich. Ferner kann man analog zum Satz 131.9 zeigen,
das sich das Wegintegral zweiter Art nicht andert, wenn die Kurve
umparametrisiert wird ohne die Durchlaufrichtung zu andern, d.h. es gilt

L (0, a0 = / (FX), dx)

furalle ¢ : [c,d] — [a, b], die stetig differenzierbar, wachsend und bijektiv
sind. Dieser Unterschied zum Wegintegral erster Art liegt an der Tatsache,
dass beim Wegintegral zweiter Art die Ableitung ¢ durch das Anwenden der
Kettenregel nicht als Betrag, d.h. vorzeichenlos, erscheint. Ist stattdessen

v : [c,d] — [a, b] stetig differenzierbar, fallend und bijektiv, so gilt
entsprechend

/ (F(x), dx) = 7/<F(X), dx) (13.2)

Diese Eigenschaften stimmen auch mit der Interpretation in Abbildung 26
uberein.
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BEMERKUNGEN

Haben wir schlieBlich stetig differenzierbare Kurven  : [a,b] — R" und
v, : [b, c] = R" mit v(b) = ~2(b), so kdnnen wir

'/W@Wz(F(x), dx) := /W(F(X), dx) +/ (F(x), dx) (13.2.2)

Y2

setzen. Wenn man das Wegintegral zweiter Art stattdessen uber obige
Approximationen definiert, ergibt sich diese Identitat von allein.
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Section 13.3
Berechnung von Potenzialen



WIRBELFREIE VEKTORFELDER

Im folgenden wollen wir uns mit der Frage beschaftigen, unter welchen
Bedingungen ein Wegintegral zweiter von der Kurve unabhangig ist, solange
die Anfangs- und Endpunkte sich nicht andern.

Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 13.3.1
Sei U Cc R" offen und F: U — R" stetig. Dann heif3t F wirbelfrei, falls fir alle

geschlossenen, stickweise stetig differenzierbaren Kurven v : [a, b] — U gilt

f{F(x), dx) =0.

~
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BEMERKUNGEN

Abbildung: Links: Eine Menge U (in rot) und zwei Punkte (in schwarz) in U,
die durch zwei Kurven in U (in griin und blau) miteinander verbunden sind.
Die beiden Pfeile deuten an, dass der linke Punkt jeweils der Anfangspunkt
ist. Wird nun die Durchlaufrichtung der griinen Kurve geandert und das
Ergebnis mit der blauen Kurve verklebt, so erhalten wir eine geschlossene
Kurve, deren Anfangs- und Endpunkt der linke Punkt ist. Kurve (in blau) in U
verbunden werden konnen, wahrend die Strecke (in griin) zwischen den
beiden Punkten nicht komplett in U liegt. Mitte: Ein geschlossene Kurve in
der gleichen Menge U, deren Anfangs- und Endpunkt in schwarz
gekennzeichnet ist. Rechts: Wahlen wir einen Punkt der geschlossenen Kurve
(links in Schwarz) und betrachten wir die resultierenden Teilkurven (in griin
und blau), so sehen wir, dass wir in der Situation der linken Illustration sind, o0



BEMERKUNGEN

Um die Definition in Hinblick auf unsere Eingangsfrage zu verstehen, seien
F: U — R" stetigund 1,72 : [a, b] — U zwei stlickweise stetig
differenzierbare Kurven mit v1(a) = v2(a) und y1(b) = 12(b). Ferner sei

v, :[b,2b —a] — U durch

N (1) == 72 (2b — 1), te[b,2b—q]

definiert. Dann gilt v, (b) = 12(b) = y1(b) und deswegen ist die Kurve
v @y, :[a,2b— a] definiert und nach Voraussetzung auch stiickweise stetig
differenzierbar. Ferner gilt

1®y (2b—a)= (2b—a)=r(a) =vn(a) =n o (a),

d.h. die Kurve v @, ist geschlossen. AuBerdem ist die Umparametrisierung
t + 2b — t fallend und wegen (13.2.2) und (13.21) folgt daher

?{/W%_ (F(x), dx) = £W<F(X)7 dx) + 7{_ (F(x), dx)

2

_ 7{ (F(), dx) 775 (F(X), dx) .

ol V2
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BEMERKUNGEN

Ist F wirbelfrei, so erhalten wir also

7{ (F(x), dx) = 7{ (F(x), dx) . (13.31)
ol Y2

Umgekehrt lasst sich jede geschlossene, stiickweise stetig differenzierbaren
Kurve v in der Form v = v @, darstellen, und damit sind die wirbelfreien
Vektorfelder genau die Vektorfelder, auf die unsere Eingangsfrage eine
positive Antwort hat. Eine Illustration dieser Beobachtungen findet sich in

Abbildung 27.
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ZUSAMMENHANGEND

Um wirbelfrei Vektorfelder genauer zu untersuchen, bendtigen wir noch die
folgende Definition, die auch fir andere Fragen interessant ist.

Definition 13.3.2
Sei U c R". Dann heiBt die Menge U (Pfad)-zusammenhangend, falls es fir
alle x,y € U eine Kurve  : [a, b] — U gibt mit y(a) = x und ~(b) = y.

Man beachte, dass die Kurve v in die Menge U abbilden muss. Ist U konvex,
siehe die Diskussion nach dem mehrdimensionalen Mittelwertsatz 11.51, so
ist U auch zusammenhangend: Um dies zu Uberprifen, betrachten wir die
Kurve ~ : [0,1] — R", die durch

~v(t) :=x+tly — x), te[0,1]

definiert ist. Die Konvexitat sichert dann ~([0,1]) = [x,y] C U. Illustrationen
flir zusammenhangende Mengen finden sich in Abbildung 28.
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BEMERKUNGEN

Man kann ferner zeigen, dass wir fur offene, zusammenhangende Mengen U
flr alle x,y € U immer auch stiickweise stetig differenzierbare Kurve

v : [a,b] = U gibt mit v(a) = x und ~(b) = y finden. Fur konvexe Mengen ist
dies offensichtlich.

Abbildung: Links: Eine Menge U (in rot), die zusammenhangend aber nicht
konvex ist, da z.B. die beiden schwarzen Punkte durch eine Kurve (in blau) in
U verbunden werden kénnen, wahrend die Strecke (in griin) zwischen den
beiden Punkten nicht komplett in U liegt. Mitte: Eine Menge U (in rot), die
nicht zusammenhangend ist, da z.B. die beiden schwarzen Punkte nicht
durch eine Kurve verbunden werden konnen, die komplett in U liegt. Die drei
griinen Kurven illustrieren dies. Rechts: Eine konvexe Menge U (in rot). Fir

indac Paar ecchwarzar Prinkte in 1] lieot die Strecke 7wicechen ihnen ehanfalle 1098



HAUPTSATZ

Im folgenden wollen wir wirbelfreie Vektorfelder charakterisieren. Wir
erinnern dazu daran, dass eine Abbildung F : U — R" Gradientenfeld heif3t,
falls es eine partiell differenzierbare Abbildung ¢ : U — R gibt mit

F(x) = Vp(x), xelu,
siehe auch (11.31). In diesem Fall nennen wir die Abbildung ¢ ein Potential
von F.

Man beachte, dass, wenn ¢ ein Potential von F ist, auch die Funktion ¢ + ¢
fur ¢ € R ein Potential von F ist.

Im Fall n = 3 gilt fir Gradientenfelder F mit zweimal stetig differenzierbaren
Potentialen ¢ die Gleichung

rotF =rotVe =0,

wie wir im Lemma 11.3.4 schon gesehen haben. Fir zB. U = R?\ {0} gibt es
jedoch rotationsfreie Vektorfelder, die keine Gradientenfelder sind. Grob
gesprochen ist hierfur das Loch {0} schuld.
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HAUPTSATZ

Der folgende Satz zeigt, dass stetige Gradientenfelder gerade wirbelfreie

Vektorfelder sind. Ferner stellt er einen Zusammenhang zwischen

Potentialen und Wegintegralen zweiter Art her.

Theorem 13.3.3

Sei U C R" offen und zusammenhdngend und F : U — R" stetig. Dann gelten

die folgenden Aussagen

i). Ist F ein Gradientenfeld mit Potential ¢, so ist F wirbelfrei und fiir alle

stlckweise stetig differenzierbaren Kurven ~ : [a,b] — U gilt

/(F(XL dx) = ¢((b)) = ¢(r(a))-

y

ii). Ist F wirbelfrei, so ist F ein Gradientenfeld mit Potential

o= [ (700, 30, yeu, (1332)
Ty*y

wobei wir ein y* € U fixieren und fir jedes y € U eine beliebige,

stlickweise stetig differenzierbare Kurve ~,« , : [a,b] — U mit

Y y(a) =y* und - (b) =y nehmen kRonnen. oo



i). Es reicht, stetig differenzierbare Kurven zu betrachten. Sei nun
v : [a, b] — U stetig differenzierbar. Dann gilt

/ <V (1), 7'(1)) dt

wobei wir im vorletzten Schritt die mehrdimensionale Kettenregel und im
letzten Schritt den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung benutzt
haben.
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ii). Wir fixieren ein y € U und ein e > 0 mit B(y,¢) C U. Damit ist
v,y +he] c Ufuralle h € (0,elundi=1,...,n.Istnun~,:[0,h] — U die
Kurve, die durch
Yh(t) =y + te;

definiertist und ~y=, : [-1,0] — U eine stlckweise stetig differenzierbare
Kurve mit vy« y(=1) = y* und 4= ,(0) =y, SO ist =y ® v : [-1,¢] = U eine
stlickweise stetig differenzierbare Kurve mit Anfangspunkt y* und Endpunkt
y + he;. Wegen der Wirbelfreiheit und (13.31), sowie (13.2.2) folgt dann

oy +he)—pt)= [ (F00. 00— [ (),

_ /#F(x), dx)

-/ (O (), (1) dt
- /O'”<F(y+te,>,e,.>dt
= /Oh Fi(y + te;) dt.
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Dies ergibt

w - %/0 Fily + te;) dt — Fi(y)

fur h — 0, wobei die Konvergenz analog zum Beweis des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung gezeigt werden kann, d.h. wir benutzen

1 h
‘E /0 Fi(y + te,)dtl < max [Fi(y + te)] 0.

Dai € {1,...,n} beliebig war, folgt Vip(y) = F(y).
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BEISPIEL

Wir betrachten das zentrale Kraftfeld F : R*\ {0} — R? dass durch

F(X)::ﬁ, X#£0

definiert ist. Dann definiert
o(x) == —|Ix| 7", x#0
ein Potential von F, da fir h(r) := —r~" die Formel (1111) die Identitat

V() = V(| - 1)) = D

<X = F(x)

fur alle x # 0 ergibt. Damit haben wir nach Satz 13.3.3 fur jede stuckweise
stetig differenzierbare Kurve v : [a,b] — R\ {0}:
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