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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Logik

1.1.1 Awussagen

Die Logik befasst sich mit Aussagen, d.h. mit (im weitesten Sinne sprach-
lichen) Sétzen, die objektiv entweder wahr oder falsch sind. Insbesondere
gelten daher folgende Prinzipien:

e Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten (“Tertium non datur”):
Eine Aussage muss wahr oder falsch sein.

e Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch: Eine Aussage darf
nicht gleichzeitig wahr und falsch sein.

Im folgenden kiirzen wir “wahr” haufig mit “w” und “falsch” mit “f” ab.

1.1.2 Beispiele

Der folgende Satz ist eine Aussage, die wahr ist:

Das Wintersemester 2022/23 an der Universitit Stuttgart beginnt im Okto-
ber.

Der folgende Satz ist eine Aussage, die falsch ist:

2+2=15
Der folgende Satz ist keine Aussage, da sein Wahrheitsgehalt subjektiv ist:

13



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Griin ist schoner als Rot.

Der folgende Satz ist keine Aussage, da kein Wahrheitsgehalt zugewiesen
werden kann:

Dieser Satz ist falsch.

1.1.3 Bool’sche Operatoren

Aussagen konnen miteinander kombiniert werden. Sind beispielsweise p und
q zwei Aussagen, so ist die

Negation (Verneinung) von p, schreibe —p und sage “nicht p”, durch die
folgende Wahrheitstabelle gegeben:

p|p
w| f
flw
Konjunktion (“und”) von p und ¢, schreibe p A ¢ und sage “p und ¢”,

durch die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

p/Ag

== g g3
—- 8 = g
= 2>

Mit anderen Worten: p A q ist genau dann wahr, wenn sowohl p als auch ¢
wahr sind.

Disjunktion (“oder”) von p und ¢, schreibe p V ¢ und sage “p oder ¢”,
durch die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

pvyg

~== 8 8
- & — g
~— & E g|KL

Beachte: “oder” ist nicht exklusiv gemeint, d.h. wenn sowohl p als auch ¢
wahr sind, so ist auch “p oder ¢” wahr.
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Implikation von p und ¢, schreibe p = ¢ und sage “Aus p folgt ¢.”, durch
die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

SN

- g g
- & = g

Mit anderen Worten: ist p = ¢ wahr, so kénnen wir:

e aus der Wahrheit von p auf die Wahrheit von ¢ schliessen.
e aus der Wahrheit von ¢ nicht auf die Wahrheit von p schliessen.

e aus der Falschheit von ¢ auf die Falschheit von p schliessen.

Wir sagen, dass p hinreichend fiir ¢ ist und dass ¢ notwendig fiir p ist.

Aquivalenz von p und g, schreibe p < ¢ und sage “p ist zu ¢ dquivalent.”,
durch die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

bP<—=4q

=g 2
- & = g
SIS >

Mit anderen Worten, p < ¢ ist genau dann wahr, wenn p und ¢ die gleichen
Wahrheitswerte haben.

1.1.4 Tautologien

Eine Verkniipfung von Aussagen, die unabhéngig von den Wahrheitswerten
der einzelnen Aussagen immer wahr ist, heiffit Tautologie.

Sind p und ¢ Aussagen, so ist zum Beispiel

(=49 & (~g¢=-p)

eine Tautologie, wie die folgende Wahrheitstabelle zeigt:
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plqg|p=q| 7P| q|q="p
w | w w flf w
w| f| f [ w f
flw w w | f w
flf w w | w w

Tautologien konnen also “logischen Rechenregeln” entsprechen. In solchen
Fillen schreiben wir daher hdufig auch “=” statt “<”. Die obige Tautologie
kann deshalb auch als

(r=q) =(~q= —p)

geschrieben werden.

1.1.5 Einige wichtige Tautologien

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Tautologien, die aus einer Aussage
gebildet werden koénnen, zusammen.

Satz 1.1.1. Ist p eine Aussage, so sind die folgenden Aussagen Tautologien:

i) Satz vom ausgeschlossenen Dritten: pV —p.
ii) Satz vom Widerspruch: —(p A —p).
iii) Satz von der doppelten Verneinung: —(—p) = p.

iv) Idempotenz:

PAD=Dp,
pPVp=p.

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Tautologien, die aus mehreren Aus-
sagen gebildet werden, zusammen.

Satz 1.1.2. Sind p, ¢ und r Aussagen, so sind die folgenden Aussagen Tau-
tologien:

i) Rechenregeln von de Morgan:

—(pAg)=-pV g,
“(pVqg) =-pA—q.
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ii) Kontraposition: (p = q) = (-q = —p).
iii) Zerlegung der Aquivalenz: p < q= (p=q)A(q=p).
iv) Transitivitdat: (p = q) AN (g=1)= (p=71).

v) Distributivgesetze:

1.1.6 Bemerkungen

Neben den oben genannten Tautologien gibt es noch weitere Tautologien, wie
z.B. die Kummutativitéiten (p A q) = (¢ Ap) und (pV q) = (qV p).

Es gibt genau 16 zweistellige logische Operationen, d.h. Verkniipfungen, die
aus 2 Aussagen p und ¢ eine neue Aussage f(p,q) generieren. Jede dieser 16
Operationen und die Verneinung lasst sich durch die Operation —(p A q), die
wir mit p NAND ¢ bezeichnen, darstellen. So gilt zum Beispiel:

—p= (pNANDp),
pAq=(pNAND q) NAND (¢ NANDp).

Analog lésst sich jede dieser 17 Operationen auch durch die Operation —(pV
q), die wir mit p NOR ¢ bezeichnen, darstellen.

Schreiben wir “1” statt “w” und “0” statt “f”, so entspricht p A ¢ der Multi-
plikation. Analog entspricht das “exklusive oder”, d.h. p XOR ¢ := —(p < q),
der Addition mit Uberlauf.

1.1.7 Awussagen mit Variablen

Wenn Aussagen Variablen enthalten, sprechen wir von Aussageformen.
Einfache Beispiele von Aussageformen sind

p1(x) == “x ist 20 Jahre alt.” ,
pa(z) = “x < 27,
Durch Einsetzen “erlaubter” Werte fiir die Variable erhalten wir Aussagen:
p1(“Ingo Steinwart”) = f,
pe(l) =w,
p(2)=f.
p1(1) macht hingegen keinen Sinn, da die Zahl 1 kein Alter hat.
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1.1.8 Quantoren

Aus einer Aussageform p(x) konnen mithilfe von Quantoren ebenfalls Aus-
sagen gebildet werden. Die folgende Quantoren interessieren uns:

e All-Quantor:
V@ p(x)

steht fiir die Aussage, dass fiir alle erlaubten Werte von x die Aussage
p(z) wahr ist.

e Existenz-Quantor:
Jz : p(z)

steht fiir die Aussage, dass es mindestens einen erlaubten Wert von z
gibt, so dass die Aussage p(z) wahr ist.

¢ Einzigkeits-Quantor:
Az : p(x)

steht fiir die Aussage, dass es genau einen erlaubten Wert von x gibt,
so dass die Aussage p(x) wahr ist.

Mit den obigen p; und p, ist beispielsweise die Aussage Vr : pi(x) falsch,
wéhrend die Aussage Jx : py(z) wahr ist.

1.1.9 Vergleich von Aussagen

Mit Quantoren gebildete Aussagen konnen wieder verglichen werden. So gel-
ten zum Beispiel die de-Morgan’schen-Regeln

@ p(a)) = Ve - p(a),
—(Vz :p(z)) =3z : —p(x).

Aussageformen konnen von mehreren Variablen abhéngen. In diesem Fall
kann die Reihenfolge von Quantoren eine wesentliche Rolle spielen. Beispiels-
weise sind die Aussagen

Vo Iy : p(x,y) und JyVa : p(z,y)

im Allgemeinen nicht dquivalent, da im ersten Fall der Wert von y von x
abhéngen kann, wiahrend er im zweiten Fall von x unabhéngig sein muss.
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1.1.10 Bemerkungen zum Beweis von Aussagen

Wollen wir zeigen, dass die Aussage Vz : p(x) wahr ist, konnen wir z.B. die
Aussage p(z) fiir jeden einzelnen Wert von x iiberpriifen. Dies funktioniert
aber eigentlich nur, falls es nur endlich viele (oder genauer: wenige) erlaubte
Werte von z gibt.

Steht x beispielsyveise fiir alle Mannschaften der 1. Fufiball-Bundesliga, so
lasst sich durch Uberpriifen aller 18 Teams zeigen, dass die Aussage

Vz : “x hat mindestens einen Torwart”
wahr ist. Steht z jedoch fiir alle Zahlen, so ist die Aussage
Ve:z+1>z

nicht mehr durch Betrachtung jeder einzelnen Zahl als wahr zu identifizie-
ren. Stattdessen ist ein mathematischer Beweis notwendig, der beispielsweise
schon bekannte, wahre Aussagen ausnutzt. Wissen wir z.B. dass die beiden
Aussagen 1 > 0 und Vz,y,2 : © > y = 2z + x > z + y wahr sind, so folgt
die obige Aussage durch Betrachtung von z = 1 und y = 0. In den meisten
Féllen ist ein Beweis aber deutlich langer und damit komplizierter.

Wollen wir zeigen, dass die Aussage Jx : p(z) wahr ist, miissen wir ein x
finden. Wie fiir den All-Quantor kann dies z.B. dadurch geschehen, dass man
hintereinander die Aussage p(x) fiir jeden einzelnen Wert von x iiberpriift
und stoppt, sowie man einen Wert gefunden hat, fiir den p(z) wahr ist.

Steht x wieder fiir alle Mannschaften der 1. Fulball-Bundesliga, so ist schon
fiir x = “Werder Bremen” die Aussage

Jz : “x hat mindestens einen Torwart”

wahr und das Uberpriifen der restlichen 17 Teams eriibrigt sich.

Im Falle von unendlich vielen Werten kann manchmal ebenfalls ein geeig-
neter Wert von x “erraten” werden, meistens ist aber ebenfalls ein Beweis
notwendig.

Schliellich lassen sich mithilfe der de-Morgan’schen-Regeln Aussagen mit All-
Quantoren in solche mit Existenz-Quantoren (und umgekehrt) umwandeln.
Ein etwas ldngeres, aber nicht untypisches Beispiel hierzu ist

ﬁ(vx JyVz : p(x,y, z)) = dxVy3z:-p(x,y,2).
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1.2 Mengen

1.2.1 Mengen

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten. Diese werden Ele-
mente genannt. Jedes Element kann nur einmal in der Menge vorkommen.
Es gibt keine Reihenfolge fiir die Elemente einer Menge.

Mengen werden in der Regel mit grolen Buchstaben bezeichnet, Elemente
hiufig mit kleinen. Ist M eine Menge und z ein Objekt, so schreiben wir:

reM falls z ein Element von M ist.
& M falls = kein Element von M ist.

Ferner bezeichnet () die leere Menge, d.h. die Menge die kein Element
enthalt.
1.2.2 Konstruktion von Mengen

Mengen mit wenigen, explizit bekannten Elementen kénnen durch Auflistung
der Elemente beschrieben werden, z.B.

M:={1,2,3,4}.
Ist p(z) eine Aussageform mit Variable x so ist
M = {z:p(x)} = {z|p(x)}

die Menge aller erlaubten Werte von z, fiir die Aussage wahr ist!. Damit
lassen sich auch unendliche Mengen einfach beschreiben, z.B

M = {n :n ganze Zahl und n > 10} .

1.2.3 Inklusion und Identitat

Seien A und B zwei Mengen, so ist A eine Teilmenge von B, genau dann
wenn jedes Element von A auch ein Element von B ist, d.h.

Ve:(x € A= x € B).

!Hier muss man allerdings etwas aufpassen, wie in Abschnitt 1.2.9 noch gezeigt wird.
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In diesem Fall schreiben wir A C B.

Ferner sind die Mengen gleich, geschrieben A = B, genau dann wenn
A C Bund B C A gilt, d.h., genau dann wenn

Ve:(re A< xeB).

Beispielsweise gilt {21, 22,23} C {n : n ganze Zahl und n > 10} und
(1,2,3,4} = {4,3,2,1} = {1,2,3,4,4} .

Ferner gilt sowohl () C A als auch A C A fiir jede Menge A. Sind schlieflich
A, B und C Mengen mit A C B und B C C, so gilt auch A C C.

1.2.4 Operationen mit Mengen

Sind A und B zwei Mengen, so konnen wir die folgenden Mengen definieren:

Durchschnitt: ANB:={z:2€ ANz € B},
Vereinigung: AUB:={z:x€ AVz € B},
Differenz: A\B:={z:x€ ANz & B}.

Ferner sagen wir, dass A und B disjunkt sind, falls AN B = (. Gibt es
zudem eine feste, aus dem Zusammenhang bekannte Menge M mit A C M,
so schreiben wir auch

A =M\ A.
Es gilt beispielsweise

{1.2} n{2,3,4} = {2},

{1, 2} U {2, 3,4} = {17 2,3, 4},
{17 2} \ {2’ 374} = {1}7
{2,3,4}\ {1,2} = {3,4}

und die Mengen {1,2} und {3,4} sind disjunkt.

1.2.5 Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Eine unvollstéindige Liste von Rechenregeln fiir den Durchschnitt und die
Vereinigung von Mengen liefert das folgende Lemma.
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Lemma 1.2.1. Sind A und B Mengen, so gelten die folgenden Identitdten:

ANB=BnNA,
AUB=BUA,
ANA=A,
AUA=A,
ANP=10,
Auph=A.

Ist C eine weitere Menge, so gilt zudem

ANn(BNnC)=(ANnB)NC,
AU(BUC)=(AuB)UC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AuB)N(AUC).

Das folgende Lemma zeigt einige Rechenregeln fiir Differenzen auf.

Lemma 1.2.2. Sind A, B und C Mengen, so gelten die folgenden Iden-
titdten:
A\A=10,
AN (BNC) =(A\B)U(A\C),
AN(BUC) = (A\B)N(4\C),
(A\B)\C =A\(BUC),
AN (B\C) = (A\B)U(ANC),

und damit insbesondere auch (AN B)¢ = A°U B® und (AU B)® = A°N B°.

1.2.6 Kartesisches Produkt

Sind x und y zwei Objekte, bezeichnet (x,y) das geordnete Paar von x
und y. Insbesondere ist (z,x) ein Paar und es gilt (z,vy) = (y, z) genau dann
wenn r = y.

Sind A und B zwei Mengen, so ist das kartesisches Produkt von A und B
AxB:={(z,y):x€ ANy € B}.
So ist beispielsweise (1,2) # (2,1) und

{1,2} x {2,3} = {(1,2),(1,3),(2,2),(2,3) } .
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An dieser Stelle sei bemerkt, dass geordnete Paare auch formal durch

(z,y) = {{z} . {z.y}}

einfithrt werden konnen. Uns wird aber ein informelles Verstidndnis ausrei-
chen.
1.2.7 Operationen mit mehr als zwei Mengen

Ist I # () eine Menge und haben wir fiir jedes ¢ € I eine Menge A;, so
definieren wir

ﬂAi::{x‘ViEI:xeAi},

icl
Udi={z|Fiel:zcA}.
i€l

Sei ferner I = {1,2,...,n} und z; € A; fiir alle ¢ € I, so bezeichnen wir die

geordnete Folge mit Wiederholungen (1, xs, ..., z,) als n-Tupel. Fiir n = 3
sprechen wir auch von Tripeln. Insbesondere ist ein 2-Tupel ein geordnetes
Paar und Gleichheit von zwei n-Tupeln ist durch

(1,22, .y xn) = (Y1,Y2y - -, Yn) & Viel:x =y;
definiert. Damit definieren wir das kartesisches Produkt von Ay, As, ..., A,
durch

Ay X Ay X - X A, = {(le,xg,...,xn)‘ViEI::L‘Z'EAZ-}.

Fir A=A, = Ay =--- = A, schreiben wir auch A" = A; x Ay x --- X A,,.

1.2.8 Potenzmengen

Ist A eine Menge, so ist die Potenzmenge P(A) von A die Menge aller
Teilmengen von A, d.h.

P(A):={B:BC A}.

Hat A genau n Elemente, so hat P(A) genau 2" Elemente.
Fiir A := {1, 2,3} gilt beispielsweise

P(A) = {0.{1}. {2}, {3}, {1.2}, {1, 3}.{2.3}. {1, 2,3}}.
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1.2.9 Aussageformen, die nicht zu Mengen fiihren

Bei der Bildung von Mengen mit Aussageformen muss man (etwas) vorsichtig
sein. Fiir die Aussageform

p(x) = (v ¢ )
fithrt z.B. die zugehorige Bildung der Menge

M ={z:px)}={r: 2 &z}
bei der Frage nach M € M zu einem Widerspruch, denn es gilt

MeM = Mg M,
Mg M = Me M.

Damit kann M € M weder richtig noch falsch sein, d.h. die Aussage M € M
hat keinen Wahrheitswert! Das Problem liegt in der “Selbstreferenzierung”,
die vermieden werden kann, wenn Mengen nur innerhalb einer bekannten
Obermenge, wie den ganzen Zahlen, den reellen Zahlen, etc. gebildet wer-
den. Dies fithrt zu einer Beschriankung der erlaubten Werte von Variablen in
Aussageformen.

1.2.10 Einige wichtige Mengen

Aus der Schule sollten schon einige wichtige Mengen bekannt sein, wie z.B.

N:={1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen
No:={0,1,2...} Menge der natiirlichen Zahlen
inklusive 0
7 :={0,£1,+2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q:={m/n:meZAnecN} Menge der rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
[a,b] :={r eR:a <z <b} abgeschlossenes Intervall zwischen
a und b
(a,b) :=la,bl:={r eR:a<x<b} offenes Intervall zwischen a und b
la,b) :=[a,b] :={r €eR:a <z <b} halboffenes Intervall zwischen
a und b

Diese werden aber noch ausfiihrlicher betrachtet werden.
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Abbildung 1.1: Tllustrationen fiir drei Relationen (jeweils in blau) auf [0, 1]2.
Links: Die Relation “=”". Mitte: Die Relation “<”. Rechts: Die Relation
R aus (1.3.1).

1.3 Relationen und Abbildungen

1.3.1 Relationen

Definition 1.3.1. Seien A und B Mengen. Dann ist eine Relation R zwi-
schen A und B eine Teilmenge R C A X B.

Ist R eine Relation zwischen A und B so wird (z,y) € R so interpretiert,
dass  und y in Relation zueinander stehen. Dies wird auch haufig durch

tRy & (v,y) € R

beschrieben. Fiir spezielle Relationen wird R dabei durch ein anderes, eingén-
gigeres Symbol ersetzt.

Ist beispielsweise A = B, so ist R := {(z,y) € A X B : z = y} eine Relation
und wir schreiben z = y statt xRy. Fiir A = B = [0,1] ist auch R :=
{(x,y) € A* : © < y} eine Relation und wir schreiben = < y statt zRy.
[lustrationen dieser beiden Relationen finden sich in Abbildung 1.1.

Diese Beispiele verdeutlichen schon, dass unsere Definition einer Relation nur
beschreibt, was sie “formal” ausmacht, nicht aber was sie “inhaltlich” bedeu-
tet. Im allgemeinen ist nur ein sehr kleiner Anteil aller Relationen zwischen
zwei Mengen A und B wirklich “interessant”.
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1.3.2 Ein weiteres Beispiel

Fiir t € R sei [t| die Abrundung von ¢ auf die ndchste kleinere ganze Zahl,
d.h.
|t] =max{k € Z:k <t}.

Fir A = B = [0,1] ist dann R := {(x,y) € Ax B : |[10x| = |10y]} eine
Relation und fiir z,y € [0, 1] gilt

xRy < 1. Nachkommastelle ist gleich (1.3.1)

Eine Illustration dieser Relationen findet sich ebenfalls in Abbildung 1.1.

1.3.3 Aquivalenzrelationen

Das letzte Beispiel gehort zu einer besondere Klasse von Relationen, die wir
in der folgenden Definition einfiihren.

Definition 1.3.2. Sein A # () eine Menge und R C A x A eine Relation.
Dann heifst R Aquivalenzrelation auf A, genau dann wenn die folgenden
drei Figenschaften erfillt sind:

i) Reflexivitdit: Fir alle x € A gilt (v,z) € R.
ii) Symmetrie: Fir alle v,y € A gilt (x,y) € R< (y,z) € R.
ii1) Transitivitdt: Fir alle v,y,z € A gilt

((z,y) € RA(y,2) € R) = (z,2) € R.

Im folgenden werden Aquivalenzrelationen auch mit ~ oder = bezeichnet.
Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A und = € A, dann heif3t

(] ={ye Az ~y}

die Aquivalenzklasse von z und = ein Reprisentant dieser Aquivalenzklasse.

1.3.4 Partition einer Aquivalenzrelation

Die Relation “=" ist neben der in (1.3.1) definierten Relation eine Aquivalenz-
relation. Bei der letzteren sieht man auch deutlich, dass z.B. die Elemente in
(0] = [0,1/10) zueinander dquivalent sind, wihrend keines der Elemente in
[0]. =[0,1/10) &quivalent zu einem Element in [1/10]. = [1/10,2/10) ist.

Das folgende Resultat zeigt, dass diese Beobachtung nicht zuféllig ist.
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Lemma 1.3.3. Sei A # 0 eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf A.
Dann gilt fir alle x,y € A entweder

oder
(] Nyl = 0.

Insbesondere ist jedes v € A in genau einer Aquivalenzklasse, namlich [z],
enthalten.

Beweis. Anhand einer Wahrheitstabelle iberpriift man leicht, dass wir fiir
alle v,y € A
[zl =W~ = A0

zeigen miissen.

Sei dazu zunéchst [z]. = [y]~. Dann gilt y € [y]. = [z]~ und damit y €
[z]~ N [yl~, d.h. [z]. Nyl #0.

Gilt umgekehrt [z]. N[y]~ # @ dann gibt es ein 2 € [x]. N [y]~. Wegen z ~ 2
und z ~ y folgern wir x ~ y.

Sei nun w € [z].. Dann gilt w ~ 2 und wegen = ~ y damit auch w ~ y,
d.h. w € [y]~. Mit anderen Worten haben wir [z]. C [y]. gezeigt. Der Beweis
von [y|. C [z]~ ist analog, und damit sehen wir insgesamt [z]. = [y].. O

Eine Aquivalenzrelation ~ auf A teilt A in die Aquivalenzklassen von ~
auf. Die Elemente einer Aquivalenzklasse [z]. werden dabei als “gleichwer-
tig” im Sinne von ~ aufgefasst und jedes Element y € [z]. kann als Re-
prisentant dieser Aquivalenzklasse genommen werden. In diesem Sinne dient
eine Aquivalenzklasse zur Fokussierung auf das fiir einen bestimmten Zweck
Wesentliche.

Fiir die Aquivalenzrelation ~:= A x A gilt [z]. = A fiir jedes z € A und
damit ist [z]. N [y]~ # O nie erfillt.

1.3.5 Ordnungen

Weitere wichtige Relationen werden in der folgenden Definition eingefiihrt.

Definition 1.3.4. Sein A # () eine Menge und R C A x A eine Relation.
Dann heifst R Halbordnung auf A, genau dann wenn die folgenden drei
Figenschaften erfiillt sind:
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i) Reflexivitdt: Fir alle x € A gilt (z,z) € R.
ii) Anti-Symmetrie: Fir alle x,y € A gilt

((z,y) € RN (y,2) €ER) =z =y.

iii) Transitivitdt: Fir alle x,y,z € A gilt

((z,y) € RA(y,2) € R) = (z,2) € R.

Gilt zusdtzlich noch die Vergleichbarkeit, d.h.
Vo,y € A: ((z,y) € RV (y,z) € R)

so i1st R eine Totalordnung.

Halbordnungen werden statt mit R in der Regel mit einem zu < “&dhnlichen”
Symbol bezeichnet. Insbesondere ergibt < auf jeder Teilmenge von R eine To-
talordnung. Ferner liefert C auf P(A) eine Halbordnung, die im allgemeinen
keine Totalordnung ist.

1.3.6 Abbildungen

Bis jetzt haben wir nur Relationen auf A? kennengelernt. Die folgende Art
von Relationen kann auf beliebigen Produkten A x B betrachtet werden und
gehort zu den zentralsten Begriffen der Mathematik.

Definition 1.3.5. Seien A und B nicht leere Mengen und f C A X B eine
Relation zwischen A und B. Dann heifst f Abbildung oder Funktion, genau
dann wenn fir alle v € A genau ein y, € B gibt, das zu x in Relation steht.
In diesem Fall schreiben wir f: A — B und f(x) :=y,, oder auch

f:A—B

Die Menge A heifit Definitionsbereich der Funktion f und B heifit Bild-
bereich von f.
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1.3.7 Gleichheit von Funktionen

Zwei Funktionen f; : Ay — By und fy : Ay — Bs sind gleich, geschrieben
f1 = fo, genau dann wenn A; = Ay, By = B, und

fi(z) = fo()
fiir alle z € A; gilt.
Héufig wird eine Funktion durch eine konkrete Berechnungsvorschrift wie
z.B.
f(z) == 2? (1.3.2)

angegeben. Ohne Angabe von Definitions- und Wertebereich spezifiziert dies
aber noch keine Funktion. Setzen wir jedoch zusétzlich zum Beispiel A :=
[0,1] und B := R, so wird aus der obigen Berechnungsvorschrift (1.3.2) eine
Funktion. Andern wir dann B in B := [0, 00) um, erhalten wir eine andere
Funktion, wihrend das Ersetzen von der Berechnungsvorschrift (1.3.2) zu

f@):=(x+1)-22-1
die Funktion auf A := [0, 1] und B := R nicht &ndert.

1.3.8 Die Identitiat und weitere Beispiele

Ist A eine Menge so heifit die Abbildung id4 : A — A, z — x Identitat auf
A. Ist A C B, so heifit die Abbildung idsp : A — B, z — z Inklusions-
abbildung. Obwohl beide Abbildungen die gleiche Berechnungsvorschrift
haben sind sie nur im Fall B = A auch tatséchlich gleich.

Ist A eine Menge und B C A so heifit die Abbildung 15 : A — {0,1}

15(2) 1, fallsxe B
xXr) .=
o 0, fallsz¢ B

Indikatorfunktion von B. Héufig wird auch der Bildbereich R betrachtet.

Sei A die Menge aller Autos, die am 31.12.2021 in Stuttgart gemeldet waren,
und B die Menge aller moglichen Kennzeichenkombinationen. Dann ist f :
A — B mit

f(z) := Kennzeichen(z) , reA (1.3.3)

eine Abbildung. Umgekehrt konnen wir aus g(y) := Auto mit Kennzeichen(y)
keine Abbildung g : B — A erstellen, da nicht jede mogliche Kennzeichen-
kombination auch vergeben war. An diesem Beispiel sieht man auch, dass die
“Berechnungsvorschriften” sehr willkiirlich sein kann.
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1.3.9 Graph, Bild, Urbild und Einschrinkung

Die folgende Definition fiihrt ein paar weitere wichtige Begriffe fiir Abbildun-
gen ein.

Definition 1.3.6. Sei f : A — B eine Abbildung und Ay C A, By C B.
Dann heifit

i) graph(f) := {(z, f(z)) : x € A} der Graph von f.
ii) f(Ao) :={f(z):x € A} das Bild von Ay unter f.

iwi) f~H(Boy):={x € A: f(x) € By} das Urbild von By unter f.

Ferner heifit die Funktion fia, : Ao — B, die durch fia,(x) := f(x) fir alle
x € Ay gegeben ist, die Einschrdinkung von f auf Ap.

1.3.10 Grafische Darstellungen von Funktionen

Funktionen konnen auf verschiedene Arten visualisiert werden, wie in den
Abbildungen 1.3.10 und 1.3 illustriert ist.

-
-

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung einer Abbildung von einer Menge
A (links) in eine Menge B (rechts). Die Pfeile deuten das Verhalten der
Abbildung an, wie z.B. f(b) = 3.

Sind A, B C R, so lassen sich Funktionen auch einem aus der Schule bekann-
ten Koordinatensystem darstellen. Ein Beispiel einer solchen Darstellung und
2 Beispiele von Relationen, die keine Funktionen sind findet sich in Abbildung
1.3.
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Abbildung 1.3: Illustrationen fiir drei Relationen (jeweils in rot) auf [0, 1]2.
Links: Eine Relation, die sogar eine Funktion ist. Mitte: Eine Relation, die
keine Funktion ist, da zwischen 1/3 und 2/3 kein Funktionswert zugewiesen
wird. Rechts: Eine Relation, die keine Funktion ist, da z.B. fiir z = 1/2 kein
eindeutiger Funktionswert existiert.

1.3.11 Zuséatzliche Eigenschaften von Abbildungen

In vielen Féllen erfiillen Abbildungen zusétzliche Eigenschaften. Die folgende
Definition stellt drei grundlegende vor.

Definition 1.3.7. Sei f : A — B eine Funktion. Dann heif§it f:

i) injektiv, genau dann wenn gilt:

Vay,x0 € At f(xq) = f(x2) = T, = To.

it) surjektiv, genau dann wenn f(A) = B gilt, d.h.
Vye Bdz € A: f(x) =y.

iii) bigektiv, genau dann wenn sie injektiv und surjektiv ist, d.h.

Vye BAlz € A: f(z)=y.

Fir A = B = R ist die durch (1.3.2) gegebene Funktion weder injektiv noch
surjektiv. Betrachten wir jedoch A = [0,00) und B = R so wird sie injektiv,
wéhrend wir fiir A = R und B = [0, 00) eine surjektive. Funktion bekommen.
Fiir A = B = [0, 00) erhalten wir schliefllich eine bijektive Funktion.

Die Inklusionsabbildung ist immer injektiv und sie ist surjektiv genau dann
wenn B = A gilt. Indikatorfunktionen sind “fast nie” injektiv und “meistens”
surjektiv fiir den Bildbereich {0, 1}.

Die um (1.3.3) beschriebene “Kennzeichenabbildung” ist injektiv aber nicht
surjektiv.
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1.3.12 Umkehrabbildung und Komposition

Ist f: A — B bijektiv, so gibt es zu jedem y € B genau ein z, € A mit
f(z,) = y. Damit kénnen wir eine neue Abbildung f~': B — A durch
7 y) =y, yey

definieren. Die Abbildung f~! heift Umkehrabbildung oder Umkehr-
funktion von f. Wie man sich leicht iiberlegt, ist f~! ebenfalls bijektiv
und es gilt (f~1)~! = f.

Die folgende Definition fiihrt eine weitere Operation fiir Abbildungen ein.

Definition 1.3.8. Seien f: A — B und g : B — C Abbildungen, so heifst
die durch

gof:A—=C
x> g(f(x))

die Komposition von f und g

1.3.13 Rechenregeln fiir Kompositionen

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. es gilt

ho(gof)=(hog)of
und aus diesem Grund schreibt man meistens nur h o g o f. Andererseits ist
die Komposition im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h. es gibt Funktionen
f und g mit
gof#/fog.

Fiir A= B = C = R ist dies zum Beispiel fiir f(z) := 2% und g(z) :==x + 1
der Fall, denn es gilt:

go f(z) = g(a*) =2* +1,

foglx)=fz+1)=(@+1)P2=2"+20+1,
und damit go f(1) =2# 4= fog(1).
SchlieBlich gilt foids = f und idgof fiir alle f : A — B.
Ist f: A — B eine bijektive Abbildung so gelten zusétzlich die Formeln

fﬁlof:idAu
foft=idp.
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Ist ferner g : B — C eine weitere bijektive Abbildung, so ist auch g o f
bijektiv und es gilt
(gof)y ' =flog".

SchlieBlich gilt immer id;' = id4.

1.3.14 Definition von Tupeln und Produkten mit Ab-
bildungen

Fiir n > 3 hatten wir schon in Abschnitt 1.2.7 n-Tupel und n-fache Produkte
A" eingefiihrt. Dies war allerdings nicht wirklich formal sauber. Mit Hilfe von
Abbildungen kénnen wir dies jetzt nochmal formal korrekt wiederholen.

Fiir n > 3 sei dazu I := {1,2,...,n}. Ein n-Tupel (ay,...,a,) in A kann
dann als Abbildung

I — A
A

aufgefasst werden. Umgekehrt kann jede solche Abbildung wegen der Ord-
nung auf I als n-Tupel aufgefasst werden. Formal werden daher n-Tupel
als Abbildungen definiert, wobei im allgemeinen Fall A;,..., A, noch et-
was mehr Arbeit notwendig ist, um die zunéchst betrachteten Abbildungen
I — Ay UA;U. .. A, geeignet einzuschrinken.

Diese Einsicht wird uns demnéchst niitzlich sein, wenn wir unendlich lange
Tupel einfithren werden.
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Kapitel 2

Z.ahlen

2.1 Natiirliche Zahlen

2.1.1 Die Axiome von Peano

Intuitiv sind die natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,... allgemein bekannt. Die fol-
gende, auf Peano zuriickgehende Definition fithrt die natiirlichen Zahlen for-
mal ein.

Definition 2.1.1. Eine Menge N heifit Menge der nattirlichen Zahlen,
falls die folgenden fiinf Peano-Axiome erfillt sind:

P1 Es existiert ein besonderes Element 1 € N.

P2 Zu jedem Element n € N gibt es genau ein weiteres Element n’ € N,
das als der Nachfolger von n bezeichnet wird.

P3 Das Element 1 ist selbst kein Nachfolger, d.h.

VneN:n #1.

P4 Die Nachfolger-Abbildung n — n' auf N ist injektiv, d.h. fiir alle n,m €
N folgt aus n’ = m/, dass n = m.

P5 Induktionsaxiom: Besitzt eine Teilmenge M C N die Eigenschaften
i)leM
i) Y)ne M :n' e M

35
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so gilt M = N.
Wir nutzen die tibliche Notation und bezeichnen 2 :=1', 3 =2/, elc.

Man kann zeigen, dass es tatsédchlich eine Menge N gibt, die alle fiinf Peano-
Axiome erfiillt.

Ferner bestimmen die Peano-Axiome die Menge N im wesentlichen eindeu-
tig: Wenn zwei Mengen N und N die Eigenschaften P1 bis P5 besitzen, dann
kann man zeigen, dass eine eindeutig bestimmte Bijektion ¢ : N — N zwi-
schen diesen Mengen existiert mit (1) = 1 und p(n’) = ¢(n)'. Bis auf eine
Umbenennung der Elemente haben wir damit durch die Eigenschaften P1
bis P5 die natiirlichen Zahlen charakterisiert.

Die Axiome charakterisieren die natiirlichen Zahlen als eine nicht abbrechen-
de Reihe von Elementen verbunden durch die Nachfolgeroperation,

®  o—0o—O0—O0O—O—O—O

wobei die 1 als blauer Punkt dargestellt ist, und der Nachfolger n’ einer Zahl
n direkt rechts von ihr steht und mit einer Linie mit ihr verbunden ist.

Wir {iberlegen uns kurz, dass dieses Bild die natiirlichen Zahlen richtig illu-
striert, indem wir zeigen, was die einzelnen Axiome ausschliefen.

Das Axiom P2 schlieft aus, dass die Zahlenreihe aufhort, oder ein “Loch”
hat
® o —0—0—0—20 e} o—o0

oder aber sich an einer Stelle verzweigt

Axiom P3 verhindert, dass die Zahlen zyklisch verlaufen,
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Axiom P4 schliefft Zusammenfiihrungen der Form

aus.

P5 schlieBit Bereiche aus, welche nicht nach endlich vielen Schritten von 1
aus gesehen erreichbar sind

® o—0O0—0—O0O—O0O—O0O—20

2.1.2 Rekursion am Beispiel von Rechenoperationen

Mit Hilfe der Axiome von Peano konnen wir auf N die Addition definieren.
Dazu fixieren wir ein m € N und definieren n € N:

m+1:=m,

m+n":=(m+n),
wobei n’ der Nachfolger von n ist und (m + n)" der Nachfolger von m + n.

Aus dem Induktionsaxiom schlieen wir nun, dass wir damit m + n fiir alle
n € N erklart haben, und da m € N beliebig war, auch fiir alle m € N.

Eine solche Definition heifit rekursiv und sie ist fiir N typisch. Um eine
Grofle A, fiir jede natiirliche Zahl n zu definieren, geniigen nach dem Induk-
tionsaxiom die folgenden beiden Schritte:

Rekursionsanfang (RA): Festlegung, was A; ist.

Rekursionsschritt (RS): Fiir jedes n € N die Grole A,,11 mit den Groien
Aq, ..., A, auszudriicken.

Rekursive Ansétze spielen aber auch in der Informatik eine wichtige Rolle,
z.B. bei der Behandlung von sogenannten Baumen.

Neben der Addition kann auch die Multiplikation rekursiv definiert werden.
Dazu fixieren wir wieder ein m € N und definieren fiir n € N:

m-1:=m,

m-ni=m-n+m,
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wobei wir annehmen, dass wir die Addition schon wie oben definiert haben.
Schliefllich definieren wir die Relation < auf N durch

m<n < dreN:n=m-+r.
Damit konnen wir auch die Relation < auf N durch
m<n = (m<nVm=n).

Im folgenden setzen wir diese Operationen und Relationen sowie ihre Ge-
setzméfigkeiten als bekannt voraus.

2.1.3 Vollstiandige Induktion

Ahnlich wie bei der Rekursion kann man die Peano-Axiome auch zum Be-
weis von Aussagen iiber naiirliche Zahlen nutzen. Sei dazu ¢(n) eine Aus-
sageform iiber naturliche Zahlen n. Wenn wir zeigen wollen, dass ¢(n) fir
jede natiirliche Zahl n wahr ist, d.h., dass

Vn € N: q(n) (2.1.1)
wahr ist, gehen wir dazu wie folgt vor:
Induktionsanfang (IA): Wir zeigen, dass ¢(1) wahr ist.
Induktionsschritt (IS): Wir zeigen, dass
VneN: (¢(n) = q(n+1))

wahr ist. Dabei wird ¢(n) Induktionsvoraussetzung (IV) genannt
und ¢(n + 1) Induktionsbehauptung.

Mit anderen Worten zeigen wir fiir die Menge
M:={neN:qn)},

dass 1 € M und fiir allen € M auch n’ € M gilt. Nach dem Induktionsaxioms
wissen wir dann, dass M = N gilt und damit ist (2.1.1) tatséchlich bewiesen.

Alternativ kann man im Induktionsschritt nicht nur ¢(n) benutzen, sondern
sogar ¢(1),...,q(n), d.h. es reicht zu zeigen, dass

Vn € N: ((q(l)/\---/\q(n)) = q(n+1)>
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wahr ist.

Manchmal sind Aussagen erst ab einer gewissen Zahl ng wahr. In diesem Fall
ist im Induktionsanfang ¢(ng) zu beweisen und im Induktionsschritt zeigt
man dann nur ¢(ng) = g¢(n+ 1), bzw. (g(ng) A--- Ag(n)) = gq(n+1)
fiir alle n > ng. Dies gilt insbesondere, wenn man Aussagen fiir alle n € Ny
beweisen mochte.

Die aus der Schule bekannten Gesetzméfligkeiten fiir die Addition und Multi-
plikation in N oder Ny konnen iiber vollstandige Induktion bewiesen werden.
Dies wollen wir hier aber nicht vertiefen.

2.1.4 Beispiel fiir vollstindige Induktion

Um die vollstindige Induktion an einem Beispiel zu betrachten, wollen wir
das folgende Lemma zeigen, zu dem es auch eine Anekdote von Gauss gibt.

n(n+1)

Lemma 2.1.2. Fir allen € N gilt 1+2+---+n==5—.

Beweis. Induktionsanfang: Hier miissen die Aussage fiir n = 1 zeigen, d.h. 1 =

—1(1; U Das ist aber offensichtlich wahr.

Induktionsschritt: Hier fixieren wir ein n € N und nehmen als Induktions-
voraussetzung an, dass die Aussage fiir dieses n wahr ist. Dann gilt

n(n+1 n
1+2+---+n+(n+1):%+(n+1):(n+1)- <§+1>
_ (n+1)(n+2)
B 2
und damit ist die Aussage auch auch fiir n+1, d.h. die Induktionsbehauptung
gezeigt. O]

2.1.5 Weitere rekursive Definitionen

Im folgenden sei n immer eine natiirliche Zahl. Dann wird die Fakultdt von
n durch
=1, (n+1D:=nl-(n+1)

definiert. Haben wir ferner Zahlen a;, € N fiir alle £ € N so definieren wir fiir
m € Nund n > m:

m
E ag = Qp , E ap = Qp41 + E ag
k=m = =
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und
m n+1 n
Hak::ama Hak:GnH'Hak.

Diese Schreibweisen sind im Zweifelsfrei préaziser als z.B. a1+ - -+a,,, wihrend
die letztere suggestiver ist.

2.2 Kombinatorik

2.2.1 Maichtigkeit von Mengen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Zahlen von Objekten in einer Menge
beschéftigen.

Eine Menge A heiit n-elementig, falls es eine Bijektion A — {1,2,...,n}
gibt. Die Zahl n heifit dann die Anzahl der Elemente von A oder auch die
Kardinalitidt oder Méchtigkeit von A und wir schreiben dafiir

|A| .= #A:=n.
Die Anzahl ist eindeutig bestimmt, da es fiir verschiedene natiirliche Zahlen

n # m keine Bijektion {1,...,n} — {1,...,m} geben kann.

Eine Menge A, fiir die eine injektive Abbildung N — A existiert, heifit un-
endlich. Existiert keine solche injektive Abbildung, so gibt es ein n € N mit
|A] = n und wir sagen die Menge A ist endlich. Wir vereinbaren weiter,
dass |0] := 0 gilt.

Sind A und B zwei n-elementige Mengenund f : A — {1,...,n}und g : B —
{1,...,n} zwei Bijektionen, so ist h:= g 'o f: A — B eine Bijektion. Gibt
es umgekehrt eine Bijektion h : A — B zwischen zwei beliebigen endlichen
Mengen A und B, so gilt |A| = |B].

2.2.2 Maichtigkeit von Vereinigungen und Produkten

Satz 2.2.1. Seien A und B endliche Mengen, Dann gilt:

i) |[AUB| = |A|+ |B|—|ANBj.

ii) |Ax B| =|A| - |B.
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Beweis. i). Sind A und B disjunkt, so gilt offensichtlich |AU B| = |A| + |B|.
Im Allgemeinen Fall betrachten wir zunéchst AUB = AU (B \ A). Da A
und (B \ A) disjunkt sind folgt

IAUB| = |AU(B\ A)| = |A| + |B\ A]. (2.2.1)

SchlieBlich gilt B\ A = B\ (AN B), und da B\ (AN B) und AN B disjunkt
sind, folgt wegen B = (B\ (AN B))U (AN B):

IB|= B\ (ANB)|+ |ANB| =|B\ Al + |AnB|.

Damit haben wir |B\ A| = |B| — |AN B| und Einsetzen in (2.2.1) ergibt die
Behauptung.

ii). Seien m := |A| und n := |B|, sowie f : A = {1l,...,m} und g : B —
{1,...,n} zwei Bijektionen. Dann ist

AxB—={l,....m} x{1,...,n}
(a,b) = (f(a), 9(b))

eine Bijektion. Die Menge {1,...,m} x {1,...,n} kann man sich rechteckig
angeordnet denken und zeilenweise gezéhlt ergeben sich mn Elemente.  [J

2.2.3 Anzahl von Abbildungen

Seien A und B Mengen, so schreiben wir B4 = {f|f : A — B} fiir die
Menge der Abbildungen von A nach B. Der folgende Satz bestimmt die
Michtigkeit von B4,

Satz 2.2.2. Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt |B4| = | B|I4.

Beweis. Wir schreiben m := |A| und n := |B| und fiithren den Beweis {iber
Induktion iiber m.

Induktionsanfang: Fiir m = 1, haben wir A = {a} und jede Abbildung f :
A — B ist durch Angabe von f(a) € B eindeutig bestimmt. Wegen |B| =n
haben wir hierfiir n verschieden Werte und damit folgt |B4| = |B| = n'.

Induktionsschritt: Sei |[A] = m + 1 und a € A. Wir setzen A" := A\ {a}.
Dann gilt |A’| = m nach Satz 2.2.1 und daher wissen wir nach Induktions-
voraussetzung, dass |BA'| = |B|I4 gilt.

Sei nun f : A — B. Dann ist fio € B* und f(a) € B und ferner wird f
eindeutig durch Angabe von fl4 und f(a) bestimmt. Umgekehrt kann jede
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Funktion g : A” — B eindeutig zu einer Funktion auf A fortgesetzt werden,
indem man den Funktionswert g(a) festlegt. Formal erhalten wir also eine
Bijektion
B*— BY x B
f = (.f|A’7 f(a))

Damit folgt |BA| = |BY x B| = |BY|-|B| = n™ - n = n™ = |B|4 mit
Satz 2.2.1. [l

2.2.4 Maichtigkeit von Potenzmengen

Mit Hilfe des Satzes 2.2.2 kénnen wir jetzt die Méchtigkeit von Potenzmengen
bestimmen.

Korollar 2.2.3. Sei A eine endliche Menge. Dann gilt |P(A)| = 2141

Beweis. Wir setzen B := {0,1} und bemerken, dass |B| = 2 gilt. Dann
lésst sich jede Teilmenge C' von A durch ihre Indikatorfunktion 14 eindeutig
beschreiben. Wir haben daher eine Bijektion

P(A) - BA
C— 1c.

Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.2.2. [

2.2.5 Anzahl von Umordnungen

Sei A eine endliche Menge, so wissen wir bereits, dass es |A|4l Abbildun-
gen A — A gibt? Wir wollen nun untersuchen, wie viele Permutationen,
d.h. bijektive Abbildungen A — A es gibt. Im folgenden schreiben wir dazu

Perm(A) :={f: A — A| f bijektiv}.

Gilt |A| = nund sind a4, . . ., a, die Elemente von A, dann ergibt jede Permu-
tation 7 : {1,...,n} — {1,...,n} eine andere Anordnung (ax(,- - -, Gx(m))
dieser Elemente. Die Anzahl von Umordnungen oder Anordnungen dieser
Elemente ist daher gleich der Anzahl von Permutationen 7 : {1,...,n} —

{1,...,n}.

Satz 2.2.4. Sei A eine endliche Menge. Dann gilt |Perm(A)| = |A]!.
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Informell kann man sich dies am Mischen von Karten klar machen: Fiir n = 1
gilt es nur eine Anordnung. Haben wir schon n Karten gemischt (mit n!
Anordnungen nach Induktionsvoraussetzung), dann haben wir genau n + 1
Moglichkeiten, eine (n + 1)-te Karte in diese n Karten einzusortieren. Zu-
sammen ergibt dies n!- (n 4+ 1) = (n 4 1)! Anordnungen.

Beweis. Es reicht, die Menge A, := {1,...,n} zu betrachten. Wir fithren
einen Induktionsbeweis iiber n.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 gibt es genau eine bijektive Abbildung {1} —
{1}.

Induktionsschritt: Fiir jedes b € A, fixieren wir zunéchst eine Bijektion
hy : Apir \ {b} — A,.

Wie im Beweis von Satz 2.2.2 kénnen wir jede Abbildung f : A1 — A
in fia, und b := f(n+ 1) eindeutig zerlegen. Ist f bijektiv, so gilt f(n+1) ¢
f(An) = fla,(Ay). Ferner ist die Abbildung fia, : An = A,qq \ {b} bijektiv
und damit ist hy o fla, € Perm(A,). Insgesamt erhalten wir eine Bijektion

Perm(A,,11) = Perm(A,) x A1
= (Bgnsny © fian, f(n+1)).

Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir |Perm(A,)| = n! und mit |4, | =
n + 1 und Satz 2.2.1 folgt dann die Behauptung. ]

2.2.6 Binomialkoeffizienten

Fiir k,n €€ Ny mit £ < n definieren wir den Binomialkoeffizienten durch

<Z) . k'(nn—Lk)' (2.2.2)

wobei 0! := 1 gesetzt wird.

Satz 2.2.5. Sei A eine n-elementige Menge und k € Ng mit k < n. Da gibt
es genau (Z) verschiedene k-elementige Teilmengen von A, d.h.

\{B¢A:|B|:k}\:(z>.

Beim Lotto “6 aus 49” gibt es beispielsweise (469) = 13.983.816 Moglichkeiten,
6 Kugeln aus den 49 Kugeln zu ziehen.
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Beweis. Die Gesamtzahl der moglichen Anordnungen von k verschiedenen
Elementen aus A,, ist

nn—1)...(n—k+1),

wie man sich leicht durch sukzessives Ziehen und Anordnen von Elementen
aus A, ohne Zuriicklegen klar machen kann. Ignoriert man Anordnung, so
fallen alle Kombinationen zusammen, die durch Umordnung entstehen, d.h.,
jeweils k! Kombinationen fallen zusammen. Wegen

nn—1)...(n—k+1) n! _<n)

il T Rm—k)! \k

folgt die Behauptung. m

Die Berechnung der Binomialkoeffizienten mit Hilfe von (2.2.2) ist im All-
gemeinen zu aufwendig. Der folgende Satz bietet eine alternative, rekursive
Berechnung, die nur auf Addition beruht.

Satz 2.2.6. Firk,ne N mit0 <k <n gilt (ﬁ) = (Z) =1 und

-G+

Beweis. Mit Bruchrechnung erhalten wir

G2+ (") - s e

(=% (n—1)(n—k)
T HO—R T Hm—h)
(n— 1)k +n— k)
R — )]
n!

"
-(&)

Ferner ist (g) = (Z) = 1 offensichtlich. O

Die Rekursionsformel kann man sich am Pascal’schem Dreieck illustrieren,
wobei die Zeilen von oben nach unten mit n = 0,1,2,... nummeriert sind
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und die “Spalten” von links nach rechts mit £ =0,... n.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Die hervorgehobenen Zahlen zeigen (g

notwendigen Binomialkoeffizienten mit n < 6. Die Spitze, die fiir (8) steht,
ist streng genommen zur Berechnung nicht notwendig, da immer schon bei

((1)) oder (i) abgebrochen werden kann.

Fiir groBe n und k£ kann man Binomialkoeffizienten, oder allgemeiner Fa-
kultéten, auch durch die Stirling’sche Formel approximativ berechnen:

) und die zur rekursiven Berechnung

nle® 1

1
e1+12n<—<eﬁ’ n>1.
T\ 2mnnt o

2.2.7 Binomischer Lehrsatz

Binomialkoeffizienten sind fiir eine Vielzahl von Berechnungen niitzlich. An
dieser Stelle wollen nur den sogenannten binomischen Lehrsatz erwéhnen.

Satz 2.2.7. Fir alle a,b € R und n € Ny gilt
(a+0b)" = i (n) atbr,
k=0 k

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion iiber n € Ny gefiihrt.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

<n) a"b"k = <0) a’t’ =1=(a+1b)°.
par k 0

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Formel fiir n wahr ist. Um zu
zeigen, dass sie auch fiir n + 1 wahr ist, betrachten wir die Rechnung
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(a+b)""™ = (a+b)(a+b)"

= (a+b) i (Z) ak bk

k=0

_ . n kintl—k Y\ nt10 Y 01n41 —~ (n kin+l—k
= <k_1)ab +(n)a b +<O)ab —i—Z(k)ab
k=1 k=1
— n+1 - n n kbn-‘rl—k bn+1
() )

wobel wir im letzten Schritt Satz 2.2.6 verwendet haben. O

2.3 Ganze und Rationale Zahlen

2.3.1 Ganze Zahlen

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen N kann man die ganzen Zahlen
gewinnen:

Z::{"'7_27_17071727--~}:{m—nimENo/\nENo}.

Mochte man dies formal sauber konstruieren, kann man z.B. auf Ny x Ny die
Aquivalenzrelation

(ml, nl) ~ (m2,n2) = my + Ng = Mo + Ny (231)

definieren, die Zahlenpaare zusammenfasst, die die gleiche Differenz haben.
Jede Aquivalenzklasse [(m, n)]. entspricht dann einer ganzen Zahl m — n.

Die Addition auf diesen “ganzen Zahlen” wird durch

[(ma, ma)]~ + [(ma, no)]~ = [(ma + ma,ny + ng)]
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definiert, wobei man aufpassen muss, dass dies von der Wahl der Représentanten
unabhéngig ist. Diese Konstruktion wollen wir nicht vertiefen, sondern nur
in Abbildung 2.1 illustrieren.

(O(S\ ° ’ ®
(Otz) C

(‘pll) < 0} >

A T
(@9 .oy (o) G.o)

Abbildung 2.1: Konstruktion der ganzen Zahlen mit Hilfe der
Aquivalenzrelation (2.3.1). Jede Diagonale entspricht einer Aquivalenzklasse
und somit einer ganzen Zahl. Naheliegende Reprisentanten liegen auf den
Achsen, wobei (m,0) die natiirlichen Zahlen Ny reprisentieren und (0,n)
die “negativen Zahlen” —Nj repréasentieren.

2.3.2 Gruppen

Es kann gezeigt werden, dass die ganzen Zahlen zusammen mit der Addition
eine kommutative Gruppe im Sinne der folgenden Definition bilden.

Definition 2.3.1. Sei G eine Menge und - : G x G — G eine Abbildung.
Dann heifit (G, -) Gruppe, falls die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

i) Assoziativitdt: Fir alle v,y,z € G giltx - (y-2z) = (z-y) - 2.

i1) Neutrales Element: Es existiert ein Element 1 € G, so dass fiir alle
reGuqilt:1-z=x-1=x

i) Inverses Element: Fiir alle x € G existiert einxz™ € G mitx-x~! =

b =1.

Ist ferner - kommutativ, d.h. es gilt x -y = y - x fir alle x,y € G, dann
heifit (G, -) kommutative Gruppe oder Abel’sche Gruppe.

In einer Gruppe (G, -) kann es nur ein neutrales Element geben, denn wenn
1 und 1’ neutrale Elemente sind, so folgt 1 = 1-1" = 1’. Ferner ist jedes
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inverse Element eindeutig. Denn wenn es zu x € G zwei inverse Elemente
27! und 7 gibt, so folgt

f=i-1=8-(z-a =G 2)-27'=1-27"=2

Damit hat die Gleichung a - x = b fiir feste a,b € G genau eine Losung z,
ndmlich x = a™* - b. Entsprechend hat die Gleichung x - a = b die eindeutige
Losung « = b - a~!. Ahnlich leicht lassen sich die Formeln

1t=1, (z ) t=2 und (zy) ' =y ot

nachweisen.

Ist A eine Menge und Perm(A) die Menge alle Bijektionen A — A, dann
ist (Perm(A), o) eine Gruppe, wobei id4 das neutrale Element ist und die
Umkehrabbildung f=! zu einem f € Perm(A) ist das inverse Element. Im
allgemeinen ist (Perm(A),o) aber nicht kommutativ, vgl. auch Abschnitt
1.3.13.

Fir (Z,+) sind die Assoziativitdt und Kommutativitidt aus der Schule be-
kannt. Das neutrale Element ist die 0 und fiir £ € Z ist —k das inverse Ele-
ment. In unserer Konstruktion (2.3.1) gilt 0 = [(0,0)]. und —k = [(n,m)]~
fir k = [(m,n)]~. Damit ist (Z, +) tatsichlich eine kommutative Gruppe.

Fiir k,m € Z definieren wir die Subtraktion als
k—m:=k+(—m).
Schlielich kénnen wir auf Z auch eine Totalordnung durch
[(m1,n1)]~ > [(m2,n2)]~ = my +ng 2= ma + 1y

definieren, wobei wir die Konstruktion von Z aus (2.3.1) zugrunde gelegt ha-
ben. Die natiirlichen Zahlen Ny entsprechen dann den ganzen Zahlen [(m, n)]~
[(0,0)]~, was gleichbedeutend mit m > n ist.

2.3.3 Rationale Zahlen

Wiéhrend die Multiplikation auf Z ohne Probleme definiert werden kann, ist
das Dividieren von Zahlen in Z nur sehr eingeschréankt moéglich. Um dieses
Problem zu beheben, betrachten wir die rationalen Zahlen

Q::{%:mGZ/\nEN}. (2.3.2)

v
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Auch hier kann man diese recht informelle Definition formalisieren, indem
man z.B. auf Z x N die Aquivalenzrelation

(ml,nl) ~ (mg,ng) < my - Mg = 1My - N1

betrachtet, die Paare mit gleichem “Quotienten” zusammenfasst. Der Aus-
druck ™ wird entsprechend durch [(m,n)]. formalisiert.

Addition und Multiplikation kénnen durch

my mo — MMiNg + maony
ny no ning

m1 Mma mimes

ny N ning

definiert werden, wobei man iiberpriifen muss, dass “dquivalente” Briiche
das Ergebnis nicht verédndern. Die entsprechenden Rechnungen sind nicht
schwierig aber zeitaufwéndiger.

m

In der Darstellung (2.3.2) entsprechen die ganzen Zahlen Z den Briichen *
mit n = 1. Es ist offensichtlich, dass auf diese Weise die eben definierte
Addition und Multiplikation auf Q der auf Z entspricht.

2.3.4 Korper

Weitere elementare Rechnungen zeigen, dass (Q, 4+, -) ein Kérper im Sinne
der folgenden Definition bilden.

Definition 2.3.2. Sei K eine Menge und + : K x K — K und - : K X
K — K zwei Abbildungen. Dann heifst (K, +, - ) Kdrper, falls die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

i) (K,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0.
it) (K \ {0}, -) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1.

iii) Distributivgesetz: Fir alle x,y,z € K gilt x- (y+2)=x-y+x- 2.

In der Darstellung (2.3.2) von Q ist % das neutrale Element der Addition und
% das neutrale Element der Multiplikation. Ferner ist =™ das additive Inverse
zu . Schlieflich ist das multiplikative Inverse von 2 mit m # 0 entweder
oder =, je nachdem, ob m > 0 oder m < 0 ist.

Ist (K,+, -) ein Korper, so gilt 1 # 0, denn das neutrale Element 1 der
Gruppe (K \ {0}, -) muss 1 € K \ {0} erfiillen.
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Fir z € K gilt immer 0-x = -0 = 0, denn das Distributivgesetz zusammen
mit der neutralen Eigenschaft der 0 ergibt

0-24+0-2=(0+0)-2=0-z.

Durch Addition von —(0- ) auf beiden Seiten bekommen wir dann 0-x = 0.

Die Eigenschaft 0 - x = 0 fiir alle x € K zeigt, dass es kein multiplikatives
Inverses 0~! € K von 0 geben kann, denn sonst hiitten wir ja 0-07! = 1.

Haben wir z,y € K mit x -y = 0, so gilt x = 0 oder y = 0. Ist beispielsweise
r#0,s0folgty=y-(z-27)=(@y -2)-z'=0-271=0.

Fir z € K gilt (—1)z = —z, wie die folgende Rechnung zusammen mit der
Eindeutigkeit von —x zeigt:

z+(-1)-z=1-2+(-1)-2=(1+(-1)-2=0-2=0.

Hieraus kénnen wir dann auch leicht (—z) -y = —(z-y) = z - (—y) und
(—=1)- (1) = —(—1) = 1 folgern.

In Kérpern wird héaufig der Multiplikationspunkt “-” weggelassen, d.h. wir
schreiben zy := z - y. Auerdem definieren wir die die Subtraktion und die
Division durch

-1

r—y:=x+(—y) und =zy

)
wobei fiir die Division y = 0 natiirlich ausgeschlossen ist. Die letzte Schreib-
weise steht dabei nicht im Widerspruch zu unserer Darstellung (2.3.2) von

Q.

2.3.5 Totalordnung auf den rationale Zahlen

Neben der Addition und Multiplikation kénnen wir auf Q auch eine Total-
ordnung definieren. Benutzen wir die Darstellung (2.3.2), so kénnen wir diese
durch

my mo

— S e S mineg S monq

ny na
definieren. Den leichten Nachweis, dass dies wohldefiniert ist und tatséchlich
eine Totalordnung ergibt, iiberspringen wir wieder aus Zeitgriinden.
In der Darstellung (2.3.2) entsprechen, wie schon erwéhnt, die ganzen Zahlen

Z den Briichen ™ mit n = 1. Es ist offensichtlich, dass auf diese Weise die
oben definierte Totalordnung der auf Z entspricht.
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2.3.6 (Geordnete Korper

Die eben definierte Totalordnung vertrégt sich mit der Addition und Multi-
plikation im Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.3.3. Sei (K, +, ) ein Korper und < eine Totalordnung auf K.
Dann heifst (K,+, -, <) (an)geordneter Korper, falls fir alle z,y € K
mit x <y und alle s € K undt > 0 gilt:

r+s<y-+s, (2.3.3)
t-x<t-y. (2.3.4)

Im folgenden benutzen wir <, um den Relationen <, > und > die iiblichen
Bedeutungen zu geben. Ist insbesondere z < y, so konnen wir < in (2.3.3)
durch < ersetzen und im Falle ¢ > 0 gilt dies auch fiir (2.3.4). Aulerdem
sichert die Anti-Symmetrie und die Vergleichbarkeit, dass fiir z,y € K immer
genau eine der folgenden drei Aussagen wahr ist: x < y, z = y oder x > y.

In jedem geordneten Korper gelten die iiblichen “Vergleichs-Regeln”. Zum
Beispiel gilt

r <y = —y < —=x (2.3.5)
wie aus (2.3.3) mit s := —y — z leicht folgt. Ferner gilt fiir alle y € K, dass
y-y=>0, (2.3.6)
denn im Fall y > 0, folgt 0 = y -0 < y -y aus (2.3.4) mit z := 0 und
t :=y und im Fall y < 0 wissen wir schon —y > 0 und damit folgt ebenfalls
y-y=(—y) - (—y) > 0. Fiir y := 1 erhalten wir insbesondere
1>0, (2.3.7)
da 0 # 1 in jedem Korper gilt. Daraus kénnen wir wiederum
y>0 = y >0 (2.3.8)
schlieflen, denn wire y~1 < 0, so wiirde aus (2.3.4) mit z :=y ' und t .=y

folgen. Ein doppeltes Anwenden von (2.3.8) und (2.3.4) liefert dann die zu

(2.3.5) analoge Implikation 0 < x <y =0<y ! <zl
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Wir betrachten ein Beispiel und formen die beiden Ungleichungen
—3a—-2<5<-3a-+14

dquivalent um. Mit den oben gezeigten Regeln folgt
—3a—2<5H & -3a<7 <& —gga

und )
h<-3a+4 & 1<-3a0 < ag—g

und die beiden Ungleichungen sind damit zusammen #quivalent zu —7/3 <
a<-—1/3.

2.3.7 Rationale Zahlen erfiillen Archimedisches Axiom

Neben den Axiomen eines geordneten Korpers erfiillt Q auch das sogenannte
Archimedische Axiom wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.3.4. Fiir alle x,y € Q mit x > 0 und y > 0 existiert ein k € N mit
k-xz>uy.

Beweis. Wir betrachten die Darstellung (2.3.2), d.h. x = 7% und y = 22 mit
my, Mo, n1,ne € N. Wir setzen k := 2mon. Aus 2miny > 1 folgt dann

m m m
Yy = -2 < 2ming - 2 2mimsg = 2m2n1—1 = 2monix
ng na ni
und mit der Definition von k erhalten wir y < kx. O

Betrachten wir € := x und y := 1 so impliziert Satz 2.3.4, dass es zu jedem
£ € Qmite>0einneNgibt mit 1/n <e.

2.4 Reelle Zahlen

2.4.1 Rationale Zahlen konnen nicht alles ausdriicken

Sind z,y € Q mit x < y und setzen wir z := (z+y)/2, so gilt x < z < y. Mit
anderen Worten finden wir zwei beliebig nahe beieinander liegenden, unter-
schiedlichen rationalen Zahlen immer noch eine rationale Zahl, die zwischen
diesen beiden liegt. Damit konnen wir uns QQ als Zahlengerade vorstellen.
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Leider hat diese Gerade trotz der obigen Beobachtung Liicken. So ist die
Lénge der Diagonalen in einem Quadrat der Seitenldnge 1 nicht in Q, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.4.1. Es gibt keine rationale Zahl r € Q mit r? = 2.

Beweis. Angenommen, es gébe eine solche rationale Zahl r = ™ wobei wir
wie iiblich m € Z und n € N annehmen. Offensichtlich ist m = 0 unméglich
und im Fall m < 0 ist 7 = = eine weitere Zahl, die r? = 2 erfiillt. Wir
kénnen daher zusétzlich m € N annehmen. SchliefSlich kénnen wir ohne Ein-

schriankung annehmen, dass der Bruch 7 vollstandig gekiirzt ist.

Aus r? = 2 folgt nun m? = 2n? und damit ist m? gerade. Wire m ungerade,
dann gibe es ein k € N mit m = 2k — 1. Wegen

m?® = (2k — 1) = 4k — 4k + 1 = 2(2k* — 2k) + 1

wire dann aber auch m? ungerade. Da letzteres falsch ist, muss m gerade
sein. Damit gibt es ein [ € N mit m = 2[. Dies ergibt 412 = m? = 2n? und
damit 2{?> = n?. Mit anderen Worten ist n? gerade und ein Wiederholen des
obigen Arguments zeigt uns dann, dass auch n gerade ist.

Damit sind sowohl m als auch n gerade, was im Widerspruch zu unserer
Annahme des vollstindig gekiirzten Bruchs steht. O

2.4.2 Axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen

Um die Liicken zu schliefen, suchen wir eine Menge R mit
NCZcCcQCcCR,

so dass R ein geordneter Korper ist, der keine “Liicken mehr enthélt”. Die
Eigenschaften eines geordneten Korpers garantieren uns dabei, dass wir wie
gewohnt rechnen und vergleichen zu koénnen.

Dazu konnte man versuchen, Losungen von “algebraischen” Gleichungen wie
die obige zu den rationalen Zahlen “hinzuzufiigen”. Da dies aber immer noch
nicht Zahlen wie 7 oder e erzeugen wiirde, werden wir einen anderen Ansatz
verfolgen, wobei wir aber die eigentliche Konstruktion aus Zeitgriinden nicht
ausfithren, sondern nur die gewiinschten Eigenschaften von R aufzéhlen.

Die folgenden beiden Axiome fassen unsere erste Forderung an R zusammen.

Korperaxiome. Es gibt eine Addition + und eine Multiplikation - auf R,
so dass (R, +, ) ein Koérper ist.
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Ordnungsaxiome. Es gibt eine Totalordnung < auf R, so dass (R, +, -, <)
ein geordneter Korper ist.

Man kann zeigen, dass jeder geordnete Korper K die rationalen Zahlen Q
“enthélt”. Dies ist nicht ganz {iberraschend, denn Q ist ja durch, in gewissen
Sinne minimale, Ergénzungen aus N entstanden und da 1 < 1+1 < ... in
jedem geordneten Korper K gilt, kénnen wir N in K “wiederfinden”.

Da Q auch ein geordneter Korper ist, schlieen diese Axiome alleine aber
noch keine Liicke. Dies soll nun unser néchstes Ziel sein.

Definition 2.4.2. Sei K ein geordneter Kérper, M C K und b € K. Dann
heifst:

i) M mach oben beschrdnkt, falls es ein b’ € K gibt mit x < b fiir alle
x € M. In diesem Fall heifst b’ eine obere Schranke von M.

ii) b Supremum von M, geschrieben sup M = b, falls b eine obere
Schranke von M ist und fiir jede obere Schranke b’ von M gilt b <V'.

Mit anderen Worten kann M hochsten ein Supremum besitzen und falls dieses
existiert, ist es gleich der kleinsten oberen Schranke von M.

Die Existenz von Suprema in Q ist nicht automatisch erfiillt, wie das folgende
Lemma zeigt.

Lemma 2.4.3. Die Menge M := {x € Q : x* < 2} ist nichtleer und nach
oben beschrinkt, hat aber kein Supremum in Q.

Beweis. Offensichtlich gilt 1 € M, d.h. M ist nichtleer. Fiir jedes z € M gilt
ferner x < 2, denn wire x > 2 wahr, so wiirde 22 =z -2 > 2 -2 > 2 gelten.
Damit ist M nach oben beschrankt.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass jede obere Schranke b von M die Unglei-
chung b? > 2 erfiillt. Dazu nehmen wir b* < 2 an. Fiir € := 2 — b* > 0 gibt es
dann nach Satz 2.3.4 ein n € N mit 3b/n < . Wir definieren z := b+ 1/n.

Dann gilt
26 1 3b
x2:62+—+—2§62+—<b2+5:2,
n o n n
d.h. x € M. Wegen © = b+ 1/n > b ist dann aber b keine obere Schranke

von M. Die Annahme b? < 2 ist daher falsch.

SchlieBlich zeigen wir, dass M kein Supremum in Q hat. Wir nehmen dazu
an, dass das Supremum b := sup M in Q existiert, d.h. b € Q. Da dann b
eine obere Schranke ist, wissen wir b> > 2 aus unserer Voriiberlegung. Ferner
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ist b = 2 nach Lemma 2.4.1 unmdglich ist, und daher gilt sogar b? > 2. Wir

setzen nun )
bs —2

2b
Wegen 1 € M und 0 < 1 < b gilt dann ¥’ < b, und aus b?> > 0 > —2 konnen
wir wegen

b i=b—

b —2 b_b2—2

b2 > —2 20% > b? — 2 b
> = > = > 2 = 2

>0

auf & > 0 schlieflen. Ferner haben wir

b —2\? b2 — 2 p2—2\? p2—2\?
(b’)Q:(b— 50 ) =b*—2b- 5 +( 5 ) :2+( 5 ) > 2

und damit folgt 22 < (b')? fiir alle x € M. Dies impliziert x < ¥/, denn z > b’
wiirde wegen o' > 0 die Ungleichung 22 > (b')? erzwingen. Mit anderen ist
b’ eine obere Schranke von M mit ' < b, und damit kann b kein Supremum
von M sein. O

Aufgrund der obigen Beobachtung liegt es nun nahe, die Liicken durch die
Existenz von Suprema zu erzwingen. Dies ist die Motivation fiir das folgende,
letzte Axiom fiir R.

Supremumsaxiom. Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge der
reellen Zahlen R besitzt ein Supremum.

Mit dem Supremumsaxiom finden wir in R nun tatséchlich ein b € R mit
b*> = 2. Sei dazu b := sup M, wobei M die Menge aus Lemma 2.4.3 ist.
In dem Beweis von Lemma 2.4.3 haben wir dann zunéchst b*> > 2 geschen.
Ferner fiihrte b > 2 durch die Konstruktion eines ¢’ zu einem Widerspruch
und damit gilt in der Tat b? = 2.

Die axiomatische Einfiihrung von R erfordert natiirlich einen Existenzbe-
weis, den wir aber hier nicht durchfithren wollen. Das Gleiche gilt fiir die
“Eindeutigkeit”, vgl. dazu auch Abschnitt 2.1.1. Schliefllich kann man auch
zeigen, dass Q C R gilt und dass R keine Liicken mehr besitzt, so dass unser
anfangliches Problem tatsichlich gelost ist.

Der folgende Satz zeigt, dass das Archimedische Axiom in R erfiillt ist.
Satz 2.4.4. Fir alle z,y € R mit © > 0 und y > 0 existiert ein n € N mit
nr > y.

Beweis. Ist y < x, so konnen wir k& = 2 wéihlen. Es reicht daher den Fall
x < y zu betrachten.
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Wir nehmen nun an, dass es 0 < x < y gibt, so dass nx < y fiir alle n € N
gilt. Die Menge
M :={nx :n € N}

ist dann beschréankt und daher existiert b := sup M. Da b eine obere Schranke
von M ist, folgt nx < b fiir alle n € N und damit auch (n + 1)z < b fiir alle
n € N. Dies impliziert nx < b — z fiir alle n € N, d.h. ¥ := b — x ist eine
obere Schranke von M. Wegen x > 0 gilt aber & =b—x < b, was b = sup M
widerspricht. ]

2.4.3 Infima, Maxima und Minima

Im folgenden Schreiben wir sup ) := —oo. Ist ferner M C R nicht beschriinkt,
so definieren wir sup M := oo. Damit hat jede Teilmenge M von R ein
Supremum.

Fiir M C R ist ferner das Infimum von M durch
inf M := —sup(—M) (2.4.1)

definiert. Hierbei ist —M = {—z : 2z € M} und —(—o0) := co. Analog sagen
wir, dass M nach unten beschrinkt ist, falls —M nach oben beschrankt
ist und in diesem Fall ist —b eine untere Schranke von M, falls b eine
obere Schranke von —M ist. Insbesondere ist dann inf M die grof3te untere
Schranke von M.

Gilt sup M € M, so schreiben wir max M := sup M und im Fall inf M € M
schreiben wir analog min M := inf M.

Fir die Menge M := {1 + 1/n : n € N} gilt beispielsweise inf M = 1 und
inf M & M.

In der Tat ist 1 eine untere Schranke von M und gébe es eine untere Schranke
b > 1 von M, so wiirden wir mit Satz 2.4.4 ein n € N mit % < b—1 finden.

Dies ergidbe 1+ 1/n < b, d.h. b kann keine untere Schranke sein. Insgesamt
haben wir also inf M = 1 gesehen und 1 ¢ M folgt aus den Koérperaxiomen.

2.5 Winkelfunktionen

2.5.1 Definition Sinus und Kosinus

Winkel messen wir im folgenden im Bogenmaf}. Die Gréfle eines Winkels
a entspricht damit der Lénge des Kreisbogenabschnitts zum Radius 1, der
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Abbildung 2.2: Oben Links: Der Winkel a wird im Bogenmafl gemessen,
d.h. in der Lénge des orange-farbenen Teils des blauen Einheitskreises. Oben
Rechts: Seiten- und Winkel-Bezeichnungen am Dreieck. Unten Links: Geo-
metrische Interpretation von sin o und cos . Unten Rechts: Geometrische
Interpretation im Falle von “groflen” Winkeln.

vom Winkel o bestimmt wird. Ein rechter Winkel entspricht damit 7/2, ein
Vollkreis 27, siehe Abbildung 2.2.

Betrachten wir ein rechtwinkeliges Dreieck mit den Winkeln, o, 5 := 7/2 und
v, die aufsteigend gegen den Uhrzeigersinn beschriftet sind, und benennen wir
die jeweils gegeniiberliegenden Seiten mit a, b und ¢, siehe wieder Abbildung
2.2, so gilt

cosq i= 7 und sina = — .

o
R

Fiir ¢ = 1 vereinfachen sich die Formeln auf natiirliche Weise und eine geo-
metrische Interpretation am Einheitskreis ist moglich, siehe Abbildung 2.2.
Diese erlaubt es auch, a > 7/2 zu betrachten, siehe wieder Abbildung 2.2.

Einige spezielle Werte der Winkelfunktionen lassen sich direkt aus speziell
gewahlten Dreiecken ablesen, siehe Abbildung 2.3.
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Abbildung 2.3: Links: Geometrische Herleitung von sin % an einem gleichsei-
tigen Dreieck der Seitenlinge 1. Rechts: Geometrische Herleitung von sin 7
an einem gleichschenkeligem Dreieck mit rechten Winkel. In beiden Féllen

wird der Satz von Pythagoras angewendet.

o[z |33 3
cosl\/?g‘g%O
sin [0 L |22

2.5.2 Geometrische Sitze mit den Winkelfunktionen

Mit der geometrischen Interpretation am Einheitskreis und dem Satz des
Pythagoras ergibt sich sofort das folgende Lemma.

Lemma 2.5.1. Fiir alle « € R gilt

sin® a4 cos*a =1,

2 2

wobei wir die Kurzzschreibweisen sin® a := (sina)? und cos®* a = (cosa)
verwenden.

In den folgenden beiden Sétzen betrachten wir allgemeine Dreiecke, wobei die
Seiten-, Ecken- und Winkelbezeichnungen der Abbildung 2.4 zu entnehmen

sind.

Der folgende Satz ist als Sinussatz bekannt.

Satz 2.5.2. In jedem Dreieck gilt

sinaw  sinf8  sinvy
a b c
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Abbildung 2.4: Links: Ein allgemeines Dreieck mit Seiten-, Ecken- und Win-
kelbezeichnungen Mitte: Geometrischer Ansatz fiir den Sinussatz. Rechts:
Geometrischer Ansatz fiir den Kosinussatz.

Beweis. Die Hohe h. zur Grundseite ¢, siche Abbildung 2.4, berechnet sich
sowohl durch h. = bsina als auch durch h., = asinf. Gleichsetzen und
Umstellen liefert die erste Gleichheit. Die zweite folgt durch zyklisches Ver-
tauschen der Bezeichnungen. ]

Der folgende Satz ist als Kosinussatz bekannt.

Satz 2.5.3. In jedem Dreieck gilt

a’ =b* + ¢ — 2bccos a,
b =+ a? — 2cacos B,

= a® + b* — 2abcos .

Beweis. Seien ¢4 und cp fiir die beiden Abschnitte der Seite ¢, die durch h,
entstehen, siehe Abbildung 2.4. Damit haben wir ¢4 4+ cg = ¢. Mit dem Satz
des Pythagoras und ¢4 = bcos « gilt dann

a®=h>+c5 =b"sina+ (c — beosa)?
= b*(cos® a + sin? @) + ¢ — 2bccos o

= 0%+ ¢® — 2bccos .

Die weiteren Identitédten folgen durch zyklisches Vertauschen der Bezeich-
nungen. 0

2.5.3 Formeln fiir die Winkelfunktionen

Das folgende Lemma fasst ein paar einfache Formeln fiir die Sinus- und
Kosinus-Funktion zusammen.
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Abbildung 2.5: Links: Dreiecke mit Winkel o und a am Einheitskreis.
Rechts: Drehen des Dreiecks mit Winkel ov um 7/2.

Lemma 2.5.4. Sei a € R. Dann gilt:

sin(—a) = —sina und cos(—a) = cos
sin(a+ 7/2) = cosa und cos(aw + m/2) = —sina,
sin(a 4+ ) = —sina und cos(a+ ) = —cosa,

sin(a+ 27) = sina und cos(a+2m) = cosa.

Beweis. Die ersten beiden Zeilen lassen sich leicht am Einheitskreis ablesen,
siehe abbildung 2.5. Die dritte und vierte Zeilen folgen aus der zweiten Zeile
durch 2- bzw. viermaliges Anwenden. m

Die folgenden beiden Formeln sind als Additionstheoreme bekannt.

Satz 2.5.5. Fiir alle o, 5 € R gilt:

sin(a + ) = sinacos B + cosasin 3,

cos(a+ ) = cosacos f — sinasin (3.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung 2.6 und bezeichnen die Lénge einer
Strecke XY mit | XY|. Mit |AE| = |AC| + |CE| und |AC| = |BD| folgt
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Abbildung 2.6: Links: Die Winkel o und  zusammen mit den senkrechten
Strecken AE und BD, sowie der waagerechten Strecke C'D. Nachdem die
Strahlen in Blau und Magenta gezeichnet sind, wird ein Punkt F fixiert. Dann
werden zunsichst die Strecken AE und DE konstruiert. Im Anschluss werden
noch die Strecken C'D und BD konstruiert. Mitte-Links: Identifikation des
Winkels a zwischen den Strecken C'D und 0D. Mitte-Rechts: Identifikation
des Winkels a zwischen den Strecken BD und der Verlingerung von DE nach
unten. Rechts: Identifikation des Winkels a zwischen den Strecken AE und
DE.

dann:
. |AE|  |BD|+ |CE|
sm(o + = == —
( f) |0E)| |0E)|
_|BD|-[0D| | |CE|-|ED|
0D|-[0E| ~ [ED| - |0E|
=sina-cosf +cosa- [
Die restlichen Formeln konnen analog bewiesen werden. ]

2.6 Komplexe Zahlen

2.6.1 Reelle Zahlen konnen nicht alles ausdriicken

Obwohl wir durch die Hinzunahme von Suprema die rationalen Zahlen Q
erheblich erweitert haben, konnen gewisse Gleichungen in den resultierenden
reellen Zahlen R nicht gelost werden. Beispielsweise hat die Gleichung

2 =—1

in R keine Losung, da wir einerseits 22 > 0 und andererseits —1 < 0 haben.
Da die beiden letzten Ungleichungen in jedem geordneten Korper gelten,
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besteht auch keine Hoffnung, einen noch grofleren, geordneten Korper F zu
finden, in dem 22 = —1 eine Losung hat. Wollen wir die Kérperaxiome nicht
aufgeben, so miissen wir daher zwangslaufig die Ordnungsaxiome aufgeben,
um die Gleichung l6sen zu koénnen.

Nehmen wir nun an, dass wir einen Korper [F haben, in dem es eine solche
Losung i € I gibt, d.h. i = —1. Wegen der Kérperaxiome miissen dann fiir
alle x1, 2, y1,y2 € F die beiden Gleichungen

(1 +iy1) + (x2 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + 12)

und

(21 4+ iy1) (2o + iy2) = 122 + 1T1Y2 + 1172 — V1Yo
= (2129 — Y1y2) + i(T1Y2 + y172)

gelten. Zudem wollen wir natiirlich R in F wiederfinden kénnen, d.h. wir
wollen R C F haben. Die komplexen Zahlen C werden dieses erfiillen.

2.6.2 Konstruktion der komplexen Zahlen

Die obigen Gleichungen motivieren dazu, Elemente in F als Zahlenpaare zu
definieren. Die folgende Definition greift diesen Gedanken auf.

Definition 2.6.1. Die Menge C := R? zusammen mit der Addition + :
C x C — C und Multiplikation - : C x C — C, die fir alle (z1,y1) € R? und
(z2,v2) € R? durch

(1, 91) + (22, 92) 1= (21 + 22,41 + §2)
(z1,91) - (22, 92) == (122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1)
definiert sind, heifst Menge der komplexe Zahlen.
Mit fleifigem Rechnen stellt sich heraus, dass (C, 4+, -) ein Korper ist, wobei

seine Null durch (0, 0) und seine Eins durch (1, 0) gegeben sind. Fir (z,y) € C
gilt ferner —(z,y) = (—z, —y) und

(rc,y)‘IZ( Y )

1'2+y2 x2+y2

wobei letzteres natiirlich nur im Fall (x,y) # (0,0) definiert ist. Ferner gilt
(0,1)-(0,1) = —(1,0), d.h. die imaginire Einheiti:= (0,1) lost tatsdchlich
die Gleichung 22 = —1. SchlieBlich liefert die obige Formel i~! = —i.
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Werden die Addition und Multiplikation von C auf R := {(2,0) : = € R}
eingeschriankt, so erhalten wir wieder einen Korper, der zudem eine Total-
ordnung

(21,0) < (22,0) <= 1 <1y

hat, mit der er zu einem geordneten Koérper wird. Ferner erfiillt diese Total-
ordnung das Supremumsaxiom, und damit konnen wir die Menge R als ein
weiteres Modell von R betrachten. Mit dieser Identifizierung haben wir also
R C C und

T +1iy = (z,y), z,y € R,

ergibt eine vertrédgliche Notation.

2.6.3 Gaufl’sche Zahlenebene

Nach unserer Konstruktion kann C als Zahlenebene gedacht werden, deren
x-Achse die reellen Zahlen bildet. Diese Achse heifit aus diesem Grund haufig
auch reelle Achse. Senkrecht dazu steht die y-Achse {(0,y) : y € R} die
auch als imaginire Achse bezeichnet wird.

Die Addition in C entspricht offensichtlich der Vektoraddition in R? und eine
geometrische Interpretation der Multiplikation werden nach den folgenden
Definitionen kennenlernen.

Fiir z := (z,y) € C bezeichnen wir die Koordinaten
Rez ==z, Imz:=y

als Real- und Imaginérteil der Zahl z. Die Zerlegung z = = + iy wird als
kartesische Darstellung der Zahl z bezeichnet. Der Betrag

= VTR

entspricht dem Abstand von z zum Ursprung.

Fir z = (x,y) € C sei nun r := |z| und ¢ der Winkel zwischen der z-Achse
und der Strecke 0z. Dann gilt die Polar-Darstellung von z:

z=r(cosp+isingp).

Haben wir nun zwei komplexe Zahlen z; und 25 in Polar-Darstellung (71, 1)
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und (72, p2), so gilt

Z1 %2

= r1(cos p1 + isiny) - 79(cos o + 1sin o)
=77y ((cos 1 - COS g — Sin gy - sin ) + i(cos @y - sin g + sin g - cos @2)>

=77y (cos(gpl + ¢2) +isin(ey + 902)> , (2.6.1)
wobel wir im letzten Schritt die Additionstheoreme aus Satz 2.5.5 benutzt

haben. Mit anderen Worten: Die Betrige werden multipliziert und die
Winkel werden addiert.

Mit Hilfe der Formel (2.6.1) und Induktion iiber n € N ldsst sich nun der
folgende Satz, der als Formel von Moivre bekannt ist, leicht beweisen.

Satz 2.6.2. Sei z =r(cosp +isiny) € C. Dann gilt fir alle n € N:

2" =1" - (cos(nep) + isin(ny)) .

2.6.4 Einheitswurzeln
Im folgenden definieren wir fiir p € R
e :=cosyp +isingp.

Fir ¢, 1,2 € R und n € N gelten dann die Formeln:

60— 1 (2.6.2)
ellPrtee) — oo givs (2.6.3)
(€%)" = &%, (2.6.4)

e % = (%) (2.6.5)

Hierbei ist die erste Formel leicht abzulesen und die zweite folgt aus (2.6.1).
Die dritte Formel folgt sofort aus der Formel von Moivre und die vierte
Formel ist eine einfache Konsequenz aus den ersten beiden Formeln.

Satz 2.6.3. Es gibt genau n komplexe Zahlen z, die die Gleichung 2" = 1
erfilllen. Diese Zahlen sind die sogenannten n-ten FEinheitswurzeln

;. 2mk
2pi=e€"n | k=0,....n—1.
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Bevor wir diesen Satz beweisen, beachten wir, dass die Zahlen

0 27 -1 272 2r(n — 1)

n n n

einen ganzen Einheitskreisumfang 27 in n gleich groflen Schritte zerlegen.
Entsprechend zerteilen die Einheitswurzeln zg, . . ., z,_1 den Einheitskreis auf
der Gauf’schen Zahlenebene und insbesondere gilt z; # z; fiir 7 # j.

Beweis. Aus der eben bewiesenen Formel (e?)" = ¥ folgt sofort
2 = 2™ = cos(27k) +isin(27k) = 1.

Wir miissen daher nur noch zeigen, dass es keine anderen Losungen der Glei-
chung gibt. Einen einfachen Beweis werden wir mit Korollar 2.7.6 finden
konnen. Hier werden wir einen etwas geometrischer orientierten Beweis vor-
stellen.

Sei nun z € C mit 2™ = 1. Wegen der Formel von Moivre wissen wir dann,
dass
1 = 2" = cos(ny) + isin(ny)
und |z| = 1 gilt. Aufgrund der Form der Sinus- oder Kosinus-Funktion ergibt
2mtm

dies ny = 2mm fiir ein m € Z, d.h. wir haben z = e" "= . Durch Division mit
Rest gibt es dann [ € Z und k € {0,1,...,n — 1} mit In + k = m. Da dies

. 2m(Intk) . . 2nk
s =T :e‘2”l~e‘n :1Zk
ergibt, ist der Beweis dann beendet. ]

2.6.5 Komplexe Konjugation

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy ist es sinnvoll die dazu komplex konju-
gierte Zahl

Zi=x—1y
zu betrachten. Es gilt
z+w=7zZ+w und zZw=7zZwW.

In der Tat ist die Formel fiir die Addition sofort ersichtlich. Wir rechnen also
noch die Produktformel nach. Seien dazu z = x 4 iy und w = w + iv. Dann
folgt einerseits

Zw = (z+1iy)(u +iv) = zu — yv + i(2zv + yu) = zu — yv — i(zv + uwy)
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und andererseits

ZW=z+iyu+iv=(r—iy)(u—iv) = zu — yv — i(xv + yu).
Mit Hilfe der komplex konjugierten Zahl kann der Betrag berechnet werden,
denn mit der dritten binomischen Formel und i? = —1 gilt
2Z = (x+iy)(z —iy) = 2> +y* = |2]*.

Damit kénnen einfache Formeln nachgerechnet werden. So gilt

|zw] = |z] w]
da
|zw|? = 2wzw = 22w = |z|*|w|?.
Betriige sind also multiplikativ und wegen [1| = 1 gilt insbesondere |21 =

|z|7! fiir alle z € C\ {0}.

2.6.6 Exponentialfunktion im Komplexen

Im folgenden gehen wir davon aus, dass die Exponentialfunktion = + e fiir
x € R bekannt ist. Insbesondere nehmen wir an, dass wir die Gleichung

eTITT2 — (T1 | (T2 ’ T, Xy € R (266)

kennen. Wir erweitern die Definition nun auf komplexe Zahlen 2z := x + iy
durch . .

"t =¥ = e"(cosy +isiny) .
Mit anderen Worten gilt

e = eRez(

cos(Im z) + isin(Im z)) .

Seien nun z = xr+iy und w = u+iv zwei komplexe Zahlen. Mit der Definition
der Exponentialfunktion im Komplexen, der Gleichung (2.6.6) im Reellen und
(2.6.3) erhalten wir dann

4w _ xtuti(y+o)

e*tW — ¢ i(y+v)

=e" e = ”e"ee” = e%e. (2.6.7)

Mit anderen Worten gilt (2.6.6) nicht nur in R sondern auch in C. Ebenso
gilt nach Definition

|ez| — eRez

und aus (2.6.7) folgt
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2.6.7 Winkelfunktionen im Komplexen

Wir konnen die gerade definierte Exponentialfunktion nutzen, um damit die
Winkelfunktionen auszudriicken. Wegen

e'¥ = cosp +1isin g,

e ¥ =cosp —ising

ergeben sich cosp = £ (e +e7¥) und sinp = o (' — ™) fiir alle ¢ € R.
Dies motiviert die folgenden Definitionen fiir alle komplexen Zahlen z € C:

cos z 1= (e‘z + e_lz),

Hl\DI»—t

3 (A2 iz
Sl z 1= l(e e )

Auch im Komplexen gilt dann

sinz=0 & z=krfireinkecZ
und

cosz=0 <& z:g—l-knrfiireinkEZ.
Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen, wir zeigen die Aussage fiir den Sinus.
Es gilt

sinz=0 & " =e¢ ¥ & (9)P=1.

Damit ist e* gleich einer der beiden zweiten Einheitswurzeln, d.h. e** = £1.
Wegen der Form dieser Einheitswurzeln, siehe Satz 2.6.3, schlieBen wir auf
2 € R und somit folgt die Aquivalenz aus der entsprechenden Aquivalenz fiir
die reelle Sinus-Funktion.

Wir definieren neben Sinus und Kosinus noch die beiden Funktionen Tan-
gens

sin z s
tanz = , 24 —+km, ke
COs 2 2
und Kotangens
coS 2
cotz = ——, 2+ km, kel
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2.6.8 Hyperbelfunktionen

Analog zu den Winkelfunktionen definiert man die Hyperbelfunktionen

1
coshz:= —(e*+e7),
s ()
sinh z := l(ez — e’z) ,
2
sinhz e*—e™?
tanh z := = ,
coshz e*+e™?
1 eZ —z
coth z := _ete :
tanhz e* —e™?
Fiir z € C gilt somit coshz = cos(iz) und sinh z = —isin(iz). Betrachtet

man aber nur die reellen Winkel- und Hyperbelfunktionen, so gibt es keine
analogen Gleichungen.

Hyperbelfunktionen kénnen geometrisch interpretiert werden, wenn man statt
des Einheitskreises 22 + y? = 1 die Einheitshyperbel 22 — y? = 1 betrachtet.

Es gilt dann das folgende Lemma, das im Falle der Winkelfunktionen das
Lemma 2.5.1 verallgemeinert.

Lemma 2.6.4. Fir alle z € C gilt:

cos® z +sin? 2z = 1 = cosh? z — sinh? 2.

Beweis. Im Falle der Hyperbelfunktionen gilt

ol + st o — (EFETY (e
N 2 2

(e2z + 2e%e? + e—QZ) _ (eQZ — 2¢%e™ % + e—2z>
4

=1.

Der Beweis fiir die Winkelfunktionen ist analog. O
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2.7 Polynome

2.7.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Eine Funktion p : C — C heifit Polynom, falls es ein n € Ny und Koeffizi-
enten qay,...,a, € C gibt, so dass

p(z) = ap* (2.7.1)

fiir alle z € C gilt. Fiir Polynome p # 0 setzen wir
degp := min{n € Ny ‘ Jdag,...,a, € CVz € C:p(z) = Zakzk}
k=0

und fiir das Polynom p = 0 schreiben wir deg p := —1. In beiden Féllen heifit
deg p der Grad des Polynoms p.

Ferner sprechen wir von einem reellen Polynom, falls wir reelle Koeffizien-
ten finden, d.h. ag,...,a, € R.

Sind p und ¢ zwei Polynome mit degp > 0 und degq > 0, so gilt

deg(p + g) < max{degp,degq}, (2.7.2)
deg(pg) < degp +degq, (2.7.3)

wobei beide Formeln durch leichtes Ausrechnen gezeigt werden kénnen.

Spéater werden wir sehen, dass man mit Hilfe von Ableitungen leicht sehen
kann, dass die Koeffizienten eines Polynoms eindeutig sind. Dies wiederum
fithrt dazu, dass die Ungleichung (2.7.3) eine Gleichung ist. Im folgenden
werden wir aber die Eindeutigkeit der Koeffizienten nicht benctigen.

Ein z € C heifit Nullstelle von p, falls p(z) = 0 gilt. Fiir Nullstellen reeller
Polynome gilt die folgende Beobachtung;:

Lemma 2.7.1. Ist p ein reelles Polynom und z € C eine Nullstelle von p,
so ist auch Z eine Nullstelle von p.

Beweis. Es gilt

wobei wir im zweiten Schritt ao, ..., a, € R ausgenutzt haben. ]
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Polynome vom Grad 2 erlauben die Berechnung mit der aus der Schule be-
kannten “Mitternachts-Formel”, wobei es leicht zu ersehen ist, dass diese auch
im Komplexen gilt. Fiir Polynome vom Grad 3 und 4 gibt es ebenfalls noch
Formeln, die aber in der Regel unbrauchbar sind. Ferner kann man zeigen,
dass es solche Formeln fiir allgemeine Polynome vom Grad > 5 nicht geben
kann.

Unabhéngig davon gilt aber der auf Gauf zuriickgehende Fundamentalsatz
der Algebra, den wir an dieser Stelle weder beweisen wollen noch kénnen.

Satz 2.7.2. Jedes Polynom p mit degp > 1 hat mindestens eine Nullstelle
i C.

2.7.2 Polynomdivision

Ahnlich wie fiir ganze Zahlen kénnen wir Polynome mit Rest teilen. Dies ist
der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 2.7.3. Seien p und g Polynome mit degp > degq > 0. Dann g¢ibt es
Polynome r und s mit

p(z) = s(2)q(z) +r(2), 2€C,

sowie deg s = degp — degq und degr < degq.

Beweis. Seien n := degp und m := degq. Ferner seien a, # 0 und b,, # 0
entsprechende Koeffizienten von p und ¢. Dann ist

n _n—m
pi() = p(=) = 32 (), seC

ein Polynom mit degp; < n—1. Wir definieren das Polynom s; durch s;(z) :=

prz"™ fir alle z € C, so dass dann p; = p — s1¢ und deg s1 < n —m gilt.

Ist degp; > q, so wenden wir die obige Konstruktion auf p; und ¢ an, so dass
wir Polynome p, und so mit py = p; — s9¢q, sowie deg sy < degpr—m < n—m
und degpy < deg(p1) — 1 < n — 2 gefunden haben.

Dieses Vorgehen wiederholen wir nun solange, bis die gefundenen Polynome
pr und s, die pp = pr_1—skq und deg s < n—m nach Konstruktion erfiillen,
auch degp, < degq erfiillen. Da wir degp; < n — ¢ im i-ten Schritt haben,
ist dies nach maximal n — m Schritten der Fall. Wir setzen nun r := p; und
S:=81+- -+ Sg.



2.7. POLYNOME 71

Fiir pg := p liefert unsere Konstruktion dann

=Pk = Pk—1 — Skq
= Pk—2 — Sk—19 — Skq

=DPo— S19g — - — Sg—19 — Skq
=p—(s1+- 510
=P—5q

und degr < deggq.

SchlieBlich folgt deg s < n —m aus (2.7.2) in Verbindung mit degs; < n—m
fir alle 1,..., k. Umgekehrt wissen wir wegen p = sq + r und (2.7.2) auch

deg p < max{deg(sq),degr} < max{deg(sq),deg(q) — 1}
< max{deg(sq), deg(p) — 1}
Wire nun deg(p) — 1 > deg(sq), so hétten wir degp < deg(p) — 1, was
unmoglich ist. Aus diesem Grund gilt deg(p) — 1 < deg(sq). Dies fiihrt zu
degp < max{deg(sq),deg(p) — 1} = deg(sq) < degs + degq,

wobei wir im letzten Schritt (2.7.3) ausgenutzt haben. Dies ergibt degs >
degp — degq. ]

Der Beweis des Satzes 2.7.3 liefert eine explizite Konstruktion fiir s und r.
Wir betrachten dies am Beispiel der Polynome p(z) := 22% — 322 — 62 + 6
und ¢(z) := z — 2. Wir gehen dann wie bei der schriftlichen Division vor:

22 =322 —62+46) + (2 —2) =22+ 2z -4+ —2
— 223 + 422 z-2
22— 62
— 22422
—4z4+6
4z — 8
-2
Hierbei sind
s = 222 p1222—62+6
Sy =2 p2=—4z+6
s3=4 p3 = —2,

und damit erhalten wir s =222+ z+4 und r = —2.
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2.7.3 Zerlegung in Linearfaktoren

Mit Hilfe der Polynomdivision und dem Fundamentalsatz der Algebra kénnen
wir Polynome durch ihre Nullstellen darstellen. Um dies zu zeigen, benttigen
wir zunéchst das folgende Korollar.

Korollar 2.7.4. Sei p ein Polynom mit degp > 1 und A eine Nullstelle von
p. Dann gibt es ein Polynom s mit deg s = deg(p) — 1 und

p(z) =(z2—=A)-s(2), z e C.
In diesem Fall heifit das Polynom (z — \) vom Grad 1 Linearfaktor von p.

Beweis. Wir betrachten das Polynom ¢(z) := z — A. Dies ist eine nicht-
konstante, lineare Funktion und deswegen haben wir degq = 1. Nach Satz
2.7.3 gibt es nun Polynome s und r mit p = s - q + r fiir alle z € C, sowie
deg s = degp — degq = deg(p) — 1 und degr < degq = 1. Damit gibt es ein
ag € C mit r(z) = ap fiir alle z € C. Es folgt

0=pA) =sA)-(A=X)+7r(A\) =r(A) =ap
und damit r = 0. [l

Wir konnen nun den sogenannten Hauptsatz der Algebra, der ein Poly-
nom anhand seiner Nullstellen beschreibt, beweisen.

Satz 2.7.5. Sei p ein Polynom mit degp = n fir ein n > 1. Dann gibt es
eina€C mita#0 und \,..., N\, € C mit

p(z)=a-(z=M\)- (2= \), z€C, (2.7.4)
Ferner sind Ay, ..., \, € C die einzigen Nullstellen von p.

Kommt der Faktor (z — \;) genau k-mal in der Zerlegung (2.7.4) vor, so
sprechen wir von einer k-fachen Nullstelle von p. Beispielsweise ist A = 1
eine zweifache Nullstelle des reellen Polynoms p(z) = 22 — 2z +1 = (2 — 1)2

Beweis. Zum Beweis von (2.7.4) benutzen wir Induktion iiber n.
Fiir n = 1 haben wir dabei p(z) = a1z + ap mit a; # 0, so dass A\; := —ap/a;
und a := a; die gewiinschte Darstellung liefert.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fiir alle Polynome
g mit deg g = n wahr ist. Sein nun p ein Polynom mit deg p = n+1. Nach dem
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Fundamentalsatz der Algebra, siche Satz 2.7.2, gibt es dann eine Nullstelle
Ans1 € Cvon p. Korollar 2.7.4 gibt uns dann ein Polynom ¢ mit deg g = n und
p(2) = (2= Aua1)q(2) fiir alle z € C. Anwenden der Induktionsvoraussetzung
ergibt dann die Behauptung fiir p.

Aus (2.7.4) lasst sich sofort ablesen, dass Ay, ..., A, Nullstellen von p sind.
Sei nun A € C eine beliebige Nullstelle. Dann folgt

0=pA)=a-(A—A)- A= An).

Da C ein Korper ist, muss einer der Faktoren gleich 0 sein, d.h. es gibt ein ¢
mit A — \; = 0. Dies zeig A = \;, d.h. es gibt keine weitere Nullstelle als die
Zahlen A\, ..., \,. O]

Mit Hilfe des Hauptsatzes der Algebra konnen wir nun einen Test auf Gleich-
heit fiir Polynome formulieren.

Korollar 2.7.6. Seien p und q Polynom mit degp < n und degq < n fiir
ein n € Ny. Falls es n + 1 verschiedene Punkte zy,...,2,11 € C gibt mit
p(z) = q(z) firalei=1,....,n+1, so gilt p=q, d.h.

p(z) =q(z)
fiir alle z € C.

Betrachten wir insbesondere ¢ = 0 in dem obigen Korollar, so sehen wir, dass
die Existenz von n+ 1 verschiedenen Nullstellen von p schon p = 0 impliziert.
Tatséchlich betrachtet der folgende Beweis des Korollars genau diesen Fall.

Beweis. Wir setzen r := p —q. Nach (2.7.2) ist dann 7 ein Polynom mit k :=
degr < n. Ferner sind nach Konstruktion die Zahlen zy, ..., z,,1 Nullstellen
von r.

Wiére nun r # 0, so hédtte im Fall £ > 1 das Polynom r nach dem Hauptsatz
der Algebra genau k Nullstellen. Wegen £ < n < n + 1 fiithrt dies zum
Widerspruch.

Im Fall £ = 0 ist  von der Form r = ag mit ag # 0 und damit hétte es gar
keine Nullstelle, was ebenfalls zum Widerspruch fiihrt. ]

2.7.4 Zerlegung reeller Polynome

Fiir reelle Polynome p hatten wir in Lemma 2.7.1 gesehen, dass mit A auch
A eine Nullstelle ist. Da A = X dquivalent zu A € R ist, treten genau zwei
Fiélle fiir Nullstellen reeller Polynome auf:
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i) Die Nullstelle A ist reell mit zugehorigem Linearfaktor z — A.

i) Es ist A = a +if mit 3 # 0 eine Nullstelle. Dann ist aber ebenso
A = a—if Nullstelle und die beiden Linearfaktoren ergeben zusammen
den quadratischen Faktor

(z—a—iB)(z —a+iB) = (z — a)® + B?
=22 —2az+a+ 7.

Damit zerféllt jedes reelle Polynom in ein Produkt aus Linearfaktoren und
quadratischen Faktoren.

Das Polynom p(z) := 23 + 2z — 3 besitzt beispielsweise die Nullstelle \; := 1,
wie direkt durch Einsetzen ersichtlich ist. Spaltet man diesen Linearfaktor
mittels Polynomdivision ab, so gilt

P +2:-3=(+2+3)(z—-1)

und der entstehende quadratische Faktor (2% + z + 3) besitzt keine weiteren
reellen Nullstellen. Allerdings besitzt er zwei zu einander komplex konjugierte

Nullstellen
1 /1 1 V11
/\273.——§Z|: 1_3__5:&17

2.7.5 Anwendung: Funktionsinterpolation

Im folgenden betrachten wir ein sogenanntes Interpolationsproblem, bei
dem zu gegebenen Eingabepunkten x4, ..., z, € R und Ausgabepunkten
Y1,---,Yn € R eine Funktion f : R — R gesucht ist, die

f(xz):yz7 izl,...,n

erfiillt. Da es naturgemifl sehr viele solche Funktionen gibt, werden typi-
scherweise zusétzliche Forderungen an die gesuchte Funktion f gestellt.

Eine mogliche Anwendung fiir dieses Problem besteht darin, dass wir eine
komplizierte oder aufwendig zu berechnende Funktion g : R — R haben und
diese durch eine “billige” Alternative f ersetzen wollen. Die Hoffnung besteht
dann darin, dass aus

f(xi) = yi = g(zi) 1=1,...,n

schon f(z) =~ g(x) fiir alle z € R, die uns interessieren, folgt.
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— Iteroglation — Interpolaticn — Incerpolztion
Wahre Furktion Wiahre Fanktion Wahre Funkticn

10 5 o Datenpunkte 10 - o Datenpurce 10 o Datenpunkte
f \ N ,//\ /\
05 05 ’/ \ 05 , \ /b \(\ x
, LA | : \ /

v Y, w

Abbildung 2.7: Interpolation des Funktion g(z) := (14z*)~! durch Polynome
aus Satz 2.7.7. Links: 5 Eingabepunkte mit Abstand 3. Mitte: 7 Eingabe-
punkte mit Abstand 2. Rechts: 13 Eingabepunkte mit Abstand 1. Insgesamt
nédhern sich die interpolierenden Polynome nur “in der Mitte” der Funktion

f an.

Wir wollen im folgenden ein interpolierendes Polynom p mit degp < n — 1
konstruieren. Der folgende Satz zeigt, dass dies auf genau eine Art moglich
ist.

Satz 2.7.7. Seien x1,...,x, € R paarweise verschieden und vy, ...,y, € R.
Dann gibt es genau ein Polynom p mit degp < n — 1 und

p(z;) = yi, 1=1,....n

Beweis. Zunichst konstruieren wir ein Polynom mit den gesuchten Eigen-

schaften. Fiir £ = 1,...,n definieren wir dazu die Lagrange-Polynome
N
L = ’ R.
i=1,i#k

Fir:=1,...,n gilt dann

1 fallsi=k

0 somst,

Lk(l‘l) = 5i,k = {

da im ersten Fall alle Briiche des Lagrange-Polynom L gleich 1 sind und im
zweiten Fall ein Bruch gleich 0 ist. Ferner ist Lj offensichtlich ein Polynom
mit deg L, < n — 1. Damit ist

pi= il
k=1
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das gesuchte Polynom.

Die Eindeutigkeit folgt direkt aus Korollar 2.7.6. O]

Der Beweis des Satzes 2.7.7 konstruiert das Polynom explizit. Ferner ist dieses
Polynom einfach zu konstruieren und bei Anderung von den Ausgabepunkten
y; lasst es sich leicht anpassen. Ferner ist das Polynom eindeutig bestimmt
und sehr “glatt”. Leider werden die Berechnungen teuer, wenn sich die Ein-
gabepunkte z; dndern sollten. Dariiber hinaus konnen die interpolierenden
Polynome “zappeln”, siehe Abbildung 2.7, was auch als Runges Phinomen
bekannt ist.



Kapitel 3

Geometrie

3.1 Operationen mit Vektoren

3.1.1 Vektoren

Im folgenden wollen wir einige geometrische Aspekte im zwei- und drei-
dimensionalen Raum betrachten. Damit diese moglichst gleichzeitig behan-
delt werden kénnen, betrachten wir zunéichst den d-dimensionalen Raum R¢.

Im folgenden nennen wir ein x € R? Vektor und schreiben ihn als Spalten-
vektor

x
xr = ,
Tq
wobei z1, ..., x4 € R die Komponenten von x sind. In der Literatur findet

man auch die Schreibweisen ¥ oder x fiir Vektoren, diese werden wir aber
nicht verwenden.

In den Riumen R? und R? sehen Vektoren damit so aus

T Y1
x:(1)€R2 und y= |y | eR>.
i) y
3

Vektoren kann man als Punkte in dem d-dimensionalen Raum R¢ und als
Richtungspfleile in dem Raum R¢ interpretieren. Je nachdem in welchem
Kontext man sich befindet, ist die eine oder die andere Interpretation hilf-
reicher.

7
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3.1.2 Addition und Skalarmultiplikation
Auf R? kénnen wir eine Vektor-Addition + : R? x RY — R¢ durch

1 Y1 r1+
S [N R .

Td Yd Td + Ya

definieren. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass (R¢, +) eine kommutative Gruppe
mit neutralem Element

0
0:=|:]eRr?
0
T —T1
ist. Fiirx = | : | ist zudem —z := : das inverse Element.
Tq —Zq

Die Vektoraddition kann man mit Verschiebungen vom Nullpunkt illustrie-

ren:
/ \
rT+y
Die Vektoraddition wird oft auch mit einem Parallelogramm illustriert:

o

Auf R? kénnen wir auBerdem eine Skalarmultiplikation - : R x R? — R
durch

T axy

Tq AT q
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definieren. Héufig wird dann aber der Punkt -, wie bei der Multiplikati-
on in Q, R oder C, weggelassen. Die Skalarmultiplikation entspricht einer
Streckung des Vektors z um den Faktor a.

Der Raum R? zusammen mit seiner Vektoraddition und Skalarmultiplikati-
on bildet einen Vektorraum im Sinne der folgenden Definition, wie einfache
Rechnungen zeigen.

Definition 3.1.1. Sei V' eine Menge auf der Operationen + :V xV =V

und - : R x V.=V definiert sind. Dann heifit (V,+,-) Vektorraum, oder
auch R-Vektorraum, falls (V,+) eine kommutative Gruppe mit neutralem

Element 0 ist und fir alle x,y € V und o, 5 € R gilt:

a-(f-z)=(ap) =,

a-(z+y)=a-xz+a-y,

(a+pB) z=a-xz+0- x,
l-z==x.

Haben wir stattdessen eine Skalarmultiplikation - : C x V. — V' die die glei-
chen 4 Gleichungen fir alle o, € C erfillt, so sprechen wir von einem
C-Vektorraum.

Aus den 4 Eigenschaften der Skalarmultiplikation kann man z.B. auf (—1) -
x = —xz und 0 -z = 0 schlieBen. Im R? kann man dies natiirlich auch direkt
nachweisen.

Vektorrdaume sind eine der zentralsten Objekte der Mathematik und werden
intensiver im Sommersemester behandelt.

3.1.3 Betrag und Normen

T

Zu einem Vektor z = | : € R? ist die Entfernung dieses Punktes zum
Zq

Nullpunkt nach Pythagoras durch

||33||2 = |l’| = x%+...+x3

gegeben. Im folgenden nennen wir |z| den Betrag von x. Der Betrag ist eine
Norm im Sinne der folgenden Definition.
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Definition 3.1.2. Sei (V, +,-) Vektorraum. Dann heifit eine Abbildung || - || :
V — [0,00) Norm auf V', falls fir alle x,y € V und o € R die folgenden
drei Eigenschaften erfillt sind:

i) Definitheit: ||| =0 < x = 0.
ii) (absolute) Homogenitit: ||az| = || - ||z

iii) Dreiecksungleichung: ||z + y| < ||z| + ||y

Vektorraume mit einer Norm heiffen normierte Rdume. Analog konnen
Normen auf C-Vektorrdumen definiert werden.

Die ersten beiden Eigenschaften sind dabei fiir den Betrag leicht nachzu-
rechnen. Fiir den Betrag entspricht die Dreiecksungleichung der bekannten
Tatsache, dass in einem Dreieck jede Seite kiirzer als die Summe der beiden
anderen Seiten ist. Einen formalen Beweis werden wir spéter kennenlernen.

Ein Vektor z € R? mit |x| heifit normiert oder auch Einheitsvektor. Ist
x # 0 ein Vektor im R?, so ist |#|~*2 normiert. Hiufig schreiben wir auch é—|
statt |z|~'z. Analoge Definitionen sind in allgemeinen normierten Rdumen
moglich.

Neben dem Betrag gibt es eine Vielzahl weitere Normen auf dem R?. Hier
wollen wir nur die folgenden zwei Normen erwéhnen.

Die Supremumsnorm:

|%]| oo := max{|z;| ;i =1,...,d}.
Die 1-norm: .
lally =3 il
i=1
Ist || - || eine Norm auf einem Vektorraum V, so heifit

By == B = {r eV . |z|| <1}

die Einheitskugel von || - ||. Im Falle von V = R? ist die Einheitskugel
bzgl. des Betrages der Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1. Fiir die Su-
premumsnorm ist die Einheitskugel das Quadrat mit Mittelpunkt 0 und Sei-
tenldnge 2.
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Im folgenden heiit der Vektor e; € R?, der an der i-ten Stelle gleich 1 ist und
ansonsten nur Nullen enthilt, der i-te Einheitsvektor im R¢. Im R? sind
also

1 0 0
er:=1(0], ea =111, e3: =10
0 0 1

die drei Einheitsvektoren.
T

Fiir z := | : | € R? gilt die Darstellung
Zq

d
=) me;, (3.1.1)
i=1

wie durch einfaches Nachrechnen iiberpriift werden kann.

3.1.4 Skalarprodukt

T Y1
Fiir zwei Vektoren z := | : | e R?und y := | : | € R? ist das Skalar-

Zq Ya

d
<l’, Z/> = Z TiYi
i=1

definiert. Damit haben wir eine Abbildung (-, -) : R x R? — R definiert,
die die Gleichungen

produkt durch

(x,x) =[]
(l’, y> = <y7 l‘>
(az,y) = a(z,y)
(T +2,9) = (z,9) + (2,9)

fiir alle ,7,2 € R und a € R erfiillt. Diese Gleichungen lassen sich jeweils
sehr einfach nachrechnen und werden daher iibersprungen.

In der Literatur finden sich viele weitere Schreibweisen des Skalarprodukts,
wie z.B.

r-y:=xzoy:=xey:=(xY).
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Abbildung 3.1: Links: Ansatz fiir die Anwendung des Kosinussatzes im Be-
weis von Satz 3.1.3. Rechts: Die Léange der Strecke zwischen 0 und der griinen
Hohe des Dreiecks ist laut Satz 3.1.3 gleich |y| cos p = (z,y) - |x|~'. Der ent-
sprechende Vektor von 0 bis zum Fufipunkt der Hohe ist damit (x,y) - ﬁ
Dieser Vektor entspricht der Projektion des Vektors y auf die von = aufge-
spannte Gerade.

Der folgende Satz liefert eine geometrische Interpretation des Skalarprodukts,
vgl. auch Abbildung 3.1.

Satz 3.1.3. Seien z,y € R? und ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen den Strecken
0z und Oy. Dann gilt

(x,y) = |2| - |y|cos .

Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir dass fiir  # 0 und y # 0 der
Winkel /(z,y) zwischen den Strecken 0z und Oy die Gleichung

cos(£(,y)) = 2

|z] - [y]

erfiillt. Anwenden der “Umkehrfunktion” vom Kosinus ergibt dann den Win-
kel Z(x,y).

Beweis. Im Fall ¢ = 0 gilt y = x und im Fall ¢ = 7 gilt y = —z. In beiden
Féllen ist die Behauptung dann offensichtlich.

Fiir ¢ € (0, 7) betrachten wir das Dreieck mit den Ecken 0, x und y. Da die
Strecke Ty, die dem Winkel ¢ gegeniiberliegt, durch y — z gegeben ist, haben
die Seiten des Dreiecks die Léngen |z|, |y| und |y — x|, siche auch Abbildung
3.1. Mit dem Kosinussatz 2.5.3 folgt dann

ly —z|* = |z]> + |y[* = 2|z| - |y| cos .
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Ferner gilt
d d

ly— 2 =) (wi— ) =D af =2z +y) = | + [yI” — 2(z,y).
=1 i=1

Gleichsetzen der beiden Gleichungen ergibt
2 + [yl = 2(2,y) = |2 + [y[* — 2] - |y[ cos ¢,

und einfaches Umformen liefert dann die Behauptung. ]

Da |cosp| < 1 fiir alle ¢ € R gilt, folgt aus Satz 3.1.3 sofort die Cauchy-
Schwarz’sche-Ungleichung

{2, y)| < |l - |yl (3.1.2)

fiir alle ,y € R?%. Diese kann auch rein rechnerisch, d.h. ohne den geometri-
schen Ansatz des Satz 3.1.3, nachgewiesen werden.

Ferner sind zwei Vektoren x,y € R? senkrecht zueinander oder orthogo-
nal, geschrieben x L y, genau dann wenn (z,y) = 0 gilt.

Wir sagen ferner, dass zwei Vektoren z,y € R¢ parallel sind, geschrieben
x|ly, falls es ein a € R gibt mit # = ay oder ax = y. Die beiden Fille sind
dabei notwendig, um die Félle x = 0 und y # 0 bzw. y = 0 und x # 0 mit
einzuschlieflen.

T
Sei e; € R? der i-te Einheitsvektor. Fiir z = | : | € R? gilt dann
Zq

<ZIZ’, ei> =X

und damit haben wir insgesamt

d

r = Z(m, ei)e; . (3.1.3)

=1

Ferner sind verschiedene Einheitsvektoren senkrecht zueinander.

3.1.5 Kreuzprodukt

Fiir d = 3 ist das Kreuzprodukt x : R? x R3 — R? durch

Tals — X3Y2
XY= |2T3Yyr — T1Y3
T1Y2 — T2l
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//,///
e
€34 v /
e
V\\\ - P
pegs ) B
> =

Abbildung 3.2: Links: Die Hohe des Parallelogramms ist durch |y| sin ¢ gege-
ben. Damit ist seine Flache gleich |z| |y| sin ¢ = |z xy|. Rechts: Die Vektoren
x und y liegen in der Zeichnung auf der horizontalen Ebene. Thr Kreuzpro-
dukt hat die in der Zeichnung angegebene Richtung. Dies entspricht einem
Rechts-System.

T Y1
definiert, wobei wir x = | x5 | und y = | y2 | betrachtet haben.
T3 Y3

Das Kreuzprodukt erfiillt die Rechenregeln

rxx=0,
rxy=—(yxuz)),
(az) xy=a-(zxy),
rx(y+z)=zxy+zXz,
rxy=0 < x=0Vy=0V x|y,
% yl* = |2 [y[* — (2, 9)%,

die jeweils elementar nachgerechnet werden konnen. Das gleiche gilt fiir die
Formeln

X (y x 2) = (z,2)y — (T,9)2
( xy,v xw) = (z,v) - (y,w) — (y,v) - (T, w) .

Das Kreuzprodukt hat keine Gruppenstruktur, denn ansonsten gébe es z.B. ein
neutrales Element e. Wegen e = e x e = 0 und 0 x x = 0 fiihrt dies fiir x # 0
zum Widerspruch. Das Kreuzprodukt ist auch nicht assoziativ!

Fiir 2,y € R3 liefert eine weitere einfache Rechnung

(xxy,x)y=0=(x xXy,y).
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Damit steht x x y senkrecht zu x und y und damit auch senkrecht zu
der von x und y und 0 aufgespannten Ebene £, d.h. zu

Ezz{ozx—i-ﬁy:oz,ﬁER}.

Umgekehrt ist £ gleich der Menge aller Vektoren, die senkrecht zu z x y
stehen. Neben der geometrischen Anschauung kann man dies z.B. durch
Losen der Gleichung (x x y, z) = 0 nach z elementar nachrechnen. Im Som-
mersemester werden wir sehen, dass dies auch aus einfachen Dimensions-
Betrachtungen folgt.

Aus Satz 3.1.3 wissen wir ferner (x,y)* = |z|* - |y|* cos? ¢, wobei ¢ € [0, 7]
der Winkel zwischen den Strecken Oz und Oy ist. Aus den Rechenregeln des
Kreuzprodukts und dem Satz des Pythagoras folgern wir damit, dass

< y* = [zl [y]* = (z,9)*
= |z* [yP*(1 — cos® p)

= |z |y sin® ¢ .
Mit anderen Worten haben wir

|z % y| = |z]|y|sinep,

wobei der Ausdruck auf der rechten Seite dem Flicheninhalt des von x
und y aufgespannten Parallelogramms entspricht, siche Abbildung 3.2.

Mit den bisherigen geometrischen Eigenschaften gibt es nur noch zwei geo-
metrische Moglichkeiten fiir das Kreuzprodukt, die sich auch nur in ihrem
Vorzeichen unterscheiden. Da z,y, x X y immer ein Rechts-System bildet,
sieche Abbildung 3.2, ist das Kreuzprodukt eindeutig geometrisch beschreib-
bar.

3.2 Geraden und Ebenen

3.2.1 Geraden im Raum

Vektoren im Raum kann man nutzen, um geometrische Konzepte einfach
zu beschreiben. Wir sammeln dazu einige Geraden- und Ebenengleichungen
und zeigen, wie man mit diesen einfache Aufgabenstellungen der analytischen
Geometrie 16sen kann.
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Eine Gerade g im Raum R? ist bestimmt durch einen ihrer Punkte x4 € R?
und eine Richtung v € R?\ {0}. Das fiihrt zur Beschreibung

g={zo+tv|teR}.

Damit ist jedem Paar (g, v) von Vektoren xg, v € R? eine Gerade zugeordnet.
Die Zuordnung ist nicht injektiv, da z.B. (xg,v) und (xg, —v) die gleichen
Geraden beschreiben. Analog kann man den Stiitzpunkt xy durch jeden
anderen Punkt zj, der Geraden ersetzen, ohne dabei die Gerade zu éndern.

Durch den Richtungsvektor v haben wir der Gerade eine Richtung gegeben,
wir sprechen deswegen auch von einer gerichteten Geraden.

3.2.2 Ebenen

Eine Ebene £ im Raum R? wird analog zu Geraden durch einen ihrer Punkte
7o und zwei nichtparallele Richtungen v, w € R?\ {0} bestimmt, d.h.

E={zo+sv+tw]|s,t € R}

Die Forderung, dass v und w nichtparallel sind, kann hierbei durch v x w # 0
ausgedriickt werden. Die Darstellung von £ heifit Punkt-Richtungsform
oder auch Parameterform. Wie bei Geraden, kann eine Ebene durch ver-
schiedene Stiitzpunkte r; und Richtungsvektoren v, w dargestellt wer-
den.

Das folgende Lemma zeigt, dass es einen ausgezeichneten Stiitzpunkt gibt.

Lemma 3.2.1. Sei £ eine FEbene, die durch den Stiitzpunkt o und die Rich-
tungsvektoren v, w dargestellt ist. Dann gibt es genau einen Punkt xj € £
mit (x5, v) = 0 und (zf, w) = 0.

Die beiden Gleichungen bedeuten, dass zj senkrecht zu der von v und w
aufgespannten Ebene £ mit Stiitzpunkt 0 steht. Mit unserer geometrischen
Interpretation des Kreuzprodukts gilt daher zf = a(v x w) fir ein a €
R. Damit ist zj auch auf der Geraden g mit Richtungsvektor v x w und
Stiitzvektor 0. Insgesamt erhalten wir also x;5 € gN&.

Der folgende Beweis beruht nicht auf diesem geometrischen Argument, son-
dern auf dem Gauf3-Algorithmus zum Losen eines linearen Gleichungssy-
stems, das in diesem Fall ein einfaches 2 x 2-System ist, da wir auf diese
Weise diesen Algorithmus in Erinnerung rufen kénnen.
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Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass die Ebene £ sich nicht &ndert, wenn
wir statt v und w die normierten Vektoren |v|™'v und |w|~'w betrachten. Das
gleiche gilt fiir die beiden Orthogonalitatsgleichungen. Im folgenden nehmen
wir daher |v| = |w| =1 an. Es gilt dann 0 # |v x w|* = |[v]*|w|* — (v,w)? =
1 — (v,w)?.

Wegen zf; € £ muss es s,t € R geben, so dass
xy = To + sv + tw

gilt. Setzt man dies in die beiden Gleichungen (zf,v) = 0 und (zf, w) = 0
ein, ergibt sich

(xg,v) + s{v,v) + t{v,w) =0
(o, w) + s(v, w) + t{w,w) =0.

Wegen |v| = |w| = 1 haben wir dann fiir a := (v,w), ¢; := —(zg,v) und
¢o i = —(x,w) die beiden Gleichungen

s+ at =c

as+t=-cy.

Multipliziert man die erste Gleichung mit a und zieht man das Ergebnis dann
von der zweiten Gleichung ab, so ergibt sich das dquivalente Gleichungssy-
stem

s+at =c
0s + t(1 — a®) = ¢y — ac; .

Dazu dquivalent ist das Gleichungssystem

s+at=c
Cy — acCy
t= ——7,
1—a?

wobei wir 0 # 1 — (v,w)? = 1 — a® benutzt haben. Multipliziert man nun die
zweite Gleichung mit a und zieht sie im Anschluss von der ersten Gleichung
ab, so ergibt sich

Co — acCy

s=c —a-
1 —a?

Cy — acCy
1—a?
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Wegen

o —ac; ¢ (1l —a®)—acy —a’c; ¢ —acy
Gi—ar 2 2 - 2
1—a 1—a 1—a

haben wir damit insgesamt

g —aca  —(xo,v) +al{zg,w)  (rg,aw —v)
T e T 1 —a? Tl
,_ 2—ac _ —(20, w) + alxo,v)  (wo,av —w)

1—a? 1 —a? 1 —a?

Damit ist der Punkt z{; durch

. 4w+t N (x0, aw — v) N (x0, a0 — w)
ry=r9+Sv+tw=a20+-———-> V+—-—" w.
0 0 0 1 —a? 1—a?
Wir beachten dabei, dass wegen a = (v, w) und |v| = |w| =1 der Vektor aw
der Projektion von v auf w entspricht und der Vektor av der Projektion von

w auf v entspricht, vgl. Abbildung 3.1. Ferner gilt 1 — a® = |v x w|?. O

Neben der Punkt-Richtungsform gibt es eine weitere Moglichkeit, eine Ebene
zu beschreiben. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 3.2.2. Sei £ eine FEbene, die durch den Stitzpunkt xo und die Rich-
tungsvektoren v, w dargestellt ist. Wir definieren
L vXw wnd g (o, v X W)
v X w| lv x w|
Dann gilt
E={zecR®: (x,n) =d}.

Die in dem obigen Satz gefundene, alternative Beschreibung von & heifit
Hessesche Normalform. Diese kann genutzt werden, um Absténde von
Punkten zu Ebenen zu berechnen. Fiir einen beliebigen Punkt z € R? be-
schreibt

d(z,&) == (z,n) —d

den orientierten Abstand von x zu der Ebene &£, wobei die Orientierung
in Richtung des Normalenvektors gemessen wird. Mit anderen Worten gilt
d(z,&) > 0 genau dann wenn, x auf der Seite der Ebene liegt, in die der
Normalenvektor zeigt. Damit ist |(x,n) — d| der Abstand zwischen z und
E. Fiir x := 0 erhalten wir insbesondere den Wert —d, der den orientierten
Abstand von &£ zum Ursprung wiedergibt und daher ist |d| der Abstand der
Ebene zum Ursprung.
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Beweis. Wir setzen & := {z € R : (z,n) = d}, so dass wir & = & zeigen
missen.

Sei dazu zunédchst x € £. Dann gibt es s,t € R mit x = z¢ + sv + tw. Dies
ergibt
(2, m) (xo+ sv+tw,v xw) (rg,v Xw) s(v,vxw) tw,vxw)
l‘,n - =

lv X w| lv X w| v X w| v X w|
=d.

Sei umgekehrt x € £. Dann gilt
(x — xg,v X w) = (z,0v X W) — (xg,v X W) = (x,v X W) —d |v X W|
= ((z,n) — d)|v x w|
=0.
Damit muss nach unserer geometrischen Interpretation des Kreuzprodukts

der Punkt z — x4 in der von v und w aufgespannten Ebene sein, d.h. es gibt
s,t € R mit  — x¢p = sv + tw. Dies zeigt x € €. ]

3.2.3 Abstand windschiefer Geraden

Gegeben seien zwei Geraden

g1 ={x1+tv |t €R}
und

g2 = {xo +tvy | t € R}
durch Stiitzpunkte z; und in Richtungen v; mit v; x vy # 0.
Wir fragen nach dem Abstand beider Geraden, also der Linge derjenigen
Verbindungsstrecke, welche auf beiden Geraden senkrecht steht. Dieser Ab-
stand ist insbesondere gleich dem Abstand der beiden parallelen Ebenen &

und & zu den Richtungsvektoren v; und vy, die jeweils x; beziehungsweise
9 enthalten.
Nun ist der orientierte Abstand der Ebene & zum Ursprung durch
d = <.Z‘Z',U1 X U2>
R
’Ul X U2|
gegeben. Der Abstand von &; zu & berechnet sich damit durch
(1,01 X vg) (T2,v1 X vg) . [(21 — 22,01 X v2)]

’dl — dg’ - - -
|U1 X ’U2| |U1 X 'U2| |U1 X ’U2|
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3.2.4 Schnitt zwischen Gerade und Ebene

Gegeben seien eine Gerade
g={zo+tv|teR}

und eine Ebene in Hessescher Normalform
E=A{z|(z,n) =d}.

Wir fragen nach moglichen Schnittpunkten von der Geraden g und der Ebene
&. Angenommen es gibt ein x € gNE. Dann gibt es ein t € R mit x = z¢+tv
und es gilt
d = (xo+tv,n) = (xg,n) + t{v,n).
Im Fall (v,n) # 0 ergibt dies
d — (xg,n)
f=—
{v,n)

und Einsetzen von t in die Geradengleichung liefert einzigen Schnittpunkt z.

Gilt andererseits (v,n) = 0, also v L n, so ist der Richtungsvektor der
Geraden parallel zur Ebene und es gilt entweder ¢ C £ oder gN & = (.

3.2.5 Schnitt zweier Ebenen

Wir betrachten nun den Schnitt zweier Ebenen in Hessescher Normalform
51 = {ZL‘ - ]RS | <ZL‘,TL1> = d1}7
E ={r c R | (x,ny) = dy}.
Sind die Ebenen parallel, gilt also n; = #£ns, so gilt entweder £ = & oder
EiNé& =10.

Sind die Ebenen nicht parallel, so sind n; und ny nicht parallel und damit
gilt sowohl v := n; X ny # 0 als auch (ny,ny)? # 1, wobei letzteres z.B. aus
Satz 3.1.3 folgt.

Wir nehmen nun zunéchst an, wir haben schon ein xq € & N & gefunden.
Wir wollen dann
g1ﬂ€2:giz {$0+tv|t€R}

zeigen. Dazu sei zunéchst ¢ € R und z := x + tv. Dann gilt

(x,n;) = (xo,n;) + t{v,n;) = (xo,n;) + t{ny X ng,n;) = (xo,m;) = d; .
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Damit haben wir {zo +tv | t € R} C & N &, gezeigt. Die andere Inklusion
kann man jetzt auch formal beweisen, da aber der Schnitt von & und &; aus
geometrischer Anschauung im Fall ny xny # 0 eine Gerade ist, kann es keinen
weiteren Punkt = € (& N&;) \ g geben. Aus diesem Grund iiberspringen wir
den formalen Beweis der anderen Inklusion.

Um g vollstdndig zu bestimmen, miissen wir also noch ein xyg € & N &
finden. Dies konnte man z.B. dadurch erreichen, dass man eine Losung xg
des linearen Gleichungssystems

(:U,n1> = d17

(957712> = dy

bestimmt. Hier wollen wir stattdessen zeigen, dass

dy —dy <ﬂ1, nz)

<7’Ll, n2)2 -1

: <<n1, n2>n1 - n2>

xo = ding +

eine explizite Losung ist. Dazu betrachten wir zunéchst

dy — d1<n1,n2)
<7’L1,n2>2 — ]_
dy — dy <n1,n2)
(ny1,m9)? — 1

(xo,n1) = (din1,ny) +

: <<n1,n2>n1 - nQ,n1>

=d, + . ((nl,ng) -(ny,n1) — (nl,m))

=d; ,
wobei wir zweimal (nq,n1) = 1 ausgenutzt haben. Analog gilt

dy — d1<n1>n2>
(nl,n2>2 — 1
dy — d1<n1,n2>
(nl,n2>2 —1

(z0,n2) = (din1,ng) + : <<n1,n2)n1 — Ny, n2>

= di(ny,nz) + : ((”1>n2>2 - <n2,n2))

wobei wir im letzten Schritt (ny, ns) = 1 ausgenutzt haben.
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Kapitel 4

Grenzwerte

4.1 Konvergenz von Folgen

4.1.1 Metrische Riaume

Im R haben wir neben dem Betrag schon weitere Normen kennengelernt. Wir
wollen nun diese Betrachtungen noch etwas weiter verallgemeinern, indem wir
einen allgemeinen Abstandsbegriff fiir Paare von Objekten einfithren.

Definition 4.1.1. Sei X eine nichtleere Menge. Dann heifit eine Abbildung
d: X x X = [0,00) Metrik auf X, falls fiir alle z,y,z € X die folgenden
drei Figenschaften erfillt sind:

i) Definitheit: d(z,y) =0 & x =y.
it) Symmetrie: d(z,y) = d(y, ).

iii) Dreiecksungleichung: d(x,y) < d(z,z) + d(z,v).
In diesem Fall heifst (X,d) metrischer Raum.

Ist || - || eine Norm auf dem Vektorraum V', so definiert d(z,y) := ||z —y|| eine
Metrik auf V. In diesem Sinne ist jeder normierte Raum auch ein metrischer
Raum. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen jedoch nicht. Eine einfaches Bei-
spiel hierfiir sind echte Teilmengen X C V, die ebenfalls mit Hilfe der Norm
zu einem metrischen Raum werden. Es gibt aber auch Beispiele von Metriken,
die keinen Zusammenhang mit Normen besitzen.

93
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Ist (X,d) ein metrischer Raum, so gilt auch dic umgekehrte Dreiecksun-
gleichung

’d<x72) - d(Zvy)‘ < d(ZL’,y)

fiir alle z,y, 2z € X.
Ist (X,d) ein metrischer Raum, x € X und r > 0, so heifit

Ulz,r):={ye X :d(x,y) <r}
die offene Kugel um = mit Radius r. Analog bezeichnen wir
B(z,r) = {y € X : d(z,) < r}

als die abgeschlossene Kugel um = mit Radius r.

In R gilt U(z,r) = (x — 7,2 +r) und B(z,r) = [z —r,x + r]. Im R? und C
sind die offenen, bzw. abgeschlossenen Kugeln beziiglich der Betragsmetrik
die Kreise ohne bzw. mit Rand.

Lemma 4.1.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum, x,y € X, r > 0 und s >
r+d(z,y). Dann gilt

Uly,r) C U(z,s) und B(y,r) C B(x,s).
Beweis. Sei z € U(y,r). Dann gilt d(y, z) < r und daher folgt
d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) <d(z,y) +7r <s.
Dies zeigt z € U(x, s). Die zweite Inklusion kann analog gezeigt werden. [J
Ist (X, d) ein metrischer Raum, = € X und A C X nichtleer, so heif}t
dist(z, A) := inf{d(z,y) : y € A}

der Abstand von x zu der Menge A. Ist B C X eine weitere, nichtleere
Menge, so heifit

dist(A, B) := inf{d(z,y) : z € A,y € B}

der Abstand zwischen den Mengen A und B.

Offensichtlich gilt dist(x, A) = dist({z}, A) und dist(A, B) = dist(B, A). Ist
ferner A C B, so gilt

dist(x, B) < dist(z, A), r e X.
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Ist x € A, so gilt dist(z, A) = 0. Dies ist aber nicht der einige Fall, in dem der
Abstand verschwinden kann. So gilt beispielsweise in R mit der Betragsmetrik

fir A = (0,1) und z = 0 ebenfalls dist(z, A) = 0.

Analog gilt dist(A, B) = 0 fiir Mengen A und B mit AN B # 0, aber dies
ist wieder nicht der einzige Fall, wie man schon aus der Kombination der
vorherigen Bemerkungen schliefen kann.

4.1.2 Folgen und Konvergenz

Im folgenden wollen wir die Konvergenz von Folgen untersuchen. Dazu fiihren
wir den Begriff einer Folge zunéchst formal ein:

Definition 4.1.3. Sei X eine nichtleere Menge. Dann ist eine Folge (z,)nen
in X eine Abbildung N — X, deren Funktionswert im Punkt n € N mit x,
bezeichnet wird.

Manchmal werden wir auch Folgen mit Indexbereich Ny betrachten. Folgen
werden auch mit (z,,),>1 bzw. (z,),>0 bezeichnet. Wir schreiben auch manch-
mal (z,),>1 C X, um auf kurze Weise zu sagen, dass die Folge (x,,)n,>1 in X
liegt.

Die folgenden Definitionen sind von grundlegender Bedeutung fiir den Rest
des Vorlesungszyklus:

Definition 4.1.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,)nen eine Folge
in X. Dann heifit die Folge:

i) beschrdnkt, falls es eine B > 0 und einy € X gibt mit d(z,,y) < B
fiir alle n > 1.

it) Cauchyfolge, falls gilt:

Ve > 03dn. > 1Vn,m > n. : d(zp,, x,) < €.

iii) konvergent, falls es ein x € X g¢ibt, so dass gilt:
Ve > 03n. > 1Vn > n. 1 d(z,,z) < €.

In diesem Fall heiffit x Grenzwert oder Limes der Folge und wir
sagen, dass die Folge gegen x konwvergiert.
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In R ist die Folge, die durch z,, := 1/n definiert ist, wegen
|z, — 0] = [1/n[ <1

beschrénkt, da wir y := 0 und B := 1 wéhlen konnen. Sei nun € > 0. Nach
dem Archimedischen Axiom, siehe Satz 2.4.4, finden wir dann ein n, € N mit
n;! < e. Fiir n > n, folgt dann mit z := 0:

|z, — x| =|1/n| < |1/n| <ce.

Mit anderen Worten ist die Folge auch konvergent, und nach dem etwas
spéteren Satz 4.1.6 damit auch eine Cauchyfolge.

SchlieBlich bemerken wir, dass die Folge z, := n~'/* fiir k € N ebenfalls
gegen 0 konvergiert. Fiir den Beweis nehmen wir mit dem Archimedischen
Axiom ein n. € N mit n-! < ¥ und wiederholen die obige Abschitzung.

Die Folge, die durch z,, := n? definiert ist, weder beschrinkt noch konvergent,
und wie wir in Satz 4.1.6 sehen werden, auch keine Cauchy-Folge.

Reelle Folgen, die gegen 0 konvergieren, werden auch Nullfolgen genannt.
Analog gilt dies fiir Folgen in C oder in normierten Rédumen.

Eine Folge (2, )nen in einem normierten Raum (V/ || - ||) konvergiert gegen ein
x, genau dann wenn
Yn = [|zn — x|

eine reelle Nullfolge definiert. Dies folgt sofort aus der Gleichung
l2n — || = ||z — || - 0]

Im Fall x = 0 sehen wir damit, dass (z,)neny C V' eine Nullfolge ist, genau
dann wenn (||z,||)n>1 eine reelle Nullfolge ist. Dies gilt insbesondere fiir die
Betragsmetrik auf R.

In einem normierten Raum ist eine Folge (7,),en beschrinkt genau dann,
wenn es ein B > 0 gibt mit [|x,|| < B fiir alle n > 1. Die nicht ganz triviale
Richtung folgt hierbei aus ||z,|| < ||z, — yll + [Jy|| < B+ ||y|]| =: B.

Eine konstante Folge (z,),en in einem metrischen Raum (X, d), d.h. eine
Folge mit x,, = «* fiir ein 2* € X und alle n > 1, konvergiert immer gegen
z*, da d(z,,2*) =0 fur alle n > 1 gilt.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine konvergente Folge genau einen Grenz-
wert hat.

Lemma 4.1.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (T,)nen e€ine konver-
gente Folge in X. Dann gibt es genau einen Grenzwert der Folge.
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Wegen des Lemmas 4.1.5 bezeichnen wir den eindeutigen Grenzwert einer
Folge (z,)nen mit lim,, o x,,. Ferner schreiben wir auch z,, — x fiir n — oo,
falls die Folge (x,)nen gegen z konvergiert.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt zwei verschiedene Grenzwerte z und y. Da-
mit gilt € := d(z,y)/2 > 0. Da die Folge gegen x konvergiert, gibt es dann
ein n. > 1 mit

d(xp, x) <€

fiir alle n > n.. Analog gibt es ein m, > 1 mit
d(zn,y) <e

fir alle n > m.. Fiir n := n. + m. haben wir dann n > max{n., m.} und
damit folgt
d(z,y) < d(z,2y) + d(zg, y) <26 =d(z,y).

Damit haben wir einen Widerspruch gefunden. ]

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den 3 Begriffen fiir
Folgen her.

Satz 4.1.6. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,)n,en €ine Folge in X.
Dann gilt:

i) Ist (zp)nen konvergent, so ist (x,)nen eine Cauchyfolge.

ii) Ist (xp)nen eine Cauchyfolge, so ist (x,)nen beschrankt.

Beweis. 1). Sei x der Grenzwert der Folge und € > 0. Dann gibt es ein n. > 1,
so dass fiir alle n > n. die Ungleichung d(z,x,) < /2 gilt. Fiir m,n > n,
haben wir damit

d(n, ) < d(zy, ) + d(z,20) < €/24¢/2 =¢.

ii). Fir € :== 1 gibt es ein n. > 1 so dass d(x,,x,,) < 1 fir alle n,m > n.
gilt. Wir definieren y := z,,_ und

B :=1+max{d(z,,y): 1 <n<n.}.

Fiir n < n. haben wir damit d(z,,y) < max{d(z,y) : 1 <k <n.} < Bund
fir n > n. gilt d(z,,y) = d(zp, z,.) <1 < B. O
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Die Umkehrungen des Satzes 4.1.6 sind im Allgemeinen falsch.

So ist beispielsweise die Folge (x,)nen C R, die durch z,, := (—1)" fiir alle
n > 1 definiert ist, beschréinkt mit y := 0 and B := 1, sie ist aber keine
Cauchyfolge, da fiir alle n > 1

|20 = Tna| = [(=1)"] - [1 = (1) =2

gilt.

Betrachten wir wieder die Folge, die durch z,, := 1/n definiert ist, so haben
wir bereits gesehen, dass lim z,, = 0 gilt. Damit ist die Folge nach Satz 4.1.6
eine Cauchyfolge. Betrachten wir diese Folge nun in dem Intervall X :=
(0,00), das wieder mit der Betragsmetrik d ausgestattet ist, so ist die Folge
weiterhin eine Cauchyfolge. Sie ist aber in (X, d) nicht mehr konvergent, da
der einzig mogliche Grenzwert x := 0 nicht in X liegt!

Wir werden spater allerdings sehen, dass, im Unterschied zu Q, in R jede
Cauchyfolge konvergent ist.

4.1.3 Konvergenz in den reellen Zahlen

Mit Grenzwerten reeller Zahlenfolgen kann man Rechnen, wie der folgende
Satz zeigt. Man beachte, dass in diesen Satz jeweils gleichzeitig Konvergenz
gezeigt und ein Grenzwert berechnet wird.

Satz 4.1.7. Seien (x,)nen C R und (Yn)nen C R zwei konvergente Folgen.
Dann gilt:
i) Die Folge (x,, + Yn)nen konvergiert und es gilt

lim (z,, + y,) = lim z,, + lim y, .

ii) Die Folge (x,, - Yn)nen konvergiert und es gilt

lim (z, - y,) = lim z, - lim y, .

i) Ist x, # 0 fiir alle n > 1 und lim,, o x, # 0, so konvergiert (x,;")nen

und es gilt

) 1 1
lim —= ——— .
n—00 T, limy, 00 Ty,

w) Ist x, < yp fir allen > 1, so gilt lim, o, < limy, 00 Yn-
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Beweis. Wir wollen exemplarisch nur die Aussagen i) und iv) zeigen. Dazu
seien x := lim,_,o , und y := lim,, o0 Yn.

ii). Da (z,)nen konvergiert, gibt es nach Satz 4.1.6 ein B > 0 mit |z,| < B
fiir alle n > 1. Sei nun € > 0. Dann gibt es n. > 1 und m. > 1 mit
|z, —x| <e/(2ly|+1) fur alle n > n. bzw. |y, —y| < /(2B) fir alle n > m..
Fiir n > max{n., m.} folgt dann

’Inyn - $y| S |xnyn - xny| + |xny - $y| S |J7n| : |yn - y| + |In - :L‘| . |y|

£ £
<B4+ ° .
B op g Y
<€+€_€
_2 2_ )

wobel wir |y|/(2|y| + 1) < 1/2 fiir alle y € R ausgenutzt haben.

iv). Wir nehmen an, dass stattdessen = > y gilt. Wir betrachten dann ¢ :=
(r —y)/2. Dann gibt es n. > 1 und m. > 1 mit |z, — z| < € fiir alle n > n,
bzw. |y, —y| < € fiir alle n > m.. Fiir n > max{n., m.} folgt dann einerseits

x—azng\xn—xl<5:u
2
und damit z,, > (x + y)/2, und andererseits
r—y
Yo=Y Sl —yl<e=——

und damit y,, < (z + y)/2. Zusammen ergibt dies y, < (z +y)/2 < z,, und
damit haben wir einen Widerspruch gefunden. [

Da konstante Folgen konvergent sind, folgt aus i) fiir eine konvergente Folge
(Zp)neny und a € R insbesondere, dass (az,),en konvergent ist mit

lim (- z,) =a- lim x,.
n—oo n—oo

Diese Aussage und i) gelten sogar in allen normierten Raumen, wobei die
Beweise analog zu denen in R sind.

Sind die Annahmen z,, # 0 in i) und z, < y, in w) nur fir alle n > ng
erfiillt, so gelten weiterhin die Aussagen.

Das folgende Korollar ist manchmal ebenfalls niitzlich.

Korollar 4.1.8. Sei (x,)neny C R und k € N. Dann gilt x,, — 0 genau dann,
wenn 8 — 0.
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Beweis. Die Konvergenz 2% — 0 folgt durch (k — 1)-maliges Anwenden von
Satz 4.1.7. Sei umgekehrt ¢ > 0. Dann gibt es ein n. > 1 mit |zF| < &* fiir
alle n > n.. Dies ergibt |z, | < ¢ und damit haben wir z,, — 0 gezeigt. O

Der folgende Satz ist als Vergleichskriterium bekannt. Man beachte dabei,
dass die wesentliche Aussage die Konvergenz der Zwischenfolge (zy,)nen ist:
In der Tat folgt die Gleichheit der Grenzwerte schon direkt aus zweimaligem
Anwenden von Satz 4.1.7 i), falls die Konvergenz von (z,)nen zusitzlich
bekannt ist.

Satz 4.1.9. Seien () nen, (Yn)nen und (z,)nen Folgen, fir die es einng > 1
gibt mit

fir alle n > ng. Konvergieren dann die Folgen (z,)nen und (Yn)nen mit
lim,, o0 @, = limy, o0 Yn, S0 konvergiert auch die Folge (z,)nen und es gilt
lim z, = lim z, = lim g, .

n—00 n—00 n—ro0
Beweis. Wir setzen ¢ := lim,,_,, x,, = lim,,_,, y,. Fiir € > 0 gibt es dann ein
ne > 1 mit |z, —c| < e und |y, — ¢| < € fiir alle n > n.. Fiir diese n gilt dann
auch

m—Cc<yYp—c<|yn—c|<e
und analog ¢ — z, < ¢ —x, < |z, — ¢| < e. Wegen |a| = max{a, —a} folgt
dann zusammengenommen

|zn —c| < €

fir alle n > 1. O

Das folgende Lemma fiihrt die Konvergenz im R? auf die Konvergenz im
Reellen zuriick. Analoge Aussagen gelten auch fiir die Supremumsnorm und
die 1-Norm:

Lemma 4.1.10. Sei (2,),en C R eine Folge und x* € RY. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) x, — x* beziiglich der Betragsmetrik.

ii) Fir allei = 1,...,d konvergiert die Folge (xg))neN der i-ten Koordi-
naten der Folge (x,,)nen gegen die i-te Koordinate x} von x*.

Bevor wir das Lemma beweisen, bemerken wir noch dass damit in C eine
Folge (z,)nen konvergiert genau dann, wenn die Folgen der Real- und Ima-
gindrteile konvergieren.
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Beweis. Unsere Notationen liefern

:U%l) ]
o Tg
Damit gilt
2, — 22 = (2 — 202+ (2D — )2 (4.1.1)

i) = 11). Wir betrachten die i-te Koordinate. Aus der angenommenen Konver-
genz z,, — z* folgt |z, —x*| — 0 und mit Satz 4.1.7 dann auch |z, —x*|*> — 0.
Unsere anfingliche Betrachtung (4.1.1) liefert ferner

0< (2 — 7)< |, — 2.

Das Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9 sichert dann (ng) — ) = 0 und
wegen Korollar 4.1.8 erhalten wir z) — xz; — 0, d.h. z) - x} nach Satz

4.1.7.

ii) = 1i). Die Gleichung (4.1.1) zusammen mit Korollar 4.1.8 und Satz 4.1.7
ergibt |z, — z*|* — 0. Mit Korollar 4.1.8 erhalten wir |z, — z*| — 0 und
damit x, — x* beziiglich der Betragsmetrik. ]

4.1.4 Beispiele konvergenter Folgen in R

Wir fixieren zunéchst ein k£ € Z und definieren die Folge (z,,)nen durch
Ty = nk.

Fir £ = 0 gilt dann z,, = 1 fiir alle n > 1 und damit konvergiert diese

konstante Folge gegen 1. Ist k& > 1, so gilt wegen lim,_,.n" ' = 0 und

Korollar 4.1.8

lim z, =0. (4.1.2)

n—oo

Mit dem Archimedischen Axiom kann man schlieBlich schnell zeigen, dass im
Fall & < 0 die Folge (x,,)neny unbeschrénkt ist.

1

Betrachten wir nun die Folge (z,)nen, die durch z,, := n~"'sinn definiert ist.

Wegen

1 sinmn
—=<
n n

<

SRS

)

sinn __ 0

folgt dann mit dem Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9 lim,, .,
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Lemma 4.1.11. FEs gilt lim,,_,, {/n = 1.

Beweis. Wir betrachten die Folge a,, := /n— 1. Es gilt a,, > 0 fiir allen > 1
und nach dem binomischen Satz gilt fiir alle n > 2

n_ n(n—1) , ~ (n k
n=(an,+1) —1+nan+Tan+;(k>an

-1

2
wobei der letzte Schritt wahr ist, da wir nichtnegative Summanden wegge-
lassen haben. Es folgt

V2

Ogang_

vn

fiir n > 2 folgt. Damit erhalten wir a,, — 0 mit Hilfe von lim,, ., 1/4/n =0,
von Satz 4.1.7, und dem Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9.

Satz 4.1.7 liefert dann die Behauptung. m

Mit Satz 4.1.7 folgt

1 1 1
lim T2 fim (1+—):1+ lim - =1,
n

n—o0 n n—00 n—oo 1,

wobei die Gleichung von rechts nach links gelesen einen Beweis der Existenz
des Grenzwertes auf der linken Seite liefert, und das anschlieende Lesen der
Gleichung von links nach rechts die Berechnung des Grenzwertes ergibt.

Die Kombination von Satz 4.1.7 mit (4.1.2) ergibt

lim

n—oo

<6n4+3n2+2>2

6n* +3n% +2 )2
Tt +12n3 +6

<nggo Tt +12n3 +6
6+ 3n2+2n74\?
lim

n—oo 7+ 12n-1 4+ 6n—4

wobei die Existenz und die Berechnung des Grenzwertes wie im Vorherigen
Beispiel zu verstehen ist.
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Bevor wir noch die Konvergenz von ein paar weiteren Folgen betrachten
kénnen, bendtigen wir die Folgende Ungleichung, die Bernoulli-Ungleichung
genannt wird.

Lemma 4.1.12. Fiir alle x > —1 und alle n € N gilt
(14+2x)" > 1+ na.

Beweis. Wir beweisen die Ungleichung per Induktion. Der Induktionsanfang
ist durch (1+2)' = (1+1x) > 1+ x gegeben. Angenommen, die Ungleichung
wurde schon fiir ein n gezeigt. Dann folgt

(1 +2)" = (1 +2)"(1+x)
> (1+nz)(l+x)
=1+ nx + x + na’
>14+(n+1)x

und nach dem Induktionsprinzip gilt dann die Aussage fiir alle n € N. ]
Lemma 4.1.13. Seia € R und (z,)nen die durch
Ty i=a

definierte Folge. Dann gilt:

i) Fir |a| > 1 ist die Folge unbeschrankt.
it) Fir |a| <1 konvergiert die Folge gegen 0.
iii) Fir a =1 konvergiert die Folge gegen 1.

i) Fir a = —1 ist die Folge beschrinkt aber nicht konvergent.

Beweis. Die Falle 4ii) und iv) wurden schon behandelt.

i). Wir setzen y := |a| — 1. Dann gilt y > 0 und mit der Ungleichung von
Bernoulli folgt

" = (1+y)" = 1+ny.

Geben wir uns nun ein M > 0 vor, so gilt

14+ny>M = n >
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und damit |a™| > M fiir ebensolche n.

ii). Im Fall a = 0 ist die Aussage trivial und daher betrachten wir nur noch
den Fall a # 0.
1

Wir setzen nun y := ks 1. Dann gilt y > 0 und somit folgt mit der Bernoulli-
Ungleichung
1 1
< =
(I4+y)» ~ 1+ny

0< |a"| = |a]” = : Yn.

Wegen y,, — 0 folgt dann mit dem Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9, dass
|a™ — 0| eine Nullfolge ist. Dies impliziert a,, — 0. O

Lemma 4.1.14. Sei a > 1. Dann gilt

lim Va=1.

n—oo

Beweis. Wir definieren uns eine Folge (y,,)nen durch

Es gilt y, > 0 und die Bernoulli-Ungleichung ergibt
a=1+y)">1+ny,.

Insgesamt haben wir damit

““lsy >0,
n
Wegen %1 — 0 folgt dann y, — 0 mit dem Vergleichskriterium aus Satz
4.1.9. Somit erhalten wir /a — 1. O

4.1.5 Monotone Folgen

Wir hatten gesehen, dass die Implikationen des Satzes 4.1.6 im Allgemeinen
keine Aquivalenzen sind. Im folgenden wollen wir jedoch eine Klasse von
beschrinkten Folgen kennenlernen, fiir die aus der Beschrianktheit schon die
Konvergenz folgt.

Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 4.1.15. Fine reelle Folge (x,)nen heifft monoton wachsend,
falls fiir alle n € N die Ungleichung x,.1 > x, gilt. Sie heifit monoton
fallend, falls .1 < x, fir allen € N gilt. Ist eine Folge monoton wachsend
oder monoton fallend, so heifst sie monoton.
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Die Folge, die durch z, := n* fiir £ € N definiert ist, ist monoton fallend,
withrend die durch y,, := (—1)"n"! definierte Folge nicht monoton ist.

Haben wir eine beschriankte Folge (z,,)nen, dann existieren nach dem Supremums-
Axiom sowohl

inf{z, :n > 1} als auch sup{z, :n > 1}.

Ist die Folge zusétzlich monoton, so zeigt der folgende Satz, dass einer der
beiden Werte der Grenzwert von (x,,),en ist.

Satz 4.1.16. Sei (x,)nen €ine monoton wachsende und beschrinkte Folge in
R. Dann konvergiert sie gegen x := sup{x, : n > 1}.

Ist die Folge (¥, )nen monoton fallend und beschrinkt, so ist die durch z,, :=
—y, definierte Folge monoton wachsend und beschrénkt. Sie konvergiert nach
Satz 4.1.16 gegen sup{z, : n > 1}. Damit folgt

nh_)rrolo Yn lim sup{z, :n > 1} =inf{—x, :n > 1}

= inf{y, : n > 1}.

Beweis. Sei € > 0. Da x die kleinste obere Schranke von {x, : n > 1} ist,
kann z — € keine obere Schranke dieser Menge sein. Damit gibt es ein n, € N
mit z,. > = — ¢. Fiir n > n, folgt dann

rT—e<xy, <xp<r<x+e€

und damit haben wir |z — z,| < £ gezeigt. O

Die Folge (z,)nen, die durch

n
1
Ty = 72
k=1

definiert ist, ist monoton wachsend, da alle Summanden nichtnegativ sind.
Wegen

= - = k>2
k? — Y
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und der daraus folgenden Abschétzung

k=1 = k=2 k=2
- . n—1 1 n 1
- k k
k=1 k=2
B 1
N n

erhalten wir auch 0 < z, < 2 fiir alle n > 2. Damit ist die Folge auch
beschrankt und damit nach Satz 4.1.16 konvergent. Allerdings werden wir
den Grenzwert dieser Folge erst viel spéter ausrechnen kénnen.

Die Folge (z,,)nen, die durch

definiert ist, ist monoton wachsend. Wegen

1 1 1

<
Kl 1-2-3(k—1k ~ k(k—1)

fir alle £ > 2 erhalten wir

< . 1 < ~ L <
l‘n_l‘l'l"‘Z(k_—l)k_Q‘l' ﬁ_g’
k=2 k=2

wobei wir letzten Schritt das vorherige Beispiel benutzt haben. Damit gilt
0 <z, <3 fir alle n > 1, d.h. die Folge ist beschrankt. Sie ist damit auch
konvergent und wir bezeichnen ihren Grenzwert als die Eulersche Zahl e,

n

= 1 _ 1
e:= ; s T}LIEOZ; h (4.1.3)

Es gilt, wie wir gerade gezeigt haben, 2 < e < 3. Die Eulersche Zahl ist
uns schon bei der ersten informellen Einfithrung der Exponentialfunktion
begegnet.

Die Folge (z,)nen, die durch

Ty = (1 + l)n (4.1.4)
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definiert ist, ist ebenfalls monoton wachsend und beschriankt. Die Monotonie
folgt dabei aus der Bernoulli-Ungleichung mit = := —# > —1 und

n —(n—1) n n
n 1 1 1 -1
Tn AR (14 LY. n_(n
Tp1 n n—1 n n—1 n

Um zu zeigen, dass die Folge beschrinkt ist, betrachten wir zunéchst die
Abschétzung

(n) 1 nn—1)--(n—k+1)

k)nk knk

L) () (Y

1
ik
1
< —.
Kl

Damit folgt mit dem binomischen Lehrsatz 2.2.7 mit a := % und b :=1

1\" <& /n\1 1
k=0

k=0
Das folgende Lemma zeigt nun, dass die Folge sogar gegen e konvergiert.

Lemma 4.1.17. Es gilt
: "
lim (1 + —) =e.
n—o00 n

Beweis. Sei (xy,)nen die durch (4.1.4) definierte Folge. Wir wissen schon
lim,, , T, < e aus unseren Voriiberlegungen.
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Fir 1 < N <n gilt wegen (4.1.6) und (4.1.5):

EH0-H0D()
2;%(1—%)

Damit erhalten wir

N 1 N N N 1
iz g S (1-7) =2

fiir alle N > 1. Fiir N — oo ergibt dies lim,, .o, z, > e. O

Ist (x,)nen eine reelle Folge, so ist die Folge (y,)nen, die durch

Yn i= SUDP Ty, = SUp{z,, : m >n}, n>1 (4.1.7)

m>n

definiert ist, monoton fallend. Ist (z,)n,eny nun beschrankt, so gibt es ein
B > 0 mit |z,| < B fir alle n > 1. Damit folgt

[Yyn| < sup [2,| < sup |z, < B,
m>n m>1
d.h. die Folge (y,)nen ist ebenfalls beschrénkt. Nach Satz 4.1.16 konvergiert

dann (y,)nen und wir definieren den Limes Superior als

limsup x,, := lim y, = lim sup z,, = inf sup z,, .
n—00 n—00 n—=00 ;y>np n>lp;>n

Definieren wir nun die Folge (z,)nen durch

2p = inf z,,, n>1, (4.1.8)

m>n

so ist diese monoton wachsend und, falls (z,)nen beschriankt ist, ist auch
(2zn)nen beschriankt. Dies erlaubt dann die Definition des Limes Inferior

liminfz, := lim 2, = lim inf z,, = sup inf z,,.
n—00 n—00 n—oo m>n n>1 m>n
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Die Definitionen (4.1.8) und (4.1.7) ergeben sofort
Zn S Tn < Yn, n =1

Satz 4.1.7 liefert dann liminf, , 2z, < limsup,_,. =, und im Falle der
Gleichheit ergibt das Vergleichskriterium aus Satz 4.1.9 sofort die eine Im-
plikation des folgenden Lemmas:

Lemma 4.1.18. Sei (z,)nen €ine beschrinkte, reelle Folge. Dann konver-
giert die Folge (x,)nen genau dann, wenn liminf, . x, = limsup, .. =p.
In diesem Fall qult

lim x,, = liminf z,, = limsup x,, .
n—0o0 n—oo n—oo

Bewers. Die Implikation “«<” und die Gleichung folgt, wie schon erwéhnt,
aus Satz 4.1.9.

Fiir den Beweis von “=’ nehmen wir liminf, , z,, < limsup,,_, . x, an. Fiir

e := (limsup z,, — liminf z,)/4 > 0
n—o0 n—00

gibt es dann ein n. > 1 mit

inf z,, < liminfx, +¢ (4.1.9)

k> n—00

und

sup x, > limsupz, —¢
k>n n—00

fiir alle n > ng. Damit existieren zu jedem n > n. zwei Indices m, k > n mit

xp < liminfx, + ¢
n—oo

und

Ty > limsupz, — ¢,
n—oo

da z.B. liminf, ,, x, + ¢ wegen (4.1.9) keine untere Schranke der Menge
{z) : k > n} ist. Dies impliziert

|xm —.Tk| > x,, —xp > limsupzx, — e — (1i7£r_l>j£fxn+5) = 9% .
n—o0

Somit ist (z,)nen keine Cauchyfolge und damit auch nicht konvergent. [
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Wir vereinbaren noch einige Sprechweisen zu Zahlenfolgen. Wir sagen, dass
eine Folge (z,)nen divergent ist, falls sie nicht konvergent ist. Wir nennen
eine reelle Zahlenfolge (z,),eny bestimmt divergent gegen oo, falls

VR >03dng > 1Vn>ng:x, > R

gilt. In diesem Fall schreiben wir x,, — oo oder auch lim,,_,,, x,, = 0o. Analog
heifit die Folge bestimmt divergent gegen —oo, falls

VR >0dng > 1Vn>np:x, < —R.

In diesem Fall schreiben wir z,, —+ —oo oder auch lim,,_, z, = —00.

4.1.6 Vollstindigkeit von R

Wir hatten in Satz 4.1.6 gesehen, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfol-
ge ist und anhand von Beispielen haben wir ferner gesehen, dass die Umkeh-
rung im Allgemeinen falsch ist. Der folgende Satz ist daher bemerkenswert.

Satz 4.1.19. Jede reelle Cauchyfolge konvergiert in R.

Beweis. Sei (x,)nen eine reelle Cauchyfolge. Nach Satz 4.1.6 ist die Folge
beschrankt, und nach Lemma 4.1.18 reicht es daher

liminf z,, = limsup z,,
n—00 n—o00

zu zeigen. Wie in (4.1.8) und (4.1.7) schreiben wir dazu

Yn = SUP Ty,
m>n

zp = Inf x,, .
m>n

Damit reicht es lim,, o 2, = lim,, o0 Yn, d.h.

lim (y, —2,) =0 (4.1.10)

n—oo

zu zeigen. Sei dazu € > 0. Dann gibt es ein n. > 1 mit |z, — z,,| < ¢/3 fir
alle n > n.. Sei nun n > n. fixiert. Da y, die kleinste obere Schranke der
Menge {x,, : m > n} ist, gibt es ein m > n mit

T > Yp —€/3.
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Da z, die groBte untere Schranke der Menge {z,, : m > n} ist, gibt es ein
k > n mit
T < zn+€/3.

Damit folgt

0< < T+ = +i< | | + 2 <e
n— 2 < T+ - —2p+ - < |r, -2 — .

>y 3 kT3 k 3

Dies ergibt |y, — z,| < € und damit haben wir (4.1.19) gezeigt. ]

Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge in X
konvergiert.

Der Satz 4.1.19 zeigt, dass R vollstandig ist. Analog zu Lemma 4.1.10 kann
man mit Hilfe von Satz 4.1.19 dann auch zeigen, dass R? beziiglich der Be-
tragsmetrik vollstédndig ist, und das gleiche gilt auch fiir die Supremumsnorm
und die 1-Norm. Im Fall d = 2 sehen wir zudem, dass C vollsténdig ist.

Teilmengen eines vollsténdigen metrischen Raums sind im Allgemeinen nicht
vollstédndig. Wir hatte dies schon fiir die Teilmenge (0, 00) C R im Anschluss
an Satz 4.1.6 gesehen.

4.2 Konvergenz von Reihen

4.2.1 Reihen: Grundlagen

Sei (zx)ren C R eine Folge. Dann heifit die durch

n
sn::E Ty, n>1
k=1

definierte Folge (s, )nen Folge der Partialsummen oder auch Reihe. Kon-
vergiert die Folge (s,)nen, so schreiben wir

o0 n

E T = lim s, = lim E T
n—oo n—oo

k=1 k=1

und sprechen vom dem Wert der Reihe, oder oder auch nur von der Reihe.

In einigen Fillen betrachten wir auch z.B. Folgen (xj)gen,. Die Definition

von
oo
D
k=0
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ist dann analog zu verstehen. Analoge Definitionen sind in allen normierten
R&aumen moglich.

Héaufig kann der Grenzwert von Reihen leider nicht explizit berechnet werden.
Die Konvergenz kann aber meistens nachgewiesen werden. Ein erstes Resultat
in diese Richtung liefert der folgende Satz, dessen erster Teil als Cauchy-
Kriterium bekannt ist.

Satz 4.2.1. Seien (rx)pen C R und N € N. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

i) Die Reihe Y . | x), konvergiert genau dann, wenn gilt:
Ve > 03dn. € NVn,m > n, : ‘Zxk‘ <e. (4.2.1)
k=n

i) Konvergiert die Reihe Y .- | xy, so gilt x;, — 0.

i) Die Reihey - | x), konvergiert genau dann, wenn der Reihenrest > ;- \
konvergiert und in diesem Fall gilt

00 N-1 [e'e)
E T = E T+ E T -
k=1 k=1 k=N

Beweis. i). Fir m,n € N mit m > n gilt:

Damit ist die Folge (s, )nen eine Cauchyfolge genau dann, wenn (4.2.1) gilt.
Die Implikation “=" folgt dann aus Satz 4.1.6 und die Implikation “«<” aus
Satz 4.1.19.

ii). Folgt aus i) durch Betrachtung von n = m.

iii). Fir n > N gilt
n N—-1 n
DT = Q) k)
k=1 k=1 k=N
Fiir n — oo folgt dann die Behauptung. m

Fiir die Implikation “<” in i) wurde die Vollsténdigkeit von R benutzt.
Diese Implikation gilt daher auch/nur in vollstandigen normierten Raumen,



4.2. KONVERGENZ VON REIHEN 113

wéhrend die anderen Implikation in allen normierten Rdumen gelten. Insbe-
sondere gilt der Satz ohne Einschrankung auch fiir Reihen in C.

Der Teil i) aus Satz 4.2.1 ist manchmal niitzlich, um zu zeigen, dass eine
Reihe nicht konvergiert.

AuBlerdem gelten die folgenden Rechenregeln fiir Reihen, die eine einfache
Konsequenz aus Satz 4.1.7 sind.

Lemma 4.2.2. Seien (vg)ken und (yx)ren reelle Folgen, deren Reihen kon-
vergieren. Dann gilt:

i) Die Reihe Y, (x + yi) konvergiert und es gilt

Z(xk +yr) = Zxk -l—Zyk.
k=1 k=1 k=1

i) Fir alle o € R konvergiert die Reihe Y - (o)) und es gilt
S om) =03
k=1 k=1

Viele der Konvergenzkriterien fiir Reihen sind eine direkte Konsequenz des
Cauchy-Kriteriums fiir die Konvergenz von reellen (oder komplexen) Zahlen-
folgen. Eines der konzeptionell einfachsten dieser Kriterien ist das Leibniz-
Kriterium, das wir allerdings, wie unten zu sehen ist, nicht iiber das Cauchy-
Kriterium beweisen.

Satz 4.2.3. Sei (zx)ren C [0,00) monoton fallend mit limy_,o ax = 0. Dann
konvergiert die Reihe

> (-
k=1
Auf die Monotonie der Folge (z)ren kann nicht verzichtet werden. Dies kann

man z.B. an der durch zq, = % und x9y,_1 := 0 definierten Folge (z,)nen im

Zusammenspiel mit der etwas spéter gezeigten Divergenz der harmonischen
Reihe (4.2.2) leicht sehen.

Beweis. Wir betrachten die Folge (s,)nen der Partialsummen

n

Sp 1= Z(—l)kxk.

k=1
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Fiir £ € N gilt dann x99 < T9py1 und damit

S2(k+1) = S2k — Tok+1 + Tokya < Sog -

Damit ist die Folge (sax)ren monoton fallend. Analog zeigt man mit sop,1 =
Sok—1 + Tor — Togr1 > Sop—1, dass die Folge (Sox_1)keny monoton wachst.

Mit dieser Monotonie von (sgx_1)gen und z; > 0 folgt nun
Sok = Sop—1 + T = S1 + T = S1 =1

Damit ist die Folge (sax)ren nach unten beschrénkt, und somit konvergiert
sie nach Satz 4.1.16 gegen ein s € R. Analog zeigt man mit der Monotonie
von (Sor )ken und xy > 0:

Sok—1 = So — X, < Sop < S =T — T

Damit ist die Folge (Saox—1)keny nach oben beschréankt und nach Satz 4.1.16
gegen ein s~ € R.

Ferner gilt mit Satz 4.1.7

sT— s~ = lim sy, — lim s9p_1 = lim (Sop — Sop_1) = lim 29, = 0.
k—o0 k—o0 k—o00 k—o0

Wir schreiben daher s := st = s~ fiir den gemeinsamen Grenzwert.
Sei nun € > 0. Dann gibt es ein k. > 1 mit
|s — soi| < € und |s — sor_1| < €

fir alle k > k.. Fiir n. := 2k. und n > n. erhalten wir dann |s — s,| < € und
damit konvergiert (s, ),en gegen s. O

4.2.2 Beispiele

Es gilt die geometrische Summenformel

ZnJrl -1

n

E zk:—,
z—1

k=0

wie man leicht durch Ausmultiplizieren

n n n n+1 n
(Z_l)E:ZkZE:Zk+1_§:zk:§:zk_§:zk
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
— Zn+1 _ 1

zeigt. Wir bilden den Grenzwert fiir n — oo und erhalten:
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Lemma 4.2.4. Die geometrische Reihe ) ;- 2% ist konvergent fiir alle
|z| < 1 und erfillt

o0
> =

k=0

FEbenso ist die geometrische Reihe fir alle |z| > 1 divergent.

Fiir die harmonische Reihe gilt

Z% (4.2.2)

d.h. sie ist bestimmt divergent gegen oo. Dazu schétzen wir bestimmte Par-
tialsummen nach unten ab:

il 1+ +1+1+1+1+1+1+ + ! + . +1
ko 3 4 5 6 7 8 2m1 41 om
k=0 —— — v ~

>3 >3 >3

m
>1+5—>OO

fiir m — oo. Da die Folge aller Partialsummen monoton wéchst, folgt die
gewiinschte bestimmte Divergenz. Insbesondere impliziert die Konvergenz
xr — 0 nicht die Konvergenz der zugehérigen Reihe!

Die alternierende harmonische Reihe

> % (4.2.3)

k=1
konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium 4.2.3.

Die beiden Reihen

= 1 =1

>z und D%

k=1 k=0
konvergieren. Dies hatten wir schon im Abschnitt 4.1.5 gesehen.

4.2.3 Absolute Konvergenz

Die folgende Definition fiihrt eine weitere Konvergenz von Reihen ein, die
sich als wichtig herausstellen wird.
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Definition 4.2.5. Sei (z)ken eine reelle Folge. Dann sagen wir, dass die
Reihe Y. | ), absolut konvergiert, falls die Reihe

o0

> Jax

k=1

der Betrdge konvergiert.

Konvergiert die Reihe "7 | x) absolut, so gibt es nach dem Cauchy-Kriterium,
siehe Satz 4.2.1, zu jedem ¢ > 0 ein n. > 1, so dass fiir m > n > n, gilt

m m
k=n k=n

Erneutes Anwenden von Satz 4.2.1 zeigt dann, dass die Reihe ), | x) auch
konvergiert.

Mit anderen Worten: Jede absolut konvergente Reihe ist auch konver-
gent. Die Umkehrung gilt nicht, wie man anhand der alternierenden harmo-
nischen Reihe sehen kann.

Der folgende Satz ist als Majoranten-Kriterium bekannt.

Satz 4.2.6. Seien (vg)ren und (ag)ren 2wei reelle Folgen mit |xy| < ay fir
alle k € N. Fulls die Reihe

o
D

k=1

konvergiert, konvergiert die Reihe
>
k=1

absolut und es qilt

0o 00 )
Dok <D lul <D ar.
k=1 k=1 k=1

Der Satz gilt analog fiir Reihen ) ;- x; in C. Der Beweis ist analog zu
fithren.
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Bewers. Wir setzen a := 220:1 ar. Dann existiert zu jedem € > 0 ein n. € N
mit

<e,

n
E ap — a
k=1

fir alle n > n.. Mit Teil iii) aus Satz 4.2.1 folgt fir solche n:

Damit folgt aber fiir m,n > n. die Abschétzung

m m o
Z |2y | < Z ap < Z ap < ¢,

k=n-+1 k=n+1 k=n+1

da die Folge der Partialsummen der Reihe ) 7° | a; monoton wachsend ist.
Das Cauchy-Kriterium aus Satz 4.2.1 liefert dann die absolute Konvergenz
der Reihe Y 77 | xy.

Weiterhin gilt

n n n )
Doan <l <D an <) a
k=1 k=1 k=1 k=1

und fiir n — oo folgen dann die beiden Ungleichungen aus der Monotonie
von Grenzwerten. O

Um ein Beispiel zu betrachten, fixieren wir ein o > 2. Dann gilt k= < k=2
fiir jedes k > 1 und damit konvergiert die Reihe

=1
P
k=1

absolut nach dem Majoranten-Kriterium und der schon im Abschnitt 4.1.5

bewiesenen Konvergenz von » -, klz

Sei (x)ren eine reelle Folge. Dann heifit die zugehorige Reihe unbedingt
konvergent, falls fiir jede Bijektion 7 : N — N die umgeordnete Reihe

0o
Z Tr(k)
k=1

konvergiert. Man kann zeigen, dass in R eine Reihe genau dann absolut kon-
vergent ist, falls sie unbedingt konvergent ist. Der folgende Satz liefert ins-
besondere die eine Richtung dieser Aquivalenz:



118 KAPITEL 4. GRENZWERTE

Satz 4.2.7. Sei (xy)ren eine reelle Folge, deren Reihe absolut konvergiert.
Dann konvergiert die Reihe auch unbedingt und fiir jede Bijektion m : N — N
qilt

Z[Ek = Z{l?ﬂ(k) . (4.2.4)
k=1 k=1

Beweis. Sein : N — N eine Bijektion. Fiir n € N setzen wir M := max{n(1),...

Dann gilt

n M 00
D el Y lwel <l
k=1 k=1 k=1

und damit folgt auch Y 77| |Z-a)| < D pey |z < co. Damit konvergiert die
umgeordnete Reihe absolut und ihre Konvergenz folgt.

Anwenden der letzten Ungleichung auf die Inverse 77! : N — N liefert

) 0 0
Z |I’k| - Z |:L‘7r*107r(1c)| S Z |x7r(k:)| )
k=1 k=1 k=1

so dass wir insgesamt

D k] =D ) (4.2.5)
h=1 h=1

gezeigt haben.
Um (4.2.4) zu zeigen, definieren wir jetzt
z = max{wy, 0},
x, := —min{xzy, 0} .
Dies ergibt zi© > 0, und die Zerlegungen z), = z; — z;, und |z}| = 7} + 7.

Nach dem Majoranten-Kriterium mit ag := |z konvergieren dann die Rei-
hen > 07z und Y7 @, absolut und wegen |mk| = mk liefert doppeltes
Anwenden unsere Voriiberlegung (4.2.5):

o0 o0 o0 o0
+ - + _ -
Z L (k) Z Lk = Z L Z Ly, -
k=1 k=1 k=1 k=1

Ferner gilt

Z Lr(k) = Z Z Ly Z Lok
k=1 k=1 k=1

und eine analoge Rechnung liefert Y o ap = Y po 2 — > pey 25 - O
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Falls eine Reihe Y 7, x; allerdings nicht unbedingt konvergiert, zeigt der
Riemann’sche Umordnungssatz, dass fiir jedes + € R U {—00, 00} ei-
ne Bijektion 7 : N — N existiert, so dass die umgeordnete Reihe gegen x

konvergiert, d.h.
Z Trk) = T -
k=1

Mit anderen Worten: Das Umordnen von Reihen nur fiir absolut kon-
vergente Reihen ungefihrlich.

Absolute Konvergenz kann man auch in normierten Rdumen definieren, in-
dem man Betrége durch Normen ersetzt. In vollstdndigen, normierten Rdumen
ist dann jede absolut konvergente Reihe auch unbedingt konvergent, die Um-
kehrung gilt allerdings nur noch im Falle endlicher Dimension des Raums,
wie aus dem Satz von Dvoretzky-Rogers folgt.

Typische Vergleichsreihen fiir das Majoranten-Kriterium sind geometrische
Reihen, siche Lemma 4.2.4. Mit diesen erhalten wir zwei oft nutzbare Kon-
vergenzkriterien. Das erste ist als Quotienten-Kriterium bekannt.

Satz 4.2.8. Sei (zy)ren eine reelle Folge mit x, # 0 fir alle k > 1. Gilt
dann

’$k+1’

lim sup <1,

k—o0 |93k;\

so konvergiert die Rethe Y - xp absolut. Gilt andererseits

lim inf k41

>1,
k—o00 |{L‘k|

so divergiert die Rethe Y, | .

Der Satz gilt analog fiir Reihen in C. Der Beweis ist ebenfalls analog zu
fithren.

|I‘k+|1\ _
Tk
Wir schreiben ¢ := und ¢ := g — G. Dies ergibt ¢ € (¢,1) und ¢ > 0.
Damit gibt es ein n. > 1 mit

Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Aussage. Sei dazu ¢ := lim sup;_,
g+1
2

fiir alle n > n.. Mit Induktion ergibt dies

|Tnpr| < |, | - qk =i ag
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fur alle £ > 1. Da die Reihe > ;7 ax nach Lemma 4.2.4 konvergiert, folgt
nach Satz 4.2.6 die absolute Konvergenz der Reihe } )° . Dies impliziert
die absolute Konvergenz der Reihe >/, x, siche Satz 4.2.1.

Fiir die zweite Aussage nutzen wir entsprechend, dass ¢ > 1 und n. > 1
existieren mit

P

k>n |[Ek|

fir alle n > n.. Mit Induktion erhalten wir dann

|xn£+k| Z |l’ns| : qk

fir alle £ > 1. Wegen x,,_ # 0 ist daher (x,),en keine Nullfolge und Satz
4.2.1 ergibt die Divergenz. O]
Die Reihe

k

> z
> o (4.2.6)
k=0

konvergiert absolut fiir alle z € C. Fiir z = 0 ist dabei nichts zu zeigen, und
fiir alle anderen z € C nutzen wir das Quotienten-Kriterium: Es gilt
e R
(E+1)! |z]F  k+1

—0

fiir kK — oo und damit gilt dies auch fiir den Limes Superior, siche Lemma
4.1.18. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt dann aus dem Quotienten-
Kriterium.

Das zweite Kriterium, das im folgenden Satz vorgestellt wird, ist als Wurzel-
Kriterium bekannt. Auch diese Kriterium ist nur fiir R formuliert, es gilt
aber ohne Einschrankung auch in C.

Satz 4.2.9. Sei (xy)ren eine reelle Folge. Gilt dann

limsup v/|zx| < 1,

k—o0

so konvergiert die Reihe Y, x) absolut. Gilt andererseits
lilgn inf /|zg| > 1
—00

so divergiert die Reihe Y - | .
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Beweis. Wir zeigen wiederum zuerst die erste Aussage. Nach Voraussetzung
existiert ein n. > 1 und ein ¢ < 1 mit

Viekl < q

fiir alle & > n.. Damit folgt aber direkt |zy| < ¢* fiir alle k > n.. Aus der
Konvergenz der geometrischen Reihe folgt dann die absolute Konvergenz von
Zzozni x mit Hilfe des Majoranten-Kriteriums.

Fiir die zweite Aussage nutzen wir entsprechend, dass n. > 1 und ¢ > 1
existieren, so dass /|zx| > ¢ fiir alle k& > n. gilt. Damit folgt |z, > ¢*
fiir alle & > n,. und die Reihenglieder bilden keine Nullfolge. Also folgt die
Divergenz. [

Fiir z € C konvergiert die Reihe
>k
k=1
genau dann, wenn |z| < 1. Dazu bemerken wir zunéchst, dass Lemma 4.1.11

VE|z|F = |2|VE — |2, k — oo

liefert. Das Wurzel-Kriterium ergibt Konvergenz fiir |z| < 1 und Divergenz
fir |z| > 1. Fiir |z| = 1 liefert das Kriterium keine Aussage, jedoch sieht man
den Reihengliedern direkt an, dass diese auch hier keine Nullfolge bilden.

4.2.4 Wie grof} ist R?

Wir hatten in Kapitel 2.2 die Gréfe von endlichen Mengen beschrieben. Ins-
besondere haben wir dort definiert, dass eine Menge A unendlich ist, falls es
eine injektive Abbildung N — A gibt.

Im folgenden heifit eine unendliche Menge A abzihlbar, falls es eine Bijek-
tion N — A gibt, ansonsten heifit sie iiberabzéhlbar. Schliellich heifit eine
Menge héchstens abzéhlbar, falls A entweder endlich, oder abzéhlbar ist.

Offensichtlich ist N abzédhlbar, und es ist auch Z abzéhlbar, denn wir kénnen
die z.B. Bijektion

0 falls n =1
n— <k falls n =2k fir k € N
—k fallsn=2k+1fuirkeN
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Abbildung 4.1: Links: Konstruktion einer Bijektion N — A x B. Die 1
wird auf (aq,by) abgebildet, danach werden die Tupel (a;, b;) geméf der ro-
ten Pfeilrichtungen abgezéhlt, d.h. wir betrachten die Abbildung N — A x B
mit 2 — (ag, b1), 3 — (a1, b2), 4 — (a1, bs) usw.. Rechts: Beweisidee von Satz
4.2.11. Die Zahlen sq, s, ... werden in ihrer Dezimaldarstellung untereinan-
der aufgeschrieben. Dann wird die n-Ziffer z, der n-ten Zahl s; verédndert.
Beispielsweise wird die Ziffer um 1 erhoht, falls sie kleiner als 8 ist und
ansonsten auf 0 gesetzt. Dies ergibt die blaue Zahl in der obersten Reihe.
Diese kann nicht in der Menge {s, : n > 1} enthalten sein, weil sie sich nach
Konstruktion von jeder dieser Zahlen an mindestens einer Nachkomma-Stelle
unterscheidet.

betrachten.

Man kann zeigen, dass jede Teilmenge einer hochstens abzdhlbaren Menge
wieder hochstens abzéhlbar ist. Zusammen mit dem folgenden Satz zeigt dies,
dass Q abzéhlbar ist.

Satz 4.2.10. Seien A und B abzdihlbare Mengen. Dann ist A x B abzdhlbar.

Beweis. In Abbildung 4.1 ist eine Bijektion N — A x B skizziert. Dabei

werden die Bijektionen N = A mit 7 — a; und N — B mit j — b; bezeichnet.
O

Die rationalen Zahlen hatten wir mit Hilfe des Supremums-Axioms zu den
reellen Zahlen aufgefiillt, wobei es unser Ziel war, die “Liicken” zu schliefen.
Waren es wenige Liicken, d.h. sind die reellen Zahlen auch abzéhlbar?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir Reihen der Form

o0

> 107", (4.2.7)

k=1
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wobei 2 € {0,1,...,9}. Setzen wir a; := 9-107, so erhalten wir z;,-107% < a,,
fiir alle £ > 1 und das Majoranten-Kriterium ergibt

0 < L10% <9 (—) —of —— 1) =1.
—;Z’“ = ; 10 (1—1/10 >

Mit anderen Worten hat jede dieser Reihen einen Wert zwischen 0 und 1,
und man kann sogar zeigen, dass sich jede reelle Zahl in [0, 1] auf diese Weise
darstellen lasst.

Satz 4.2.11. Das Intervall [0,1] und R sind nicht abzihlbar.

Beweis. Wir betrachten die Menge M aller Zahlen der Form (4.2.7), wobei
wir nur die “Ziffern” z, € {0,1,...,8} zulassen. Dies sichert die Eindeutigkeit
der Darstellung jeder Zahl in M, den Beweis hiervon lassen wir aber aus.

Wenn R abzéhlbar wire, wire [0, 1] abzdhlbar und damit auch M. Wir neh-
men dann eine beliebige Abbildung N — M mit n — s,. In Abbildung 4.1
ist dann illustriert, warum diese Abbildung nicht surjektiv ist. ]
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Kapitel 5

Stetige Funktionen

5.1 Stetigkeit

5.1.1 Stetigkeit und Folgenstetigkeit

Funktionen, bei denen dhnliche Eingabewerte zu dhnlichen Ausgabewerten
fithren, werden stetig genannt. Die folgende Definition fithrt diesen intuitiven
Ansatz mathematische prézise ein:

Definition 5.1.1. Seien (X, dy) und (Y,ds) zwei metrische Raume, f : X —
Y eine Abbildung und xo € X. Dann heifst f stetig in xq, falls gilt:

Ve > 036 > 0V € X : di(z,20) <0 = da(f(2), f(z0)) <e.
Ist f in allen Punkten xo stetig, so heifst f stetig.

Ist X C Y und stimmen die beiden Metriken d; und dy auf X iiberein, so
ist die Inklusionsabbildung idyy : X — Y stetig, denn wir kénnen zu jedem
e > 0 einfach ¢ := ¢ wihlen.

Ist f: X — Y eine konstante Funktion, d.h. es gibt ein yo € Y mit f(z) = yo
fiir alle x € X, so ist f stetig, denn wir konnen zu jedem ¢ > 0 ein beliebiges,
von € unabhéngiges ¢ > 0 wéhlen.

Fir A C R ist 14 i.A. nicht stetig. Fir A := [0,00) ist z.B.  := 0 eine
Unstetigkeitsstelle. Fiir A := Q ist die Funktion 14 in keinem Punkt stetig!

Die Stetigkeit kann auch mit Hilfe von Folgen ausgedriickt werden. Dies ist
der Inhalt des folgendes Satzes:

Satz 5.1.2. Seien (X, dy) und (Y,ds) zwei metrische Riume, f : X — Y
eine Abbildung und xo € X. Dann sind dquivalent:

125
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i) f ist stetig in xq.

ii) f ist folgenstetig in xq, d.h. fir alle Folgen (z,)neny C X mit x, — xq
gilt f(xn) = f(o).

Ist f stetig, so lasst sich die Aussage des Satzes 5.1.2 informell auf die Formel

f(lim x,) = lim f(x,)

n—oo n—oo

fiir alle konvergenten Folgen (z,,),eny € X bringen. Mit anderen Worten: Die
Stetigkeit erlaubt es, Grenzwert-Bildung und Funktions-Anwendung
zu vertauschen.

Entsprechend eingeschrénktere Aussagen gelten natiirlich auch fiir die Ste-
tigkeit in einem Punkt xg.

Beweis. 1) = ii). Sei € > 0 und (z,)neny C X eine Folge mit z,, — xo. Da f
stetig in x ist, gibt es dann ein 6 > 0 mit

di(z,20) <6 = do(f(2), f(z0)) <e

fiir alle x € X. Wegen z,, — xy gibt es dann ein n* > 1 mit dy(z,,z) < 0
fiir alle n > n*. Damit haben wir also da(f(x,), f(z0)) < € fiir alle n > n*,
d.h. wir haben f(z,) — f(x¢) gezeigt.

ii) = 1). Hier zeigen wir die dquivalente Aussage —i) = —ii). Dementspre-
chend ist f nicht in xg stetig und damit ist die folgende Aussage wahr:

Je > 0V > 03z € X : di(z,m9) < 6 Ada(f(2), fz0)) > €.

Wir fixieren dieses €. Fiir n € N gibt es dann zu §,, := 1/n ein z,, € X mit
di (@, 9) < &, und do(f (), f(0)) > €.

Wegen 6,, — 0 sichert unsere Konstruktion d;(z,,z9) — 0 nach dem Ver-
gleichskriterium, siehe Satz 4.1.9, d.h. x,, — x. Andererseits gilt aber auch
do (f(2), f(xo)) > € fiir alle n > 1, und damit kann (f(z,))sen nicht gegen
f(xo) konvergieren. Damit ist f nicht folgenstetig in zg. O

Die Kombination der Sétze 5.1.2 und 4.1.7 liefert sofort das folgende Korollar:

Korollar 5.1.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum, f,g: X — R Funktionen,
die in xo € X stetig sind und o, € R. Dann sind auch die Funktionen
af + Bg und f - g in xy stetig.
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Das obige Korollar zeigt insbesondere, dass die Menge
C(X,d) = {f X = R|f stetig}

ein Vektorraum ist. Da wir ferner schon wissen, dass die Abbildungen = +— a
und z — z als Abbildungen R — R stetig sind, sind alle reellen Polynome
ebenfalls stetig. Die gleiche Aussage gilt fiir komplexe Polynome.

Die Kombination der Satze 5.1.2 und 4.1.7 liefert zudem das folgende Korol-
lar:

Korollar 5.1.4. Seien (X1,d;), (Xa,d2) und (Xs,ds) metrische Riume, so-
wie [ Xy — Xo und g : Xo — X3. Ist dann f in xq stetig und g in
yo := f(wo) stetig, so ist go f: X1 — X3 in xq stetig.

5.1.2 Holder- und Lipschitz-Stetigkeit

Laut Definition ist eine Funktion X — Y stetig, falls die folgende Aussage
wahr ist:

Vo € XVe > 036 > 0V’ € X : di(z,2) <§ = do(f(2), f(2))) <e.

Damit héngt J potentiell sowohl von z als auch von € ab. Die folgenden Defi-
nitionen heben die Abhéngigkeit von x auf und spezifizieren die Abhéngigkeit
von € genauer.

Definition 5.1.5. Seien (X,d;) und (Y, ds) zwei metrische Riume und f :
X =Y eine Abbildung und o € (0, 1]. Dann heifst f:

i) gleichmdf$ig stetig, falls gilt:
Ve > 036 > OVz, 2’ € X 1 dy(z,2') < § = daof(2), f(2')) <e.
it) a-Hdlder-stetig, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass fir alle

x, 2 € X gilt:
do(f(2), f(a')) < cdf(a,2').

iii) Lipschitz-stetig, falls f 1-Hélder-stetig ist.

Ist eine Funktion a-Holder-stetig, so ist sie auch gleichméfig stetig, denn
definieren wir fiir € > 0 die GroBe 0. > 0 durch ¢62 := ¢, so gilt fiir z,2" € X
mit dy(z,2") < J. die Abschétzung

do(f(z), f(2') < cdf(z,2) <6 =¢
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Es gibt aber gleichméflig stetige Funktionen, die nicht Holder-stetig sind.
Als Beispiel kann die Funktion f : [0,1/2] — R mit f(0) := 0 und f(z) :=
—1/In(z) fir z € (0,1/2] dienen. Einen Beweis iiberspringen wir.

Ist eine Funktion gleichméfig stetig, so ist sie offensichtlich auch stetig. Die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, wie z.B. f : R — R mit f(z) := x?
zeigt. Wir werden spéter aber noch sehen, dass fiir stetige Funktionen, die
auf abgeschlossenen Intervallen definiert sind, die Umkehrung gilt.

Ist (V,]]-]|) ein normierter Raum, so ist die Norm ||| : V' — [0, 00) Lipschitz-
stetig, denn fiir z, 2" € V' zeigt ja die umgekehrte Dreiecksungleichung;:

[l = ll2ll] < llz = 2|l

5.1.3 Funktionsgrenzwerte

Seien (X, d;) und (Y, ds2) zwei metrische Raume, f : X — Y eine Abbildung
und zy € X. Konvergiert dann fiir jede Folge (x,)neny mit z, — x und
x, # xg fiir alle n > 1 die Folge (f(x,))n>1 gegen ein und dasselbe yy € Y,
so schreiben wir

lim f(z) =yo.

T—T0

Aquivalent dazu ist die Aussage
Ve > 030 > OVx € U(xo,9) \ {0} : f(z) € U(f(x0),¢).

Der Beweis, der analog zu dem von 5.1.2 zu fiithren ist, wird iibersprungen.
Man beachte, dass i.A. nicht yo = f(zo) gelten muss. Genauer gesagt ist

Jim f(z) = f(z0)

aquivalent zur Stetigkeit von f in z.

In R konnen wir diese Definitionen noch etwas verfeinern. Sei dazu z.B. f :
la,b) — R eine Funktion. Gibt es ein y € R, so dass fiir jede Folge (x,,)nen C
la,b) mit z, — b gilt f(z,) — y, so ist der linksseitige Grenzwert

lim f(z)=y.

Analog definieren wir den rechtsseitigen Grenzwert lim, ..+ f(z) = y
fiir Funktionen f : (a,b] — R. Die gleichen Notationen werden auch fiir
Punkte xy im Definitionsbereich von f verwendet, wenn nur eine einseitige
Approximation von zq erlaubt sein soll. Es gilt

lim f(z) =y

T—T0
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genau dann, wenn die links- und rechtsseitige Grenzwerte existieren und

5.2 Hauptsitze iiber stetige Funktionen

5.2.1 Zwischenwertsatz

Im folgenden wollen wir den Wertebereich von stetigen Funktionen f : [a, b] —
R untersuchen. Wir beginnen mit dem sogenannten Nullstellensatz von
Bolzano.

Satz 5.2.1. Sei f : [a,b] — R stetig mit

fla) <0 < f(b).

Dann ezistiert ein xg € (a,b) mit f(zo) = 0.

Beweis. Wir betrachten einen Beweis, der auch als Grundlage fiir einen Al-
gorithmus zur Nullstellensuche dienen kann. Dazu definieren wir zwei Folgen
(an)neny und (b,)pen rekursiv wie folgt: Fiir n = 1 setzen wir a; := a und
by :=b. Es gilt dann offensichtlich f(a;) < 0 und f(by) > 0.

Haben wir die beiden Folgen fiir n > 1 schon definiert, so betrachten wir
zunichst den Mittelpunkt ¢, := (a, + b,)/2 des aktuellen Intervalls [a,,, b,,].
Gilt f(c,) = 0, so haben wir eine Nullstelle gefunden, und eine weitere Kon-
struktion eriibrigt sich. Im Fall f(c,) < 0 setzen wir

Qpi1 = Cp und bpi1 = by
und im Fall f(¢) > 0 setzen wir

Qpi1 '= Qp und bpi1:=cCp .

Da der Mittelpunkt ¢, immer a,, < ¢, < b, erfiillt, ist die Folge (a,)nen mo-
noton wachsend und die Folge (b,,)nen ist monoton fallend. Beide Folgen sind
auBerdem beschriankt, da sie im Intervall [a, b] liegen, siche auch Abbildung
5.1. Nach Satz 4.1.16 konvergieren daher beide Folgen. Ferner gilt

bp — ap = (b—a)-2""", n>1,

wie eine einfache Induktion zeigt. Damit folgt lim,, (b, — a,) = 0 und mit
Satz 4.1.7 schliefen wir zg := lim,,_,o @,, = lim,, s, b,,.
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Abbildung 5.1: Beweis von Satz 5.2.1 mit Intervall-Halbierung fiir die griine
Funktion f : [0,1] — R. Links: Das Anfangsintervall mit a; := a = 0 und
by := b = 1. Mitte: Die erste Intervall-Halbierung: Es wird f(c;) fiir den
Mittelpunkt des aktuellen Intervalls ¢; := (a; + b1)/2 betrachtet. Da f(c;) <
0 ist, wird as := ¢; und by := b; gesetzt. Rechts: Die néchste Intervall-
Halbierung: Es wird f(cq) fiir den Mittelpunkt des aktuellen Intervalls ¢y 1=
(ag + by)/2 betrachtet. Da f(cq) > 0 ist, wird diesmal a3 := ay und by := ¢z
gesetzt.

Offensichtlich gilt =y € [a,b]. Ferner sichert unsere Konstruktion sowohl
f(a,) < 0 als auch f(b,) > 0 fiir alle n > 1. Mit der Folgen-Stetigkeit
und Satz 4.1.7 erhalten wir daher f(x¢) = lim, oo f(an) < 0 und f(zg) =
lim,, oo f(b,) > 0 und damit f(xzq) = 0. Dies schliefit g = @ und xy = b aus.

[

Mit Hilfe des Nullstellensatzes konnen wir nun den folgenden Zwischen-
wertsatz einfach beweisen.

Satz 5.2.2. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und seien
Y« = min{ f(a), f(b)} und y* = max{f(a), f(b)}.
Dann gibt es zu jedem y € (y«,y*) ein x € (a,b) mit f(z)=1y.

Beweis. Seiy € (y«,y*). Im Fall f(a) < f(b) erfiillt die Funktion g : [a,b] —
R, die durch g(z) := f(x) — y definiert ist, sowohl

gla) = fla) —y=y.—y <0

als auch g(b) = f(b) —y = y* —y > 0. Da g auch stetig ist, gibt es nach Satz
5.2.1 ein x € (a,b) mit g(z) = 0. Dies ergibt f(z) = y.

Im Fall f(a) < f(b) betrachtet man stattdessen die durch h(z) =y — f(z)
definierte Funktion und wiederholt die Argumentation. O
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5.2.2 Teilfolgen

Um weitere Eigenschaften von stetigen Funktionen herzuleiten, ist der Begriff
von Teilfolgen sehr niitzlich. Konzeptionell passt dieser eher ins Kapitel 4.

Definition 5.2.3. Sei (a,)nen €ine Folge und (ny)ren C N eine streng wach-
sende Folge. Dann heif$t (a,, )ren Teilfolge von (a,)nen.

Jede Folge ist Teilfolge von sich, es gibt aber natiirlich auch “echte” Teilfol-
gen: Fiir die durch a, := (—1)" definierte Folge ist beispielsweise (ag,)nen
eine echte Teilfolge. SchliefSlich ist jede Teilfolge einer Teilfolge auch eine
Teilfolge der urspriinglichen Folge.

Konvergiert eine Folge (a,,)nen gegen ein a, so konvergiert auch jede Teilfolge
von ihr gegen a, wie ein einfaches Anwenden der Definitionen zeigt. Haben
wir umgekehrt eine Folge (a,,)nen, fiir die jede Teilfolge konvergiert, so ist die
Folge selber schon konvergent, da sie ja eine Teilfolge von sich selbst ist.

Fiir reelle Folgen kénnen wir Teilfolgen mit zusétzlichen Eigenschaften kon-
struieren. Dies ist das Ergebnis der folgenden beiden Sétze:

Satz 5.2.4. Sei (a,)nen eine reelle Folge. Dann existiert eine monotone Teil-
folge von (ap)nen.

Beweis. Ein Folgenglied a,, heifit Gipfelstelle, falls a,, > a,, fiir alle n > m
gilt.

Falls es unendlich viele verschiedene Gipfelstellen a,, gibt, konnen wir durch
sukzessives Wahlen der kleinsten verbleibenden Indizes m; die Sortierung
ny < ng < ng < ... herstellen. Die resultierende Folge (ay,, )ren ist dann
monoton fallend.

Falls es nicht unendlich viele Gipfelstellen gibt, gibt es ein ny, so dass a,, fiir
alle m > ny keine Spitze ist. Da a,, keine Gipfelstelle ist, gibt es ein ny > ny
mit a,, < a,,. Da a,, auch keine Gipfelstelle ist, gibt es ein ng > ny mit
ap, < an,. Rekursiv erhalten wir somit eine monoton wachsende Teilfolge

(@nk)keN- ]

Der folgende Satz ist als Satz von Bolzano-Weierstrafl bekannt.

Satz 5.2.5. Sei (a,)nen eine reelle und beschrankte Folge. Dann existiert
eine konvergente Teilfolge von (ap)nen-

Beweis. Nach Satz 5.2.4 existiert eine monotone Teilfolge von (a,,),en. Diese
ist ebenfalls beschréankt, und damit konvergent nach Satz 4.1.16. ]
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Ein metrischer Raum (X, d) heifit folgenkompakt, falls es zu jeder Folge
(Zn)neny C X ein z € X und eine Teilfolge (z,, )ren gibt mit z,, — .

Satz 5.2.5 zeigt, dass die Intervalle [a, b] folgenkompakt sind, da jede Folge
(n)nen in einem solchen Intervall beschriankt ist und Grenzwerte = von kon-
vergenten Teilfolgen (z,, )ren wegen Satz 4.1.7 die Ungleichungen a < x <b
erfiillen miissen.

Durch sukzessives, komponentenweises Anwenden der obigen Argumentation
kann man zeigen, dass z.B. auch Megen der Form [—a, a]? oder B(0,r) folgen-
kompakt sind. Offene, nichtleere Intervalle sind dagegen nie folgenkompakt.

5.2.3 Stetige Umkehrfunktionen

Die folgende Definition beschreibt das Verhalten bestimmter reeller Funktio-
nen.

Definition 5.2.6. Eine Funktion f : [a,b] — R heifst:

i) monoton wachsend, falls fiir alle x,,xs € [a,b] gilt
r1<xe = f(r1) < flag).
Entsprechend sagen wir sie sei monoton fallend, falls
r1<x9 = f(z1)> flag).
ii) streng monoton wachsend, falls fir alle x1, x5 € [a,b] gilt
T <z = f(z1) < f(22).
Entsprechend sagen wir sie sei streng monoton fallend, falls

T <zo = f(21) > f(22).

Konstante Funktionen sind sowohl monoton wachsend als auch fallend, aber
weder streng wachsend noch streng fallend. Die Funktion x + x ist auf jedem
Intervall [a, b] streng wachsend, und die Funktion = + 22 ist auf [—1, 1] weder
wachsend noch fallend.

Ist f (streng) wachsend, so ist —f (streng) fallend, und umgekehrt. Ferner
sind streng monotone Funktionen automatisch injektiv.

Der folgende Umkehrsatz zeigt, dass streng monotone, stetige Funktionen
eine stetige Umkehrfunktion besitzen.



5.2. HAUPTSATZE UBER STETIGE FUNKTIONEN 133

Satz 5.2.7. Sei f : [a,b] — R streng monoton wachsend und stetig. Dann
existiert zu jedem y € [f(a), f(b)] genau ein x € [a,b] mit f(x) = y. Insbe-
sondere existiert damit die Umkehrfunktion

[ y) =2

auf [f(a), f(b)]. Diese ist streng monoton wachsend und stetig.

Beweis. Da f(a) < f(b) ist, ist die Existenz von x € [a,b] mit f(z) = y nach
dem Zwischenwertsatz 5.2.2 gesichert. Die Eindeutigkeit von x folgt aus der
Injektivitéit von f. Also folgt die Existenz der Umkehrfunktion

(@), f(0)] = [a,].

Um die strenge Monotonie von f~! zu iiberpriifen, wihlen wir y; < y,. Wiire

dann z; == f~Hy1) > f'(y2) =: 1o, so wiirde y = f(x1) > f(x2) = ¥2
folgen. Also ist f~! streng wachsend.

Giibe es nun ein y € [f(a), f(b)], so dass f~! nicht stetig in y wiire, so finden
wir eine Folge (Y, )nen mit v, — y und f~1(y,) 4 f~'(y). Damit gibt es ein
e > 0 und eine Teilfolge (yy, )k>1 mit

| ) = )| > € (5.2.1)
fir alle & > 1. Mit Satz 5.2.4 konnen wir zusétzlich annehmen, dass die-
se Teilfolge monoton ist. Wir setzen xy, := f~(y,,). Da f~! wachsend ist,

ist dann auch die Folge (z)reny monoton, und da sie auch beschréinkt ist,
konvergiert sie gegen ein x € [a, b]. Damit gilt aber mit der Stetigkeit von f

y = lim y,, = ,}1_{20 fay) = f(klim ) = f(v)

k—o00 —00
und somit
f(y) =2 = lim a2, = lim f ' (y,,).
k—o0 k—o0
Dies widerspricht (5.2.1). O

Fiir # > 0 ist die Funktion f(z) := 22 streng monoton wachsend und stetig.
Monotonie folgt dabei direkt aus

Ty >1 = 15— 1= (1 —21)(2 +71) > 0.
Damit existiert auf jedem Intervall [0,b?] die durch f~'(y) = VY gegebene
Umkehrfunktion
f7He[0,6%) = [0,0]
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und diese ist auch stetig. Da b beliebig war, ist auch die Wurzelfunktion
V- 1]0,00) = [0, 00) stetig.
Auf [-Z, 2] ist die Funktion f(x) = sinx stetig und streng monoton wach-

T 202
send, wie die folgende Zeichnung illustriert:

1 (cosz,sinx)

Damit existiert die als Arkussinus bezeichnete, streng monotone und stetige

Umkehrfunktion o
arcsin : [—1,1] — [—5, 5] .

Yy = arcsinx

Yy y=sinx
V\ x
M R
Entsprechend ist cos : [0, 7] streng monoton fallend und damit existiert die

stetig und monoton fallende Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7], die als
Arkuskosinus bezeichnet wird.

Y = arccosx

T\\x \
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5.2.4 Maxima und Minima

Der folgende Satz zeigt, das stetige Funktionen auf abgeschlossenen, be-
schréankten Intervallen beschrédnkt sind und Maximum und Minimum an-
nehmen.

Satz 5.2.8. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existieren Punkte x,,x* € |a,b]
mat

f(z) = mf{f(z) | = € [a,0]}
und

f(@*) =sup{f(z) | = € [a,b]}.
Insbesondere ist f beschrdankt und es werden das Minimum und Maximum
der Funktionswerte angenommen.

Aus dem Beweis des Satzes 5.2.8 wird schnell ersichtlich, dass er fiir stetige
Funktionen, die auf folgenkompakten Rdumen definiert sind, ebenfalls gilt.

Beweis. Fiir die Existenz von x* setzen wir W := {f(x) | x € [a,b]} und
M = sup{f(x) | x € [a,b]}. Da fir n > 1 nach Definition M — 1/n keine
obere Schranke von W ist, gibt es ein x,, € [a,b] mit

M= < f(a) <M.
n

Dies ergibt f(z,) — M. Ferner ist die Folge (x,)n,en beschrankt und da-
mit gibt es nach Satz 5.2.5 eine Teilfolge (z,, )ren, die gegen ein z* € R
konvergiert. Wegen (x,, )ren C [a, b] gilt zudem z* € [a, b]. Dies ergibt

M = lim f(z,) = k:h—g}o f(@n,) = f(2").

n—o0

Die Existenz von z, folgt durch die Betrachtung von —f. ]

Im Folgenden schreiben wir

C(la,b]) :={ [ : [a,b] = R | f stetig} .

Wir wissen schon, dass dies ein Vektorraum ist. Ferner ist nach Satz 5.2.8

[flloc == sup |f(z)] < oo
z€[a,b]

fir alle f € C([a,b]). Eine einfache Rechnung zeigt zudem, dass || - ||« ei-
ne Norm auf C([a,b]) definiert. Konvergiert eine Folge (f,)nen C C([a,b])
beziiglich dieser Norm, so sprechen wir von gleichméafliger Konvergenz.

Der folgende Satz untersucht die gleichméflige Konvergenz.
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Satz 5.2.9. Seien (f,)nen C C([a,b]) und f : [a,b] = R mit || f, — flloc — 0.
Dann gilt f € C([a, b]).

Konvergiert die Folge (f,)neny nur punktweise, d.h. f,(z) — f(z) fir alle
x € |a, b], so ist die Grenzwertfunktion im Allgemeinen nicht stetig.

Dies kann man an dem Beispiel f,(z) := 2" fiir € [0, 1] sehen, da in diesem
Fall f = 1y gilt, siche Lemma 4.1.13.

Ist (z)ren C [a,b] eine Folge mit 2 — = und (f,)nen geméaB Satz 5.2.9, so
gilt

lim lim fo(zy) = lim f(2) = f(z) = lim f(zy) = lim lim f,(zx)

n—00 k—00 —00 k—o00 n—00

Man darf also in diesem Fall die Grenzwertbildungen vertauschen. Wenn man
x:=1und 2 := 1 — 1/k im obigen Beispiel wihlt, so sehen wir, dass diese
Vertauschung bei punktweiser Konvergenz im Allgemeinen nicht moglich ist.

Aus dem Beweis des Satzes 5.2.9 wird wieder schnell ersichtlich, dass er fiir
stetige Funktionen, die auf folgenkompakten Raumen definiert sind, ebenfalls
gilt.

Beweis. Sei g € [a,b] und € > 0. Dann gibt es ein n > 1 mit

sup [fu(@) = (@) = I = flloe < 5.

z€[a,b]

Da f, stetig in zg ist, gibt es zudem ein § > 0, so dass fiir alle x € [a, b] mit
|z — x0| < & die Abschétzung

[Fa(@) = fulwo)] < 2

gilt. Fiir solche z folgt dann
|f(@) = f(zo)| < [f(2) = ful@)| + | fula) = falzo)| + | fulz0) — f(w0)|

<e,

und damit ist f stetig. m

5.2.5 Gleichmiflige Stetigkeit

Wir hatten schon gesehen, dass gleichméfig stetige Funktionen stetig sind,
die Umkehrung im Allgemeinen aber falsch ist. Der folgende Satz liefert daher
eine bemerkenswerte Aussage.
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Satz 5.2.10. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist [ gleichmdfig stetig.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht gleichméfig stetig wére. Nach der
Definition von gleichméfiger Stetigkeit gibt es dann ein € > 0, so dass es zu
jedem n > 1 Punkte z,, z, € [a,b] gibt mit

o0 = 2l < - und F(a) = Fn)l 2 e

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf}, siche Satz 5.2.5, gibt es dann ein
x € [a,b] und eine Teilfolge =, — x. Wendet man das gleiche Argument auf
die Folge (zy, )ken an, so erhalten wir eine Teilfolge (2, )ren von (2n, )ken,
die gegen ein z € [a, b] konvergiert. Fiir die Teilfolge (2, Jken von (zn, )ren
gilt dann x,,, — = und wegen

1
| Ty — 2| < .

gilt auferdem x = z. Da f stetig ist, folgt

lim f(2,) = f(z) = lim f(zmk) .

k—o0 k—o0

Damit gibt es ein kg > 1, so dass fiir alle & > ky gilt

3

F@m) = F@)] < 5 und £ o) = @) < 5.

Dies ergibt
[f(@m,,) = fGm )] < 1 f(@m) = F@)] +1f(2) = flzm)] <€,

was im Widerspruch zu dem obigen |f(zp,) — f(2m, )| > € fiur alle £ > 1
steht. O

5.3 Exponentialfunktion

5.3.1 Exponentialfunktion als Reihe

Wir hatten in (4.1.3) die Euler’sche Zahl durch die Reihe Y 77 & definiert,

und in (4.2.6) hatten wir gesehen, dass die Reihe ) 72 Z—’? fir alle z € C
absolut konvergiert. Diese Einsichten wollen wir jetzt nutzen, um die Expo-
nentialfunktion als Reihe zu definieren.
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Definition 5.3.1. Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist
durch

k

exp(z) :=€* ::ZE’ z2eC
k=0

N

definiert.

Betrachtet man die Exponentialfunktion nur fiir reelle Argumente = € R,
so ergibt die Reihendarstellung sofort exp(z) € R. Die resultierende Ein-
schrankung exp : R — R wird reelle Exponentialfunktion genannt.

Einsetzen von z = 0 und z = 1 in die Reihendarstellung der Exponential-
funktion ergibt
exp(0) =1 und exp(l) =e,

wobei fiir die zweite Formel die Definition (4.1.3) ausgenutzt wurde. Die
folgende Proposition prasentiert zwei wichtige Eigenschaften der Exponenti-
alfunktion.

Proposition 5.3.2. Die FExponentialfunktion exp : C — C ist stetig mit
exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(22) , 21,29 € C.

Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den reellen Fall. Der
komplexe Fall ist aber wegen diverser Bemerkungen zu absoluter Konvergenz
und Folgenkompaktheit im Skript komplett analog beweisbar.

Um die Stetigkeit in einem z € R zu beweisen, setzen wir a := |z| + 1. Fiir
n > 1 definieren wir weiter

fn(y) = 57 RS [—a,a].
k=0

Offensichtlich ist jede Funktion f, : [—a, a] — R stetig und ferner gilt

0 k 0 k
Y ouls X w

k=n+1 k=n+1

1 exP)—gq) —falloo = sup |exp(y) — fuly)| = sup

y€[—a,al y€[—a,a]

wobei wir nacheinander die Sétze 4.2.1 und 4.2.6 angewendet haben. Da die
Reihe > 77, (Z_T nach (4.2.6) konvergiert, zeigt Satz 4.2.1

e k

Jm 30 =0

k=n+1
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und damit haben wir || expj_, o —fnlleo — 0 gezeigt. Satz 5.2.9 liefert daher
die Stetigkeit von expj_, ), und dies ergibt die Stetigkeit von exp in z.

Da die Reihendarstellung der Exponentialfunktion in jedem Punkt absolut
konvergiert, siehe (4.2.6), diirfen wir nach Satz 4.2.7 die Reihen umordnen.
Mit dem Binomischen Lehrsatz 2.2.7 gilt dann

exp(z + 1) — z“y z z()

n=0

. n l.nfk yk
=22 oo

n=0 k=0
B oo 0 m yk
=22

o0 k o0 m

-(X8) (Z5)
= exp(y) exp(z) ,

wobei wir in der vierten Gleichung das Cauchy-Produkt von Reihen aus-
genutzt haben, dass in Abbildung 5.2 illustriert ist. O]

Ist f: R — R eine Funktion mit f(1) = e und f(z +y) = f(x)f(y) fir alle
x,y € R, so gilt zunéchst

e = £(1) = f(m/m) = f(1/m)", meN
und damit f(1/m) = e'/™. Fiir ¢ = k/m € Q mit k € Z und m € N folgt
fl@) = f(k/m) = f(1/m)" = /™ =t (5.3.1)

Die obigen Funktionalgleichungen erzwingen also ein eindeutiges Verhalten
der Funktion f auf Q. Da die Exponentialfunktion beide Gleichungen erfiillt,
muss also exp(q) = e? fiir alle ¢ € Q gelten, was zumindest fiir rationale
Argumente unsere Notation exp(z) = e* rechtfertigt. Ferner ist die Expo-
nentialfunktion stetig und man kann mit (5.3.1) und der Approximation von
R durch Q zeigen, dass es nur ein stetiges f, das die beiden Gleichungen
erfiillt, gibt. Daher ist unsere Definition der Exponentialfunktion identisch
zu den in den vorherigen Kapiteln benutzte, heuristische Herangehensweise.

Ferner lasst sich das Lemma 4.1.17 zu der Gleichung

exp(z) = lim (1 + %)n , reR

n—oo

verallgemeinern, die wir hier aber nicht beweisen wollen.
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@ e @, ¢ a @ 4 e @

3 N SRS 6

Abbildung 5.2: Cauchy-Produkt (3 7= a:) - (32720b5) = D020 D p_g @kbn—k,
wobei die absolute Konvergenz der beiden linken Reihen gefordert wird und
die absolute Konvergenz der rechten Reihe folgt. Links: Spaltenweise (lila)
Summation )7 ;> 775 a;b; iiber das rote Dreieck. Mitte: Aquivalente, dia-
gonale Summation Y . , Z;:o a;b;,_; tiber das Dreieck. Rechts: Einschach-
telung der Dreiecks-Summe durch 2 Quadratsummen (37" a;) - (3°72, ;) =
im0 2 jeg @ibj fiir m = |n/2] (tiirkis) und m = n (blau). Die Differenz zwi-
schen blauen Quadrat und dem Dreieck kann nach oben durch die Differenz
zwischen blauen und tiirkisen Quadrat abgeschéitzt werden.

Korollar 5.3.3. Es gilt exp(xz) > 0 fir alle x € R sowie exp(z) # 0 und
exp(z) = exp(z) fir alle z € C.

Beweis. Da exp(0) = 1 gilt, folgt fiir jedes z € C schon

1 = exp(z) exp(—=2)
und damit exp(z) # 0. Weiter ist fiir jedes > 0 auch jede Partialsumme der

Reihe positiv und es folgt exp(z) > 0 fiir x > 0. Zusammen mit exp(—z) =

—exﬁ(gc) folgt damit exp(x) > 0 fiir alle x € R.

Ferner gilt

exp(z) = Z i "I oo exp(2),
0

k=0 k= k=0

wobei wir im vorletzten Schritt die Stetigkeit der komplexen Konjugation
z — Zz benutzt haben. O

5.3.2 Logarithmusfunktion

Wir wollen nun die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion einfiithren. Dies geschieht in dem folgenden Lemma.
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Lemma 5.3.4. Die Funktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und
erfillt

lim exp(x) = +o0,

xr—>+00
lim exp(x) = 0.
T——00
Damit existiert thre Umkehrfunktion
In:(0,00) = R,

die durch
y=exp(z) < x=lny
charakterisiert ist, und diese ist ebenso streng monoton wachsend und stetig.

Beweis. Fiir x > 0 liefert die Reihendarstellung
exp(x) > 1+ (5.3.2)

damit lim,_,, ., exp(x) = +00. Damit folgt auch

=0.

lm_ep(r) = lim :
1m expl\r) = I11m =
T——00 P T——00 exp(—x) llmxg)+oo exp(:z:)

Fiir z > 0 liefert unsere anfiangliche Abschitzung zudem exp(z) > 1+ x > 1
und fiir z9 > 27 ergibt dies

exp(xg) — exp(x;) = exp(xl)(exp(xQ — 1) — 1) > 0.

Damit folgt die Behauptung aus dem Umkehrsatz 5.2.7. O
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Kapitel 6

Differentialrechnung

Differentialrechnung dient unter anderem dazu

e Extremwerte zu berechnen (Stetigkeit lieferte uns die Existenz aber
keine Methode zur Berechnung der Extremstellen)

e Geschwindigkeiten als Anderungsraten von GroéSen mathematisch zu
beschreiben

e Gleichungen fiir Anderungsraten als Differentialgleichungen fiir Funk-
tionen zu verstehen.

Wir werden in diesem Kapitel werden wir daher die Differentialrechnung
rigoros aufbauen und beweisen. Viele Aspekte werden dabei aus der Schule
in der einen oder anderen Form schon bekannt sein.

6.1 Differenzierbarkeit

6.1.1 Definition und erste Beispiele

Definition 6.1.1. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit differenzierbar im
Punkt z, € (a,b), falls der Grenzwert

f'(wo) = lim _f(xi - ;:[()%)

existiert. Sie heifst differenzierbar auf (a,b), falls sie in jedem xy € (a,b)
differenzierbar ist. In diesem Fall bezeichnet man die Funktion f': (a,b) — R
als die Ableitung von f.

143
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Analog sind alle diese Begriffe fiir f : R — R, f : (a,b) — R etc. definiert,
wobei zy immer im “Inneren” des Definitionsbereichs von f liegen muss.

Jede konstante Funktion f(x) = ¢ auf einem Intervall [a, b] ist differenzierbar
mit f'(zo) = 0 fiir alle zy € (a,b), denn es gilt

. c—c
lim =0.
IA)IQ,CL’—:L'O

Die Funktion f(z) = x ist in jedem zy € R differenzierbar mit f'(z¢) = 1,

denn offensichtlich gilt

. T —Xo
lim =1.
rx—x0 L — xO

Beschreibt ¢ — s(t) den zuriickgelegten Weg s in Abhéngigkeit von der Zeit
t, so entspricht die Ableitung

s(t+At) —s(t) . As

At50 At T A0 AY
der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢. Dabei haben wir At fiir kleine Zeit-
differenzen und As fiir die in diesen Zeiten zuriickgelegten Wegdifferenzen

geschrieben. Der Grenzwert des Differenzenquotienten wird oft als Differen-
tialquotient bezeichnet und entsprechend suggestiv als

ds _ As
at ~ ardo At

geschrieben, und als ds nach dt gelesen. Wéhrend es sich bei As und At
jedoch um Zahlen handelt, haben hierbei ds und dt¢ keine eigensténdige Be-
deutung und sie sind daher als rein formale Symbole zu verstehen.

Wir sagen f : [a,b] — R ist linksseitig differenzierbar in xy € [a, b], falls
der einseitige Grenzwert

o f) = f)
Ty Tr — X

existiert. Analog ist f rechtsseitig differenzierbar in z, € [a,b], falls der
einseitige Grenzwert

o f) = f)
x%:pg T — X

existiert. Eine Funktion ist in x( differenzierbar, genau dann, wenn sie links-
und rechtsseitig differenzierbar in z( ist und die beiden einseitigen Ableitun-
gen gleich sind.
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Analog sind alle diese Begriffe fiir f : R — R etc. definiert.
Die Abbildung = + |z| ist in O stetig, aber nicht differenzierbar, da die

linksseitige Ableitung —1 ist, die rechtsseitige aber 1 ist.
6.1.2 Beispiele: Exponential- und Winkelfunktionen

Lemma 6.1.2. Die Ezponentialfunktion exp : R — R ist differenzierbar und
es gilt exp’ = exp.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir xp = 0. Fiir z > 0 gilt wegen
exp(z) > 1+ x, siehe auch (5.3.2), die Abschétzung

exp(z) =1 2" o 2F
Ls = =l S T L G SO0
n= =0

Mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion, sieche Proposition 5.3.2, und
exp(0) = 1 folgt

lim M = 1.
z—0t x—0
Damit folgt aber ebenso
-1 1 — — —z)—1
lim M = lim exp(:v)M = lim exp(a:)M =1.
z—0~ x z—0~ x z—0~ —X

Zusammen ergibt dies die Differenzierbarkeit in 2y = 0 mit exp’(zo) = 1. Fiir
allgemeine xy gilt nun

exp(x) — exp(xo) exp(x — xp) — 1

lim = exp(zo) lim = exp(xp),
T—xo T — X T—xo T — X
womit die Behauptung bewiesen ist. O]

Das folgende Lemma bestimmt die Ableitungen der geometrisch eingefiihrten
Winkelfunktionen.

Lemma 6.1.3. Die Winkelfunktionen sin und cos sind differenzierbar und
fiir alle x € R gult:

sin’ z = cosx und cos’ x = —sinz.

Beweis. Wir zeigen zunéchst sin’(0) = 1. Dazu betrachten wir zunéchst fiir
x € (0,7/2) die folgende Skizze am Einheitskreis
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sinx

CoS T
Die Flache A; des kleineren Dreiecks ldsst sich dann durch

A= §cosxsina;

ho— sz y11d damit ist die

berechnen. Nach dem Strahlensatz gilt ferner h = 7 = >+

Flache As des grofleren Dreiecks

1 sinxzx
Ag = = .
2 coszx

SchlieBlich ist die Flache A, des Kreissegments proportional zum Winkel,
und da der Einheitskreis die Flidche m und den Umfang 27 hat, gilt folglich

é T

T or

Aus A; < Ay < Aj schlieffen wir nun coszsinz < x < % und damit auch

sin 1
cosx < < )
x cos T
Wegen lim,_,o+ cosx = 1 folgt
. sinz —sin0 . sinz

lim ——— = lim =1

z—0t x—0 z—0t T
und wegen w = 2 gilt das gleiche fiir die linksseitige Ableitung.

Als néchstes zeigen wir cos’(0) = 0. Dazu betrachten wir zunéchst

cosz—1 (cosz—1)(cosz+1)  —sin®z  sinz —sinz

T B x(cosx + 1) ~ 2(cosz + 1) r  cosz+ 1

fir z — 0.
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Mit diesen Vorbereitungen und den Additionstheoremen konnen wir nun
schlieflen:

sin(z +h) —sinz | sinxcosh+ cosxsinh —sinx
im = lim
h—0 h h—0 h
) . cosh—1 . sinh
=sinz lim ——— + cosx lim ——
h—0 h h—0
= CcosT
Der Beweis fiir cos’ x = — sin z ist analog. O

6.1.3 Lineare Approximation

Aus der Schule ist bekannt, dass die Ableitung f’(x¢) als Anstieg der Tan-
gente am Graphen der Funktion im Punkt (zo, f(x)) interpretiert werden.
Diese Gerade g ist durch die Gleichung

g(z) = f'(xo)(x — o) + f(w0), reR

gegeben. Bildet man die Differenz zwischen beiden Funktionen, so erhélt man
den Approximationsfehler

Ry (z) = g(x) — f(z) = ['(z0)(x — x0) + f(20) — f(2)

und die Definition der Differenzierbarkeit bedeutet gerade, dass

T 1 COR (f’(:cg) - M) =0 (6.1.1)

x—=x0 T — T T—TQ Tr — X

gilt. Man sagt, der Fehler sei klein-o von = — xy und schreibt
Ri(z) = o(z — xg), T — o,

Der Approximationsfehler konvergiert also schneller als linear gegen 0. Ferner
zeigt eine analoge Rechnung, dass jede andere lineare Approximation

a(x) =m - (x — xo) + f(70)

von f im Punkt xg keinen o(z — xy) Fehler hat.

Ferner zeigt der folgende Satz, dass die Differenzierbarkeit in xq sogar dquivalent
zur linearen Approximierbarkeit in zy mit o(z — xg) Fehler ist.

Satz 6.1.4. Seien f : [a,b] - R und x¢ € (a,b). Dann sind dquivalent:
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i) f ist in xq differenzierbar

ii) Es existiert eine Konstante ¢ € R und eine Funktion ¢ : [a,b] — R mit
o(x) = o(z — xg) fiir x — xo, so dass

f(x) = f(zo) + ¢ (x —x0) + p(x), z € [a,b]. (6.1.2)
In diesem Fall ist ¢ = f'(xp).
Beweis. i) = ii). Fiir ¢ = f'(x¢) und ¢(x) := R;(z) haben wir dies in (6.1.1)

gezeigt.

ii) = i). Einsetzen von (6.1.2) in den Differenzenquotienten ergibt

fl@) = flao) _c-(@=z0)tor) . o)

Fiir x — x( folgt dann die Behauptung. O

Korollar 6.1.5. Ist f : [a,b] — R in zy € (a,b) differenzierbar und ¢ :
la,b] = R gemaf$ (6.1.2). Dann ist f in xy stetig und es gilt

o). - — o], x € [a,b].
r — X

[f(x) = flzo)| < e+

Beweis. Mit (6.1.2) gilt

) = S = e+ (2 = a0) + 9(0)| = | (e 2L - (o= ).

r — Tg

Damit folgt die Ungleichung und die Stetigkeit ist eine direkte Konsequenz
der Ungleichung und der Eigenschaften von . O]

Man kann explizit Funktionen angeben, die stetig aber in keinem Punkt
differenzierbar sind. Ein Beispiel hierfiir ist die sogenannte Weierstraf3-
Funktion. Die vom Wiener-Prozess, der auch als Brown’sche Bewe-
gung bekannt ist, erzeugten zufilligen Funktionen sind mit Wahrscheinlich-
keit 1 in keinem Punkt differenzierbar.

6.1.4 Rechenregeln und weitere Beispiele

Wie schon bei Grenzwerten, Reihen und der Stetigkeit kann die Betrachtung
von Ableitungen erheblich durch einige wichtige Rechenregeln vereinfacht
werden.
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Satz 6.1.6. Seien f,g: [a,b] — R inzg € (a,b) differenzierbar und o, B € R.
Dann gilt:

i) Linearitdt: Die Linearkombination of + Bg ist in xqy differenzierbar
und es qilt

(af +B9) (z0) = af'(z0) + B9 (x0) -
it) Produktregel: Das Produkt fg ist in x¢ differenzierbar und es gilt
(f9)'(x0) = f'(w0)g(w0) + f(z0)g (20) -

iii) Quotientenregel: Fulls g(xy) # 0 gilt, so ist der Quotient L

7 m To
differenzierbar mit

i / 2 — J'(x0)g(z0) — f(0)g'(20)
(g) (&) (g(x0))? '

Beweis. 1i). Folgt sofort aus der Linearitdt des Grenzwertes, siehe Satz 4.1.7.

ii). Addieren von 0 = — f(x0)g(x) + f(x0)g(x) im Zahler ergibt

lim f(x)g(x) — f(x0)g(x0)

T—x0 T — :L'O

o F@g(@) = fao)g(a) + fao)g(@) = f(ro)g(ro)

T—TQ Tr — 2o
= i LI iy iy A= 0020)

= f'(z0)g(xo) + f(z0)g (z0),

da ¢ als in xq differenzierbare Funktion dort auch stetig ist, sieche Korollar
6.1.5.

ii1). Fir den Spezialfall f =1 gilt

1 1

. X X .
lim 4®)__9@o) _ i
T—T0 r — g T—T0 T — 2o

o) —glw) A 1
@) ! e

wobei wegen g(xg) # 0 und der Stetigkeit von g in zy auch g(z) # 0 fiir

alle hinreichend kleinen Absténde |z — x| gilt. Mit 1) folgt der allgemeine
Fall. O]
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Fiir k € Ny ist die g(x) := 2% differenzierbar und es gilt
go(x) = ka1t (6.1.3)

Fiir k& € {0, 1} hatten wir dies schon gesehen, und ist die Aussage fiir & schon
bewiesen, so folgt mit der Produktregel:

Grr (@) = (g - 91) () = gi(@)g1(2) + gr(2)g) () = ka* o + 2% = (k + 1)a".

Mit der Linearitét sind damit auch Polynome p(z) = Y )_, axz® differenzier-
bar mit

p(x) = Z kaga™t, r €R. (6.1.4)
k=1

Zudem gilt mit der Quotientenregel, dass fiir k& € N die Funktion fi(z) =
ko _1

7% = —— in x # 0 differenzierbar ist mit
gr ()

, 1 / / k k—1 1
i) = () @) == B = — e,

Insgesamt gilt also (6.1.3) fiir alle k € Z.

sinx

Die Funktion tanz = 2% ist nach der Quotientenregel in allen x € R mit
sinz # 0 differenzierbar und mit wegen sin? z + cos®> x = 1 gilt

2 .2
COoS“ T + sIn“ x 1
tan’ x = oy =% = 1+tan’z. (6.1.5)

252 4y allen x € R mit cosz # 0 differen-

sinz

Analog ist der Kotangens cot z =
zierbar und es gilt

cot' x = = —1—cot’z. (6.1.6)

sin?

Das folgende Resultat, das als Kettenregel bekannt ist, betrachtet die Dif-
ferenzierbarkeit von Kompositionen:

Satz 6.1.7. Seien f : R — R und g : R — R Funktionen, so dass f in xq
differenzierbar und g in f(xo) differenzierbar ist. Dann ist x — go f(z) in
xo differenzierbar und es gilt

(g0 f)(20) = g'(f(x0)) - f'(o)-
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Intuitiv folgt die Aussage sofort aus

g @) =g @) g (@) — g () f@) = flo)

T—xo xr — X T—To f([L‘) — f(l‘o) Tr — 2o
= ¢'(f(20)) f'(wo)-

Das Problem an dieser Argumentation ist nur, dass aus x # xq nicht f(z) #
f(zo) folgt, und somit der erste Differenzenquotient nicht definiert sein muss.

Beweis. Wir fixieren eine Folge (z,,)neny mit z, — o und z, # x, fir alle
n > 1. Ferner schreiben wir y,, := f(x,) und yo := f(x¢). Um mit dem Fall
f(z,) = f(xo) umgehen zu konnen, definieren wir ¢g* : [a,b] — R durch

9W=9Wo)  fa1lg ¢ £ gy,
gy) =4 % ’
J'(Yo) falls y = yo .

Damit gilt ¢*(yn) = ¢'(v0) = ¢'(f (o)) fiir n — oo und

9W) —9(wo) = 9" () - (y — o) , yeR
Fiir y =y, = f(z,) ergibt dies
U E) g G) 0 ) () — (w0)

f(@n) = f(zo)

= lim ¢*(y,) - lim

n—o0 n—oo T — $0
= g'(f(20)) - f'(zo0) -
Da die Wahl der Folge beliebig war, folgt die Behauptung. ]

Satz 6.1.8. Ist f : [a,b] — R streng monoton und differenzierbar und gilt
f'(z) # 0 auf (a,b), so ist die Umkehrfunktion g := f~! ebenso differenzierbar
und es gilt

fiir alle y € f((a, b)), wobei f((a, b)) das Bild von (a,b) unter f ist.

Falls wir schon wissen, dass g differenzierbar ist, folgt die Formel aus g(f(z)) =
x = id(x) und der Kettenregel

1=id'(z) = (g0 f)(z) =g (f(2)) - f'(z) = g'(y) - ['(9(¥)),
wobei im letzten Schritt y := f(z), d.h. g(y) = f~1(f(z)) = z gesetzt wurde.
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Beweis. Sei (Yn)neny mit y, # y und y,, — y. Wir schreiben z,, := ¢g(y,) und
x:=g(y). Wegen y,, # y gilt dann z,, # = und da g nach Satz 5.2.7 stetig ist
haben wir auch z,, — x. Es folgt dann

. glye) —gly) r—x, 1 1
lim &=———= = lim == .
I nooo flan) — f(z)  f(x)  f'9(y)
Da die Wahl der Folge beliebig war, folgt die Behauptung. O]

Da die Logarithmusfunktion In : (0, 00) — R die Umkehrfunktion der Expo-
nentialfunktion exp : R — (0, 00) ist und diese differenzierbar mit exp’(x) =
exp(z) # 0 fiir alle x € R ist, siche Lemma 6.1.2 und Korollar 5.3.3, ist die
Logarithmusfunktion differenzierbar und es gilt

1 1 1
) )~ eem) v (617
Die Arkussinusfunktion arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] ist differenzierbar
arcsin’(y) = — L , = L : - 1
sin’(arcsiny)  cos(arcsin y) \/1 — sin?(arcsin y)
- (6.1.8)

V1—y?’
wobei wir cosx > 0 fiir x € [—7/2, 7/2] ausgenutzt haben. Analog gilt:
1

arccos y = ——— 6.1.9
y — (6.1.9)

Der Arkustangens arctan : R — R ist die Umkehrfunktion von tan einge-

schrénkt auf [—7, 7].

/ Yy tan x
/x y

Wegen der zweiten Identitdt in (6.1.5) ist die Ableitung durch

1 1 !
tan'(y) = - -
arctan’(y) tan/(arctany) 1+ tan?(arctany) 1+ 12

arctany

fiir alle y € R gegeben.
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6.2 Hauptsitze

6.2.1 Extrema

Aus der Schule ist bekannt, dass sich Minima und Maxima mit Hilfe der
Ableitungen finden lassen. Dies wollen wir nun untersuchen.

Definition 6.2.1. Sei I ein Intervall, f: I — R und xo € I. Dann hat f in
To ein:

i) lokales Maximum, falls es ein 6 > 0 gibt mit, so dass fiir alle x € 1
mit |x — x| < § gilt
f(z) < flxo).
Gilt diese Ungleichung sogar fir alle x € I, so hat f in xq ein globales
Mazimum.

ii) lokales Minimum, falls —f ein globales Maximum in xo hat, d.h. es
gibt ein 6 > 0, so dass fir alle x € I mit |x — xo| < § gilt

f(x) = f(xo).
Gilt diese Ungleichung sogar fiir alle x € I, so hat f in xy ein globales
Minimum

In beiden Fillen sprechen wir von lokalen bzw. globalen Extrema.

Offensichtlich ist jedes globale Maximum auch ein lokales Maximum, und die
Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Der folgende Satz liefert ein notwendiges Kriterium zum Finden eines lokalen
Extremums.

Satz 6.2.2. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Hat f in xy € (a,b) ein lokales
Extremum, dann gilt f'(xq) = 0.

Beweis. Es reicht den Fall eines Maximums in zy zu betrachten. Sei nun
d >0, so dass (g — d, 20+ 0) C (a,b) und

fx) < f(xo)

fir alle z € (g — d,x9 + 0) gilt. Fiir z < z( gilt dann %ﬁxo) > 0, und
daher folgt
F(xo) = lim f(@) = f(zo) > 0.

T—x0T r — Xy
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Analog finden wir

und zusammen ergibt dies f'(zg) = 0. O

Dieses notwendige Kriterium fiir Extrema erlaubt es, Kandidaten fiir Extre-
ma als Nullstellen der Ableitung zu bestimmen. Wir bezeichnen Nullstellen
der Ableitung von f deswegen als kritische Punkte.

Um ein Beispiel zu betrachten, sei f : R — R die durch Wir suchen Extrema
der Funktion

x
=1 rer
definierte Funktion. Etwas Rechnen zeigt, dass die Ableitung dann
1— 22
/ j—
f(l‘) - (1+.’L‘2)2

ist. Potentielle Extrema liegen daher nur in x = +1 vor, alle anderen Punkte
sind ausgeschlossen. Aus (1 — x)2 > 0 folgt nun 1 + 22 > 22 und damit

x 1

= < Z

1+22 7~ 2

/() = f(1),

d.h. f hat ein globales Maximum in 1. Analog kann man zeigen, dass f in
—1 ein globales Minimum hat.

6.2.2 Mittelwertsatz

Der folgende Satz ist als Mittelwertsatz bekannt und spielt eine wichtige
Rolle in unseren weiteren Uberlegungen.

Satz 6.2.3. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar. Dann existiert ein
xo € (a,b) mit

1) = fa)

f(wo) = b—a

Beweis. Wir betrachten die Funktion F': [a,b] — R, die durch

f(0) — f(a)

Fla) = f(z) - 25—

(x —a), x € [a,b]
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definiert ist. Dann ist F' stetig und differenzierbar mit

f(b) - f(a)

F'(z) = f'(z) — P (6.2.1)

und es gilt F'(a) = f(a) = F(b).

Falls nun F(z) = f(a) fir alle x € (a,b) gilt, so hat z.B. F' ein lokales
Maximum in zg := (a+ b)/2 und nach Satz 6.2.2 gilt F'(zy) = 0. Mit (6.2.1)
folgt die Behauptung.

Falls es ein z € (a,b) mit F(x) # f(a) gibt, betrachten wir zunéchst den
Fall F(z) > f(a). Da F nach Satz 5.2.8 sein globales Maximum in einem
zo € [a,b] annimmt, gilt dann F(zg) > F(z) > f(a) = F(a) = F(b), und
damit =g € (a,b). Mit Satz 6.2.2 folgt F'(zo) = 0 und (6.2.1) liefert die
Behauptung.

Der Fall F(z) < f(a) ist analog iiber globale Minima zu zeigen. O

Der folgende Spezialfall des Mittelwertsatzes mit f(a) = f(b) wird als Satz
von Rolle bezeichnet.

Korollar 6.2.4. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar. Gilt nun f(a) =
f(b), so existiert ein xo € (a,b) mit f'(xy) = 0.

Eine weitere wichtige Folgerung betrifft das Monotonieverhalten differenzier-
barer Funktionen.

Korollar 6.2.5. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

i) Es gilt f'(x) > 0 fir alle x € (a,b) genau dann, wenn f monoton
wachsend 1st.

it) Falls f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend.

iti) Es gilt f'(x) =0 fir alle v € (a,b) genau dann, wenn f konstant ist.

Analog lassen sich durch Betrachtung von — f auch fallende Funktionen durch
negative Ableitungen beschreiben. Die Riickrichtung in i) ist falsch, wie
z.B. das Beispiel z + 23 in x = 0 zeigt.

Beweis. “="). Wir wéhlen z1,xs € (a,b) mit z; < xs und betrachten die
eingeschrénkte Funktion f|j, 4,). Diese ist differenzierbar und ihre Ableitung
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gleich f|’(x171,2). Insbesondere ist die Einschrankung nach Korollar 6.1.5 auch
stetig. Der Mittelwertsatz 6.2.3 liefert daher ein £ € (21, 22) mit

f2) = f(21) = f/(&) - (w2 —x1) .

Wegen x5 —x1 > 0 kdnnen dann die einzelnen Aussagen “abgelesen” werden.

“<”). Fiir konstante Funktionen wissen wir bereits, dass ihre Ableitung
gleich 0 ist. Ist wiederum f monoton wachsend, so gilt

f(z) — f(xo)

T — 2o

>0

fir alle z,z9 € (a,b) mit © # x,. Daraus folgt f'(zo) > 0 fiir alle zy €
(a,b). O

Sei f: R — R die durch

definierte Funktion. Dann gilt

V1+a2 —p—22 1

2./ 1422

!/
— = O
f(z) 1+ 22 (1 + x2)3/2 >

und damit ist f streng wachsend.

Mit diesen Einsichten kénnen wir nun die folgende, hinreichende Bedingung
fiir ein lokales Maxima beweisen.

Satz 6.2.6. Sei f : (a,b) — R differenzierbar und es gelte f'(xq) = 0 fir ein
xo € (a,b). Gibt es nun ein 6 > 0 mit

f(z) >0, x € (xg — 0, 10)
und
f/(ili’> < O, xr € (iCo,.I'o +(5>,

so besitzt f in xg ein lokales Mazimum.

Beweis. Nach Korollar 6.2.5 ist f auf (xg—0, z¢) streng wachsend, d.h. f(z) <
f(zo) fiir alle x € (zg — 0, z0).

Nach Korollar 6.2.5 ist f auf (zg,x¢ + 0) streng fallend, d.h. f(z¢) > f(x)
fir alle x € (zg, zo + 9).

Insgesamt hat f daher ein lokales Maximum in . O
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Wir hatten schon gesehen, dass die Exponentialfunktion die Gleichung exp’ =
exp erfiillt. Der folgende Satz zeigt, dass die Exponentialfunktion die einzige
Funktion f mit f' = f und f(0) =1 ist.

Satz 6.2.7. Ser f : R — R eine differenzierbare Funktion, fir die es ein
c € R gibt mit

F(@) = cf (), TER.
Dann gilt f(z) = f(0) - exp(cz) fir alle z € R.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g(x) := f(z) - exp(—cz) fiir z € R. Es
gilt dann mit der Produktregel

g'(z) = f'(x) - exp(—cx) — cf (x) - exp(—cx)
= (f'(z) = cf(x)) - exp(—cz)
=0

fiir alle x € R. Damit ist g nach Korollar 6.2.5 konstant. Wegen ¢(0) = f(0)
folgt g(z) = f(0) fiir alle x € R und ein einfaches Umstellen dieser Identitét
liefert die Behauptung. ]

Die folgende hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema ist schon aus der
Schule bekannt. Fiir ihre Formulierung sagen wir, dass eine Funktion f :
(a,b) — R stetig differenzierbar ist, falls f differenzierbar ist und f’ stetig
ist. Analog ist f zweimal stetig differenzierbar, falls f stetig differenzier-
bar ist und f” auch stetig differenzierbar ist.

Schlielich sagen wir, dass eine Funktion f : [a,b] — R stetig differenzierbar
ist, wenn f stetig ist, fi.p) stetig differenzierbar ist und es eine stetige Funk-
tion ¢ : [a,b] — R gibt mit g(x) = f'(z) fur alle z € (a,b). Insbesondere ist
also die Ableitung f’ beschriankt nach Satz 5.2.8. Analog ist zweimal stetig
differenzierbar definiert.

Satz 6.2.8. Sei f : (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar. Ferner sei
xg € (a,b) mit f'(zo) = 0. Dann gilt:

i) Im Fall f"(x¢) < 0 besitzt f in x¢ ein lokales Mazimum.

it) Im Fall f"(xo) > 0 besitzt f in xq ein lokales Minimum.

Der Vorteil des Satzes 6.2.8 gegeniiber Satz 6.2.6 ist, dass er nur mit dem
Vorzeichen der zweiten Ableitung im Punkt z, arbeitet. Dieses ist haufig
einfach zu bestimmen. Jedoch benéttigen wir zweifache stetige Differenzier-
barkeit der Funktion f um ihn anzuwenden und er liefert auch keine Aussage,
falls f”(zo) = 0 gilt.
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Beweis. Wir zeigen nur ), da i) durch die Betrachtung von — f folgt.

Da f” stetig ist mit f”(x¢) > 0, existiert fiir € := f"(z0)/2 > 0 ein 6 > 0 mit
|f"(xo) — f"(x)] < e fiir alle x € (xg — 6, x9 + J). Fiir solche z folgt

fwo) < f'(@) + &= f"(x) + f"(x0)/2
und damit f”(x) > 0. Damit ist f’ nach Korollar 6.2.5 streng wachsend auf
dem Intervall (zg — 0, x¢ + 0).

Da f'(zg) = 0 vorausgesetzt ist, folgt also f'(x) < 0 auf (zg — J,29) und
f'(x) > 0 auf (xg,zo + 0) und mit Satz 6.2.6 angewendet auf —f folgt die
Behauptung. O

Zum Schluss geben wir noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes an,
die fiir einige spéatere Beweise wichtig sein wird.

Satz 6.2.9. Seien f,g : [a,b] — R stetig und differenzierbar. Sei weiter
g (z) # 0 auf (a,b). Dann existiert ein £ € (a,b) mit

Beweis. Wére g(b) = g(a), so gébe es nach dem Satz von Rolle 6.2.4 ein
¢'(z) = 0. Da wir dies ausschlieBen, folgt ¢(b) # g(a). Damit ist die Funktion

@
Pla) = (o) - L= )
auf ganz [a,b] definiert und auf (a, b) differenzierbar. Wegen
vt SO @ )~ )
Flo) - FO) = @) - 20 =S8 @) - 0+ L0218 00)
) 1)~ fa@)
= @)= 0 = L= (g(a) g0

d.h. F(a) = F(b), existiert nach dem Satz von Rolle 6.2.4 ein £ € (a,b) mit
F’(¢) = 0 und damit folgt

Ein einfaches Umformen liefert dann die Behauptung. O
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6.2.3 Intermezzo: Konvexitit

Definition 6.2.10. Se: I C R ein Intervall. Dann heifit f : [ — R konvex,
falls fir alle o, x1 € I und alle t € [0, 1] gilt

F((L=t)xo 4+ tzr) < (1 —1t)f(mo) +tf(21). (6.2.2)

Die Funktion heifit strikt konvex, falls die obige Ungleichung strikt ist.
Schlieflich heifst f (strikt) konkav, falls —f (strikt) konvex ist.

Die Definition lésst sich von Intervallen auf Vektorrdume verallgemeinern.
Offensichtlich sind affin linear Funktionen sowohl konvex als auch konkav,
aber in beiden Féllen ist dies nicht strikt. Schliefllich ist die Ungleichung
(6.2.2) sowohl fiir zy = x; als auch fiir t € {0,1} immer erfiillt.

Konvexe Funktionen spielen in vielen Bereichen eine wichtige Rolle, u.a. weil
es fiir solche Funktionen effektive Algorithmen zum Finden von Minima gibt.

Der folgende Satz liefert ein einfaches hinreichendes Kriterium fiir die Kon-
vexitat.

Satz 6.2.11. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann ist f genau dann
konvex, wenn f' monoton wachsend ist.

Man beachte, dass sich Satz 6.2.11 mit Korollar 6.2.5 angewendet auf f
verbinden léasst. Dies zeigt, dass eine zweimal differenzierbare Funktion f :
(a,b) — R genau dann konvex ist, falls f”(z) > 0 fiir alle z € (a, b) gilt.

Beweis. Seien f konvex, xg,z1 € (a,b) mit g < 1 und ¢ € (0,1). Dann gilt

S =t)zo + tay) < (1 —1)f(xo) +tf(21)
und damit auch

f(zo + t(z1 — xo)) — f(0)

t- (%1 _«TO)

(21— w0) < f21) = f(20) -

Fiir t — 0 folgt

Plag) < L) = Fan) _ (o) = f()

Tr1 — X o — I1

und fiir g — x1 damit auch f'(zq) < f'(z1).
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Sei nun f” monoton wachsend. Fiir z¢, z1 € (a,b) mit o < z; und t € (0,1)
schreiben wir z; = (1 — t)xzg + tzy. Es gilt dann a; € (zo,21) und der
Mittelwertsatz 6.2.3 liefert damit & € (xg, x;) und & € (x4, 1) mit

f(xt) B f(mO) _ f/<€0) < f’(&) _ f(xl) — f(xt) ]

Ty — o L1 — 2t
Wegen z; — o = t(x; — o) und 3 — 2 = (1 — t)(z1 — z0) folgt

fw) = flwo) _ flan) = f()
t - 1-—1

und damit (1—1)(f(z¢) — f(x0)) < t(f(x1)— f(2¢)). Dies wiederum impliziert

fla) < (L=1)f(wo) +1f(21),

was der Konvexitéats-Ungleichung (6.2.2) entspricht. O]

6.2.4 Die Regel von de L’Hospital

Die Regel von de L’Hospital liefert eine elegante Moglichkeit zur Berechnung
von Funktionsgrenzwerten, die in Form unbestimmter Ausdriicke

0 o0

0’ =’ 0- o0, o0 — 00, o’ 0°, 1%
erscheinen. Die Regel von L’Hospital fiir Quotienten ergibt sich als An-
wendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Wie bei den elementaren
Grenzwertséitzen liefert sie eine Methode zur Berechnung von Grenzwerten,
die gleichzeitig deren Existenz mit beweist. Es ist jedoch Vorsicht geboten,
die Voraussetzungen der Regel sind in jedem Schritt zu priifen.

Satz 6.2.12. Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und es gelte

lim f(z) = lim g(z) =0 (6.2.3)
r—b— r—b—
und ¢'(x) # 0 fir x < b. Existiert dann der Grenzwert lim, ;- %, so qilt

lim @) = lim S(@)
a=b g(x)  amb g'(x)

Eine analoge Aussage gilt fiir rechtsseitige Grenzwerte. Ferner gilt die Aus-
sage auch, falls lim,_,;- % ein uneigentlicher Grenzwert ist.
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Beweis. Wegen (6.2.3) konnen wir f und g auf (a, b] durch f(b) := g(b) :=0
stetig fortsetzen. Im folgenden nehmen wir an, dass wir dies getan haben.
Sei nun (z,)neny C (a,b) mit z, — b. Wenden wir den verallgemeinerten
Mittelwertsatz 6.2.9 auf die Einschrinkungen von f und g auf [z,,b] an, so
existiert ein &, € (x,,b) mit

Ferner impliziert z,, — b die Konvergenz &, — b und damit folgt

lim M = lim f1e)
b g(x) b g'(§)

Da die Folge (2, )nen beliebig war, folgt die Behauptung,. O
Satz 6.2.13. Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und es gelte

lim f(z) = lim g(z) = 00

rz—b— r—b—

und ¢'(z) # 0 fir x < b. Existiert dann der Grenzwert lim, ;- %, s0 gilt

()

!/
lim ——= = lim @) .
e—b— g(x)  amb- ¢'(2)

Eine analoge Aussage gilt fiir rechtsseitige Grenzwerte. Ferner gilt die Aus-

sage auch, falls lim, ;- g :gg ein uneigentlicher Grenzwert ist oder b = oo

ist.

Der Beweis ist etwas aufwendiger als der von Satz 6.2.12 und wird aus Zeit-
griinden daher {ibersprungen.

Betrachten wir schliellich ein paar Beispiele. Mit Satz 6.2.13 finden wir

1 1
lim z Inz = lim ¥ = lim % = lim (—xz) = 0. (6.2.4)
z—0*t z—07t p xz—07F = z—07F

Dabei wurde der gegebene unbestimmte Ausdruck der Form 0 - co in einen
Quotienten der Form 22 umgeschrieben.
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Mit Satz 6.2.12 finden wir z.B.:

1 In(z +1) — In(z — 1 -
lim <x1n“’+1): fi 2D T gy, ST

T—00 x T—00 = T—00 —=
X X
x? x?
= lim —
zmoo \x—1 x+1
_ 212
= lim

Hier wurde der gegebene unbestimmte Ausdruck der Form 0 - oo in einen

Quotienten der Form (9) umgeschrieben.

Manchmal fithrt die Anwendung einer der Regeln leider nicht zum Erfolg.
Der Versuch Satz 6.2.12 wiederholt zu benutzen fiihrt in diesem Beispiel zu

. e—l/:c
lim
z—0t X
— 1 _
‘ e 1/$I_2 . e 1/x
= lim = lim 5
z—0t 1 =0+t X
— 1 _
' e l/mP ‘ e 1/z
= lim = lim 3
=0t 2T z—0t 2%
. e—l/maci2 . e—l/m
= lim S = lim 1
z—0t 6x rz—0+ Ox

Der Ausdruck wird also mit jeder Anwendung von Satz 6.2.12 komplizierter.
Wendet man stattdessen Satz 6.2.13, so ergibt sich

_ 1 1
. el ) = ) -2 . 1

lim = lim == lim = lim o = 0

0t X e—0t eMT a0t —el/Th a0t el/e

6.2.5 Anwendung: Kurvendiskussion

Eine Anwendung der Differentialrechnung sind Kurvendiskussionen. Darun-
ter verstehen wir die Analyse eines gegebenen Funktionsausdrucks auf wich-
tige Eigenschaften und die daraus abgeleitete Darstellung des Funktionsgra-
phen. Interessant sind dabei:

i) Definitions- und Wertebereich
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i1) Symmetrie-Eigenschaften (gerade oder ungerade Funktionen, Spiegel-
symmetrien zu anderen Punkte oder senkrechten Linien, Periodizitét)

iii) Stetigkeit und Stetigkeitsintervalle, eventuelle Definitionsliicken, Pol-
stellen

iv) Nullstellen, Schnittpunkt mit der y-Achse
v) Extremalstellen und Monotonieintervalle

vi) Konvexitatsintervalle. Ist die Funktion zweifach differenzierbar, so sind
die Konvexitétsintervalle gerade die Monotonieintervalle der Ableitung.

vii) Wendepunkte (und Wendetangenten), dabei sind Wendepunkte gera-
de die Punkte, in welchen sich das Konvexitdtsverhalten éndert, die
Funktion also von konvex zu konkav wechselt

viii) asymptotisches Verhalten an den Rdndern des Definitionsbereiches, da-
mit meint man Grenzwerte der Funktion oder einfachere Funktionen,
welche den Verlauf der gegebenen Funktion asymptotisch beschreiben

iz) eine Skizze der Funktion und ggf. ihrer Ableitungen.

Oft hilft das Abarbeiten dieses Programmes eine unbekannte Funktion zu
verstehen.

Wir geben ein Beispiel und untersuchen die Funktion

_333—2x2—33+2

flo) = =2
definiert auf der Menge Dy = R\ {—2}.

Sie ist auf R\ {—2} stetig und besitzt in = —2 eine Polstelle erster Ordnung,
da

lim (x +2)f(z) = lim (2° —22° —2+2) = =12 # 0

T——2 T——2

gilt.

Wegen f(0) = 1 schneidet der Graph der Funktion die y-Achse im Punkt
(0,1) und die Funktion f erfiillt

fla)=0 & 2*-222—-z+2=(z—-1)(z+1)(z—2)
=0
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und besitzt damit die Nullstellen £ = £+£1 und z = 2.

Das asymptotische Verhalten der Funktion f(z) fiir grofle Werte von z ergibt
sich durch Polynomdivision

_x3—2:v2—x+2 12

2
— 2 g7 2
x+2 v v r+2

/(=)
fiir z — +oo nihert sich der Graph der Funktion der Parabel g(z) = z? —

4z + 7. Fiir £ — —2 verhilt sich die Funktion wie h(z) =19 — 2.

Zum Bestimmen kritischer Punkte, sowie der Monotonie- und Konvexitéitsintervalle,
leiten wir die Funktion f ab. Das ergibt

3z —dz —1)(x+2) — (2 —22* —x +2) 22°442® —8r—4

f'(x) =

(x +2)2 (x 4 2)?
und
() = (62% + 8x — 8)(x + 2)? — 2(22° + 422 — 8z — 4)(z + 2)
- (z+2)"
B 203 4+ 1222 4+ 242 — 8
B (x+2)3 ’

Potentielle Extremalstellen ergeben sich aus den Nullstellen der ersten Ab-
leitung. Es gilt

fllz)=0 < 22°+42* —8x—4=0

Dies liefert drei Nullstellen, da 2® + 22% — 42 + 2 fiir # — oo gegen oo
strebt und an der Stelle x = —1 positiv und in x = 1 negativ ist. Bestimmt
man diese ndherungsweise, so ergibt sich

€T~ —3]_,
To ~ —0.43,
rg3 ~ 1.51.

Aufgrund der Vorzeichen ist die Funktion auf (—oo, x;) streng monoton fal-
lend, auf (x1, —2) streng monoton steigend, auf (—2, x2) streng monoton stei-
gend, auf (5, x3) streng monoton fallend und auf (x3, 00) wiederum streng
monoton steigend. Bei x; und x3 liegen also lokale Minima vor, bei x5 ein
lokales Maximum.

Alternativ kann man natiirlich auch einfach f”(x;) betrachten, um diese Ex-
trema zu bestimmen.



6.2. HAUPTSATZE 165

Die zweite Ableitung besitzt nur eine reelle Nullstelle
f'(r)=0 & 2°+62°+12r —8=0,
da ihr Zahler wegen
(z° +62° + 122 — 8)' = 32° + 122+ 12 =3(z +2)? > 0

fir alle z € R\ {2} streng monoton wachsend ist. Diese eine Nullstelle befindet
niherungsweise bei z, ~ 0,3 und es gilt fiir den Zihler von f”, dass x® +
622 + 122 — 8 < 0 genau dann, wenn x < z,. Der Nenner (z + 2)% von f”
andert wiederum sein Vorzeichen von negativ auf positiv bei x = —2. Damit
ist f” > 0 auf (—o0, —2) U (z4,00) und f” < 0 auf (=2, z,). Insgesamt ist
daher die Funktion f auf (—oo, —2) und auf (z,, co) konvex und auf (-2, x,.)
konkav.

Skizze: Dargestellt sind in blau die Funktion f(x), in rot die fiir groe |z|
asymptotisch dquivalente Funktion g(z) und in griin die den Pol beschreiben-
de Funktion h(x). Die beiden Achsen haben verschiedene Mafstidbe, um das
Verhalten der Funktion iiber einem groflerem Bereich darstellen zu kénnen.
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Kapitel 7

Integration

7.1 Das Riemann-Integral

7.1.1 Unter- und Ober-Summen

Wir wollen fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R den Flécheninhalt zwi-
schen dem Graphen und der x-Achse bestimmen. Dabei sollen Flichen iiber
der Achse positiv und Flachen unter der Achse als negativ gezéhlt werden.

Die Idee ist dabei die folgende: Wir zerlegen das Intervall [a, b] mit Hilfe von
Zwischenstellen

Z a=20< T <T9<--<aTN_1<TN=D (7.1.1)
und approximieren den Flacheninhalt von unten und von oben durch ent-
sprechende Summen von Rechtecksflédchen.
Im folgenden bezeichnen wir eine solche Zerlegung von [a, b] mit dem Buch-

staben Z und nennen

oB) = o= i

die Feinheit der Zerlegung Z.

Betrachten wir beispielsweise die durch z; := a + i - b_T“ fir¢i =0,...,N
gegebene dquidistante Zerlegung Z, so gilt 6(Z) = (b —a)/N.
Haben wir zwei Zerlegungen Z; und 25, die durch xy,...,zy und yo, ..., ynm
beschrieben sind, so schreiben wir

21CZQ < {l’o,...,l'N}C{yo,...,yM}.

167
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In diesem Fall heifit Z5 Verfeinerung von Z; und es gilt §(2;) > §(2,).

Eine Moglichkeit, eine Verfeinerung zu konstruieren ist die Vereinigung
Z1 U Zy der Zerlegungen Z; und Z,, die durch die Vereinigung

{z0,..., 2k} =A{x0,.. ., an} U{vo, ... ym}

der Zwischenstellen entsteht. Hierbei erfiillen die Zwischenstellen der Verei-
nigung wieder a = 29 < 21 < -+ < zg_1 < zg = b, was durch Sortieren und
eliminieren doppelter Elemente immer erreichbar ist, vgl. Abbildung 7.1.

Offensichtlich gilt Z; C Z, U Z5 und 25 C Z; U Z5. Die Vereinigung zweier
aquidistanter Zerlegungen ist im Allgemeinen keine dquidistante Zerlegung
mehr, siehe wieder Abbildung 7.1.

Sei nun f : [a,b] — R eine Funktion und Z eine Zerlegung mit den Bezeich-
nungen aus (7.1.1). Dann betrachten wir Darboux’sche Obersumme

N

I(f) = Z(ﬂ% —ak-1)  sup  f(§)

k=1 §€lxp_1,71]

und die Darboux’sche Untersumme

N
12(f) = ;m — ) b f(6).
Offensichtlich gilt, siche auch Abbildung 7.2
L(f) <TE(f). (7.1.2)
Wegen inf(—A) = —sup A, siehe (2.4.1), gilt ferner
—Iz(f) =T*(-f). (7.1.3)
Haben wir zwei Zerlegungen Z; C 2, so gilt ferner
L2,(f) < L,(f). (7.14)

I=1(f) 2 122(f)
siche wieder Abbildung 7.2

Das folgende Lemma nutzt die letzten beiden Beobachtungen aus, um (7.1.2)
zu verschérfen.

Lemma 7.1.1. Sei f : [a,b] — R. Dann gilt

sup{Iz/(f) | 2’ Zerlegung von [a,b]} < inf{IZ"(f) | 2" Zerlegung von [a,b]} .
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AL*'» : ++, y :+4l‘=e"+
1 1 1

Abbildung 7.1: Links: Aquidistante Zerlegung mit Feinheit 1/3. Mitte:
Aquidistante Zerlegung mit Feinheit 1/4. Rechts: Die Vereinigung der bei-
den Zerlegungen ist nicht mehr dquidistant.

Abbildung 7.2: Links: Darboux’sche Unter- und Ober-Summen fiir eine fe-
ste Zerlegung. Die Untersumme entspricht der Fléache der drei tiirkisfarbenen
Rechtecke wéahrend die Obersumme der Flidche der drei blauen Rechtecke
entspricht. Rechts: Die gleiche Obersumme und die Obersumme einer ver-
feinerten Zerlegung. Die resultierende Fldche der 7 braunen Rechtecke ist
kleiner als die der drei blauen Rechtecke.

Beweis. Seien Z' und Z” zwei Zerlegungen von [a, b]. Fir Z := Z'UZ" folgt
aus (7.1.4), (7.1.2) und (7.1.5) dann

Lz (f) <Iz(f) <T2(f) <T1Z(f).

Nimmt man dann zunichst das Supremum iiber alle Z’ und dann das Infi-
mum iiber alle Z”, so ergibt sich die Behauptung. ]

Mit diesen Betrachtungen kénnen wir nun die Integrierbarkeit von Funktio-
nen definieren.

Definition 7.1.2. Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifst Riemann-
integrierbar, falls fir jede Folge (Z,)nen von Zerlegungen Z, mit 6(Z,,) —
0 die Grenzwerte der zugeordneten Unter- und Obersummen existieren mit

lim Iz, (f) = lim I°(f) .

n—oo

Im folgenden sprechen wir hdiufig auch nur kurz von R-integrierbar.

Ist f : [a,b] — R eine konstante Funktion mit f(z) = ¢ fiir alle x € [a, b],
so gilt fiir jede Zerlegung 1z(f) = IZ(f) = c¢- (b — a). Damit ist f Riemann-
integrierbar.
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Das folgende Lemma stellt die Riemann-Integrierbarkeit in Bezug zu unseren
anfanglichen Beobachtungen.

Lemma 7.1.3. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und (Z,),>1 eine
Folge von Zerlegungen von [a,b] mit 6(Z,) — 0. Dann gilt

lim Iz (f) = sup{lz(f) | Z Zerlegung von [a,b]},

n—oo

lim I%"(f) = inf{I®(f) | Z Zerlegung von [a,b]}

n—oo

und damit sind auch das Infimum und das Supremum gleich.

Beweis. Wir schreiben

S :=sup{lz(f) | £ Zerlegung von [a,b]},
I := inf{I?(f) | Z Zerlegung von [a, b]} .

Fiir n > 1 gelten dann sofort die Ungleichungen

IZn(f) S S7
I<15(f),

und fiir n — oo erhalten wir damit

I < lim IP*(f) = lim Iz, (f) < S.

n—oo n—o0

Nach Lemma 7.1.1 gilt zudem S < I, was die Behauptung zeigt. O

In der Definition von Riemann-Integrierbarkeit muss die Existenz zweier
Grenzwerte gesichert werden. Dieses ist aber nicht notwendig, wenn wir fiir
eine Funktion f : [a,b] — R stattdessen

lim (IZ"( £) =1z ( f)) —0 (7.1.6)
n—oo

fir alle Folgen (Z,),>1 von Zerlegungen Z, von [a,b] mit §(Z,) — 0 wis-
sen. Um dies zu sehen, fixieren wir eine solche Folge (Z,,),en. Wiirde dann
die Folge der Obersummen nicht konvergieren, géibe es ein ¢ > 0 und eine
Teilfolge (2, )ren mit

P (f) > 1+, k>1.
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Dies impliziert mit (7.1.2) und Lemma 7.1.1

120 (f) = 1z, (N)| =T (f) =1z, (/) > T+ e — 1z, (/)
Z S+€—Ignk(f)
287

wobei wir im letzten Schritt die triviale Ungleichung Iz, (f) < S benutzt
haben. Dies widerspricht (7.1.6) und damit muss die Folge der Obsersummen
konvergieren. Dies wiederum ergibt wegen der Linearitdt des Limes

lim 1z, () = lim (12, () = 12(f)) + lim 12 (f) = lim 1%(f),

n—oo n—oo n—oo n—oo
wobel die Existenz der Grenzwertes der Untersummen aus der Existenz der
anderen beiden Grenzwerte folgt. Damit ist f tatsdchlich Riemann-integrierbar.

Der folgende Satz zeigt uns, dass die meisten Funktionen, fiir die wir uns
interessieren, Riemann-integrierbar sind.

Satz 7.1.4. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Nach Satz 5.2.8 ist f beschrénkt und nach Satz 5.2.10 ist f gleichméfig
stetig. Fiir € > 0 existiert daher ein § > 0, so dass fiir alle x, 2’ € [a, b] mit
|z — 2’| <6 auch |f(z) — f(2')| < e gilt.

Wir wéhlen uns jetzt eine Zerlegung Z : zo, ..., zy mit Feinheit §(Z) < §.
Da f auf [z)_1, z] stetig ist, gibt es nach Satz 5.2.8 dann xy ., v} € [T—1, Tk
mit

f<xk7*) = inf f(.]?) )

€[TR —1,Tk]

flxp) = sup f(z).

T€[TK_1,Tk]

Wegen |zg. — 2t < |zg — zp—1| < 0 folgt dann |f(zx.) — f(z})] < € und
damit auch

}Iz(f) — Ig<f)‘ = Z T — Tpp—1] - ‘f(fl?/t) - f(xk*)|

<e ) (wp— mpi) (7.1.7)
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Haben wir nun eine Folge (Z,,)nen von Zerlegungen mit 6(Z,) — 0, so gibt
es ein ng > 1 mit 6(Z,) < 0 fiir alle n > ng. Wendet man dann die obige
Argumentation auf solche Z, an, so ergibt sich

5 (f) = 1z.()] < e(b—a)
und dies zeigt lim, o (I%"(f) — 1z,(f)) = 0, d.h. (7.1.6). O

Nicht jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.
Betrachten wir beispielsweise die Indikatorfunktion f := 1, 4\0 : [a,b] = R,
so gibt es fiir jedes Teil-Intervall [z;_1, 2] eine rationale Zahl ¢ € Q und eine
irrationale Zahl r € R\ Q mit ¢,r € [z, x;]. Es folgt

inf =0,
E€[rp—1,71] f(f)

sup  f(§) =1
E€[rp_1,71]

und damit Iz(f) = 0 und I#(f) = b — a fiir jede Zerlegung Z von [a,b).
Damit kann f nicht Riemann-integrierbar sein.

Es gibt auch unstetige Funktionen, die Riemann-integrierbar sind. Betrach-
ten wir dazu fiir ¢ € [a,b] die Funktion 1y : [a,b] — R. Es ist dann nicht
schwierig zu zeigen, dass diese Funktion Riemann-integrierbar ist. Aus Zeit-
griinden iiberspringen wir aber den Beweis.

7.1.2 Das Riemann-Integral

Mit Hilfe des Lemmas 7.1.3 kénnen wir nun das Riemann-Integral definieren:

Definition 7.1.5. Sei f : [a,b] = R Riemann-integrierbar und (Z,),>1 eine
Folge von Zerlegungen von [a,b] mit §(Z,) — 0. Dann ist das Riemann-
Integral von f durch

/ f(z)dx := lim Iz (f) = lim I*"(f).

n—oo n—o0

definiert.

Ist f : [a,b] — R eine konstante Funktion mit f(x) = ¢ fiir alle x € [a, b], so
hatten wir schon Iz(f) = I?(f) = c¢- (b — a) fiir jede Zerlegung Z gesehen.
Dies ergibt

/ flz)dz =c-(b—a). (7.1.8)
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Man beachte, dass das Riemann-Integral nicht nur im Fall von (7.1.8) sondern
immer unabhéngig von der Wahl der Zerlegungen (Z2,,),>; ist, da die Grenz-
werte nach Lemma 7.1.3 gleich den dort erwdhnten Supremum, bzw. Infimum
sind. Diese Beobachtung zeigt auch

b
12(f) < / f(z) de < T2(f) (7.1.9)

fiir jede Zerlegung Z.

Tatséchlich ist es auch iiberfliissig, die Suprema und Infima in jedem Teil-
Intervall [x_1, x| zu bestimmen. W&hlt man ndmlich zu einer Zerlegung
Z :xp,...,xy von [a,b] beliebige Stiitzstellen &, € [r)_1, zx], so gelten fiir
jedes beschriankte f : [a,b] — R die Ungleichungen

N

Iz(f) <) f(&)(ae —zn1) <T2(f). (7.1.10)

k=1

Wie wollen diese Summen als Riemann-Summen bezeichnen. Ist f Riemann-
integrierbar, so niéhern sich die Unter- und Obersummen fiir zunehmende
Feinheit der Zerlegungen immer weiter an, und diese Einsicht ergibt den
folgenden Satz.

Satz 7.1.6. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gilt fir jede

Folge (Z,)nen von Zerlegungen Z, : :v(()n), . ,:pg\?()n) mit 6(Z,) — 0 und jede

zugehorige Wahl von Stiitzstellen f,(gn) € [x,(i)l, x,ﬁn)]

N ()

b
[ #@rds = im 3 (e o).
@ k=1

Insbesondere gilt also bei dquidistanter Stitzstellenwahl
b b—a < k(b — a)

dr = lim —— — . 7.1.11

/af(x) = lim — ;f<a+ - ) (7.1.11)

Riemann-Summen koénnen helfen, Integrale explizit zu bestimmen. Um ein
Beispiel zu geben, betrachten wir die Funktion f(z) = z. Diese ist auf je-
dem Intervall [0, b] stetig und damit Riemann-integrierbar. Durch Betrachten
des Grenzwert einer Riemann-Summe mit dquidistanten Stiitzstellen, siehe
(7.1.11), erhalten wir

b b kb R W an+l) 1,
/oxdxzéi%; (Z)ZJ%E;]“:JE&ET:#'
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Die Giite der Approximation eines Integrals, durch Unter-, Ober-, oder Riemann-
Summen kann fiir bestimmte Funktionen einfach quantifiziert werden. Ist

f i [a,b] = R beispielsweise a-Holder-stetig mit Konstante ¢, so zeigt eine
zu (7.1.7) analoge Abschitzung

()~ La(f)] S c- (b—a)-6%(2)

fiir jede Zerlegung Z von [a,b]. Wegen (7.1.9) hat die Feinheit damit einen
kontrollierbaren Einfluss auf die Giite der Approximationen

b
()~ [ fa)do 2 ().

Das gleiche gilt fiir die Approximation des Integrals durch eine Riemann-
Summe Rz, denn wegen (7.1.9) und (7.1.10) haben wir

/abf(x)dx—Rz

<[E(f) ~ ()| < e+ (b—a) - 6%(2).

Fiir d4quidistanten Stiitzstellen, siche (7.1.11), ist die Feinheit der zugehorigen
Zerlegung Z durch §(Z) = n~! gegeben. Dies ergibt die Fehlerabschitzung
¢ (b—a)n~®. Fiir glattere Funktionen gibt es aber deutlich bessere Appro-
ximationsverfahren.

7.1.3 Elementare Rechenregeln

Auch fiir das Riemann-Integral gibt es Rechenregeln. Der folgende Satz fasst
die einfachsten zusammen.

Satz 7.1.7. Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und o, B € R. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

i) Linearitdt: of + Bg ist Riemann-integrierbar und es gilt
b b b
/ af(x) + Bg(x)de = a/ f(z)dx —|—ﬁ/ g(x)dx.

ii) Zerlegung des Definitionsbereichs: Fir jedes ¢ € (a,b) ist f auch
auf den Teil-Intervallen [a, c| und [c,b] integrierbar und es gilt

/abf(x)da::/acf(x)d:v—l—/cbf(:zc)dx.
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Beweis. i). Seien a, f > 0und Z : xg, ..., zy eine Zerlegung von [a, b]. Dann
gilt

sup  (af(&)+Bg€)) <a sup fE)+B sup g(&) (7.1.12)

E€[zp—1,7k] E€[zp—1,7k] E€lzp_1,7k]

und damit folgt I (a.f+39g) < al?(f)+B1%(g). Da fiir Infima die Ungleichung
(7.1.12) umgekehrt gilt, kann man analog auf Iz(af + 8g) > olz(f)+plz(g)
schlieflen.

Haben wir nun eine Folge Z,, von Zerlegungen mit 6(Z,) — 0 so ergeben
beide Abschéitzungen zusammen

Az, (f) + Blz,(9) <1z, (af + Bg) <P (af + Bg) < al®(f) + I (g) .
Aus der Riemann-Integrierbarkeit von f und ¢ erhalten wir dann die Be-
hauptung.

Um die Aussage auch fiir negative Koeffizienten zu zeigen, reicht es den
Fall « = —1 und 8 = 0 zu betrachten. In diesem Fall folgt die Riemann-
Integrierbarkeit aber leicht aus der Identitét

F(=f) = Iz(=f) = —1=(f) + I*(f)

wobei wir zweimal die Gleichung (7.1.3) angewendet haben. Das Integral von
— f kann ebenfalls mit (7.1.3) bestimmt werden.

ii). Seien Z' : xg,...,xxn eine Zerlegung von [a,c| und Z” : yo,...,yy eine
Zerlegung von [¢,b]. Dann ist Z : zg,...,ZN,Y1,..., Yy eine Zerlegung von
[a,b] mit §(Z) < 6(Z2') + 6(2"). Dies ergibt

IZ/(fHa,c}) - IZ’(fHa,c}) S Iz(f) - IZ(f) 5
12" (firem) — Lev(fiew) < T2(F) = 12(f).

Durch Betrachten von Folgen (Z/),eny und (Z)neny mit §(Z) — 0 und
d(2,)) — 0 ergibt sich dann die Riemann-Integrierbarkeit von fjj, und fis.
0

Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so setzen wir im folgenden

/aaf(x)dx =0

und
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7.1.4 Ungleichungen

Das Riemann-Integral erfiillt aulerdem einige Ungleichungen, die im folgen-
den Satz dargestellt werden.

Satz 7.1.8. Seien f,g : [a,b] = R Riemann-integrierbar. Dann gilt:

i) Beschrinktheit:

x)dx < sup f(x).

z€[a,b)

inf
z€la, b]

ii) Momnotonie: Gilt f(x) < g(z) fir alle x € [a,b] so folgt

/abf(x)de/abg(x)dw-

iii) Vergleich mit Supremums-Norm: Die Funktion |f| ist Riemann-
integrierbar und es gilt:

b
D)de| < [ 1@ do < (b )] (7.1.13)

Haben wir eine Funktionenfolge (f,)neny von Riemann-integrierbaren Funk-
tionen f, : [a,b] — R, die gleichmdfig gegen eine Riemann-integrierbare
Funktion f : [a,b] — R konvergiert, so gilt mit i) aus Satz 7.1.8

dx—/f

Beweis. i). Durch Betrachten der trivialen Zerlegung Z : a, b folgt dies sofort
aus (7.1.9).

i4). Wir definieren h(x) := g(x)— f(z) fiir alle x € [a,b]. Dann gilt inf,c(, 5 h(x) >
0, und mit ¢) erhalten wir

2| < (b—a)- | fu— flloo = 0.

1 b
OSbT g(x) — f(z)dz.

Die Linearitdt des Riemann-Integrals ergibt dann die Behauptung.

iii). Wir setzen T := max{0, f} und f~ := —min{0, f} = max{0, —f}. Es
gilt dann | f| = f*+4 f~ und damit muss fiir die Riemann-Integrierbarkeit von
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| f| nur die von f* {iberpriift werden. Sei dazu Z : xy,...,xy eine Zerlegung
von [a,b]. Wir betrachten dann ein Teil-Intervall [xy_1, zx].

sup  f(§) —  inf ]f+(€)=0§ sup  f(§) — inf f(§)

E€lzp—_1,71] ge[xk_l’xk E€[TK_1,7k] EG[Z’}C_LZ‘}C}

Gibt es umgekehrt ein £* € [zy_1, zx] mit f(£*) > 0, so folgt
sup fT(€) = sup  f(§)

E€[rp_1,71] E€[rp_1,71]

und wegen f < f* damit auch wieder

sup  f(§) —  inf ]f+(£)§ sup  f(§) — inf f(§).

E€l@p_1,2k] elwp—1.ak E€[zp_1,2k] £€lzr—1,z1]

Die Definitionen der Unter- und Obersummen impliziert dann

1E() = 1207)] < () ~ 1200

Mit der iiblichen Argumentation sehen wir dann, dass f* Riemann-integrierbar
ist.

Die erste Ungleichung folgt nun aus i7) durch Betrachten von f < |f| und
—f < |f|. Die zweite Ungleichung folgt aus i) angewendet auf |f|. O

7.2 Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

7.2.1 Der Hauptsatz

Ist v(t) die Geschwindigkeit eines Objektes zur Zeit ¢ so beschreibt

s@%zl}ﬁ@ﬁ

die seit dem Zeitpunkt ¢, zuriickgelegte Strecke. Die Ableitung s’ von s soll-
te wieder die Geschwindigkeit ergeben. Der folgende, als Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung bekannte Satz zeigt diesen Sachver-
halt in allgemeiner Form.

Satz 7.2.1. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist die durch

F@y:/‘ﬂﬂ&, v € [ab]
definierte Funktion F : |a,b] — R stetig und differenzierbar und es gilt
F(z) = f(x), 7 € (a,0)
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Beweis. Sei x € (a,b). Wegen der Satze 7.1.7 und 7.1.8 gilt dann fiir A > 0
mit x +h <b

Flx+h)—F(z) 1 [** o
- — E/x ft)ydt < Jhax f(t) = f(x3)

und ebenso

F(fE + h})L — F(fﬂ) > tefg&h] f(t) _ f(ff*,h) :

wobel @}, x.p, € [v,x + h] geméB Satz 5.2.8 gewéhlt worden sind. Fiir h — 0
haben wir dann z7}, ., — = und die Stetigkeit von f ergibt dann

f@y), fwan) = f(x).

Damit folgt die rechtsseitige Differenzierbarkeit von F' mit rechtsseitiger Ab-
leitung f(x). Analog ergibt sich die linksseitige Differenzierbarkeit und somit
die behauptete Differenzierbarkeit mit F’ = f.

Die noch zu beweisende Stetigkeit in @ und b kann ebenfalls analog gezeigt
werden. n

Das folgende Korollar ist als Mittelwertsatz der Integralrechnung be-
kannt.

Korollar 7.2.2. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

/ f(x)dz = (b — a) f(xo)

Beweis. Wir betrachten die in Satz 7.2.1 definierte Funktion F' : [a,b] — R.
Diese ist stetig und differenzierbar mit F’ = f, und damit gibt es nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung, siehe Satz 6.2.3, ein x¢ € (a,b) mit

flxo) = F'(xo) = F(b;) — aF<a> =7 i a/ f(t)de.

Ein einfaches Umstellen ergibt dann die Behauptung. O]

7.2.2 Stammfunktionen

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung motiviert die folgende
Definition.
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Definition 7.2.3. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann heifit jede stetige und
differenzierbar Funktion F : [a,b] — R mit F' = f Stammfunktion von f.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zeigt, dass es zu jeder
stetigen Funktion mindestens eine Stammfunktion gibt und dass diese durch
Integration bestimmt werden kann.

Haben wir eine Stammfunktion F' zu einer gegebenen Funktion f, so ist
fir ¢ € R ist wegen (F 4 ¢)’ = F' = f die Funktion F' + ¢ wiederum eine
Stammfunktion von f. Insbesondere hat jede stetige Funktion unendlich viele
Stammfunktionen.

Der folgende Satz zeigt, dass es keine weiteren Stammfunktionen gibt.

Satz 7.2.4. Seien f : [a,b] — R stetig und Fy und Fy Stammfunktionen von
f- Dann gibt es ein c € R mut Fy = F, + c.

Beweis. Wir betrachten die Funktion h := F; — F5. Diese ist stetig und es
gilt W'(x) = F{(z) — F3(z) = f(z) — f(z) = 0 fiir alle = € (a,b). Damit gibt
es nach Korollar 6.2.5 ein ¢ € R mit h(z) = c fiir alle € (a,b). Da h stetig
ist gilt dann auch h(a) = h(b) = c. Dies ergibt die Behauptung. O

Das folgende Korollar zeigt, dass zur Berechnung von Integralen eine Stamm-
funktion ausreicht.

Korollar 7.2.5. Sei f : [a,b] — R stetig und F' eine Stammfunktion von f.
Dann gilt

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis. Sei Fy die im Hauptsatz 7.2.1 konstruierte Stammfunktion von f.
Nach Konstruktion erfiillt F, die behauptete Formel. Nach Satz 7.2.4 gibt es
dann ein ¢ € R mit Fy = F+c und dies ergibt F'(b)—F'(a) = Fy(b)—Fo(a). O

Wir bezeichnen mit dem unbestimmten Integral

/f(:c) dz

die Menge aller Stammfunktionen der stetigen Funktion f. Es gilt also (etwas
informell geschrieben)

/f(x)dx:F(x)+c
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mit einer beliebigen Konstanten ¢ genau dann, wenn F'(x) = f(x) fiir alle
gilt.

Ist schliellich F' eine Stammfunktion von f, so schreiben wir auch

::F(b)—F(a):/ f(z)dzx.

a

Beispiele zu unbestimmten Integralen ergeben sich aus den schon hergeleite-
ten Ableitungen. Wir fithren diese nachfolgend auf:

1
/x”dx:—x"+1+c, n € Ny
n—+1
/x_ldx:1n|x|—l—c, x#0
—n—1 1 -n
T de =——2a""+c, n € Ny
n

/erdx—e”—l—c

/cosxdm =gsinz + ¢
/sinxdx: —cosxT + ¢

1

/—dx:arctan:c—i-c
1+ 22

/ ! d inx + + lz] <1
————dx = arcsinz + ¢ = —arccosx + ¢, T )
V1—a?

Hierbei soll x # 0 bedeuten, dass 0 nicht im Integrationsbereich liegt.

7.2.3 Partielle Integration und Substitution

Sind f,g : [a,0] — R stetig differenzierbare Funktionen, so gilt mit der
Produktregel der Differentialrechnung

(f-9)=f-9+f4d.

Durch Umstellen nach f-¢" und anschlieende Integration erhalten wir damit
das folgende Resultat, das als partielle Integration bekannt ist.

Satz 7.2.6. Seien f,q : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann
ist die Stammfunktion von f g durch

[ @) g@de=r-g- [ ) o)
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gegeben und es gilt

/f ndr=1-g|

Durch Betrachten von f(z) := z und g(x) := exp(x) erhalten wir

/xexdx:xex—/exdajz(:U—l)-ex

Setzen wir f(x) :=Inz und g(x) := = erhalten wir

/lnxdx:$lnx—/fdx:xlnm—x.
T

Aus der Kettenregel der Differentialrechnung folgt wiederum der folgende
Satz, der als Substitutionsregel bekannt ist.

Satz 7.2.7. Sei f : [c,d] — R stetig und ¢ : [a,b] — [c, d] stetig differenzier-
bar. Dann gilt fir alle x € [a,b]:

z w(x)
/f@@%d@ﬁz/uf@@.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so lasst sich die obige Aussage auch als

/}w@wwwwszu»
schreiben.

Beweis. Sei F eine Stammfunktion von f. Dann gilt mit der Kettenregel

(Fowp)(t) = F'(p(t) - ¢'(t) = fle(t) - £'(1) -

Damit ist F' o ¢ eine Stammfunktion von (f o ¢) - ¢’ und mit zweimaliger
Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt

z b o(a)
| o) #aydt=Fog| = Flet) - Flota) = [ f(s)ds

a

fiir alle € (a,b]. Fiir x = a ist nichts zu beweisen. O
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In den folgenden Beispielen sei F' immer eine Stammfunktion von f.

Fiir A # 0 und ¢ € R gilt mit ¢(t) := At + ¢

T x Az+-c
/a f()\t+c)dt:%/a f()\t+c))\dt:§/m+c £(s)ds
F(Ax +c¢) — F(Aa+c¢)

A

Durch Betrachten von ¢(t) := t? erhalten wir
/tft2 )dt = /ft22tdt F(2?).
Fir f(x) := exp(—x) ergibt sich wegen F'(z) = — exp(—x) damit

1
/texp(tz) dt = ~5 exp(—12?).

Manchmal ist es aber auch hilfreich, die Substitution fiir bestimmte, feste f
zu betrachten. So gilt beispielsweise fiir f(x) := a:

T p(x) §2
/ o(t) - ¢ (t)dt = / sds = —
a w(a) 2

Damit ist ¢?/2 Stammfunktion von ¢ - /. Diese Formeln lassen sich aber
auch mit partieller Integration mit f := ¢ := ¢ herleiten.

P )

2

w(a)

Fiir f(z) := 27! ergibt sich wiederum

z z »(z)
Zoie= [ st gwar= [ s tas =)
= Inf¢ (@)~ Inf(a)]

wobei 0 nicht im obigen Integrationsbereich der Funktion s + s7! liegen
darf. Insbesondere ist damit In[p(z)| eine Stammfunktion von £

()

7.2.4 Anwendung: Differentialgleichungen

Differentialgleichungen erster Ordnung mit trennbaren Verénderlichen konnen
direkt durch Integration gelost werden. Gesucht ist eine differenzierbare Funk-
tion f : R — R, oder auf einem Teilintervall von R, mit der Eigenschaft,
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dass f'(x) sich als Produkt einer Funktion von f(z) und einer Funktion von
x schreiben liasst. Wir betrachten zwei Beispiele.

Das erste Beispiel ist

fl@)=af(z).
Falls f(z) # 0 gilt, kann man die Gleichung umformen und erhélt
Fz)
f(z)
und damit nach Integration beider Seiten und Anwenden der Substitutions-
regel
f'() / 1,
In|f(z :/ dr= [ zde=-2"+C
f@l= [ 5 X
und damit

fla) = e

mit einer Konstanten ¢ # 0. Daneben gibt es noch die konstante Losung
f(z) =0, die wir am Anfang ausgeschlossen haben.

Im zweiten Beispiel betrachten wir

fl@) =1+ (f(x))*.
Analog ergibt sich hier

e
1+ (f(x))
und damit nach Integration
arctan f(z) = /%dx =C

und damit f(x) = tan(z + C). Diese Funktion ist nicht auf ganz R definiert,
sondern jeweils nur auf einem endlichen Intervall bis zur néchsten Polstelle.

7.3 Partialbruch-Zerlegung

7.3.1 Fragestellung und Vereinfachungen

In diesem Abschnitt wollen wir rationale Funktionen, d.h. Funktionen der
Form

fl) ===, (7.3.1)
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wobei p und ¢ Polynome sind, integrieren. Grundlegend fiir unsere weitere
Annahme ist dabei, dass wir ¢ in seine linearen und quadratischen Faktoren
wie in Abschnitt 2.7.4 beschrieben zerlegen kénnen. Mit anderen Worten sind
alle reellen und komplexen Nullstellen von ¢ bekannt. Aulerdem nehmen wir
ohne Einschrankung an, dass deg g > 0 gilt, da im Fall deg ¢ = 0 der Nenner
eine Konstante ist und das Integrieren damit trivial ist.

Gilt nun degp > deggq, so gibt es mit Hilfe der Polynomdivision, siehe Satz
2.7.3, Polynome r und s mit

p(x) = s(x)q(x) +r(z), z €R,

sowie deg s = degp — degq und degr < deggq. Damit léasst sich f schreiben
als
plx s(r)qlr) +r(x r(x
foy = P8) _ s@a(@) br@) ()

Cog(x) q(x) q(x)

Die Integration des Polynoms s ist dann eine einfache Ubung und es bleibt
die Integration der rationalen Funktion

iibrig. Fiir diese gilt degr < degq und daher konnen wir von vornherein
degp < degq in (7.3.1) annehmen.

Bevor wir in unseren allgemeinen Betrachtungen weitergehen, wollen wir uns
nun zunéchst ein Beispiel anschauen. Dazu betrachten wir die Funktion

x x
U e e TSR v
Unser Ansatz ist es nun a,b € R zu finden mit
x a b alz+1)+bx—1)

-1 @+l 2-1 7241 (@=1-@+D
(a+bz+b—a
(x—1)-(x+1)

Damit muss also z = (a+b)x+b—a fiir alle x # %1 gelten, und dies impliziert
=a+bund 0 = a — b. Losen dieser beiden Gleichungen ergibt zunéchst
a = b und damit 1 = 2a, d.h. a = b = 1/2. Die resultierenden Briiche

1
r—1

1
z+1

und

DN | —
N —



7.3. PARTIALBRUCH-ZERLEGUNG 185

lassen sich nun leicht integrieren, so ist beispielsweise In |« — 1| eine Stamm-
funktion von (x — 1)~!. Insgesamt erhalten wir auf diese Weise

x 1 1 1 1
dz = = dr + - d
/x2—1x 2/x—1x+2/x+1x

1 1
ziln(x—l)%—éln(x%—l)—i-C’
=Ihhva?2-1+C.

Es ist leicht zu sehen, dass unser Ansatz im obigen Beispiel auch dann noch
funktioniert, wenn das Z#hler-Polynom von der allgemeinen Form p(x) =
max + c ist. Wie sieht es aber mit komplizierteren rationalen Funktionen aus,
bei Nullstellen mehrfach auftreten konnen und auch im Komplexen liegen
kénnen?

Dazu erinnern wir uns zundchst daran, dass reelle Polynome in endlich viele
lineare und quadratische Faktoren zerfallen, siehe Abschnitt 2.7.4. Haben
nun p und ¢ einen gemeinsamen solchen Faktor h, d.h. es gibt Polynome p
und ¢ mit p(z) = h(z) - p(x) und g(x) = h(zx) - §(z), so gilt

oy P@) (@) 5@) _ ple)

q(x)  h(z)-q(x)  q(x)
Ferner gilt mit der Polynomdivision aus Satz 2.7.3, dass deg h+degp = degp
und deg h + deg § = deg ¢. Damit folgt degp < degq.

Falls p und q weitere gemeinsame Faktoren haben, so ldsst sich dieses Kiirzen
solange wiederholen, bis es keine weiteren gemeinsamen Faktoren gibt. Im
folgenden koénnen wir daher zusétzlich annehmen, dass p und ¢ in (7.3.1) in
gekiirzter Form vorliegen, d.h. keine gemeinsamen Faktoren haben.

Um diese letzte Annahme umzuformulieren, erinnern wir uns daran, dass die
linearen Faktoren von ¢ von der Gestalt (z — );) sind, wobei \; eine reelle
Nullstelle von p ist. Ferner sind die quadratischen Faktoren reelle Polynome
vom Grad 2, die die Gestalt

Qz):=(z—X)  (x=X) = (x—a; —ifj)(z — oy +if;) = (x — y)* + ]
haben, wobei \; = a; +i; und \; = a; — i3; zwei komplexe Nullstellen von

q sind, siehe auch Lemma 2.7.1.

Da eine analoge Beschreibung auch fiir p gilt, ist unsere Annahme, dass p
und ¢ in gekiirzter Form vorliegen, dquivalent zu der Annahme, dass p und
q keine gemeinsamen komplexen Nullstellen haben.
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7.3.2 Theorie der Partialbruchzerlegung
Das folgende Lemma zeigt wie man mit Hilfe einer reellen Nullstelle von ¢
die rationale Funktion vereinfachen kann.

Lemma 7.3.1. Seien p und q reelle Polynome mit degp < degq. Ferner sei
A € R eine Nullstelle von q mit Vielfachheit v, d.h. es gibt ein Polynom r
mit q(z) = (x — NV - r(x) fir alle x € R und r(\) # 0. Wir setzen

_ (M)
r(A)

Dann gibt es ein Polynom py, mit degp; < degq — 1 und

p(z) . a p1()
Q(ﬁ) N (x — )\)v (CB _ )\)v—l ] 7“(1‘) (7.3.2)

fiir alle z € R mit q(x) # 0. Ferner kann dieses Polynom py durch
p(z) —ar(z) = (x — N)p1(x), reR (7.3.3)
bestimmt werden.

Beweis. Wir definieren s(z) := p(z) — ar(x) fir x € R. Dann gilt degs <
max{degp, degr} < degq und

s(\) = p(\) — ];8; r(A) = 0.

Damit existiert nach Korollar 2.7.4 ein Polynom p; mit degp; = degs —1 <
degq—1 mit s(z) = (x— ) -p1(z) fiir alle z € R. Mit anderen Worten erfiillt
p1 die Gleichung (7.3.3). Ferner gilt

a m(2) _ ar(zx) (x —A) - pi(x)
N R VIR M CRp VIR )
_arl) | pla) — arle)
q() q()
o)

q()
fiir alle z € R mit ¢g(z) # 0. O

Analog zeigt das folgende Lemma, wie man mit Hilfe einer komplexen Null-
stelle von ¢ die rationale Funktion vereinfachen kann. Der Beweis ist dhnlich
zu dem vom Lemma 7.3.2 und wird hier nur der Vollstdndigkeit halber an-
gegeben.
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Lemma 7.3.2. Seien p und q reelle Polynome mit degp < degq. Ferner sei
A € C\ R eine Nullstelle von q mit Vielfachheit w, d.h. es gibt ein reelles
Polynom r mit q(z) = Q" (z) - r(x) fir alle x € R und r(\) # 0, wobei wir
das reelle quadratische Polynom

Qx) = (z—N)-(z—N), reR
betrachten. Wir setzen
:M b.:hn_7 C_:_Im('}/x)
r(A)’ © Im A’ ' Im A

Dann gibt es ein reelles Polynom py mit degps < degq — 2 und

p(z) _ bxr + ¢ N pa(z)
g(r)  Qu(z) Qv z) r(z)

fir alle x € R mit q(x) # 0. Ferner kann dieses Polynom py durch
p(x) — (bz + o)r(z) = Q(z)p2(z) , zeR (7.3.5)

bestimmt werden.

(7.3.4)

Beweis. Wir definieren s(x) := p(x) — (bx +¢)r(x) fur x € R. Wegen degr =
deg g — 2 gilt dann deg s < max{degp, 1+ degr} < degq.

Um s durch Q teilen zu kénnen, wollen wir nun zeigen, dass A und A Null-
stellen von s sind. Dazu bemerken wir zuniichst, dass aus r(\) # 0 wegen
Lemma 2.7.1 auch r(\) # 0 folgt. AuBlerdem gilt

) ()
Ty

(7.3.6)

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass p und r reelle Polynome
sind. Ferner gilt

- 2i - Im~y Y7
S 2i-ImA A=\
und
. _2i-Im(ﬂyX) B _’yX—’y_X B FA — YA
o 2-TmA T A =X A=
Damit gilt
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und wegen

y—0\—c=

A=) (=) A FA-A
A=A A
folgt s(A) = 0. Analog folgt aus (7.3.6)

s(A) =p(A) = (BA+c)r(X\) =r(A)(F— b —¢)
und wegen

TA=X (=T A FA=A _
A— A\ A— A\ A—\

folgt auch s(A\) = 0. Damit gibt es, wie im Abschnitt 2.7.4 ausgefiihrt, ein
reelles Polynom p, mit degpy = degs — 2 < degq — 2 und

s(z) = (x — N)(x = A) - pa(2) = Q(x)pa(z), z e R.

Mit anderen Worten erfiillt p, die Gleichung (7.3.5). Damit folgt aber auch

e pla) (b)) Q) )
Qu(z)  QuNz)-r(x)  Qv(z)-r(z)  Q¥(x) r(z)
_ (bx +¢) - r(x) N p(x) — (bx + c)r(x)
q() q()
_r@)
q()
fiir alle z € R mit g(z) # 0. O

Wendet man die Lemmata 7.3.1 und 7.3.2 nacheinander auf alle reellen und
komplexen Nullstellen von g an, so ergibt sich die folgende Vereinfachung von
(7.3.1).

Satz 7.3.3. Seien p und q Polynome mit degp < deg q. Ferner seien Ay, ..., A\, €
R die reellen Nullstellen von q mit Vielfachheiten vy, ..., v, und Q1,...,Qm
die quadratischen Faktoren von q mat Vielfachheiten wy, ..., w,,. Dann gibt

es Konstanten a; j,b; ;,c;j € R mit

1‘ - a; zx+cz
) ZZ EEyw ZZ] .

11]1 =1 j5=1

fir alle x € R mit q(x) # 0.
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7.3.3 Beispiele und praktische Bemerkungen

Zunéchst betrachten wir nochmal die Funktion

fzx) =

221 (z-1)-(z+1)’

x # +1.

Dann ist A := 1 eine einfache Nullstelle des Nenner-Polynoms ¢(x) := z? — 1.
Setzen wir entsprechend r(z) := x + 1, so ist

o1 1
“Tr) 1+ 2

wobei p(z) := z das Zahler-Polynom ist. Um p; aus Lemma 7.3.1 zu bestim-
men, betrachten wir nun (7.3.3):

(r=1)==-(z—A).

N —

p(x)—ar(x):x—%-(x—i-l):%

Damit ist p; = 3 und (7.3.2) liefert mit v = 1 und A = 1 die schon bekannte

Zerlegung
x 1 1 1 1

xz—lzg'x—1+§.x+1

Ein etwas komplizierteres und vollstindiges Beispiel ist durch die Funktion

P+t r+1
x4 — 203 + 222 — 20 + 1

fla) =

gegeben. Da das Zéhler-Polynom noch keinen kleineren Grad als das Nenner-
Polynom hat, fithren wir zunéchst Polynom-Division durch. Dies ergibt

203 — 2 +4x — 1
x4 =203 + 222 —2x+1°

flz)=z+2+
Nun zerlegen wir das Nenner-Polynom in seine Faktoren
ot —22° +22° — 20+ 1= (z—1)*(z* +1).

Aus unserem allgemeinen Satz 7.3.3 wissen wir dann, dass es aq, as,b,c € R
gibt mit

203 — x® +4x — 1 a a br + ¢
=+ — (7.3.7)
=223 4222 -2x+1 (x—1)2 zxz—-1 22+1




190 KAPITEL 7. INTEGRATION

Diese Konstanten konnen wir zum Beispiel durch iteratives Anwenden von
Lemma 7.3.1 bzw. Lemma 7.3.2 bestimmen. Zur Bestimmung von a; setzen
wir r(z) = 22 4+ 1. Fiir die Nullstelle A = 1 ergibt dies

p(l) 2-13-1244-1—-1 4
a’]. —= = = - = 2
r(1) 1241 2
und mit (7.3.3) sehen wir
p(x) —ar(z) =22° —2* + 40 —1-2(2* +1) =22° — 32° + 420 -3
=(r—1)-(22° —x +3),

wobei im letzten Schritt Polynomdivision benutzt wurde. Damit ist p;(z) :=
202 — 2 + 3 und Lemma 7.3.1 ergibt

20 — 2 +4x -1 2 N 222 —r +3
vt =203 42202 —22+1  (z—1)2 (z—1)(22+1)"

Um ay zu bestimmen, betrachten wir den zweiten Bruch mit Hilfe von Lemma
7.3.1. Dies ergibt

_pl(l) B 2-12-1+3 4
2= T 2 2
Mit (7.3.3) sehen wir ferner

=2.

pi(x) —ayr(z) =22 —2+3 -2 - (2 +1)=—a+1=—-1-(x—1).

Damit ist p; = —1 und Lemma 7.3.1 ergibt

202 — 1+ 3 2 -1
)@+ -1 211
Insgesamt haben wir damit a; = a; = 2, b = 0 und ¢ = —1 erhalten, d.h.
203 — 2% 440 — 1 2 2 1

x4—2x3—|—2x2—2x+1:(x—1)2+x—1_:c2+1
fir alle x # 1.

Alternativ kénnen wir die Form (7.3.7) auch direkt ausnutzen, um die Kon-
stanten zu bestimmen. Addieren wir ndmlich die 3 Briiche auf der rechten
Seite und vergleichen den resultierenden Zihler mit p, so ergibt sich

20 —2* + 4z — 1
=a-(@*+D4ay-(x—1)- 2>+ 1)+ bz +c) (x—1)

=a;- (@ + 1) +ag-(2° -2+ —1)+b@®—22" +2) +c- (2?2 =22+ 1)
= (ag +b)2® + (ay — ag — 2b + c)x* + (ay +b — 2¢)x +a; —ay + c.
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Das Vergleichen der Koeffizienten ergibt das Gleichungssystem

2:a2+b
—1=a;,—ay,—2b+c
=ay+b—2c

—1l=a; —ay+c.

Diese muss dann noch gelést werden, was wir an dieser Stelle iiberspringen,
da es einfach zu sehen ist, dass die obigen Koeffizienten a1 = ay =2, 0 =0
und ¢ = —1 das Gleichungssystem l6sen.

Dieser Ansatz kann iibrigens etwas vereinfacht werden, wenn man zunéchst
die reellen Nullstellen einsetzt. In obigen Fall wére dies x = 1, wodurch unser
obiger Z#hlervergleich sich auf

=2-1+4—-1=a;(1>+1)+ay-0+ (bx+¢)-0=2q

reduziert. Damit haben wir a; = 2 und das Gleichungssystem in 4 Variablen
reduziert sich auf eins in 3 Variablen. Analog kann man dann auch die beiden
komplexen Nullstellen +i einsetzen, um ein Gleichungssystem in b und ¢ zu
bekommen.

Zum Abschluss dieses Abschnittes listen wir die Formeln auf, die uns beim
integrieren rationaler Funktionen helfen werden. Statt einer Darstellung als
komplexer Partialbriiche bietet sich mitunter eine reelle Form an, wir geben
den wichtigsten Fall dazu ebenfalls an. Es gilt fiir v > 1 und Q > P%

1
/ de=Inlz =\ +C, TEN,
T —A
1 1 1
—  dr= . C A
/(x—/\)“ SR R VT TEA
2 +2Pr+Q /O — P2 /Q — P? ’

r+ P 1

Um die letzten beiden Formel anzuwenden, miissen wir dann lediglich noch

br + ¢ x+ P 1
- =b-————+ (¢c—-bP) ————
22 +2Px + Q 22 +2Px + Q 22 +2Px +Q

beachten. Die Integration von hoheren Potenzen von quadratischen Polyno-
men im Nenner ist ebenfalls moglich. Hier wird zunéchst partielle Integration
benutzt, um sukzessive die Potenz zu verringern. Wir verzichten auf die recht
technischen Details.
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7.4 Uneigentliche Integrale

7.4.1 Definition und Beispiele

Im folgenden sei I ein Intervall und f : I — R. Wir wollen nun untersuchen,
wann wir fiir f auch ein Integral iiber I definieren kénnen. Dazu sagen wir,
dass f lokal Riemann-integrierbar ist, falls f auf jedem abgeschlossenen
Teil-Intervall von I Riemann-integrierbar ist.

Ist nun z.B. I = [a,b) und f : I — R lokal Riemann-integrierbar, dann sagen
wir, dass f uneigentlich Riemann-integrierbar ist, falls der Grenzwert

b b—e
/ f(z)dz := lim f(z)dx

e—=0t J,

existiert. In diesem Fall heifit das Integral auf der linken Seite uneigentli-
ches Riemann-Integral. Im Fall I = [a, 00) definieren wir analog

/ f(x)dz := lim [ f(z)dz,

r—00 a

falls der Grenzwert existiert, und die obigen Sprechweisen bleiben die glei-
chen. Halboffene Intervalle der Form (a, b] und (—oo, b] werden ebenfalls ana-
log betrachtet.

Offene Intervalle I := (a,b) werden dadurch behandelt, dass man ein ¢ € I
fixiert und die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit auf (a,c| und [c,b)
fordert. Das uneigentliche Integral ist dann

/abf(x)dx::/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Dieser Ansatz ist unabhingig von der Wahl von ¢, wie man sich leicht mit
Satz 7.1.7 iiberlegen kann. Im Fall I := (—o00, 00) ist der Ansatz analog.

Es gilt zum Beispiel

1 1
1 ) 1 .

und
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7.4.2 Vergleichskriterien

Die Konvergenz uneigentlicher Integrale ist stets nachzuweisen. Oft hilft dazu
das folgende Vergleichskriterium, dass vom Charakter sehr dhnlich zum dem
Majoranten-Kriterium fiir Reihen ist.

Satz 7.4.1. Seien I := [a,b) ein halboffenes Intervall mit b € R U {oo}
und f,g : I — R lokal Riemann-integrierbar mit |f(z)| < g(x) fir alle x €
1. Ist dann g uneigentlich Riemann-integrierbar, so ist auch f uneigentlich
Riemann-integrierbar und es qilt
b
< / g(x)dx.

/ f(a)de

Eine analoge Aussage gilt auch fiir die anderen Fille, in denen uneigentliche
Riemann-Integrierbarkeit definiert ist.

Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall I := [a,b) mit b < oco. Sei dazu
(bp)nen C [a,b) eine Folge mit b, — b. Wir setzen

bn

Q= f(z)dx und Yo = /bn g(x)de.

a

Dann konvergiert die Folge (7,)nen nach Voraussetzung und damit ist sie
auch eine Cauchy-Folge. Fiir m,n > 1 mit b,, < b, gilt ferner

b
f(z)dz

bm

|y — | =

bn bn
s/ \f(x)\dxs/ 9(£)dz = |y — Yo
bm bm

siehe Satz 7.1.7 und Satz 7.1.8. Damit ist auch (a,)nen eine Cauchy-Folge
und damit konvergent. ]

Typische Vergleichsfunktionen sind g(x) := z®. Fiir & > —1 gilt hierbei

1 1a+1 €a+1 1
/ xdr = — lim = (7.4.1)
0 a+l e=o+ta+1l a+1

und dies sind auch die einzigen «;, fiir die Funktion g auf (0, 1] uneigentlich
integrierbar ist. Analog gilt fiir « < —1

oo Ta—i—l 1a+1 1
/ z“dr = lim — = — (7.4.2)
1 rmoa+1 a+1 a+1
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und dies sind wiederum die einzigen «, fiir die Funktion g auf [1,00) unei-
gentlich integrierbar ist.

Eine Anwendung des zweiten Falls zeigt sofort, dass das uneigentliche Riemann-

Integral _
/ sin x da
1z

Satz 7.4.2. Sei f : [0,00) — [0,00) eine stetige und monoton fallende Funk-
tion. Dann gilt fir alle n > 1:

fiir alle o > 1 existiert.

-1

/ fa Z k). (7.4.3)

Insbesondere ist f uneigentlich Riemann-integrierbar genau dann, wenn die
Reihe Y ,_, f(k) konvergiert.

Satz 7.4.2 kann auch mit dem Majoranten-Kriterium aus Satz 4.2.6, bzw. der
Monotonie des Integrals, siehe Satz 7.1.8, verbunden werden.

Betrachtet man die Funktion f(z) := 27!, so ergibt sich fiir die harmonische

Reihe )
Zk—l <Ilnn < Zk:‘l.
k=2 k=1

Die Folge der harmonischen Partialsummen wéchst daher so schnell wie der
natiirliche Logarithmus.

Beweis. Fur x € [k, k+1] gilt f(k+1) < f(x) < f(k). Damit folgt

k41
flk+1) < flz)dz < f(k). (7.4.4)
k
Summation iiber k = 1,...,n — 1 liefert dann die zwei Ungleichungen. Da
alle drei Ausdriicke in diesen zwei Ungleichungen monoton wachsend in n
sind, ist die Konvergenz der zugehorigen drei Folgen dquivalent zu ihrer Be-
schrinktheit, siehe die Sétze 4.1.6 und 4.1.16. n

Die Ungleichungen (7.4.4) kénnen auch zur Abschéitzung von Reihen-Resten
dienen. Fiir o > 1 gilt beispielsweise

E+1 —a41 |k+1 Emotl _ (4 1)t
/ T %dx = T (k+1)
i —a+ 1], a—1
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Wird dies fiir f(z) := 2~* mit (7.4.4) verbunden, so ergibt eine anschliefende
Summation iiber k =n, ..., oc0:

00 (9] —a+1 0
k_z k‘azz_:(k:Jrl)‘“ <=—< Z_:k:‘“.
=n+1 k=n k=n

Umstellen ergibt fiir n > 2:
n—atl 0 (n _ 1)704+1
< S A S A—
a—1 7 ; - a—1

Man beachte ferner, dass fiir n > 2 gilt

(n_l)—a—i—l B n—1 fa+1'n—a+1 <2—a+1.”_a+1
a—1 n a—1 "~ a—1"

Die Tails der Reihe iiber £~ fallen daher so schnell wie die Folge n=*1.

Als ein weiteres Beispiel fiir uneigentliche Integrale betrachten wir die Funk-
tion f(x) := *2% fiir v > 0 und f(0) := 1. Diese Funktion ist stetig, da

. sinz . sinz —0 .
:1011)1(1) " —glggr(l]x—_o—sm(())—cos(O)—l.

Wir wollen nun sogenannte Dirichlet-Integral

/ Sl (7.4.5)
0

T

untersuchen. Dazu bemerken wir zunéchst, dass fiir z; < 2, partielle Integra-

tion
z2 22 _1
—/ — - (—cosz)dz.
21 z

. T

Z22 1
/ A=~ (—cosx)

1 T T

ergibt. Damit erhalten wir

r : 1 1 T
/ T e —-(—cosr)——-(—cosl)‘—l—/
1 T 1 1

r

1 T
§—+1+/x_2dx.
r 1

cos T
<

‘dx

2

Der letzte Ausdruck ist beschrankt fiir r — oo und damit existiert das unei-
gentliche Riemann-Integral (7.4.5).
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Die Funktion |f| ist jedoch nicht uneigentlich Riemann-integrierbar. So gilt

fir k > 1:
(2]€+1)'7T Sinm 1 (2]€+1)-7T 2
de > ——— - smrder = ———.
/QIM x ‘ ~ (2k+ 1) /QIM (2k + 1)m

Damit folgt

2n+1)m, o n (2k+1)-m
/ smx‘ dz > Z /
21 x 2k-m

k=1

o .
sin x
’ ‘dm:oo.
0 x

Die Gamma-Funktion I" : (0,00) — R ist durch

[(x) := /OOO e il dt (7.4.6)

definiert. Wir wollen hier zeigen, dass das zugrunde liegende, uneigentliche
Integral fiir jedes x € (0, 00) existiert. Dazu betrachten wir zunéchst

1 1
/ et dt < / t*~ e,
0 0

und da das rechte, uneigentliche Integral wegen x — 1 > —1 existiert, siehe
(7.4.1) existiert auch das linke, uneigentliche Integral nach Satz 7.4.1. Ferner
gilt limy o e "t = 0, wie eine |z + 1|-malige Anwendung der Regel von
I’Hospital zeigt. Damit gibt es ein ¢y > 1 mit

sin 2 — 1
de > =2
T ‘ x_wk222k+1

und dies zeigt, dass

e—tt$—1 S t—2
fiir alle ¢ > ¢(. Dies ergibt

/ e it At < / t2dt,
to to

und da das rechte, uneigentliche Integral wegen z — 1 > —1 existiert, siehe
(7.4.2) existiert auch das linke, uneigentliche Integral nach Satz 7.4.1. Da
die Integration auf dem verbliebenen Intervall [1,¢y] kein Problem darstellt,
existiert also tatsdchlich das uneigentliche Integral in (7.4.6).

Mit partieller Integration kann man ferner zeigen, dass

FNz+1) =2 -T'(z), x>0
gilt. Da offensichtlich I'(x) = 1 gilt, folgt mit Induktion
Fn+1)=n!

fiir alle n € N.



Kapitel 8

Taylorreihen

Wir hatten die Exponentialfunktion in Kapitel 5.3 durch

<k
exp(z) ::Z%, zeC
k=0

definiert. Gibt es weitere Funktionen, die durch eine Reihe iiber gewichtete
Potenzen z* beschrieben werden kénnen?

In Theorem 6.1.4 hatten wir gesehen, dass eine differenzierbare Funktion
durch ihre Tangente mit Fehler o(z — x() approximiert werden kann. Unter
welchen Voraussetzungen kénnen wir eine bessere Approximation finden?

8.1 Taylorpolynome

8.1.1 Herleitung

Da die Tangente an einer Funktion die gleiche Steigung wie die Funktion
selber hat, wollen wir zunéchst den folgenden Ansatz verfolgen, um die obigen
Fragen zu beantworten.

Sei dazu [ ein Intervall und f : I — R eine n-mal in xy € I differenzierbare

Funktion. Wir suchen zunéchst ein Polynom 7, := T}, y vom Grad n mit
k
T (x0) = f*) (o) (8.1.1)
fiir alle £ = 0,...,n. Mit anderen Worten sollen die ersten n Ableitungen

von f und 7T, im Punkt zy iibereinstimmen.

197
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Die Gleichungen (8.1.1) ergeben insgesamt n+ 1 Bedingungen an 7T;,. Sei nun
T,, von der Form

T.(z) = Zaj(x —z0)’, z €R.
=0
Dann gilt fiir die erste Ableitung
T'(z) = Z a;j(z —x0)? 7, r € R,
j=1

da fiir j = 0 der Term ag(x — 20)° konstant ist und somit in der Ableitung
verschwindet. Analog ergibt sich die zweite Ableitung

n

T"(x) = Y agj(j — (& — 2oy’

=2

und fiir die k-te Ableitung die Formel
TP (@)=Y ;50— 1) (= k+ )z —z) ™", r€R.
=k

Einsetzen von x = x, iiberfithrt dann (8.1.1) in

=2 3G = 1) (= k+ 1) (wo —a0)
= apk(k—1)---(k =k +1)(zo — 0)°
£ 30 g =) G ko (o — o)

= akk;' .

Damit haben wir die Formeln

k=0,...,n (8.1.2)

gefunden.
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Definition 8.1.1. Sei I ein Intervall und f : I — R eine n-mal in xg € I
differenzierbare Funktion. Dann heifst

(k)
Togao®) = Togr) = Tofa) = S Tt wem
k=0 '

das um o entwickelte Taylorpolynom n-ten Grades von f.

Im Folgenden wollen wir quantitativ untersuchen, inwieweit ein Taylorpoly-
nom 7, die Funktion f approximiert, d.h. wir wollen das Restglied

Ry(x) := f(x) — Tu(z)

abschétzen. Aufgrund unserer Konstruktion, genauer gesagt wegen (8.1.1)
im Fall k£ = 0, haben wir immer R,(z) = 0. Im Folgenden ist also der Fall
x # xo besonders interessant.

8.1.2 Verhalten des Restglieds

Der folgende Satz, der als Satz von Taylor bekannt ist, liefert eine erste
Antwort.

Satz 8.1.2. Sei I ein Intervall, xy € I und f : I — R eine (n — 1)-mal
differenzierbare Funktion, die im Punkt xy sogar n-mal differenzierbar ist.
Dann gilt

R, (x) = o(|x — zo|"), r—xg.

Beweis. Nach Konstruktion gilt

1(/@—1)!(@"

k=0
=T (),

und diese Formel konnen wir natiirlich weiter iterieren, um T,(me) =T, m, Flm)

zu erhalten. Mit der Regel von de L’Hospital fiir %, siehe Satz 6.2.12, folgt
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dann sukzessive

. flx) =T, (x) o f(z) —Tfl,f(ff) . fi(@) =Ty ()
:cllgclo (x —x0)" rlgglo n(z —xo)"t xligclo n(x — xo)" !

o P@-T @) ) Taag()
N zlggo n(n —1)(x — xo)"2 $li>n:r610 n(n —1)(z — xo)"2

= — lim

n! a—xo T — To

Lo f070(@) = f 7V (o) — f™ (o) - (& — o)
= — lim

n! z—xo xr — X

1 (n—1) _ f£(n-1)
— L hm / (x) = f (20) _ f(n)<x0)

n! a—xo T — g

wobei wir die allgemeine Formel T} ,(z) = g(xo) + ¢'(x0) - (v — o) fiir ¢ :=
F=1 benutzt haben. O

Um den Satz von Taylor an einem Beispiel zu veranschaulichen, betrachten
die Funktion f := cos und zy := 0. Wegen f(0) = cos(0) = 1 und f'(0) =
—sin(0) = 0 und f”(0) = — cos(0) = —1 folgt

cos(z) = Ty(z) + Ro(z) =1 — %ﬁ + Ry(x)
mit
lim Ro()

x—0 1‘2

=0.

Die Approximation der Kosinusfunktion durch 75 ist in Abbildung 8.1 illustriert. |

Der folgende Satz ergibt das sogenannte Lagrange Restglied, das eine ge-
nauere Abschéatzung unter starkeren Bedingungen liefert.

Satz 8.1.3. Sei [ ein Intervall, xy € I und f : I — R eine (n+1)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt:

i) Fir alle x € I mit x # xy gibt es ein o € (0,1), so dass fir § :=
(1 —a)zg+ ax gilt

Fr) nt1
R, (x) = EE] :

(x — x0)
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COS T

/I

Ty(x)

Abbildung 8.1: Die Kosinus-Funktion und ihre Approximation durch das um
0 entwickelte Taylorpolynom zweiten Grades.

ii) Im Fall xo < x gilt

|Rn(z)| < sup w

_ n+1
&€lzo,x] (n + 1)' xo,

|z
und im Fall xo > x gilt eine analoge Formel mit € [x, xo).

Beweis. Wir betrachten die folgenden Funktionen

F(z) := Ro(x) = f(x) — Tu(x),
G(z) = (x — xo)" !

fiir € I. Es gilt dann nach Konstruktion
F(xo) = F/(xo) == F(n)(xo) =0

und
G(xg) = G'(z0) = - = G™(29) =0

Betrachten wir nun den Fall £ > =xy. Sukzessives Anwenden des verall-
gemeinerten Mittelwertsatzes 6.2.9 mit a := zy und b := =z ergibt dann
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& € (o, &-1) mit & := z und

F(z) _ F(z) = F(w) _ F(&) _ F'(&) — F/(x)
G(r)  G(z)—G(zo) G'(&)  G'(&) — G'(x0)
_F(&)
G"(&2)
_F(E, )
G (§ng)

Da T,, ein Polynom vom Grad n ist, verschwindet seine (n + 1)-te Ableitung
und daher gilt

F(n+1)(€n+l) = f(n+1)<€n+1) :
Ferner gilt

G (npa) = (n+ D& — m0)° = (n+ 1)L
Zusammengenommen bekommen wir daher

F(n+1)(£n+1)

Ry(z) = F(z) = G() - GO () (z — 20)
Wegen &,11 € (29,x) kénnen wir dann fiir £ := §,41 ein a € (0,1) mit
¢ = (1 — a)zg + azx finden. Dies ergibt die Aussage i) und die Aussage i) ist
eine direkte Konsequenz aus ).

n+1 . f(n+1)<£n+1)
(n+1)

Der Fall x < xy kann analog bewiesen werden. O]

8.1.3 Anwendungen der Restgliedabschitzungen

Wir betrachten die Funktion f := exp und zy := 0. Wegen exp’ = exp und
exp(0) = 1 folgt f*)(0) = 1 fiir alle k > 0. Damit gilt

n

1
o) =) —H, r€R
k=0

und das Lagrange-Restglied ist

exp(§ n+1
R, (x) = (nf——(l;'x :

Nehmen wir nun = € [0, 1] an, so ist £ € [0, 1] und damit exp(§) < e. Dies
ergibt

sup [exp(x) — To(x)| = sup |Ru(x)] < ,
ze[0,1]| ‘ mE[O,l]‘ ‘ (n+1)!
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d.h. die gleichméiﬁige Approximation der Exponentialfunktion durch 75 auf
[0, 1] kann durch (= abgeschétzt werden. Fiir n = 10 ergibt sich beispiels-
weise

sup |exp(z) — Tp(x)| < <6.81-1078.
3:6[01]‘ )~ Tl )| (n+1)!

Um ein weiteres Beispiel zu betrachten, “erinnern” wir daran, dass die kineti-
sche Energie eines Teilchens mit Ruhemasse m( nach der Relativitatstheorie

durch ,
Era = moc? (— _ 1)
1—(v/c)?

gegeben ist. Hierbei ist v die Geschwindigkeit des Teilchens und ¢ die Licht-
geschwindigkeit. Fiir kleine Geschwindigkeiten wollen wir nun FE,q mit der

kinetischen Energie
1

Eyin = §m0v2
nach Newton vergleichen. Hierzu definieren wir zunéchst
fla) =~ -1 € (1,0
Tr) = -4y x -4V
Vi+zx
so dass sich fiir z = —(v/c)? die Formel

Era = moczf(—(U/C)Q)

ergibt. Da wir an v — 0 interessiert sind, entwickeln wir nun f um zy := 0.
Dazu benotigen wir

Fla) = 5+ a) 2,
) ="

S(1+x)72,
Das resultierende Taylorpolynom ist dann

4
f(0) r 3,

Ty(x) = (0) + f'(0)a + 5 —a® = = + 2,
und fiir x = —(v/c)? erhalten wir damit
v? 3t 00
Bua = mad £ (~(0/) = mac® (5 + o +o('5) )
4 6

3v v
= Eyin + mog 5 + m00< )
8c ct
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fiir v — 0. Fiir kleine Geschwindigkeiten ist der Unterschied zwischen den

. . . . 4 . .
beiden Energien also im Wesentlichen mo%, und selbst dieser Unterschied
ist sehr klein.

Wird statt des Taylorpolynoms zweiten Grades nur das ersten Grades be-
trachtet, so ergibt sich analog
4

Erel = Ekin + m00</0_2) .
C

Da Taylorpolynome ersten Grades affin lineare Funktionen sind, kann daher
die Newton’sche Energie Fy;, als lineare Approximation der relativistischen
Energie F,. aufgefasst werden, falls die Geschwindigkeit v klein ist.

8.2 Eigenschaften der gleichmifligen Konver-
genz

8.2.1 Vollsténdigkeit von C(][a,b])

In Abschnitt 5.2.4 hatten die Supremumsnorm

[flloo := sup |f ()]
z€(a,b]
fiir stetige Funktionen f : [a,b] — R, d.h. fiir f € C([a,b]) eingefiihrt. Der
folgende Satz zeigt, dass C([a,b]) mit dieser Norm vollstiandig ist.

Satz 8.2.1. Sei (fn)nen C C([a,b]) eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||o. Dann
gibt es ein f € C([a,b]) mit f, — [ gleichmdfig.

Beweis. Sei e > 0. Da (f,)nen eine Cauchy-Folge beziiglich || - || ist, gibt es
dann ein ng > 1, so dass

||fn - fm”oo S €

fiir alle n,m > ng gilt. Insbesondere ist dann fiir jedes = € [a,b] die Folge
(fn(2))n>1 eine Cauchy-Folge, und damit konvergiert sie wegen der Vollstandig-
keit von R gegen eine reelle Zahl, die wir mit f(x) bezeichnen. Insgesamt
erhalten wir damit eine Funktion f : [a,b] — R, so dass f,, — f punktweise.

Sei nun = € [a,b]. Mit dem eben Gesagten gibt es dann ein n/, > 1 mit
|fu(z) — f(x)] < e fiir alle n > n/. Ohne Einschrdnkung kénnen wir nun
n!, > ng annehmen. Dann folgt fiir n > ng

|ful@) = f(@2)] < [fa(2) = fur, (@)] + | fa, (2) = ful@)] < 2¢
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und damit haben wir ||f, — fllee < 2e fir n > ny. Mit anderen Worten
konvergiert (f,)nen gleichméBig gegen f und Satz 5.2.9 zeigt dann, dass f
auch stetig ist. O

8.2.2 Vertauschen von Grenzwert und Ableitung

In gewissem Sinne verallgemeinert die folgende Definition die gleichméfige
Konvergenz auf offene Intervalle (a, b).

Definition 8.2.2. Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen f, : (a,b) — R
und f: (a,b) — R. Dann konvergiert (f,)ncn kompakt gegen f, falls fir
jedes abgeschlossene Teilintervall I C (a,b) gilt:

lim sup|f,(z) — f(z)| =0.

n—oo zel

Da es zu jedem x € (a, b) ein abgeschlossene Teilintervall I C (a,b) mit € I
gibt, muss die Funktion f in der obigen Definition nach Satz 5.2.9 stetig sein.

Satz 8.2.3. Sei (fn)nen e€ine Folge von differenzierbaren Funktionen f, :
(a,b) — R, fiir die die Folge (f])nen kompakt konvergiert. Gibt es ein xy €
(a,b), fir das (fu(xo))n>1 konvergiert, dann konvergiert die Folge (fn)nen
kompakt gegen eine differenzierbare Funktion f : (a,b) — R und es gilt

f’(CL’) = nh_)rgofr/L(I)? LS (CL, b)

Bevor wir den Satz 8.2.3 beweisen, wollen wir zunéchst darauf hinweisen, dass
auf die gleichmaflige Konvergenz der Ableitungen nicht verzichtet werden
kann. Hierzu betrachten wir die Funktionen
(2
ful) = S002) re(-1,1).
n

Fiir f := 0 gilt dann f,, — f kompakt. Es ist aber auch f/(z) = ncos(n?z)
und fiir z.B. 2 = 0 gilt deswegen f/(0) =n 4 0= f'(0).

Setzt man x,, := 1/m und

so gilt

m—00
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und limy, o0 @pm = f(zm) = 0 und damit

lim lim a,,, # lim lim a,,, .

n—o0 m—0oo m—r00 N—r00
Im folgenden Beweis wird zunéchst gezeigt, dass die Folge (f,)nen gegen ein
f € C([a,b]) kompakt konvergiert. Da in unseren spiteren Anwendungen
diese Konvergenz schon bekannt ist, kann dieser erste Teil des Beweises auch
iibersprungen werden.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (f,)neny kompakt konvergiert.
Sei dazu [c,d] C (a,b) und € > 0. Ohne Einschrankung konnen wir dabei das
Intervall [c, d] so groB wéhlen, dass zg € [c, d] gilt. Gem&f unseren Annahmen
gibt es dann ein ny > 1, so dass

|fn(x0) - fm(x0)| <e,
R AGES

fiir alle £ € [¢, d] und n,m > ng gilt. Sei nun x € [¢, d] und n, m > ng. Im Fall
xo < x ergibt dann der Mittelwertsatz 6.2.3 auf h := f,, — f,, angewendet ein
Enm € [To, ] C [c, d] mit

3

—C

h/(gn,m) _ h(l') - h(l’o) :

r — X

wobei wir ohne Einschriankung xy < x angenommen haben. Dies ergibt

‘fn(x) - fm($)| = ‘fn(]:) — fm(2) = fa(20) + fin(w0) + fu(z0) — fm(x0)|
< |h(z) — h(zo)| + | fa(0) — fin(20))|
< |o = mo| - [W(§nm)| + €
= |z — x| - |f7/z(fn,m) - f;n(gn,m)l +e
< 2e,

wobei wir im letzten Schritt |z — x| < |d—c| ausgenutzt haben. Eine analoge
Rechnung gilt fiir o > = und im Fall 2 = x, gilt die Abschétzung sowieso.

Damit ist die Folge (f,)nen eine Cauchy-Folge in C([¢,d]) und nach Satz
8.2.1 konvergiert sie gleichméfBig gegen ein f.4 € C([c,d]). Insgesamt haben
wir somit ein stetiges f : (a,b) — R gefunden mit f,, — f kompakt.

Um die Differenzierbarkeit von f zu zeigen, fixieren wir ein zg € (a,b) und
ein Intervall [¢,d] C (a,b) mit zq € [c, d]. Ferner setzen wir

» %ﬁ@(ro) . falls x # xg
n\L) =
g Fi(xo) s falls © = xg
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fir alle z € [¢,d]. Da f, differenzierbar und damit auch stetig ist, ist die
Funktion g, : [¢,d] — R stetig.

Wir wollen nun zeigen, dass (g, )nen eine Cauchy-Folge beziiglich ||- || ist. Sei
dazu z € [¢,d]. Im Fall 2y < x erhalten wir dann wieder durch Anwendung
des Mittelwertsatzes 6.2.3 auf h := f,, — f, ein &, m € [0, 2| mit

(o) = | P = 1)
| Fale) = ) — Fulo) + Fnl)

= [gn(2) = gm(2)|-
Der Fall xq > x ist analog zu behandeln, und im Fall x = xq gilt die Gleichung
fiir &, := x¢ nach Definition von g. Dies ergibt insgesamt
190 = gmlloo < sup [W'(§)| = sup [£,(§) = [ ()] = [fn = fills-
£€[e,d] &€le,d]
Da (f] )nen eine Cauchy-Folge beziiglich ||| auf [c, d] ist, ist es auch (g, )nen-
Nach Satz 8.2.1 gibt es dann ein g € C([c, d]) mit ||g, — g|looc — 0.

Fiir z # x gilt nun

o(z) = lim go(z) = lim 128 = Fnlzo) _ J(@) = flzo)

Da g stetig ist, ergibt dies
lim f(2) = f(xo) _ lim g(z) = g(zo)
T—T0 T — :L‘O T—T0
Damit ist f in zy differenzierbar mit f’(z¢) = g(xo). SchlieBlich gilt
lim f;, (o) lim g, (20) = g(x0) = f'(20)
n—oo n—oo

wobei wir im ersten Schritt die Definition von ¢/ (zo) ausgenutzt haben. [J

8.3 Potenzreihen

8.3.1 Konvergenzradius

Za einer hinreichend differenzierbaren Funktion f hatten wir die Taylorpo-
lynome durch

") (g .
Tn(x):zzf ( )(x—xo), reR
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definiert. Fiir n — oo ergibt dies die formalen Taylorreihen

®) (24 .
Too(x):zzf (' )(x—xg).

k
k=0

Im folgenden wollen wir ihr Konvergenzverhalten untersuchen. Dazu betrach-
ten wir Potenzreihen

Zak - (x — x0)", (8.3.1)

wobei (ag)ken eine reelle Folge ist. Die folgenden Untersuchungen kénnen
aber leicht auf den komplexen Fall iibertragen werden.

Der folgende Satz zeigt, dass Potenzreihen in vielen Féllen kompakt konver-

gieren.

Satz 8.3.1. Sei (ay)gen eine reelle Folge und xo € R. Dann gibt es ein
eindeutiges v 1= 1, € [0,00], so dass die Potenzreihe (8.3.1) fir alle x €
U(zg,r) absolut konvergiert und fiir alle x ¢ B(xq,r) divergiert. Ferner gilt

1
- limsupy o Jag/E

(8.3.2)

r

Schlieflich konvergiert die Potenzreihe (8.3.1) gleichmdfSig auf B(xo,d) fir
alle 0 <6 <r.

Der Wert r heifit Konvergenzradius und die Formel (8.3.2) wird als Formel
von Cauchy-Hadamard bezeichnet.

Beweis. Wir setzen
(o]
._ ) k :
ri= sup{]w[ : E axw konverglert}.
k=0

Fir x € B(xzg,7), d.h. |x — 29| > r, konvergiert dann die Potenzreihe (8.3.1)
nicht.

Ist r = 0, so ist U(xg,r) # 0 und die Konvergenz der Potenzreihe ist nicht
zu zeigen. Im Fall r > 0 wéhlen wir ein 0 < 6 < r. Dann gibt es ein w mit

J < |w| <r, so dass
o0
E akwk
k=0
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konvergiert. Insbesondere ist dann die Folge (azw*),>¢ beschriinkt, d.h. es
gibt ein M > 0 mit |apw®| < M fiir alle £ > 0. Fiir x € B(zo,9) folgt

oo |2
w

k k

!ak(x - Zlf())k| = |apw®] - ‘x

Wegen ¢ := h‘Z—| < 1 folgt

n n [ee] qm
;\ak(a:—xg)k\S;qugM-quk:M-Tq%O

fiir m — oo. Damit konvergiert die Potenzreihe fiir das gewahlte x absolut
und nach Konstruktion gilt dies fiir dann fiir alle x € U(zo, 7). Eine analoge
Rechnung liefert zudem

n

sup (2 — o)k E ag(x — xg) ‘_ sup E lax(z — 20)*|
z€B(z0,0) 0 z€B(z0,0) k il
n+1
<M.
l—gq

und damit konvergiert die Potenzreihe auf B(xzg,d) auch gleichméBig.

Um (8.3.2) zu beweisen, definieren wir
1

~ Timsupyo Jax[VF

Nach dem Wurzelkriterium, siehe Satz 4.2.9, konvergiert die Potenzreihe
(8.3.1) absolut, falls

Rz — x| = limsup |ag|"*|z — 20| = limsup |ax(x — x0)F|/* < 1.
k—oo k—o0

Dies liefert |x — 2| < R und damit » > R.

Wire nun 7 > R, d.h. limsup,_, . |ax|'* > 1/r, so giibe es ein ¢ > 0 und

eine Teilfolge (k,)nen mit |ag, |Y/*n > 1/r + ¢ fiir alle n > 1. Fiir

= (1 -1 =
(I/r+e)" +uxo T+T€+$0
gilt dann
r Fon
_ kn: . > ]_ k"' 1 _knzl
o lle = o =, - () 2 e (a9

Damit ist (ax(x — 20)")x>1 keine Nullfolge, und die Potenzreihe konvergiert
nicht fiir x. Wegen |z — xo| =
der Definition von 7. ]
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8.3.2 Ableitungen von Potenzreihen

Leitet man alle Summanden der Potenzreihe (8.3.1) ab, so ergibt sich
Zak ke (x— )t = Zak“ (k4 1) (z — x0)" .
k=1 k=0
Insbesondere ist die resultierende Reihe wieder eine Potenzreihe. Der folgende
Satz zeigt nun, dass diese “abgeleitete” Potenzreihe den gleichen Konvergenz-
radius wie die urspriingliche Potenzreihe hat.

Satz 8.3.2. Sei (ag)ken eine reelle Folge und xo € R. Ferner sei r der
Konvergenzradius der zugehdrigen Potenzreihe (8.3.1). Dann ist r auch der
Konvergenzradius der Potenzreihe
ay - k(z — zo)F . (8.3.3)
k=1

Beweis. Mit der 2. Regel von L’Hospital, siehe Satz 6.2.13, gilt

. . In(1+k) . 1
1k _ _ _
A= e = g =
und damit folgt |1 + k[*/* — 1. Fiir by := a4y - (k+ 1) und ¢, := |ak+1\ﬁ
ergibt diese Konvergenz dann

1 k+1
lim sup |b|* = lim sup |agpgq |V* - |14 k|Y* = lim sup |apq |[F7F
k—o0 k—o00 k—o0
k+1
= limsupc,*
k—o00
. k+1
= lim sup exp(— - In ck)
k—o00 k

=exp(Inr™) =771,

wobei wir Cauchy-Hadamard Formel (8.3.2) ausgenutzt haben. Damit ist der
Konvergenzradius der Potenzreihe (8.3.3) gleich r nach Satz 8.3.1. O
Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, Potenzreihen ableiten
zu konnen.

Korollar 8.3.3. Sei (ay)ken €ine reelle Folge und xo € R. Ferner sei r der
Konvergenzradius der zugehérigen Potenzreihe (8.3.1). Dann ist die durch

fla)=> ap-(z—x0)", z € Uz, ) (8.3.4)
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definierte Funktion unendlich oft differenzierbar und es gilt
f'(x) = Zak k(x —xo)F z € U(zo,r).
k=1

Bewess. Fir n > 1 setzen wir

n

falz) == Zak -z —x0)", x € Uz, ).

k=0

Nach Satz 8.3.1 konvergiert dann die Folge ( f,,)nen kompakt gegen f. Ferner
zeigt Satz 8.3.2, dass der Konvergenzradius der formal abgeleiteten Potenz-
reihe (8.3.3) ebenfalls r ist. Nach Satz 8.3.1 konvergiert damit auch die Folge
der Ableitungen (f))nen kompakt. Satz 8.2.3 zeigt dann, dass f differenzier-

bar ist und
oo

/ 1 / _ . . k—1
)= Jim £2) = X o o =)
gilt. Anwenden der bisher bewiesenen Aussage auf f’ zeigt, dass auch f’
differenzierbar ist, d.h. f zweimal differenzierbar ist. Durch wiederholtes An-
wenden sehen wir schliellich, dass f unendlich oft differenzierbar ist. ]

8.3.3 Potenzreihen sind Taylorreihen

Das folgende Korollar zeigt, dass Potenzreihen die Taylorreihen ihrer zu-
gehorigen Funktion sind. Ferner zeigt es, dass die Koeffizienten-Folge (a)xen
einer Potenzreihe eindeutig durch die zugehorige Funktion bestimmt ist.

Korollar 8.3.4. Sei (ag)ren eine reelle Folge und xo € R. Ferner sei r der
Konvergenzradius der zugehdrigen Potenzreihe (8.3.1) und f : U(xg,7) — R
die zugehirige Funktion (8.3.4). Dann gilt

f(k)<370)
k!

ar = , k> 0.

Beweis. Fiir k = 0 folgt dies aus f(xg) = ag(ro — 79)° = ao. Fiir k =1 folgt
dies analog aus f'(zo) = a1-1-(z9—x0)' ™" = a. Fiir k > 2 ist analog f*) ()
zu betrachten. O

Jedes Polynom ist offensichtlich die von einer Potenzreihe um zy = 0 mit
Konvergenzradius » = oo dargestellte Funktion. Haben wir daher zwei Po-
lynome p und ¢ und a < b mit p(z) = ¢(z) fir alle x € (a,b), so zeigt
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das obige Korollar, dass degp = deggq ist und die Koeffizienten von p und
q tibereinstimmen. Diese Aussage hitten wir allerdings auch schon im An-
schluss von Korollar 6.2.5 beweisen konnen. Ferner zeigt diese Aussage, dass
es in Kapitel 2.7 unnotig war, potentiell verschiedene Darstellungen von Po-
lynomen zu betrachten.

Korollar 8.3.4 zeigt, dass Potenzreihen die Taylorreihen ihrer dargestellten
Funktion f sind. In diesem Fall konvergiert die Taylorreihe naturgeméfl gegen
f.

Diese Beobachtung wirft die Frage auf, ob wir auch mit einer Funktion f be-
ginnen kénnen und diese durch ihre Taylorreihe um zy approximieren kénnen.
Offensichtlich muss dazu f in zy unendlich oft differenzierbar sein, da wir
ansonsten die Taylorkoeffizienten nicht bestimmen konnen. Dies reicht aber
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Dazu betrachten wir die Funktion f : R — R, die durch

0, falls x =0
fz) = )
exp(—1/z%), fallsx#0

definiert ist. Nachrechnen ergibt f*)(0) = 0 fiir alle k¥ > 0. Damit ist die um
0 entwickelte Taylorreihe

> R (0
Too(ar)zsz'( ):Ek:O, r eR.
k=0 '

Offensichtlich hat diese Potenzreihe den Konvergenzradius » = oo und es gilt
trotzdem T (z) # f(x) fiir alle x # 0.

Funktionen, die (lokal) durch ihre Taylorreihe darstellbar sind, gehoren zu
den “schonsten” Funktionen und werden in der Funktionentheorie behan-
delt. Sie haben viele weitere Eigenschaften, die sie von anderen Funktionen
abheben.

8.3.4 Beispiele

Die geometrische Reihe
>t
k=0

ist eine Potenzreihe um xy = 0 zu der Folge a, = 1 fiir alle K > 0. Nach der
Cauchy-Hadamard-Formel (8.3.2) ist ihr Konvergenzradius r = 1. Auflerdem
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wissen wir, dass ihre dargestellte Funktion f durch

1
1—2x’

fz) = c(-1,1)

gegeben ist. Ableiten ergibt nach Korollar 8.3.3

:Zk’xk’l, re(—1,1).
k=

Die Exponentialfunktion

exp(x ZZ— reR
k=0

ist durch eine Potenzreihe um zy = 0 zu der Folge a; = 1/k! fiir alle kK > 0
definiert. Wegen v/k! — oo hat sie Konvergenzradius r = oo und Ableiten
nach Korollar 8.3.3 ergibt die wohlbekannte Formel

=k > 1
exp’( ;k_ 1:Z(k_

k=1

;%_exp

fir alle z € R.

Es gilt sin0 = 0, sin’0 = 1, sin” 0 = 0, sin” 0 = —1, usw.. Insgesamt ver-
schwinden damit alle geraden Ableitungen von sin in 0, d.h.

sin®¥)(0) =0, k>0,
wéihrend die ungeraden Ableitungen alternieren, genauer
sin®+(0) = (—1)* k>0,

Dies ergibt die Taylorreihe

2k+1

2 (-1 2k+U

k=0

die wiederum den Konvergenzradius » = oo hat. Analog sehen wir, dass

S

k=0

die Taylorreihe der Kosinusfunktion ist.
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Definieren wir die Sinus- und Kosinusfunktion nicht geometrisch, sondern
analytisch durch

o0 a2t
sinx := 1)
SV
> 1
COST := -1
pr (2k)!
fiir alle x € R, so ergibt Ableiten nach Korollar 8.3.3
» o0 . 22k
sin’ x = ;0(—1) (2k + 1)m = COS .
Analog finden wir cosz = —sin x.

Viele andere wichtige Funktionen kénnen durch ihre Taylorreihe dargestellt
werden, z.B.:

In(l+z) = i (=1) )

— (—1)*
arctan x := Z 2kt

wobei wir in beiden Féllen um xy = 0 entwickelt haben und den Konvergenz-
radius 7 = 1 haben. Mit anderen Worten gelten die beiden Formeln fiir alle
r e (=1,1).



Kapitel 9

Lineare Abbildungen

In Definition 3.1.1 hatten wir schon Vektorrdume iiber R bzw. iiber C ken-
nengelernt. Die einfachsten Beispiele solcher Vektorrdume waren dabei die
Riaume R? und C?. Es gibt aber auch deutlich anspruchsvollere Vektorrdume,
wie z.B. den Raum C(]a, b]) aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R.

In diesem Kapitel wollen wir Vektorrdaume und ausgezeichnete Abbildungen
zwischen diesen Rdumen genauer untersuchen.

9.1 Basen

Jeder Punkt im Raum R? kann eindeutig durch die beiden Standard-Einheits-

vektoren
(1 _ (0
€1 1= 0/ €g 1= 1

beschrieben werden. Dies ist genau die Grundidee des kartesischen Koor-
dinatensystems. Analog kann jeder Punkt im R?® durch die drei Standard-
Einheitsvektoren

beschrieben werden. In diesem Sinne kann man 2 bzw. 3 als die Dimension
von R? bzw. R? ansehen. Diese Idee wollen wir im folgenden auf allgemeinere
Vektorraume anwenden.

215
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9.1.1 Unterraume

Im folgenden steht K immer fiir R oder C, um die beiden Fille gleichzeitig
behandeln zu kénnen.

Definition 9.1.1. Seien (V, +,-) ein K-Vektorraum und W C V. Dann heifit
W Unterraum von V', falls (W, +,-) ein K-Vektorraum ist, wobei + und -
jeweils auf W eingeschrdnkt worden sind.

Das folgende Lemma stellt eine einfache Charakterisierung von Unterrdumen
zur Verfiigung.

Lemma 9.1.2. Seien (V,+,-) ein K-Vektorraum und W C V. Dann ist
W genau dann ein Unterraum von V', wenn die folgenden drei Bedingungen
erfillt sind.

i) 0e W

ii) W ist abgeschlossen bzgl. der Addition, d.h. fir alle v,w € W
giltv+w e W.

iii) W ist abgeschlossen bzgl. der Skalarmultiplikation, d.h. fir alle
veW und N e K gilt \v € W.

In diesem Fuall ist 0 auch das neutrale Element von + in W und die inversen
FElemente der Addition in W stimmen mit denen von V dberein.

Beweis. Sei zunéchst W ein Unterraum. Nach Definition ist dann (W, +,-)
ein K-Vektorraum ist, wobei + und - jeweils auf W eingeschrinkt worden
sind. Mit anderen Worten bildet die Einschriankung +wxw : W x W — V
sogar nach W ab. Dies zeigt i). Die Bedingung i) folgt analog. Schliellich
kann W nichtleer sein, da es immer ein neutrales Element Oy enthalten muss.
Mit 1) folgt Oy = 00y € W, wobei Oy := 0 das neutrale Element in V
bezeichnet. Ferner gilt auch 0 - Oy, = Oy und damit haben wir Oy = Oy

Seien nun umgekehrt i) bis #ii) erfiillt. Nach 4i) gilt dann +jyxw : WxW —
W und 4) zeigt -|gkxw : K x W — W. Offensichtlich ist + auch auf W
assoziativ und kommutativ und da 0 € W ist, hat + auch ein neutrales
Element in W. Schliefllich gilt —v = (—1) - v € W fiir alle v € W nach iii)
und damit hat auch jedes Element in W ein inverses bzgl. +. Die iibrigen 4
Identitédten gelten in V und damit auch in W. O
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Im R? ist eine Gerade g := {xg + tv : t € R} mit Stiitzvektor z, und
Richtungsvektor v genau dann ein Unterraum von R? falls 0 € g.

Um dies zu sehen, nehmen wir zunéchst an, dass g ein Unterraum ist. Dann
zeigt Lemma 9.1.2 sofort 0 € g. Gilt umgekehrt 0 € g, so muss es ein t* € R
geben mit 0 = ¢ + t*v. Dies zeigt zo = —t*v und damit hat g die Gestalt

g ={-tv+tv:teR}={(t—t")v:t € R} ={sv:se€R}.

Sind nun wuy, us € g, so gibt es s1, 59 € R mit uy = syv und uy = s9v. Damit
folgt uy + ug = (s1 + s2)v € g. Fiir A € R gilt ferner A\(s1v) = (As1)v € g.
Damit zeigt Lemma 9.1.2, dass g ein Unterraum ist.

Um weitere Beispiele von Unterrdumen zu betrachten, fixieren wir eine nicht-
leere Menge X und einen K-Vektorraum V. Wir schreiben

Abb(X, V) :={f: X -V}

fiir die Menge aller Abbildungen von X nach V. Dann ist Abb(X, V') ein Vek-
torraum, wenn wir die Addition und Skalarmultiplikation wie iiblich punkt-
weise definieren, d.h.

(f +9)(x) = f(x) +g(x),
(Af)(x) == Af(x)

fiir alle f,g € Abb(X,V), A € K und x € X. Die konstante Nullfunktion
ist dabei z.B. das neutrale Element der Addition. Mit Hilfe diese Raums
kénnen wir nun weitere Vektorrdume als Unterrdume von z.B. Abb(X,R)
identifizieren, wobei die Argumente auch fiir C giiltig sind.

Ein erstes Beispiel ist der Raum C([a, b]). In der Tat ist die konstante Null-
funktion stetig und damit in C([a, b]). Ferner ist die Summe zweier stetiger
Funktionen wieder stetig, und damit ist die von Abb([a,b],R) stammende
punktweise Addition in C([a,b]) abgeschlossen. Das gleiche gilt fiir die Ska-
larmultiplikation und damit ist nach Lemma 9.1.2 der Raum C([a,b]) ein
Unterraum von Abb([a, b], R).

Ein weiteres Beispiel ist der Raum aller reellen Polynome auf einen Intervall
I, d.h.
Pol(]) := {p 1 — ]R‘ p ist Polynom }

Wie im ersten Beispiel sieht man dann wieder mit Lemma 9.1.2, dass Pol([)
ein Unterraum von Abb(/,R) ist. Betrachtet man ferner die Menge

Pol(I,n) := {p I — R! p ist Polynom mit degp < n} ,
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so zeigt (2.7.2), dass fiir p,q € Pol(I,n) auch deg(p +¢q) < n, d.h. p+q €
Pol(1,n) gilt. Analog zeigt (2.7.3) mit ¢ = 1, dass auch die Skalarmultiplika-
tion auf Pol(/, n) abgeschlossen ist. Schliefllich ist 0 € Pol(1, n) offensichtlich.
Damit ist Pol(Z, n) sowohl ein Unterraum von Pol(Z,) als auch von Abb(/,R).

Letzteres ist keine Uberraschung, denn ist W ein Unterraum von V und U
ein Unterraum von W, so kann man mit Lemma 9.1.2 leicht zeigen, dass
dann auch U ein Unterraum von V' ist.

9.1.2 Linearkombinationen

Im folgenden sei V' ein K-Vektorraum fiir K € {R, C}. Fiir vq,...,v,, € V
und Aq, ..., A, € K heifit
vi= Z AiU;
i=1

Linearkombination von vy,...,v,, € V. Ferner heifit die Menge aller sol-
cher Linearkombinationen, d.h.

spanf{vy, ..., vy} = {Z AU i A, ooy A € K}
i=1

der von vy, ...,v,, € V aufgespannte Raum. Mit Lemma 9.1.2 ist es leicht
zu iiberpriifen, dass W := span{vy,...,v,,} ein Unterraum von V ist. In
diesem Fall heif3t vy, ..., v,, ein Erzeugendensystem von V.

Um die Begriffe zu illustrieren, betrachten wir die Vektoren

=) ()

Dann gilt span{vy,ve} = {Av; : A € R}. Hierbei ist die Inklusion “2>” wegen
Avp = A\vg + Ovg leicht zu sehen. Haben wir umgekehrt Ay, Ay € R, so folgt

A <é> + A2 (_02> =\ (é) —2X (é) = (A1 —2X0) vy,

und damit haben wir auch “C”.

Betrachten wir stattdessen die Vektoren

el el
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so gilt span{wy, w,} = R2. Hierbei ist die Inklusion “C” offensichtlich. Haben
wir umgekehrt ein x = (2) € R?, so miissen wir \; € R und )y € R finden,
die

n (o) 0)- ()
erfiillen. Dies liefert die Gleichungen \; 4+ Xy = 21 und \y = x5, was wiederum
A1 = 11 — x5 ergibt.
Sind schlieBlich ey, . .., e; die Standard-Einheitsvektoren von R?, so gilt

span{ey, ..., eq} = R?,

siehe auch (3.1.1).

Um die Dimension sinnvoll definieren zu konnen, miissen wir Erzeugenden-
systeme betrachten, die nicht zu grofl sind. Die folgende Definition fiihrt ein
entsprechende Konzept ein.

Definition 9.1.3. Seien V' ein K-Vektorraum und vy,...,v,, € V. Dann
heifien diese Vektoren linear unabhdngig, falls fiir alle Ay, ..., A, € K mit

i )\ivi =0
=1

gilt \y = --- =\, = 0. Ansonsten heiffen die Vektoren linear abhdngig.

Die obigen Vektoren vy, vy sind linear abhéngig, denn es gilt zum Beispiel
2v; + v9 = 0. Die Vektoren w;,wy sind dagegen linear unabhéngig, denn
fir x := 0 € R? hatte unsere obige Uberlegung ja schon Ay = x5 = 0 und
A = 21 — 2o = 0 gezeigt. SchlieBlich sind die Vektoren ey, ...,e; in R?
ebenfalls linear unabhéngig, wie man sich leicht klarmachen kann.

Lemma 9.1.4. Seien V' ein K-Vektorraum und vy, ...,v,, € V. Dann sind

V1, ..., U € V linear unabhdngig genau dann, wenn es zu jedem v € span{vy, . ..

eindeutige Koeffizienten 1, ..., A\, € K gibt mat
i=1

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass vy,...,v, € V linear unabhéngig
sind. Ferner seien \1,..., A, € Kmit (9.1.1) und «y, ..., a, € K mit

m
v = E ;U5
=1
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gegeben. Dies ergibt

0= Z )\ivi — ZOZZ"Ui = Z()\,L — Oéi>1)i .
i=1 i=1 i=1
Aus der linearen Unabhéngigkeit folgt dann Ay —ay = --- =\, —a,, =0

und damit auch A\ = a4, ..., A\, = am,.

Gilt umgekehrt die eindeutige Darstellung in (9.1.1), so folgt sofort die lineare
Unabhéngigkeit durch Betrachtung von v := 0. O]

9.1.3 Basen und Dimension

Die folgende Definition betrachtet linear unabhéngige Erzeugendensysteme.

Definition 9.1.5. Seien V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v,, € V. Dann ist
vy, ..., Uy eine Basis von'V | falls die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdngig
sind und V = span{vy, ..., v, } gilt.

Die obigen Vektoren w;, w, sind eine Basis von R? und das gleiche gilt fiir
die beiden Standardeinheitsvektoren e, e; € R?. Rdume kénnen also insbe-
sondere mehrere Basen haben.

Ist vy, ..., v, eine Basis von V', so hat Lemma 9.1.4 gezeigt, dass jedes Ele-
ment v € V eine eindeutige Darstellung als Linearkombination von vy, ..., v,,
hat.

Das folgende Lemma zeigt, dass wir aus einem linear abhéngigen Erzeu-
gendensystem ein Element hinausnehmen kénnen, ohne den aufgespannten
Raum zu &ndern.

Lemma 9.1.6. Seien V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, € V linear abhdngig
mit vy # 0. Dann gibt es ein j € {2,...,m} mit v; € spanf{vy,...,v,1} und

span{vy, ..., vj_1,Vj41, U } = span{vi,..., vn}.

Beweis. Dawy, ..., v, linear abhéngig sind, gibt es Koeffizienten Ay, ..., \,, €
K, die nicht alle gleich Null sind, mit

)\11)1+---—|—/\mvm20.
Sei j der grofite Index mit A; # 0. Dann ist Aj;; = --- = A,;, = 0 und es folgt

)\1U1+"'+)\j1}j =0. (912)
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Wiire j = 1, so wiirde dies A\jv; = 0 bedeuten, was wegen A\; # 0 und vy # 0
unmoglich ist. Damit folgt 7 > 2. Aus (9.1.2) folgt dann

)\1 )\j,1
Vj=——Up — s — =0, (9.1.3)
J >\] )\] J
d.h. wir haben v; € span{vy,...,v;_1} gezeigt. Sei nun v € span{vy,..., v, }.

Dann gibt es ay, ..., a,, € K mit
UV =Q1V1 + "+ WU .

Ersetzen wir nun den Vektor v; auf der rechten Seite durch (9.1.3), so sehen
wir, dass

v € span{vi, ..., Vj_1,Vj41,Um} -
Damit haben wir “C” gezeigt. Die andere Inklusion ist trivial. O]
Hat man linear abhéngige Vektoren vy,...,v,, € V mit v; # 0, so zeigt

Lemma 9.1.6, dass wir solange Vektoren wegnehmen koénnen, ohne den auf-
gespannten Raum zu dndern, bis wir eine linear unabhéngige Familie erhalten
haben. Diese Familie ist dann eine Basis von span{vy, ..., vy}

Das folgende Lemma untersucht, wie sich die Erweiterung von Erzeugenden-
systemen auf die lineare Unabhéngigkeit auswirkt.

Lemma 9.1.7. Seien V ein K-Vektorraum, vy,...,v,, € V und W :=
span{vy, ..., v, }. Dann gelten die folgenden Aussagen fir v € V:

i) Ist v € W, dann sind w,vy, ..., vy, linear abhingig.

it) Ist v € W und sind vy, ..., v, €V linear unabhdngig, dann sind auch
W, Vi, ...,0y linear unabhdngig.

Beweis. 1). Es gibt \; € K mit v = A\jvq + -+ - + A\, vy, Dies impliziert
0= (=1)v+ A\vr 4+ -+ A,

und da —1 # 0 folgt die lineare Abhéngigkeit.

ii). Sei 0 = A\v 4+ A\v1 + - -+ + Apvy,. Dann muss A = 0 sein, denn ansonsten
hatten wir

/\1 )\m
U_—Tvl—"'—TUm’
was v € W widerspricht. Aus A = 0 folgt nun 0 = Aoy + - -+ + A0, und
die lineare Unabhéangigkeit der vy,...,v,, € V sichert deswegen A\ = --- =

Am = 0. ]



222 KAPITEL 9. LINEARE ABBILDUNGEN

Der folgende Satz zeigt, dass linear unabhéngige Familien nur eine maximale
Grofle haben konnen, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

Satz 9.1.8. Seien V ein K-Vektorraum und vy,...,v,, € V ein Erzeugen-
densystem von V und wy, ..., w, € V linear unabhdngig. Dann gilt n < m.

Beweis. Da wyq, ..., w, linear unabhéngig sind, gilt w; #0, ..., w, # 0.

Aus span{vy,...v,} = V folgt nun mit Lemma 9.1.7, dass wy,vi,...,Up
linear abhéngig sind. Wegen w; # 0 finden wir mit Lemma 9.1.6 ein j, so
dass fir I; :={1,...,m} \ {j} gilt:

V= span({wl} U{vi:ie€ II}> :

Dieser Schritt wird nun iteriert. Vor dem (j + 1)-ersten Schritt haben wir
dabei bereits eine Menge [; := {i1,...0p—;} C {1,...,m} mit |[;| =m —j
und

V= span({wl, cowi b U{v i e Ij})

Nach Lemma 9.1.7 sind dann wy, .. ., w41, Vi, - . - 4, ; linear abhéingig. Nach
Lemma 9.1.6 gibt es dann einen Vektor u in dieser Liste, der in dem aufge-
spannten Raum der vorher aufgezédhlten Vektoren liegt. Ware u gleich einer
der Vektoren wy, ..., wj41, d.h. u = w; fiir i < j+ 1 so wiirde dies

w; € span{wy, ... w;_1} C span{wy : k # i}

bedeuten. Dies widerspricht nach Lemma 9.1.7 der linearen Unabhéngigkeit
von wi, ..., w,. Damit muss u = v;, fiir ein 7 € I; sein. Wir setzen I, :=
I; \ {ix} und erhalten |I;41| =m — (j + 1) und

V= span({wl, o wi f ULy i€ ]j+1}) :

Diesen Prozess konnen wir solange fortsetzen bis n Vektoren in vq,...,v,,
durch die wy, ..., w, ersetzt worden sind. Dies wére jedoch im Fall m < n
nicht moglich. O]

Korollar 9.1.9. Seien V' ein K-Vektorraum und v, ..., v, eine Basis von
V. Dann hat jede andere Basis von V' genau m Elemente.

Beweis. Sei wy, ..., w, eine weitere Basis von V. Da vq,...,v,, ein Erzeu-
9 9 9 ?
gendensystem von V' ist und wy, ..., w, linear unabhéngig sind erhalten wir

n < m mit Satz 9.1.8.

Vertauschen der Basen in dem obigen Argument ergibt m < n. O]
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Mit Hilfe des vorherigen Korollars kénnen wir nun die Dimension eines Vek-
torraums definieren.

Definition 9.1.10. Seien V' ein K-Vektorraum und vy,...,v,, eine Basis
von V. Dann heifit
dimV :=m

die Dimension von V. Gibt es keine endliche Basis von V', so setzen wir
dimV := oo und im Fall V = {0} setzen wir dimV = 0.

Es gilt dimRY = d, da ey, . .., eq eine Basis sind. Ferner gilt fiir den Raum der
Polynome vom Grad kleiner gleich n iiber einem Intervall [ mit nichtleerem

Inneren
dimPol(/,n) =n+1,

da die Monome 1,z,22,...,2" ein Erzeugendensystem von Pol(I,n) sind.
Ferner hatten wir nach Korollar 8.3.4 bemerkt, dass die Koeffizienten ei-
nes Polynoms eindeutig sind, und damit sind die Monome auch linear un-
abhéngig.

Der folgende Satz sichert die Existenz von Basen, falls es endliche Erzeugen-
densysteme gibt.

Satz 9.1.11. Seien V' ein K-Vektorraum, vy, ..., v,, ein Erzeugendensystem
von V und W # {0} ein Unterraum von V. Dann hat W eine Basis und es
gilt dim W < m.

Betrachtet man den Fall W =V im obigen Lemma, so sieht man, dass jeder
nicht-triviale K-Vektorraum V', d.h. V' # {0}, der ein endliches Erzeugen-
densystem hat, auch eine Basis hat.

Beweis. Wegen W # {0} gibt es ein wy; € W mit w; # 0. Damit ist w; linear
unabhéngig. Falls W £ W, := span{w, } gilt, gibt es ein weiteres wy € W
mit wy & Wi. Nach Lemma 9.1.7 sind dann wy, wy linear unabhéingig. Falls
W # Wy := span{w;, wo } gilt, gibt es ein weiteres wy € W mit ws ¢ Wy und
nach Lemma 9.1.7 sind dann wy, wy, w3 linear unabhéngig.

Sei nun 7 > 1, so dass dieser Prozess j mal durchgefiihrt worden ist, d.h. wir
haben linear unabhdngige Vektoren wy,...,w; € W gefunden. Wére j >
m, so wiirde dies Satz 9.1.8 widersprechen. Damit gibt es eine maximale
Anzahl n < m von Durchfiihrungen des Prozesses, was bedeutet, dass wir
nach n Durchfiihrungen W = span{wy, ..., w,} haben. Damit ist wy, ..., w,
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von W, d.h. eine Basis. Wegen
dim W = n folgt dann auch die Ungleichung. O
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Das folgende Korollar zeigt, dass Unterrdume nie eine groffere Dimension als
ihre umgebenden Rdume haben konnen.

Korollar 9.1.12. Seien V ein K- Vektorraum und W ein Unterraum von V.
Dann gilt dimW < dim V.

Beweis. Ist dimV = oo oder dimW = 0, so ist nichts zu zeigen. Im Fall
dimV < oo und dimW > 0 hat V ein endliches Erzeugendensystem der
GroBe dim V' und aus dim W > 0 folgt W # {0}. Dann folgt die Behauptung
aus Satz 9.1.11. O

Das folgende Korollar untersucht die Situation dim V' = dim W im Fall end-
licher Dimension.

Korollar 9.1.13. Seien V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und W
ein Unterraum von V. Dann gilt dim W = dim V' genau dann, wenn V = W.

Beweis. Ist V=W, so gilt offensichtlich dim V' = dim W.

Gilt andersherum dim V' = dim W, so ist W C V nach Voraussetzung erfiillt.
Wiére nun W # V| so gidbe es daher ein v € V' \ W. Nach Satz 9.1.11 hat

W eine Basis wy, ..., w,,. Lemma 9.1.7 zeigt dann, dass v, wy, ..., w,, linear
unabhéngig sind und damit folgt dimV > m 4+ 1 = dim W + 1, was ein
Widerspruch zu der Annahme dim V' = dim W ist. O

Ist I ein Intervall mit nichtleerem Inneren, so hatten wir schon dim Pol(7,n) =
n + 1 gesehen. Da Pol(/,n) auch Unterraum von Pol(I), folgt dim Pol(/) >
n + 1 fiir alle n > 1. Dies zeigt

dim Pol(I) = o0

Ferner ist fiir I = [a,b] der Raum Pol(/) ein Unterraum von C([a,b]) und
damit folgt auch
dimC([a,b]) = 0.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass Korollar 9.1.13 im Falle unendlich-dimensionaler
Vektorraume falsch ist.

Das folgende Korollar zeigt, dass linear unabhéngige Familien oder Erzeu-
gendensysteme der Grofle dim V' Basen sind.

Korollar 9.1.14. Seien V' ein K-Vektorraum mit n = dimV € N und
v1,...,0, €V linear unabhdngig oder ein Erzeugendensystem von V. Dann
st vy, ...,v, eme Basis von V.
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Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass vy,...,v, € V linear unabhéngig
sind. Wegen dimV = n gibt es ein Erzeugendensystem wy, ..., w, von V.
Wir nehmen nun an, dass vy, ..., v, keine Basis von V ist, d.h.

span{vy,...,v,} # V.

Dann gibt es ein w € V mit w ¢ span{vy, ..., v,}. Nach Lemma 9.1.7 sind
dann vy, ..., v,,w linear unabhéngig, d.h. wir haben n+1 linear unabhéngige
Elemente in V. Dies widerspricht Satz 9.1.8.

Seien nun vy, . .., v, ein Erzeugendensystem von V. Wéren sie keine Basis, so
wéren sie linear abhéngig. Da dim V' > 1 kann nicht v; = vy =--- =0, =0
gelten, d.h. es gibt ein v; # 0. Ohne Einschrinkung kénnen wir v; # 0
annehmen. Nach Lemma 9.1.6 gibt es dann ein 7 > 2 mit

span{vy, ..., V1,041, Up} = span{vy,...,v,} = V.

Damit haben wir ein Erzeugendensystem der Grofle n — 1, was nach Satz
9.1.8 und dim V' = n unmdéglich ist. ]

Man kann Erzeugendensysteme und lineare Unabhéngigkeit auf unendliche
Familien ausweiten, indem im ersten Fall alle Linearkombinationen iiber alle
endlichen Teilfamilien betrachtet werden und im zweiten Fall verlangt wird,
dass alle endlichen Teilfamilien linear unabhéngig sind. Nach dieser Verall-
gemeinerung kann man auch unendlich groffle Basen als linear unabhéngige
Erzeugendensysteme definieren. In einem weiteren Schritt kann man dann
zeigen, dass jeder Vektorraum eine (potenziell unendlich grofle) Basis hat.
Solche Basen wollen wir hier aber nicht weiter betrachten.

9.2 Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel wollen wir Abbildungen zwischen Vektorrdumen untersu-
chen, deren Abbildungsverhalten sich mit der Addition und Skalarmultipli-
kation vertragen.

9.2.1 Definition, Beispiele und Matrizen

Wir beginnen mit der folgenden grundlegenden Definition.

Definition 9.2.1. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und T : 'V — W.
Dann heifit T linear, falls die folgenden zwei Figenschaften erfillt sind:
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i) Additivitat: Fir alle v,w € V gilt T(v +w) =T(v) + T'(w).
ii) Homogenitdt: Fir allev € V und A € K gilt T(Av) = A\T'(v).

In diesem Fall heifst T auch (Vektorraum)-Homomorphismus und wir
schreiben Tv := T(v). Ist T bijektiv und linear, so sprechen wir auch von
einem (Vektorraum)-Isomorphismus. Wir schreiben ferner

LV,W):={T:V = W|T linear }.

Sind V, W beliebige Vektorriaume, so ist idy : V' — V linear und die konstante
Nullabbildung v + 0 von V' nach W ist ebenfalls linear.

Bevor wir weitere Beispiele linearer Abbildungen betrachten, wollen wir den
Raum L(V, W) etwas néher untersuchen.

Lemma 9.2.2. Seien V,W zwei K-Vektorraume. Dann ist L(V,W) ein Un-
terraum von Abb(V, W).

Beweis. Offensichtlich ist die konstante Nullabbildung linear, d.h. 0 € £(V, W).
Sind S, T € L(V, W), so gilt fir v,w € V

SH+T)v+w)=Sv+w)+T(v+w)=Sv+ Sw+Tv+Tw
=S +T)hv+ (S+T)w

damit ist S + T additiv. Analog kann man die Homogenitit von S + T
zeigen. Mit anderen Worten ist S + T linear, d.h. S+ T € L(V,W). Fir
A € K kann man analog AT € L(V, W) zeigen. Lemma 9.1.2 gibt dann die
Behauptung. O

Die Additivitdt und Homogenitét sorgen dafiir, dass Operationen im De-
finitionsbereich von T kompatibel zu denen im Bildbereich sind. Ahnliche
Vertraglichkeiten hatten wir auch schon frither kennengelernt, z.B.:

i) Monotone Abbildungen vertragen sich mit < und streng monotone Ab-
bildungen mit <.

ii) Stetige Funktionen vertragen sich mit Grenzwertbildung, genauer ge-
sagt mit den zugehorigen Topologien.

iii) Die Exponentialfunktion exp : (R,+) — ((0,00), -) vertragt sich mit
den beiden Gruppenoperationen + und - im Definitions- bzw. Bildbe-
reich.
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Fir V = W = K ist eine Abbildung 7" : K — K genau dann linear, wenn
es ein a € K gibt mit T'(x) = az fir alle x € K. Dieses a lésst sich durch
a = T(1) bestimmen.

Bezeichnen C(7) und C!(I) die Mengen aller stetigen bzw. stetig differenzier-
baren Abbildungen f : I — R, wobei I ein Intervall ist, so ist der Ablei-
tungsoperator

C'([a, b)) — C((a, b))
fef

linear. Umgekehrt ist auch die Abbildung

C([a,b]) — C'((a,b))
feF,

wobei F' die Stammfunktion von f bezeichnet, linear.

Ist I ein Intervall und = € I, so ist auch der Auswertungsoperator

C(I) >R
[ flz)

linear.

Bezeichnet ¢ := {(zy)neny C Rt (2,)nen konvergiert } den Raum aller kon-
vergenten, reellen Folgen, so ist die Abbildung

c— R

(an)nEN — lim (079
n—00

linear.

Abgesehen vom ersten Beispiel, haben alle anderen Beispiele mindestens
einen unendlich-dimensionalen Vektorraum. Wir wollen uns aber auf endlich-
dimensionale Vektorraume konzentrieren. Dazu wollen wir als nichstes den
Fall T : K — K auf 7" : K® — K" verallgemeinern.

Seien dazu m,n > 1. Eine m x n-Matrix A besteht aus m - n Eintragen
a;; € Kmiti=1,...,mund j = 1,...,n, die iiblicherweise so geschrieben
werden:

a1 Ce Q1n

am1 -+ Qmnp
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Die Menge aller mxn-Matrizen wird mit My (m, n) bezeichnet. Ist K aus dem
Zusammenhang bekannt, wird es dabei meistens weggelassen. Man beachte,
dass wir fiir 7 := {1,...,m} x {1,...,n} nichts anderes als Mg(m,n) =
Abb(1,K) haben.

Fiir Matrizen der gleichen Groflie m x n kann man eine Addition durch kom-
ponentenweise Addition definieren, d.h.

ayr ... QA1n bll . bln a;y + b11 ce Ay + bln

Am1  --- Qmnp bml .. bmn A1 + bml vee Qupp T+ bmn

Analog kann man eine Skalarmultiplikation komponentenweise definieren,

ai; ... A1y )\CLH . )\aln

Gml - Gmn Al oo Apn,

Da diese Operationen genau denen auf Abb(I,K) entsprechen, sieht man
leicht, dass Mg (m,n) zusammen mit diesen beiden Operationen ein K-
Vektorraum ist. Analog kann dies auch direkt verifiziert werden.

Ist A eine m x n-Matrix mit Eintrdgen a;; € K und € K" ein Vektor mit

Eintragen z1, ..., z,, so konnen wir ferner eine Multiplikation durch
n
air ... Qip T 23:1 a15%;
Az = : : N :
n
N . T ijl Qi T

definieren. Damit ist insbesondere Ax € K™. Leichtes Nachrechnen zeigt
zudem, dass

Az +vy) = Az + Ay und A(A\z) = Nz
fiir alle z,y € K” und XA € K gilt. Mit anderen Worten ist die Abbildung

Ly: K" — K™
x— Ax
linear, d.h. jede m x n-Matrix definiert eine lineare Abbildung K" — K™
vermoége der obigen Multiplikation.

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem Az = b 16sen wollen, so suchen wir

also nach dem Urbild
Ly ({b}).
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Sind A und B zwei m x n-Matrizen, so ldsst sich ebenfalls
(A4 B)x = Ax + Bz und AMAz) = (MA)z

fiir alle x € K® und A € K schnell nachrechnen. Die erste Gleichung zeigt
dann Ly pr = Laz + Lz, d.h.

Latp =La+Lg.

Analog zeigt die zweite Gleichung Lys = AL4. Mit anderen Worten haben
wir das folgende Lemma gezeigt:

Lemma 9.2.3. Fiir alle n,m > 1 ist die Abbildung

Mg(m,n) — L(K" K™)
A LA

linear.

Spéter in Satz 9.2.10 werden wir sehen, dass diese Abbildung sogar ein Iso-
morphismus ist, d.h. die linearen Abbildungen K" — K™ lassen sich eindeutig
durch Matrizen beschreiben. Im Fall m = n = 1 hatten wir dies am Anfang
des Unterkapitels schon gesehen.

Der folgende Satz stellt eine weitere wichtige lineare Abbildung vor. Sie dient
dazu, Vektorrdume V mit dim V = d mit K? zu identifizieren.

Satz 9.2.4. Seien V' ein K-Vektorraum mit dimV = d < oo und B :=
(v1,...,v4) eine Basis von V. Dann ist die Koordinatenabbildung

Cyz:V — K?

d
E T;V;
=1

X

Lq
ewn Isomorphismus.

Die Koordinatenabbildung zu einer gegebenen Basis B ordnet also jedem
Vektor v die eindeutigen Koordinaten x4, ...,z von v beziiglich dieser Basis
zu.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass die Abbildung Cp wohldefiniert ist,
da nach Lemma 9.1.4 jedes v € V eine eindeutige Darstellung v = Zle Tiv;
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besitzt. Die Surjektivitét ist offensichtlich. Fiir die Injektivitdt betrachten
wir zwei v, w € V mit Tv = Tw = z. Dann gilt

d d
v = invi und w = mel (9.2.1)
i=1 i=1

Dies ergibt v = w. Um die Linearitéit zu iiberpriifen, wahlen wir v,w € V.
Dann gibt es eindeutige x,y € K¢, so dass (9.2.1) gilt. Wegen

d

d d
vt w = invi + invi = Z(QZZ + yi)v;
=1 =1

i=1

folgt dann

Cp(v+w)=x+y=Cpv+ Cpuw.
Analog kann Cp(Av) = ACpv fiir A € K nachgewiesen werden. ]
Wir hatten schon gesehen, dass die Monome 1, z, . .., 2" eine Basis in Pol(R, n)

bilden. Die zugehorige Koordinatenabbildung ordnet dann jedem Polynom p
vom Grad degp < n seine Koeffizienten zu.

[somorphismen machen es moglich, Vektorrdume miteinander zu identifi-
zieren. Hierbei wird aber nur die Vektorraumstruktur identifiziert. Weitere
Strukturen kénnen dagegen verloren gehen. So besteht beispielsweise Pol(R, n)
aus Funktionen, die punktweise, d.h. fiir x € R ausgewertet werden koénnen.
Dies geht bei der obigen Identifizierung von Pol(R,n) mit R"™! verloren,
wenn man nur noch im R*™ arbeitet.

9.2.2 Eigenschaften linearer Abbildungen

Im folgenden wollen wir einige strukturelle Eigenschaften linear Abbildungen
kennenlernen. Wir beginnen mit dem folgenden einfachen Lemma.

Lemma 9.2.5. Seien U,V,W drei K-Vektorrdume und T : U — V und
SV —= W linear. Dann ist auch SoT : U — W linear.

Beweis. Seien uj,us € U. Dann gilt (S o T)(uy + uz) = S(T(uy + ug)) =
S(Tu1+T,2) = S(Tuy)+S(Tug) = (SoT)(uy)+(SoT)(uy). Die Homogenitét
kann analog bewiesen werden. O]
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Im Folgenden wird die Komposition linearer Abbildungen auch multiplikativ
dargestellt, d.h. wir schreiben

ST :=SoT

fiir die Komposition zweier linearer Abbildungen 7 : U — Vund S : V — W.
Im Fall S = T schreiben wir entsprechend auch S? := S o S, wobei dies
natiirlich S': V — V voraussetzt.

Fiir K-Vektorrdume V und W und T': V' — W linear schreiben wir nun
kerT:={veV:Tv=0}
fiir den Kern von 7. Analog ist
ranT :=T(V)={Tv:veV}

das Bild von T'. Das folgende Lemma zeigt, dass beide Mengen Vektorraume
sind.

Lemma 9.2.6. Seien V.W zwei K-Vektorrdume und T : 'V — W linear.
Dann ist ker T' ein Unterraum von V und ranl’ ein Unterraum von W.

Beweis. Fiir v € V gilt T(0) = T(0-v) = 0Tv = 0, d.h. 0 € kerT und
0OcranT.

Seien nun v,w € kerT und A € K. Dann gilt T(v + w) = Tv + Tw =

0+0=0und T(A\v) = ATV = A0 = 0. Damit ist ker " nach Lemma 9.1.2
ein Unterraum von V.

Seien nun x,y € ran7. Dann gibt es v,w € V mit Tv = x und Tw = y.
Dies ergibt x +y = Tv + Tw = T(v + w) und damit ist auch x +y € ran T
Analog gilt Az = \T'v = T'(A\x) fiir A € K, und damit ist auch Az € ranT.
Lemma 9.1.2 zeigt dann dann ran 7" ein Unterraum von W ist. [

Das folgende Lemma vereinfacht die Priifung auf Injektivitét fiir lineare Ab-
bildungen.

Lemma 9.2.7. Seien V.W zwei K-Vektorrdume und T : 'V — W linear.
Dann ist T' injektiv genau dann, wenn Tv # 0 fir alle v € V' \ {0}, d.h.

kerT'= {0}

Sind in diesem Fallvy, ... ,v, € V linear unabhdngig, so sind auch Tv, ..., Tv,
linear unabhdingig und insbesondere gilt dann dim V' < dim W.
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Beweis. Ist T injektiv, so ist jedes Urbild T7!(w) einelementig und damit
auch ker T'=T"1(0). Da 0 € ker T' nach Lemma 9.2.6, folgt ker T = {0}.

Seien umgekehrt v, w € V mit Tv = Tw. Dann gilt T'(v —w) = 0 und wegen
ker T' = {0} folgt dann auch v —w = 0. Dies zeigt v = w.

Seien nun vy, ..., v, linear unabhéingig. Fiir Ay,..., A\, € K mit

=1

gilt dann

i=1 i=1
und wegen der Injektivitdt dann auch > \v; = 0. Da vy,...,v, linear
unabhéngig sind, folgt \; = --- = \,. Damit sind auch Tvq,...,Tv, linear
unabhéngig.
Ist V' endlich-dimensional und vy, ..., v, eine Basis von V', so haben wir schon
gesehen, dass Tvy,...,Tv, € W linear unabhéngig sind. Ist nun wy, ..., w,,

eine Basis von W, so gilt n < m nach Satz 9.1.8.

Ist V' unendlich-dimensional, so finden wir fiir jedes n > 1 eine linear un-
abhéngige Familie vy, ..., v, und damit auch eine linear unabhéngige Familie
Tvy,...,Tv, in W. Dies zeigt dim W = oo. O]

Der folgende Satz zeigt, dass die Umkehrabbildung eines Isomorphismus ein
Isomorphismus ist.

Satz 9.2.8. Seien V,W zwei K-Vektorraume und T : V. — W linear. Ist
dann T bijektiv, so ist auch T~ linear und es gilt dimV = dim .

Beweis. Um die Additivitit von T~! zu zeigen, seien w;, w, € W. Wir setzen
vy := T hw; und vy := T~ ws,. Dann gilt T(vy + v) = Twy + Ty = wy + wo
und damit v; + vy = T~ (w; + wy). Dies ergibt

Tﬁl(wl -+ ’LUQ) =V + Uy = T71W1 + T71U)2 .

Die Homogenitit von 7! kann analog gezeigt werden. Da T injektiv ist, gilt
dimV < dim W nach Lemma 9.2.7 Ferner ist 77! : W — V bijektiv ist,
siehe auch Abschnitt 1.3.12, und damit zeigt Lemma 9.2.7 auch dim W <
dim V. O

Das folgende Korollar zeigt, dass endlich dimensionale Vektorrdume schon
isomorph zueinander sind, falls sie die gleiche Dimension haben.
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Korollar 9.2.9. Seien V und W endlich-dimensionale K- Vektorrdume. Dann
gibt es einen Isomorphismus T : V. — W genau dann, wenn dim V' = dim W.

Beweis. Seien A und B Basen von V und W und n := dimV = dim W.
Dann sind die Koordinatenabbildungen C'y : V" — K" und Cpz : W — K"
Isomorphismen nach Satz 9.2.4. Nach Satz 9.2.8 ist dann auch C’gl K — W
ein Isomorphismus. Nach Lemma 9.2.5 ist dann Cp YoCy: V — W linear
und da beide Koordinatenabbildungen bijektiv sind, ist ihre Komposition
ebenfalls bijektiv. O

9.2.3 Darstellung durch Matrizen

Der folgende Satz zeigt, dass der Raum L£(K" K™) kanonisch isomorph zu
Mg (m,n) ist.

Satz 9.2.10. Fir alle n,m > 1 ist die Abbildung

Mg(m,n) — L(K" K™)
A LA

ewn Isomorphismus und seine Umkehrabbildung

LK™, K™) = Mg(m,n)
S — M(S5)

ist ebenfalls ein Isomorphismus.

Mit Hilfe des obigen Isomorhismus werden wir im folgenden Begriffe fiir linea-
re Abbildungen auf Matrizen iibertragen und umgekehrt. Fiir A € M(m,n)
schreiben wir z.B.

ker A :=kerlL,.

Beweis. In Lemma 9.2.3 hatten wir schon gezeigt, dass die Abbildung linear
ist.

Um zu zeigen, dass die Abbildung injektiv ist, wihlen wir ein A € Mg(m,n)
mit Ly = 0, d.h. Lyz = 0 fiir alle x € K". Gébe es Indices i*, 7* mit a;«;« # 0,
dann folgt fiir den j*-ten Standard-Einheitsvektor e;- € K" mit den Kompo-
nenten ejj«, . .., €p;+, dass

n
> i1 A1j€55 ay -
OZLAe]*:Ae]*: : - : %0

n
> ie1 Qmj€ije Emj*
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Damit ist die Annahme falsch, und es folgt A = 0. Nach Lemma 9.2.7 ist die
Abbildung A — L4 dann injektiv.

Um die Surjektivitéit zu iiberpriifen, fixieren wir ein lineares S : K" — K™.
Fir 5 =1,...,n setzen wir

Q1;
a; = | | = 95¢ (9.2.2)
Qmyj
und damit
ai, ... Q1n
A= (ay,...ay) =] : : (9.2.3)
Qm1 Amn
Fir x € K" gilt dann
n n n a1j Z?:l 15
Sx:S(ijej) :ijSej:ij : = : = Ax.
=t = =1 U > i1 mj;

Dies ergibt S = L4 und damit haben wir die Surjektivitéit gezeigt. Die Aus-
sagen iiber die Umkehrabbildung folgen direkt aus Satz 9.2.8. O

Das folgende Korollar bestimmt die Dimension des Raums £(K"™, K™).
Korollar 9.2.11. Fir alle n,m > 1 gilt dim L(K",K™) = mn.

Beweis. Der Raum Mg (m,n) ist kanonisch isomorph zu K™ so dass wir
dim Mg(m,n) = mn haben. Nun folgt die Behauptung aus Satz 9.2.10 und
Satz 9.2.8. ]

Das folgende Korollar beschreibt, wie die darstellende Matrix einer linearen
Abbildung S : K* — K™ gefunden werden kann. Es basiert direkt auf der
Konstruktion (9.2.2) und (9.2.3) im Beweis von Satz 9.2.10.

Korollar 9.2.12. Sei S : K* — K™ und A € Mxg(m,n) die darstellende
Matriz von S, d.h. A= M(S). Dann ist die j-Spalte von A das Bild von e,
unter S, d.h.

ai; ... QA1n
A= : | =(Sei,...,Se,) .

Am1 -+ Qmnp
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Cnft

Abbildung 9.1: Der erste Einheitsvektor e; wird bei einer Drehung um ¢
auf den Vektor (cos ¢, sin )T abgebildet. Analog wird e, auf (— sin ¢, cos )T
abgebildet.

Um ein Beispiel zu betrachten, wollen wir die Drehung S, im R? um einen
Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn beschreiben. Nach Korollar 9.2.12 miissen
wir dazu nur die Bilder von e; und ey unter S, bestimmen. Es gilt hierbei

_ [cosp _ [—singp
Sper = (sin <,0) und Sty = ( cos & ) ,
siehe auch Abbildung 9.1. Fiir
D, = (CW —sin 90) (0.2
sinp  cosp

haben wir damit S, = Lp_ nach Korollar 9.2.12.

Der folgende Satz beschreibt die Darstellung allgemeiner linearer Abbildun-
gen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen durch Koordinatenabbil-
dungen und Matrizen.

Satz 9.2.13. Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorriume mit Ba-
sen A= (vi,...,v,) und B := (w1, ..., wy). Dann gibt es zu jeder linearen
Abbildung genau eine Matrix A € Mg (m,n) mit

S=CglolsoCy. (9.2.5)
Ferner gilt:
i) Firallej=1,....nundi=1,...,m gilt

Cav; = ¢; und Cglei = w; .
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i) Firalle j=1,...,n gilt Sv; =>7" a;jjw;.
ii) Firv=73"

i zv; € Vound w =Y yaw; mit Sv = w gilt

Die Gleichung (9.2.5) kann man durch das folgende kommutative Diagramm
verdeutlichen

S
\%4 - W
Ca Cy!
K . K™
La

Die Kommutativitat bedeutet dabei, dass Pfade entlang der Pfeile zu dem
gleichen Ergebnis fiihren.
Beweis. Die Bedingung S = Cgz' oLy o Cy4 ist dquivalent zu
CBOSOC_;‘l = LA.
Die Existenz und Eindeutigkeit von A folgt dann aus Satz 9.2.10.

i). Dies folgt direkt aus der Definition der Koordinatenabbildung.
ii). Nachrechnen ergibt

SU]‘ = Cgl o LAOCA’U]' = Cgl o I—Aej = Cgl(Aej)
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iii). Es ist x = C4v und y = Cgw. Dann gilt
Ax = LACAU = (pSv = Crw =Y,
was die letzte Behauptung zeigt. ]

Wenden wir M(-) auf Ly = Cgo S o C;" an, so ergibt sich
A=M(Ls) =M(CpoSoCy").

Dies zeigt, dass die darstellende Matrix A von den Basen A und B abhéingt.
Wir sprechen daher auch von der darstellenden Matrix beziiglich der
Basen A und B und schreiben

MZ(S) :=M(Cgo SoCyY).

Sind &, und &,, die Standard-Basen von K™ bzw. K™, so haben wir fiir lineare
S K" — K™
M(S) = Mg (5),
da in diesem Fall C'y = idg» und Cp = idgm gilt.
Der Teil 7i) stellt eine Moglichkeit zur Berechnung von A zur Verfiigung. In

der Tat zeigt
SU]' = Z aijwi s
i=1

dass wir zu jedem v; die Koeffizienten von Sv; in der Basisdarstellung bzgl. B
berechnen miissen. Dies ergibt dann die j-te Spalte von A.

Betrachten wir Satz 9.2.13 fir V = W und S := idy und mit ansonsten
gleichen Bezeichnungen, so ergibt sich das Diagramm

id
% ¥ vy

Ca Cg'

K" K"®
M (idy)

Haben wir nun ein v € V mit Basisdarstellungen v = "

b =1 2jvj und v =
> ity yiw;, so zeigt Teil iii)
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d.h. M (idy) beschreibt den Wechsel in den Darstellungen bei dem Wechsel
von der Basis A zu der Basis B. Wir sprechen daher von einer Basiswech-
selmatrix und schreiben

T4 = Mz (idy) .

Ist speziell V := K" mit einer beliebigen Basis A := (vy,...,v,), so gilt

n
ldKn Vj =V = E Vi;€q (926)
i=1
wobei vy}, ..., v,; die Komponenten von v; sind, d.h.
Ulj
Uj - :
Unj

Ist &, = (e1,...,e,) die Standardbasis von K", so zeigt Teil i) von Satz
9.2.13 in Verbindung mit (9.2.6) daher

T4 = M2 (idgn) = (v1, ... v,).

Mit anderen Worten ist die Basiswechselmatrix in diesem Fall besonders ein-
fach zu bestimmen. Allgemeinere Basiswechselmatrizen werden wir behan-
deln, sowie wir mehr iiber Matrizen wissen.

9.3 Matrizenkalkiil

Bis jetzt haben wir gesehen, dass

Mg (m,n) — LK™, K™)
A LA

ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Auf den Rédumen £(K",K™) haben wir
aber eine weitere Struktur, denn die Komposition linearer Abbildungen ist
wieder linear. Genauer gesagt haben wir fiir R € £(K!, K") und S € £(K", K™):

SoRec LK, K™).

Wie kann dieses Verhalten durch Matrizen beschrieben werden?
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9.3.1 Matrizenmultiplikation

Um eine Antwort auf diese Frage zu finden, seien
R e L(K' K") und S e LK™, K™),

sowie A € Mg(n,l) und B € Mg(m,n) mit Ly = R und Lg = S. Ferner sei
C € Mg(m,!l) mit Lo = So R.

Aus Korollar 9.2.12 wissen wir dann, dass

air ... ay
A= : : :(Rel,...,Rel),
p1 .. Gy
sowie
bii ... b
B = : : :(Sel,...,Sen)
b1 .. bmn
und
ci1 ... Cu
cC=1: : :((SoR)el,...,(SOR)el).
Cml - Cml

Fiir ¢; € K und die j-te Spalte von C folgt dann

C1j ayj
| =R =SRey =5 | ¢ | = (Z)

Cmj Qnj
n
= jSek
k=1
n blk:
= akj | :
k=1 bmk:

Fir¢s=1,...,mund j =1,...,[ gilt daher

Cij = Z bikakj . (931)
k=1
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Unsere Voriiberlegungen fithren nun zu der folgenden Definition.

Definition 9.3.1. Fir l,n,m > 1 seien A € Mg(n,l) und B € Mg(m,n).
Dann ist das Matrixprodukt oder auch die Matrizenmultiplikation

C := BA € Mg(m,l)

die durch (9.3.1) definierte Matriz C.

Unsere Voriiberlegungen liefern sofort den folgenden Satz, der zeigt, dass
A — Ly die Matrizenmultiplikation in die Komposition von Abbildungen
iiberfiihrt.

Satz 9.3.2. Firl,n,m > 1 seien A € Mxg(n,l) und B € Mxg(m,n). Dann
qilt
I—B o} LA = I—BA .

Sind R : K! — K" und S : K* — K™ linear und setzen wir A := M(R) und
B :=M(S), d.h. R=L4 und S = Lg, so gilt mit dem obigen Satz

M(S o R) = M(Lg o La) = M(Lpa) = BA = M(S)M(R). (9.3.2)

Damit vertrégt sich auch die Umkehrabbildung M(:) von A +— L4 mit der
Komposition von Abbildungen.

Die Matrizenmultiplikation erfiillt die folgenden Rechenregeln, wobei in je-
dem Fall angenommen wird, dass die beteiligten Matrizen A, B, C' kompatible
Grofien haben:

(A+ B)C = AC + BC ( )
A(B+C)=AB+ AC ( )
A(BC) = (AB)C (9.3.5)
A(AB) = X\(AB). ( )

Um beispielsweise (9.3.3) zu zeigen, betrachten wir

LiatB)e = Lagpole =(La+Lpg)ole=Lsole +Lgole =Lag + Lpe

- LAC’+BC )

wobei der dritte Schritt auf der punktweisen Definition der Addition von
Abbildungen basiert. Nach Satz 9.2.10 kénnen wir dann (A4 B)C' = AC+BC
schliefen. Die anderen Gleichungen kénnen analog bewiesen werden.
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Ahnlich wie die Komposition von Abbildungen ist die Matrizenmultiplikation
nicht kommutativ, d.h. es gibt Matrizen A und B, die kompatible Gréfien
haben und

AB # BA

erfiillen. Man beachte hierbei, dass das fiir nicht-quadratische Matrizen A
oder B schon die Kompatibilitdt der Groflen verletzt ist. Ein Beispiel qua-
dratischer, nicht kommutativer Matrizen ist

& Gy)-G )
G (=000

9.3.2 Transposition

und

Fiir eine m x n-Matrix

entsteht die transponierte Matrix AT durch Vertauschen der Indizes 7 und
J, d.h.
aiyp ... Qmi
AT =
Aip .- Qmnp

Fir A € M(m,n) gilt daher AT € M(n,m). Fasst man Spaltenvektoren
x € K™ als m x 1-Matrizen auf, so ist 2" ein Zeilenvektor.

Der folgende Satz liefert ein paar elementare Rechenregeln fiir die Transpo-
sition. Da der Beweis trivial ist, wird er weggelassen.

Satz 9.3.3. Fiir alle m,n > 1 st die Transposition

M(m,n) — M(n,m)
A AT

linear und es gilt (AT)T = A fiir alle A € M(m,n).
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Der folgende Satz zeigt, dass sich die Transposition in gewisser Weise auch
mit der Matrizenmultiplikation vertragt. Der Beweis ist ebenfalls elementar
und wird daher {ibersprungen.

Satz 9.3.4. Fir alle A € Mxg(n,l) und B € Mg(m,n) gilt

(AB)T = BTAT.

Sind v, w € K", so kann das Skalarprodukt von v und w durch

(v, w) =T w
beschrieben werden, wobei wir im Fall K = R dies sofort sehen. Fiir den
komplexen Fall verweisen wir auf Kapitel 10.1. An dieser Stelle bemerken
wir nur die Formel

(v,w) = (w,v), v,we C".

Ferner ist das dyadische Produkt, oder auch Tensorprodukt, durch
vRw=vw' €KW"

gegeben. Es gilt damit (v ® w);; = v;w;. Es ist bilinear, d.h. fiir v fest ist
w +— v ® w linear und fiir w fest ist v — v ® w linear. Wir hatten schon in
Abschnitt 3.1.4 gesehen, dass im Reellen auch das Skalarprodukt bilinear ist.

Das folgende Lemma zeigt, wie sich die Transposition von reellen Matrizen
mit dem Skalarprodukt verhalt.

Lemma 9.3.5. Fiir alle m,n > 1, alle Matrizen A € Myg(m,n) und alle
xr € K" und y € K™ gilt

—T
(y, Ar) = (A y,x).
Beweis. Einfaches Nachrechnen ergibt

(y, Az) =7 Az =77 (A)")" = (A2)Tg)" = (+TATy) = (7, ATp))"

wobei wir ausgenutzt haben, dass (Z, A7) eine 1 x 1-Matrix ist und damit
gleich ihrer Transposition ist. [
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Das Lemma 9.3.5 motiviert die folgende Definition.

Definition 9.3.6. Seien m,n > 1 und S : K* — K™ linear. Dann heifst

S ::LWT:KWL—)K”

der adjungierte Operator von S.

Ist A € M(m,n) die darstellende Matrix von S, d.h. Ly = S, dann wird S*
von A" dargestellt, d.h.

S* = L. (9.3.7)

A

Dies entspricht (La)* = L. Die Konstruktion kann auch an dem Diagramm

S 5"
LK™, K™) - (K™ K
S — M(S) ALy
M(m,n) — M(n,m)
A— A

verdeutlicht werden. Mit Theorem 9.3.3 ist dann sofort ersichtlich, dass die
Abbildung

L(R",R™) — L(R™,R")
S 5

linear ist. Im Komplexen ist die Abbildung weiterhin additiv, es gilt aber nur

noch (AS)* = \S*.

Ferner gilt in beiden Féllen (S*)* = S und aus Theorem 9.3.4 folgt auch
(SoR)*=R"0S*

fiir alle linearen Abbildungen R : K! — K" und S : K* — K™,

Wegen Lyxr = Axr und Lemma 9.3.5 haben wir schliellich fiir S = L4 und
S* = L4r die Gleichung

(S'y,2) = (Lyry,) = (A y.2) = (y, Ar) = (y,Laz) = (y, Sx)  (9.3.8)

fiir alle x € K” und y € K™. Das folgende Resultat zeigt, dass diese Gleichung
die Abbildung S* eindeutig bestimmt.
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Satz 9.3.7. Sei S : K® — K™ linear. Dann gibt es genau eine lineare Abbil-
dung T : K™ — K" mat

(Ty,z) = (y, Sx)

fir alle v € K™ und y € K™. Diese Abbildung ist T := S*.

Beweis. Die Gleichung (9.3.8) zeigt, dass T := S* die Gleichung erfiillt.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass 7' € L(K™ K") die
Gleichung erfiillt. Wir setzen A := M(S) und B := M(T’) und bezeichnen die
Eintrdge mit a;;, bzw. bj; flir i =1,...,mund j =1,...,n. Ist ¢; € K™ der
i-te Einheitsvektor in K™ und e; € K" der j-te Einheitsvektor in K", so gilt

bji = (ej, Tei) = (Tei, e5) = (ei, Sej) = ;.

Dies zeigt B = A" und damit auch T = Lp =Ly = 5™ [

9.3.3 Einheitsmatrix und Inverse Matrizen

Eine quadratische Matrix D € M(n,n) mit den Eintridgen d;; heiit Diago-
nalmatrix, falls d;; = 0 fiir alle 7 # j gilt. Wir schreiben

diq 0
D —
0 dnn
Diagonalmatrizen werden also eindeutig durch den Vektor d = (dy, .. ., dm)T

ihrer Diagonaleintriage beschrieben. Wir vereinfachen in der Regel die No-
tation zu d = (dy, ..., d,)".

Eine Diagonalmatrix F,, € M(n,n), deren Diagonaleintrige alle gleich 1
sind, heif3t n-te Einheitsmatrix und wir schreiben

1 0
E, = .
0 1
Mit (9.3.1) ist es leicht nachzurechnen, dass

AE, = E,A= A (9.3.9)
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fir alle A € M(n,n) gilt. Die Einheitsmatrix E,, ist also ein neutrales Ele-
ment der Matrizenmultiplikation auf M (n,n).

Eine quadratische Matrix A € M(n,n) heiit invertierbar, falls es eine
Matrix A~! € M(n,n) gibt mit
ATTA=AAT = E,. (9.3.10)

Aus (9.3.9) folgt sofort, dass F,, invertierbar ist fiir £, := E,. Sind ferner
A, B € M(n,n) invertierbar, so ist auch AB invertierbar, denn es gilt fiir
C:=B1A"!

CAB=B'A"'"AB=B'E,B=B'B=E,
und analog auch ABC' = FE,,. Schreiben wir

GL(n) :={A € M(n,n): Aist invertierbar },

so erhalten wir daher eine Gruppe, die aber im Fall n > 1 nicht kommutativ
ist. Insbesondere ist die durch (9.3.10) gegebene Matrix A~! eindeutig, siehe
Abschnitt 2.3.2. Im folgenden nennen A~! die inverse Matrix von A €
GL(n) und GL(n) die allgemeine lineare Gruppe vom Grad n. Wie in
allen Gruppen haben wir u.a.

(AB)"' =B7'A™, A, B € GL(n).

Schliefllich bemerken wir, dass die Nullmatrix 0 € M (n,n) nicht invertierbar
ist, und damit gilt insbesondere

GL(n) # M(n,n).
Aus dem gleichen Grund ist GL(n) auch kein Unterraum von M(n,n).

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen invertierbaren Ma-
trizen und Isomorphismen her.

Satz 9.3.8. Sein > 1. Dann gilt Lg, = idgr» und A € M(n,n) ist invertier-
bar, genau dann wenn Ly byjektiv ist. In diesem Fall gilt
1

Lo = (La) . (9.3.11)

Haben wir eine lineare Abbildung S : K® — K", so zeigt der obige Satz durch
Betrachtung von A := M(S), d.h. Ly = S, dass S genau dann bijektiv ist,
wenn A invertierbar ist. In diesem Fall gilt ferner mit der Formel (9.3.11):

M(S™) = M((La) ") = M(Ly1) = A = (M(S)) 1, (9.3.12)

d.h. die darstellende Matrix der inversen Abbildung S~! ist die inverse Matrix
der darstellenden Matrix der Abbildung S.
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Beweis. Die Formel Lg, = idg» folgt sofort aus Ly x = E,x = z fiir alle
r e K"

Sei nun A invertierbar. Dann gilt
idKn = I—En = I_AA—I = LA e} I—A—l

und analog auch idgr = Lg-1 o L. Damit ist L bijektiv und Ly-1 ist die
Umkehrabbildung von L 4.

Sei nun L, bijektiv und B die darstellende Matrix von (Ly)~!, d.h. L =
(L4)~'. Dann folgt

idKn = I—B e} I—A == I—BA

und damit BA = E,,. Analog sehen wir AB = E,,, d.h. B erfiillt (9.3.10). Dies
zeigt die Invertierbarkeit von A und die Eindeutigkeit der inversen Matrix
ergibt B = A7%. O]

9.3.4 Basiswechsel

Im folgenden wollen wir die Basiswechselmatrizen, die wir am Ende von Ka-
pitel 9.2 kennengelernt haben, genauer untersuchen. Wir fangen dazu mit
dem folgenden Lemma an:

Lemma 9.3.9. Sei A := (v1,...,v,) eine Basis von K. Dann ist die n X n-
Matriz (v, ..., v,) invertierbar und fir

A= (vy,...,0,)7"
und die Koordinatenabbildung C'y gilt

M(Cy) = A und M(C) =A"1.

Beweis. Wegen C’;llei =; fiir alle s = 1,...,n gilt dann
M(C;\l) = (v1,...,0p)

nach Korollar 9.2.12. Nun sind Koordinatenabbildungen bijektiv, siehe Satz
9.2.4, und damit zeigt Satz 9.3.8, dass die n x n-Matrix (vy,...,v,) invertier-
bar ist. Wegen A~! = (vy,...,v,) folgt dann die zweite Gleichung. Die erste
Gleichung folgt schliefllich aus der zweiten und (9.3.12). O
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Am Ende von Kapitel 9.2 hatten wir schon gesehen, dass fiir V := K" mit

zwei Basen A := (vq,...,v,) und B = (wy,...,w,) die Basiswechselmatrix
T4 durch
idgn
K" = K"
Ca Cy!
K" - K"
T3

beschrieben ist, d.h. es galt
T4 := Mz (idgn) = M(C 0 idgn oC ") = M(Cz 0 C1Y).
Setzen wir nun
A= (vg,...,0,)7" und B = (wy,...,w,)"", (9.3.13)
so zeigen (9.3.2) und Lemma 9.3.9, dass
T4 =M(Cpo CLY) = M(Cp)M(C') = BA™ (9.3.14)

gilt. Man beachte hierbei, dass wir A™' = (vy,...,v,) haben, d.h., diese
Matrix ist ohne zusétzliche Miihe sofort erhéltlich. Dagegen miissen wir zur
Berechnung von B eine Matrix invertieren.

Im Fall der Standard-Basis &, = (ey,...,e,) haben wir (e1,...,e,) = E,
und damit auch E,;' = FE,. Mit (9.3.14) ergibt dies dann

TA=@ow)  owd TE=B=(u.w)

Die erste Formel haben wir schon am Ende von Kapitel 9.2 kennengelernt.
Insbesondere sind diese Basiswechsel transitiv im Sinne von

TeTA =Txg.

Mit anderen Worten ist ein iterierter Basiswechsel A — &, — B das gleiche
wie ein direkter Basiswechsel A — B. Man kann sich leicht iiberlegen, dass
dies auch noch gilt, wenn wir &, in der obigen Formel durch eine beliebige
andere Basis C ersetzen. Ferner zeigen unsere obigen Formeln noch

TS = AB™' = (BA™ ) ' = (T5) ™!, (9.3.15)
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d.h. ein Basiswechsel B — A lasst sich durch Invertieren der Basiswechsel-
matrix A — B beschreiben.

Haben wir nun zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume V und W mit Ba-
sen A und B, und eine lineare Abbildung S : V' — W, so wissen wir aus
Theorem 9.2.13 schon, dass wir S mit Hilfe der Koordinatenabbildungen
Cu:V —- K"und Cp : W — K™ durch eine Matrix A darstellen konnen,
wobei n := dim V' und m := dim W ist. Genauer gesagt ist die darstellende
Matrix

M3 (S) = M(Cgo SoCy).

Haben wir nun weitere Basen A’ und B’ von V und W, so lésst sich S analog
mit der Matrix

M7 (S) = M(Cg 0 S o C3})
darstellen. Um nun M# (S) aus M#(S) zu berechnen, betrachten wir die
Abbildung 9.2 und
T4 =M(CypoCyl) = A/A™,
Th :=M(Cp o Cg') = B'B™,
wobei die Matrizen A, A’ € Mg(n,n) und B, B" € Mg(m,m) wie in (9.3.13)
konstruiert werden. Da das Diagramm in Abbildung 9.2 kommutiert, haben

wir dann
TEMA(S) = M4 () T4,

oder mit anderen Worten
M7 (S) = TEMA(S)(T4) ™ = TEMA(S) T, (9.3.16)

wobei die erste Gleichung, die Gleichung ist, die in der Literatur in der Regel
zu finden ist, und die zweite Gleichung (9.3.15) ausgenutzt hat.

9.4 Der Gauss-Algorithmus

9.4.1 Lineare Gleichungssysteme: Einfiihrung

Lineare Gleichungssysteme treten in einer Vielzahl von Anwendungen auf.
In diesem Unterkapitel wollen wir einen einen systematischen Ansatz zur
Losung solcher Systeme kennenlernen. Dabei werden wir auch eine Moglich-
keit kennenlernen, Matrizen zu invertieren.
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Abbildung 9.2: Basiswechsel fiir Abbildungen, wobei der Ubersichtlichkeit
halber Matrizen mit ihren linearen Abbildungen identifiziert worden sind.
Obere Hilfte: Zu gegebenen Basen A und B ldsst sich die Abbildung S
durch die Matrix M7 (S) gem#f Theorem 9.2.13 darstellen. Untere Hilfte:
Zu gegebenen Basen A’ und B’ lisst sich S analog durch die Matrix Mz (.S)
darstellen. Die Basiswechselmatrizen Tj, und T%, beschreiben den Ubergang
von der oberen zur unteren Hélfte.

Um mit einem Beispiel zu beginnen, nehmen wir an, dass wir ein Rechteck
mit Umfang 40cm haben und wissen, dass die Seite x; um 2cm langer ist, als
die Seite x5. Dies fiihrt zu den beiden Gleichungen

2(]31 + 2!E2 =40
Ty = Ty + 2 s
was nach Umstellen zu
21’1 + 21’2 =40

ZL’I—I2:2

wird. Setzen wir

2 2 40
A= (1 _1) und b.—(2>

so suchen wir dann nach der Losungsmenge {z € R?* : Az = b}. Ist A inver-
tierbar, so ist L4 invertierbar nach Satz 9.3.8, und es gibt daher genau ein
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r € R%? mit Az = b. Ist ferner A~! bekannt, so kénnen wir durch Multipli-
zieren mit A~! von links sofort

x=Fyr=A1Ax = A"
bekommen. In der Regel ist A aber nicht quadratisch, und selbst wenn es
quadratisch ist, wissen wir weder ob A invertierbar ist noch wie A~! aussieht.

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbe-
kannten ist ein Gleichungssystem der Form

a1 + -+ ATy — b1

Am1T1 + -+ Qp Ty = bma
wobei

a;y ... A1p b1
A= 5 5 und b:=
Aml - CGmn b,

bekannt sind und Losungsvektoren x € K" gesucht sind. Im Folgenden heifit
A Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems und wir schreiben
das Gleichungssystem kurz als

Az =b.

Das Gleichungssystem heifit homogen, falls b = 0 ist, ansonsten heiflt es
inhomogen. Die Losungsmenge eines homogen Gleichungssystems ist nach
Definition gleich dem Kern der zugehorigen linearen Abbildung

ker A:=kerLy = {z € K": Az = 0}.

Insbesondere ist 0 immer eine Losung eines homogenen LGS.

Ist M eine m x n-Matrix mit Eintrédgen a;;, d.h.

aip ... A1p
A=
am1 --- Qmn
so heiflen
alj
und (aﬂ, PN ,Clm)
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der j-te Spaltenvektor bzw. der i-te Zeilenvektor von A.

Ist D eine Diagonalmatrix und sind alle Komponenten der Diagonalen d =
(di1, ..., dn,)" ungleich 0, so ist D! die Diagonalmatrix zu der Diagonalen
(dil,...,d-1)T. Damit ist

r:=D1b= :
b

Losung des zugehorigen LGS Dz = b. Ist allgemeiner A € M(n,n) von der

Form
1 ... Q1n

0o ... 1
wobei alle Eintrédge unterhalb der Diagonalen gleich 0 sind und alle Eintréage

auf der Diagonalen gleich 1 sind, so lédsst sich die Losung von Az = b iterativ
durch

T, = b,
Tp_1+ Ap—1.nTn = bn—l ; d.h. Tn—1 = bn—l - an—l,nbn
usw. bestimmen. Im Folgenden wollen wir daher allgemeine A € M(m,n)

auf eine dhnliche Form bringen. Hierbei werden wir systematisch Zeilen mul-
tiplizieren und addieren.

9.4.2 Der Gauss-Algorithmus

Im Folgenden nehmen wir an, dass wir eine Matrix A € M(m,n) und einen
Vektor b € K™ haben. Wir schreiben

ai; ... QA1n b1
(4,0):=| S I
Am1 .. Qmnp bm

d.h. (A,b) ist eine m x (n + 1)-Matrix. Der Gauss-Algorithmus besteht
nun aus den folgenden Schritten:

(a) Suche Zeile der Matrix A mit a;; # 0. Falls es eine solche gibt, vertau-
sche die 1. und die i-Zeile von A und springe zu (c).
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(b) Suche eine Spalte j € {2,...,n}, fiir die es ein ¢ mit a;; # 0 gibt. Falls
es eine solche gibt, vertausche die 1. und die j-te Spalte von A und
die Variablen 7 und z; und springe zuriick zu (a). Ansonsten wird der
Algorithmus beendet.

(c) Durch (a) bzw. (b) ist a1 # 0 garantiert. Addiere nun das —g*-fache
der 1. Zeile zu den iibrigen Zeilen fiir ¢ = 2, ..., m und teile danach die
1. Zeile durch a;;. Das Ergebnis ist

1 Gy ... ay, b

0 Gma ... Gy iy
wobei der erste Spaltenvektor gleich e; € K™ ist.

(d) Falls m > 2 und n > 2, gehe zu (a) mit der neuen (m — 1) x n Matrix

29 ... Ao, b2

am2 ... Qmn bm

Ansonsten wird der Algorithmus beendet.

Hierbei ist zu beachten, dass (a) und (c) die Losungsmenge des LGS nicht
verdndern. Der Schritt (b) bedeutet nur, dass wir die Suche von der ersten
Zeile auf alle weiteren ausdehnen. Streng genommen kann dieser Schritt weg-
gelassen werden, wenn wir stattdessen die Schritte (¢) und (d) entsprechend
modifiziert ausfithren. Die Beschreibung des Algorithmus und seiner Ausga-
be wird aber dadurch unnétig verkompliziert. Der Schritt (d) bedeutet, dass
wir im Folgenden die 1. Zeile nicht weiter bearbeiten.

Nach dem Ausfithren des Gauss-Algorithmus haben wir ein 0 < r < m,n
und eine Matrix

!/ / / / /

ay ... Ay Agq ... ay, )

/ / / /

A/ — 0 Ay ar,r—i—l Ay br
0 0 0 0 by |’

0 0 0 0 by
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was dem Gleichungssystem

! / ! / / A N
ay Ty + a9y + -+ ay, T, = by

/ / / / /
a,, T, + -+ a,,r, =Db,

rrer
0= b;~+1
0=
mit durch (c¢) umnummerierten Variablen 2 ..., 2/, entspricht. Ferner garan-

tiert der Algorithmus a}; # 0, ..., al,. # 0.

Im Folgenden wollen wir dieses neue LGS analysieren. Dazu betrachten wir
die folgenden Fille:

(1)

Es gibt eini € {r+1,...,m} mit b, # 0, so steht dies im Widerspruch
zu der impliziten Annahme, dass es eine Losung = und damit auch eine
Losung 2’ gibt. Damit hat dann das lineare Gleichungssystem Ax = b
keine Losung. Man beachte hierbei, dass im Falle b = 0 unsere Algo-
rithmus auch &' = 0 ergibt, d.h. der Fall (1) kann fiir homogene LSG
nicht auftreten.

Esgilt b, = --- = b, = 0 und r = n. Dann ist m > n und die r-te
Gleichung im obigen Gleichungssystem ist

/ /AN
annxn - bn

. v . .
Dann ist z;, = ==, und die Komponenten z,_,, ..., ¥} lassen sich durch

sukzessives Einsetzen und Umformen berechnen. Durch Umkehren der
Umnummerierung von z nach z’ gibt es dann genau eine Losung von
Ax =b.

Es gilt b, = --- =b,, = 0 und r < n. Dann ist die r-te Gleichung im
obigen Gleichungssystem

ax +-+d o :b;

Trer rmTn
Wir kénnen dann die Variablen x_ ...,z frei wihlen, und die Glei-
chung nach z!. auflésen. Die Komponenten z/._,, ...,z lassen sich dann

wieder durch sukzessives Einsetzen und Umformen berechnen und die
Umkehrung der Umnummerierung ergibt dann die nicht ein-elementige
Losungsmenge von Az = b. Im Fall » = n — 1 gibt es dann z.B. eine
freie Variable x/, so dass die Losungsmenge eine Gerade im K" ist.
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Man beachte, dass im Fall m < n, d.h. wir haben weniger Gleichungen als
Unbekannte, das homogene System Ax = 0 zu b’ = 0 fithrt. Wegenr < m < n
sind wir dann automatisch im Fall (3) und daher hat in diesem Fall das
System Az = 0 immer eine Losung x # 0, d.h. es gilt

dimker A > 1.

9.4.3 Der Gauss-Algorithmus: Beispiele

Um ein Beispiel durchzurechnen, betrachten wir das folgende Beispiel
1+ X9+ X3 = 6
r, + 2[L‘2 — T3 = 2
2ZL’1 + 3I2 - 31‘3 =-—1.

Dann sind
1 1 1 6
A=11 2 -1 und 2
2 3 =3 -1

Der Gauss-Algorithmus ergibt dann

11 1 6

1 2 -1 2

2 3 3] -1

1 1 1 6 (a) findet a1 = 1 % 0

01 -2| 4 (c) addiert das —¢2t = —1 fache der 1. Zeile

0 1 -5/{-13 (c) addiert das —&2 = —2 fache der 1. Zeile

11 1|, 6 (d) ignoriert 1. Zeile

0 1 -2| 4 (a) findet g =1#0

0 0 -3 -9 (c) addiert das —% = —1 fache der 2. Zeile
Danach endet der Algorithmus, da A = (—3) in (d) nur noch eine 1 x 1-
Matrix ist. Wir haben dann 7 = n und da es keine b, ,..., b/, gibt, sind
wir im Fall (2). Da wir nie in (b) umgeordnet haben, gilt ferner 2’ = z. Die
3. Zeile ergibt nun —3x3 = —9, d.h. 3 = 3. Einsetzen von x3 in die 2. Zeile
ergibt

—4:b'2:1~x2—2:c3:x2—6,

d.h. x5 = 2. Einsetzen von x5 und x3 in die 1. Zeile ergibt

6:b11:$1+$2+$3:$1+5,
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d.h. z; = 1. Damit ist

die eindeutige Losung des obigen Gleichungssystems.

Als weitere Beispiele betrachten wir die Gleichungssysteme

T+ 22+ 23 =3
$1—$2—$3:6
201 + Txo + 723 =1

und

L€1+$2+ZE3I3
271—1'2—1‘3:5
2$1+7I2+7l’3:1

Offensichtlich haben beide Gleichungssysteme die gleiche Koeffizientenmatrix
A, aber verschiedene Vektoren

3 3
b(l) = 6 und b(2) = 5
1 1

auf der rechten Seite. Wir 16sen nun beide Systeme gleichzeitig, indem wir
beide Vektoren by und b(y) rechts an die Koeffizientenmatrix anfiigen.

(a) findet a1 =1#0

(c) addiert das —&2- = —1 fache der 1. Zeile
-5 -5 (c)

(

(

(

\]
W Wl O W
N W= Ot W

addiert das —%L = —2 fache der 1. Zeile
1 1 3

aij
3
-2 -2 3 2
0

SO OO O FIN -
1
[\]
1
[\]

d) ignoriert 1. Zeile
a) findet ags = —2 # 0
0 01]25 c) addiert das —£22 = —2.5 fache der 2. Zeile

Hierbei haben wie in den Anmerkungen auf der rechten Seite die Bezeichnung
A fiir die in (d) generierte Teilmatrix zur Vereinfachung durch A ersetzt. In
beiden Fillen haben wir damit r = 2 < 3 = m = n und damit sind wir
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jeweils entweder im Fall (1) oder (3). AuBerdem haben wir nie Spalten in (b)
vertauscht und damit haben wir 2’ = z.

Fiir das erste Gleichungssystem haben wir b?1),3 = 2.5 # 0 und damit sind
wir im Fall (1), d.h. es gibt keine Losung des Systems Az = by).

Fiir das zweite Gleichungssystem haben wir b’(2)73 = 0 und damit sind wir im
Fall (3). Wir wihlen die Variable x3 := ¢t fiir ¢ € K frei und 16sen die 2. Zeile
nach o auf

-2y — 2t = 2 — To=—(24+2t)/2=—-1—1
Nun setzen wir x5 und x5 in die 1. Zeile ein und lésen nach z, d.h.

4+ (-1—-t)+t=3 = Ty =4.

4 4 0
{ —-1—-1 :tER}:{ 11+t -1 :tGR}
t 0 1

die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = b(y). Offensichtlich ist dies
eine Gerade.

Damit ist

9.4.4 Matrizeninvertierung

Mit dem Gauss-Algorithmus konnen auch Matrizen invertiert werden. Sei
dazu A € M(n,n) eine Matrix, zu der wir iiberpriifen wollen, ob sie inver-
tierbar ist und, falls dies der Fall ist, wollen wir auch A~! berechnen. Wir
nehmen nun an, dass A invertierbar ist und dass z(;) die j-te Spalte von A~}
ist. Aus

AAT = E,

folgt dann
Argy =e;,7=1,...,n. (9.4.1)

Wir haben also n lineare Gleichungssysteme mit jeweils der gleichen Koeffi-
zientenmatrix A aber verschiedenen rechten Seiten. Wie im obigen Beispiel
kénnen wir diese Systeme simultan 16sen. Als Beispiel betrachten wir dazu
die Matrix
1 11
A=11 2 3
1 36

Der Gauss-Algorithmus liefert dann
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1 1 1] 1 0 0

1 2 30 1 0

1 3 6/{0 0 1

1 1 11 0 0 (a) findet a1; =1#0

01 2(-1 10 (c) addiert das — “ﬁ = —1 fache der 1. Zeile
0 2 5(-1 0 1 (c) addiert das —%32 = —2 fache der 1. Zeile
1111 0O (d) ignoriert 1. Zelle

0 1 2|-1 1 0 (a) findet age =1 #0

00 11 -2 1 (c) addiert das —£22 = —2 fache der 2. Zeile

An dieser Stelle sehen wir, dass wir fiir alle drei Gleichungssysteme r =n =m
haben und somit im Fall (2) sind. Damit gibt es eindeutige z(y,..., %@,
die die n-Gleichungssysteme (9.4.1) losen. Insbesondere ist unsere Matrix
A invertierbar. Waren wir stattdessen im Fall (1) oder (3) gelandet, wére
dagegen die Matrix nicht invertierbar gewesen.

Um A~! zu berechnen, miissen wir jetzt nur noch ihre Spaltenvektoren Ty, - T(n)
bestimmen. Dies kann im Prinzip wie oben geschehen. Es kann aber auch
simultan ausgefiihrt werden, wobei das Ziel ist, die linke Seite im obigen
Schema auf die Gestalt E3 zu bringen:

addiere das — “;3 = —1 fache der 3. Zeile
ddiere das — “23 = —2 fache der 3. Zeile
1 -2 1 teile durch a33 =1

3 -3 1 addiere das —‘Lz = —1 fache der 2. Zeile
-3 5 -2 Zeile ist fertig

1 -2 1 Zeile ist fertig

o oo RoO—
o oo~ o R R
— O O~ © Ok N =

1

w

wt

1

N}

Dann kann die Losung abgelesen werden. So ist beispielsweise die Losung des
ersten Gleichungssystems z) = (3, —3,1)". Da (), ..., 2, die Spaltenvek-
toren von A~! sind, haben wir also insgesamt

3 -3 1
Al'=|-3 5 =2
1 -2 1
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9.4.5 Umsetzung am Computer

In Computern werden Zahlen entweder als Ganzzahlen oder als FlieBkomma-
zahlen dargestellt, wobei fiir numerische Berechnungen fast nur die Letzteren
in Frage kommen. Diese haben die folgende Gestalt:

’ Vorzeichenbit ‘ Exponent ‘ Mantisse ‘

Das Vorzeichenbit signalisiert dabei das Vorzeichen £1. Die dargestellte Zahl
x hat dann den Wert

& = Vorzeichen - Mantisse - 25Xponent

Ein typischer Wert ist dabei eine Darstellung in 32 Bit (single precision
oder float), d.h. 4 Byte, wobei die Mantisse 23 Bit und der Exponent 8 Bit
belegen. Die Genauigkeit ist dann 7 bis 8 Stellen im Dezimalsystem. Zum
Beispiel ist

1234.56789

dann nicht exakt darstellbar sondern nur als

1234.56787109375

sieche https://www.h-schmidt.net/FloatConverter/IEEE754 .html, d.h. es
tritt ein Fehler in der neunten Stelle auf.

Eine andere typische Darstellung ist 64 Bit (double precision oder dou-
ble), d.h. 8 Byte, wobei die Mantisse 52 Bit und der Exponent 11 Bit belegen.
Die Genauigkeit ist dann ca. 16 Stellen im Dezimalsystem.

In jedem Fall gibt es Zahlen, die nicht dargestellt werden kénnen. Neben der
Ungenauigkeit, die schon oben beschrieben wurde, betrifft dies insbesondere
zu grofle Zahlen, zu kleine Zahlen und Zahlen, die zu nahe an 0 liegen.

Arithmetische Operationen werden in diesen Darstellungen in vielen Féllen
mit Fehlern ausgefiihrt, die manchmal vernachlassigbar sind und manchmal
nicht.

Wir wollen dies am Beispiel des Gauss-Algorithmus etwas genauer erlautern.
Dazu nehmen wir der Einfachheit halber an, dass wir ein System haben, dass
nur 3 Stellen Genauigkeit bei seinen FlieBkommazahlen erlaubt, fiir dass aber
10~* # 0 gilt. Wir betrachten nun das folgende Gleichungssystem

(D)=

Ausfiithren des Gauss-Algorithmus ergibt dann als Ergebnis
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1074 1 1
0 1-10*]2-10"

Dies ergibt die exakten Losungen

b, 210 9998

T, T 1108 T —9999

und wegen 10~*z; + x5 = 1 auch

1.

4

9999 ) ~ 9999

Schauen wir uns aber an, wie die Matrix (A’,b") auf unserem System ge-
speichert ist, so haben wir wegen der Genauigkeit von 3 Stellen 1 — 10* =
—9999 = —10000 und 2 — 10* = —9998 = —10000. Damit ergibt der Gauss-
Algorithmus auf unserem System

10~4 1 1
0 —10*| —10*

Dies ergibt £5 = 1, was eine sinnvolle Approximation des wahren Wertes

_ 9998 : A . }
Tg = §ggq 18t Fiir 2, ergibt sich aber

10_4Zf1 +2,=1 — 21 =0
Dies ist keine sinnvolle Approximation von x; = % ~ 1.

Man kann zeigen, dass der Gauss-Algorithmus O(n?®) Operationen benétigt,
um ein n X n-Gleichungssystem zu 16sen oder eine n x n-Matrix zu invertieren.
Ohne zusétzliche Annahmen an die Koeffizientenmatrix ist dies nicht zu be-
schleunigen. Ferner braucht er O(n?) Speicher. Speichert man beispielsweise
alle Zahlen im double precision ab, so werden 8 - n? Bytes zur Speicherung
einer n X n benotigt. Ignoriert man Speicher fiir das Betriebssystem und
mogliche Anwendungen, so konnen auf einem 64GB-System, d.h. auf einem
System mit 68.719.476.736 Bytes, daher maximal 8.589.934.592 Zahlen im
double precision abgespeichert werden, was n < 92681 bedeutet. Dies ist
nicht soviel wie man denkt!
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9.5 Der Rang einer Matrix

9.5.1 Definition

Wir betrachten die 2 x 3-Matrix

0 1 1
A= (1 0 1)
Dann sind die beiden Zeilenvektoren (0,1,1) und (1,0,1) von A linear un-
abhéngig und damit spannen sie einen zwei-dimensionalen Unterraum vom
R? auf. Ferner sind die ersten beiden Spaltenvektoren von A gleich e, und
e1. Damit spannen die drei Spaltenvektoren

0 1 1
R O RO
den R? auf, also auch einen zwei-dimensionalen Raum. Ist dies Zufall?

Um diese Frage zu beantworten, definieren wir zunéchst die beiden Grofien.

Definition 9.5.1. Sei A € Myg(m,n) mit Zeilenvektoren ay, ..., a, € K"
und Spaltenvektoren V), ... a™ € K™. Dann setzen wir

zeilenrang A := dimspan{as,...,a,},

spaltenrang A := dim span{a(l), o ,a(")} .

Auflerdem wollen wir noch den Rang einer linearen Abbildung definieren.

Definition 9.5.2. Seien V und W zwei K-Vektorriume und S :' V — W
linear. Dann heift

rang S := dim S(V) := dim{Sv : v € V'}
der Rang von S.

Das folgende Lemma stellt einen ersten Zusammenhang zwischen den ver-
schiedenen Grofien her.

Lemma 9.5.3. Sei A € My(m,n). Dann gilt

spaltenrang A = rang L 4,

zeilenrang A = rang(La)" .
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Beweis. Mit Korollar 9.2.12 und S := L4 gilt

spaltenrang A = dimspan{Sey, ..., Se,} = dim{z A;jSe; i\ € K}

Jj=1

= dlm{S(Z )\jej) : )\j S K}
7=1

= dim S(K")
=rang S .

Dies zeigt die erste Gleichung. Die zweite Gleichung folgt dann aus
zeilenrang A = spaltenrang A= rang Lr = rang(L A%,

wobei wir im letzten Schritt die Definition von adjungierten Operatoren ver-
wendet haben. Ferner haben wir im ersten Schritt im Fall K = C die Tatsache
benutzt, dass zu jeder Basis vq,...,v, € C" von C" auch vy, ...,v, € C" eine
Basis von C ist. Letzteres ldsst sich mit der Identitat

n n
E )\iﬁz‘ = E )\ﬂ)i
i=1 i=1

leicht zeigen. ]

9.5.2 Dimensionsformel

Der folgende Satz, der als Dimensionsformel bekannt ist, beschreibt, wie
der Kern und das Bild einer linearen Abbildung miteinander zusammenhéngen.

Satz 9.5.4. Seien V und W zwei K-Vektorriume mit dimV < oo und sei
SV = W linear. Dann gilt

dimV = dimker S + rang S = dimker S + dimran S'.
Ist ferner uy,...,u, € V eine Basis von ker S und wy,...,w, € W eine
Basis von ran S, dann ist fir jede Wahl von v; € V- mit Sv; = w; fiir alle
1=1,...,r die Familie

A= (ug, .. ug, vy, .., 0)

eine Basis von V.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst V' = span.A. Hierbei ist zu beachten dass die
Inklusion span. A C V trivial ist. Um die andere Inklusion zu zeigen, wahlen
wir uns ein v € V und setzen w := Sv.

Dann gibt es A1,..., A, € K mit w = \jw; + - -+ + \w,. Nach Wahl der v;

folgt
=1 =1 =1
Damit ist

v — Z)‘ivi € ker S
i=1

und folglich gibt es ay,. .., ar € K mit

r k
v — g AiU; = g oy, .
i=1 j=1

Umstellen nach v zeigt dann v € span A.

Um die lineare Unabhéngigkeit von A zu zeigen, wiahlen wir uns aq, ..., ax €
Kund Ay, ..., A\ € K mit

k r
j=1 i=1

Dies ergibt

k r r r
j=1 =1 =1 i=1

und damit folgt Ay = --- = A\, = 0. Setzen wir dies in (9.5.1) ein, so erhalten
wir
k
0= Z U
j=1
und dies impliziert oy = -+ = a4, = 0.

Die Formel folgt dann aus dim ker S = k und dimran S = r und der Tatsache,
dass A eine Basis von V ist. O

Die Dimensionsformel hat die folgende bemerkenswerte Konsequenz, die zeigt,
dass im Falle gleicher Dimension der beteiligten Raume, Bijektivitiat das glei-
che ist wie Injektivitit oder Surjektivitét.
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Korollar 9.5.5. Seien V und W zwei K- Vektorrdume mit dimV = dim W <
oo und sei S 1V — W linear. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) S ist bijektiv.
it) S ist injektiv.
ii) S ist surjektiv.
Beweis. Die Implikationen i) = 4i) und i) = i) sind trivial.

i) = i). Ist S injektiv, so gilt dimker S = 0 und damit folgt mit der Dimen-
sionsformel

dimW =dimV =rangS.
Da rang S ein Unterraum von W ist, folgt ran S = W nach Korollar 9.1.13.
Damit ist S auch surjektiv.
iii) = 1). Ist S surjektiv, haben wir ran S = W und damit rang S = dim .
Die Dimensionsformel zeigt dann

dimW = dimV = dimker S + rang S = dim ker S + dim W
und damit dim ker S'= 0. Dies ergibt die Injektivitéat von S. [

Die Aussage des Korollars 9.5.5 ist im Fall dim V' = dim W = oo falsch. Als
Beispiel betrachten wir dazu zunéchst die lineare Abbildung

I:C([0,1]) — C([0,1])
fre <mr—>]f(x) = /;f(t)dt).

Diese ist injektiv, denn wenn [ f(z) = 0 fiir alle = € [0, 1] gilt, so folgt mit
dem Hauptsatz Differential- und Integralrechnung, siehe Satz 7.2.1, f(z) =
(If)(x) =0 fiir alle z € [0,1]. Nach Lemma 9.2.7 ist dann die Abbildung 7
injektiv. Sie ist aber nicht surjektiv, da jedes I f nach Satz 7.2.1 differenzier-
bar ist, es aber stetige, nicht differenzierbare Funktionen gibt.

Ein weiteres Beispiel liefert die Abbildung
D : Pol(R) — Pol(R)
fef

Diese ist surjektiv, da zu gegebenen g € Pol(R) mit g(z) = >_}_, apa” wir

fiir .
Ak k11
= eR
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die Gleichung Df = g haben. Sie ist aber nicht injektiv, da D1g = 0 gilt.

Das folgende Korollar zeigt, dass invertierbare Matrizen genau die Matrizen
sind, bei denen wir vollen Spalten- und Zeilenrang haben.

Korollar 9.5.6. Sein > 1 und A € Mg(n,n). Dann sind dquivalent:
i) A ist invertierbar.
i) A" ist invertierbar.
ii1) spaltenrang A = n.

iv) zeilenrang A = n.

In diesem Fall gilt (f)*l = (A—l)T.

Beweis. i) = ii). Sei A invertierbar. Dann gilt fiir B := (A—l)T:

A'B=A"(A1) =(A4) =E' =B,

und analog auch BA' = E,. Dies zeigt, dass A" invertierbar ist.

ii) = 1). Wende die Implikation i) = i) auf A" an und benutze dabei
T

@A) = A

i) < ii1). Die Matrix A ist nach Satz 9.3.8 genau dann invertierbar, wenn L 4

bijektiv ist. Dies ist nach Korollar 9.5.5 dquivalent zur Surjektivitat von L 4.

Daranl 4 ein Unterraum von K" ist, ist nach Korollar 9.1.13 die Surjektivitéat

von L, wiederum &quivalent zu

spaltenrang A = ranglL4 = dimranlL, = dim K" = n,
wobei wir in der ersten Gleichheit Lemma 9.5.3 ausgenutzt haben.
i) < iv). Wende die Aquivalenz i) < iii) auf A" an und benutze die Identitiit

spaltenrang A= zeilenrang A. m

Das folgende Korollar zeigt, dass wir fiir jede lineare Abbildung Basen finden,
fiir die die darstellende Matrix besonders einfach sind.

Korollar 9.5.7. Seien V und W endlich-dimensionale K- Vektorriume und
SV — W linear. Dann gibt es Basen A und B von V und W, so dass fiir

r:=rangS gilt
E. 0
s = (7).

wober die Nullen Teilmatrizen darstellen, deren Eintrdge alle gleich 0 sind.
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Beweis. Sei ws, ..., w, eine Basis von ranS. Wir ergéinzen diese zu einer
Basis
B = (wi,..., W, Writ, ..., W)
von W. Jetzt wahlen wir eine Basis uq,...,ur € V von ker S, sowie v; € V
mit Sv; = w; fiir alle i = 1,...,r. Nach Satz 9.5.4 ist dann
A= (vg, ... 00Uy, Uug)
eine Basis von V. Wegen Sv; = w; fiir alle i = 1,. .., r zeigt dann Teil i) von
Satz 9.2.13
(055 a1y

~\ 0
fiir die ersten r Spalten von M%(S). Da Su; = 0 fiir alle i = 1,..., k, zeigt
Teil i) von Satz 9.2.13 auch

Alr4+1 -+ A1gp 0
: : = (0) )

Qmr+1 -+ Omn

Am1 -+ Qmp

fiir die verbleibenden Spalten von M#(S), wobei wir n := r + k gesetzt
haben. ]

9.5.3 Spaltenrang gleicht Zeilenrang

Das folgende Lemma zeigt, dass sich Spalten- und Zeilenrang nicht &ndern,
wenn mit invertierbaren Matrizen multipliziert wird.

Lemma 9.5.8. Sei A eine m x n-Matriz, sowie S € M(m,m) und T €
M(n,n) invertierbare Matrizen. Dann gilt

spaltenrang(SAT ') = spaltenrang A,
zeilenrang(SAT ') = zeilenrang A .

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

La
K" . K™
Ly (Ls)_l
K" - K™
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wobei Ly und (Lg)™! Isomorphismen sind. Es gilt dann Lgo Ly o (Ly)™! =
Lgar—1 und da Isomorphismen Dimensionen nicht &ndern gilt

rangL 4, = dimranlL4 = dimranL -1 =ranglL —1.
gha A SAT glLsar

Nun folgt die erste Gleichung aus Lemma 9.5.3. Die zweite Formel kann
analog durch Transposition gezeigt werden. O]

Der folgende Satz zeigt, dass der Spaltenrang und der Zeilenrang einer be-
liebigen Matrix gleich sind.

Satz 9.5.9. Sei A eine m x n-Matriz und r := rang L. Dann gibt es inver-
tierbare Matrizen S € M(m,m) und T" € M(n,n) mit

E. 0
—1 _ r
sar = (5 1)
und es gilt spaltenrang A = zeilenrang A = r.

Beweis. Fiir R := Ly : K® — K™ gibt es nach Korollar 9.5.7 Basen A und
B von K™ und K™, so dass fiir r := rang R gilt

E. 0
A _ T
wim = (5 9).
Offensichtlich gilt
spaltenrang M7 (R) = r = zeilenrang M4 (R) . (9.5.2)

Ferner haben wir nach Konstruktion A = M(R) = Mg; (R). Mit der Basiswechsel-
Formel (9.3.16) folgt dann

A=MZ(R) =T Mg(R) TS
und setzt man dann
Si=(TE) ' =Tg und T:=T%,

so erhélt man die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt aus (9.5.2)
und Lemma 9.5.8. O

Das folgende Lemma charakterisiert eindeutig losbare lineare Gleichungssy-
steme.
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Korollar 9.5.10. Fir jedes A € Mg(n,n) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

i) A ist invertierbar.

ii) rang A =n

iii) Ax = b ist fiir jedes b lisbar.

iv) Ax = b ist fir jedes b eindeutig losbar.
v) Az =0 ist eindeutig losbar.

Beweis. i) < ii). Dies hatten wir schon in Korollar 9.5.6 gesehen.

Um die restlichen Aquivalenzen zu zeigen, beachten wir zunichst, dass i)
zu der Surjektivitdt von L, dquivalent ist. Ferner ist 1) zu der Bijektivitét
von Ly dquivalent und 7v) ist nach Lemma 9.2.7 zu der Injektivitiat von L4
dquivalent. Die Aquivalenz von ii), iii) und iv) folgt daher aus Korollar 9.5.5.
Die Aquivalenz von i) und iv) hatten wir in Satz 9.3.8 gezeigt. O

9.6 Determinanten

9.6.1 Multilineare Abbildungen

Definition 9.6.1. Sei V' ein K-Vektorraum und n > 1. Dann heifit eine
Abbildung A : V" — K multilinear oder auch n-linear, falls

A(’Ul, e Vis1, U + W, Vig1y--- ,’Un) = A(’Ul, e Vi—1, U5, Vg 1y - - - 7Un)
+ A('Ul, e Vi1, W Vg, - ,’Un)
und
A(’Ul, Vi, )\Ui,’l}i+1, c ,’Un) = )\A(’l]l, e Vi1, 05, Vg1, - - - 7Un)

fir allei e {1,...,n}, v;,w eV und X € K gilt.

Offensichtlich sind im Fall n = 1 die multilinearen Abbildungen gerade die
linearen Abbildungen V' — K. Im Fall n = 2 sprechen wir auch von bilinea-
ren Abbildungen und im Fall n = 3 von trilinearen Abbildungen.

Das Skalarprodukt auf R™ x R", das wir in Abschnitt 3.1.4 eingefiihrt hatten,
ist bilinear.
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Fiir z € R™ betrachten wir die Abbildung
¥ R"—=R
y = (z,y) .

Diese ist linear und damit multilinear mit n = 1. Wir sprechen auch von
einem Tensor erster Stufe.

Haben wir eine Matrix A € M(n,n), so ist die Abbildung
R" xR" - R
(z,y) = 2" Ay = (z, Ay)

bilinear, wobei wir
n

(z, Ay) = Z AijTiY;

ij=1
haben. Wir sprechen auch von einem Tensor zweiter Stufe.
Haben wir eine Familie (b;;5) € R™ x R™ x R™, so ist
R"xR"xR" - R
n
(T, y,2) = Z bijiiy; 2w
i,3,k=1

trilinear und wir sprechen von einem Tensor dritter Stufe.

9.6.2 Determinanten

Der folgende Satz, den wir an dieser Stelle nicht beweisen werden, zeigt die
Existenz einer ausgezeichneten n-linearen Abbildung K" x --- x K® — K.

Satz 9.6.2. Fiir alle n > 1 gibt es genau eine n-lineare Abbildung det :
K" x -« x K" = K, fiir die gilt:

det(ey,...,e,) =1, (9.6.1)
det(ay,...,a;,...,aj,...,a,) = —det(ay,...,aj,...,a;,...,a,)
fir alle ay,...,a, € K" undi,j € {1,...,n}.
Im folgenden heifit die in Satz 9.6.2 betrachtete Abbildung det : K™ x - -+ X

K" — K Determinante. Ist A € M(n,n) und sind ay,...,a, die Spalten-
vektoren von A, so schreiben wir

det A := det(ay,...,ay)
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und sprechen von der Determinante von A. Wir haben damit eine Abbil-
dung

det : M(n,n) - K
A det A

die sich multilinear auf den Spaltenvektoren verhélt. Die Bedingung (9.6.1)
zeigt dann

det £, =1

und die Bedingung (9.6.2) besagt, dass sich bei Vertauschen von zwei Spal-
tenvektoren das Vorzeichen der Determinante andert.

Ist vol : R"x---xR"™ — R die Funktion, die zu jeder Wahl von a4, ..., a, € R"
das Volumen des Parallelotops

{é Nai t (M, .. ) € [0, 1]"}

zuordnet, so kann man
vol(A) = | det A| (9.6.3)

zeigen, wobei A die n x n-Matrix mit Spaltenvektoren aq, ..., a, ist. Hierbei
ist

vol(E,) =1 =|det E,,|

offensichtlich, und entsteht A’ aus A durch Vertauschen von zwei Spalten-
vektoren, so gilt auch

vol(A) = vol(4'),

was zu |det A’| = | — det A| = |det A| passt. Ferner ist die Funktion vol
homogen in jeder Komponente, d.h.

vol(ay, ... ai—1,\aj, Giy1, ... an) = |A|vol(ay,...a;—1,a;, Git1,. .. an)
und dies passt zu
| det(al, ey, )\CLZ', Ait1y .- - ,an)| = |/\| . | det(al, e @1, A4y Qg 1y - - - 76Ln)| .

Die Additivitdt der Volumenfunktion in jeder Komponente ist leider nicht so
einfach zu erldutern.
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9.6.3 Eigenschaften von Determinanten

Im folgenden haben wir immer eine n X n-Matrix A mit Spaltenvektoren
A1y ..., 0p.

Haben wir dann a; = a; fiir ein Paar (¢, j) mit i # j, so folgt
det A=0. (9.6.4)

Um dies zu sehen, betrachten wir nur den Fall ¢ = 1 und 7 = 2. Dann gilt
durch Vertauschen der ersten und zweiten Spalte

det A = det(ay, as, as, . ..,a,) = —det(ag, ay,as,...,a,) = —det A,
wobei wir im letzten Schritt a; = a, ausgenutzt haben. Dies zeigt 2det A = 0

und damit die Behauptung (9.6.4).

Gilt a; = 0 fiir ein ¢ = 1,...,n, so gilt ebenfalls det A = 0. Im Fall 1 = 1
sehen wir dies durch

det(0, as,as,...,a,) = det(0-0,a9,as,...,a,)
=0-det(0,as,as,...,an,)
=0 (9.6.5)

und der Fall ¢ > 1 ist analog zu zeigen.

Kombiniert man diese Ergebnisse, so erhalten wir ferner

det(ay, Aay + asg, as, ..., ay,)
= Mdet(ay, a1, as,...,a,) + det(ay, as,as, ..., a,)
= det(ay, ag, as, ..., a,), (9.6.6)

wobel wir im letzten Schritt (9.6.4) ausgenutzt haben. Natiirlich gelten ent-
sprechende Formeln auch fiir beliebige andere Spalten ¢ und j mit i #
j. Hierbei bemerken wir, dass diese Operation dem Schritt (c) im Gauss-
Algorithmus entspricht, wenn man den Algorithmus auf AT anwendet, um
die obige Spaltenoperation in eine Zeilenoperation umzuwandeln.

Ist D eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen d = (dy,...,d,)T", dann
folgt aus der n-fach angewendeten Homogenitidt und der Normierung (9.6.1)

detD=dy - dy-det B, =dy - d, . (9.6.7)

Das folgende Lemma verallgemeinert unsere obigen Beobachtungen.
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Lemma 9.6.3. Ist A € M(n,n) eine Matriz, die nicht invertierbar ist. Dann
qilt
det A=0.

Beweis. Wenn A nicht invertierbar ist, gilt spaltenrang A < n nach Korollar
9.5.6. Damit sind die Spaltenvektoren a4, ..., a, von A linear abhéngig. Ohne
Einschrénkung nehmen wir an, dass es A, ..., A\, € K gibt mit

n
ap = E )\j(lj.
Jj=2

Ist a; = 0, so folgt dann die Behauptung aus (9.6.5). Ist a; # 0, so gibt es ein
J > 2 mit A\; # 0. Ohne Einschrénkung nehmen wir j = 2 an. Dann erhalten
wir

det(al, ag, . .. ,Cln) = >\51 det(al, /\2&2, e ,CLn>

= X, 'det(a, Asaz + Asas, . . ., ay)

= )\2_1 det (al, Z)\jaj, c. ,an)

7=2

=\, tdet(ay, ap, ..., a,)

wobei wir sukzessive (9.6.6) angewendet haben und schliefilich (9.6.4) ausge-
nutzt haben. O

Der folgende Satz, den wir an dieser Stelle nicht vollstéandig beweisen wollen,
liefert ein paar weitere wichtige Rechenregeln fiir Determinanten.

Satz 9.6.4. Seien A, B € M(n,n). Dann gilt:

det AT = det A, (9.6.8)
det(AB) = det A - det B (9.6.9)
det(AB) = det(BA) . (9.6.10)

Ferner ist A genau dann invertierbar, wenn det A # 0 gilt und in diesem Fall
haben wir

1
det A7 = )
¢ det A

(9.6.11)
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Hierbei beachten wir, dass wir fiir nicht invertierbare Matrizen schon det A =
0 wissen. Ist umgekehrt A invertierbar, so gilt mit (9.6.9)

l=detE, =det AA' =det A-det A}

und daher folgt (9.6.11). Ferner ist (9.6.10) eine Folgerung aus (9.6.9), denn
es gilt
det(AB) = det A-det B =det B - det A = det(BA).

Ist B invertierbar, so kann (9.6.9) recht einfach durch Betrachten der Funk-
tion

det(AB)

det B
gezeigt werden: In der Tat reicht es zu iiberpriifen, dass diese Funktion alle
Eigenschaften der Determinantenfunktion aus Satz (9.6.2) erfullt. Mit der
Eindeutigkeit aus Satz (9.6.2) folgt dann

A=

det(AB)
A= 7D
det det B

Ist B nicht invertierbar, so ist auch AB nicht invertierbar und es folgt (9.6.2)
mit Lemma 9.6.3.

Betrachten wir nochmal die Volumenfunktion, so hatten wir schon (9.6.3),
d.h.
vol(A) = | det A]

gesehen. Sind die Spaltenvektoren in A linear abhéngig, so ist das Parallelo-
tops nicht “voll-dimensional” und wir bekommen

vol(A) = |det A| =0.
Ist ferner B € M(n,n) invertierbar, so zeigt (9.6.9)
vol(BA) = | det B|vol(A).

Man beachte hierbei, dass wir bei vol(A) das von a4, ...,a, aufgespannte
Parallelotop betrachten und bei vol(BA) das von Bay, . .., Ba, aufgespannte
Parallelotop.

9.6.4 Berechnungsverfahren

In (9.6.7) hatten wir schon gesehen, dass Determinanten von Diagonalmatri-
zen einfach durch das Produkt der Diagonaleintrige zu berechnen sind. Dies
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gilt auch dann noch, wenn wir eine obere Dreiecksmatrix

11 Q1n
A=

0 Ann

haben, d.h. eine Matrix, bei der alle Eintrage unterhalb der Diagonalen gleich
0 sind. Ist ndmlich ein Diagonaleintrag a; = 0, so ist Az = 0 nicht eindeutig
l6sbar, wie wir beim Gauss-Algorithmus gesehen haben und Korollar 9.5.6
zeigt dann, dass A nicht invertierbar ist, d.h. det A = 0 nach Lemma 9.6.3.
Sind jedoch alle Diagonaleintriage a;; # 0, so kénnen wir die Matrix A durch
Operationen der Form (9.6.6) auf Diagonalform bringen, ohne die Diagonale
und die Determinante zu dndern. In diesem Zusammenhang bemerken wir,
dass der Gauss-Algorithmus in seinem Schritt (c¢) genau Operationen der
Form (9.6.6) durchfiihrt. Ferner &ndern die potentiellen Zeilen- oder Spal-
tenvertauschungen in den Schritten (a) und (b) nur das Vorzeichen, wobei
die Aussage fiir die Zeilenvertauschungen aus det A = det AT folgt.

Um diese Beobachtungen an Beispielen zu verdeutlichen, schreiben wir im
folgenden |A| := det A. Dann gilt z.B.

=—1-1=-1,

01 |11
11 o1

da wir einen Zeilentausch vorgenommen haben, und

11 1] 11 1
12 —1|=10 1 —2[=1-1-(=3)=-3,
2 3 =3 |0 0 =3

wobei wir fiir die Berechnungen auf das erste Beispiel im Abschnitt 9.4.3
verweisen.

Daneben gibt es auch allgemeine Berechnungsformeln. So gilt zum Beispiel

det A = Z SIgN o - A1) - Ano(n) 5 (9.6.12)

O'GS’VL

wobei die symmetrische Gruppe S, := Perm({1,...,n}) die Menge alle
Permutationen der n-elementigen Menge {1,...,n} ist,

signo = (—1)/mv)l und
das Vorzeichen einer Permutation o € S,, bezeichnet und

inv(c) :={(i,7) :i < jund (i) > o(j)}
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die Menge der Fehlstdnde der Permutation o ist. Leider ist die Formel
(9.6.12) fur groBere n nicht effizient auswertbar, da wir schon im Satz 2.2.4
gesehen haben, dass |S,| = nl.

Ist A;; die Matrix, die aus der Matrix A durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht, so besagt der Laplacesche Entwicklungssatz, dass

det A = Z(—l)i“aij det Aij (9613)
i=1
fir alle  =1,...,n und
det A = Z(-l)iJerLij det Aij (9614)
=1

fir alle ¢ = 1,...,n gilt. Im Fall (9.6.13) sprechen wir von der Entwick-
lung nach der j-ten Spalte und im Fall (9.6.14) sprechen wir von der
Entwicklung nach der i-ten Zeile.

Im Fall von 2 x 2-Matrizen gilt daher mit der Entwicklung nach der ersten
Zeile

a1 Aa12

=a;1det A1 —arpdet A1 o = ay 1020 — 12027 .
Q21 A22

Im Fall von 3 x 3-Matrizen gilt daher mit der Entwicklung nach der ersten
Zeile

a1 Aair2 a3
Q21 Q22 G23| = 411
a3l asz2 asg3

21 A23
a31 0Ass

Q21 A22
az1 as2

Q22 A23
a3z @33

+ a3

)

)

= (1,1022033 + Q12023031 + (1,302,103 2

— G1,302203,1 — A1,1023032 — A1 2021033

Diese Berechnungsvorschrift ist in Abbildung 9.3 graphisch veranschaulicht.
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SV CLp “R L9 Ly
NXT X T
a2 q A2 Ly Ly Lon
@y @y RSy Wy 3
4 / N .

Abbildung 9.3: Berechnungshilfe fiir Determinanten von 3 x 3-Matrizen. Die
ersten beiden Spalten von A werden nochmal rechts an A “angehéngt”. Die
blauen Diagonalen werden multipliziert und bekommen ein positives Vor-
zeichen und die roten Diagonalen werden ebenfalls multipliziert, bekommen
aber ein negatives Vorzeichen. Alle Produkte werden dann addiert.
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Kapitel 10

Hilbertraume

10.1 Grundlagen

10.1.1 Skalarprodukte

Im Folgenden betrachten wir, sofern nicht anders erwéhnt, nur den Fall
K = R. Wir beginnen mit der Definition von Skalarprodukten, die unsere
Betrachtungen von Abschnitt 3.1.4 von R" auf R-Vektorraume verallgemei-
nert.

Definition 10.1.1. Sei V' ein R-Vektorraum. Dann heifit eine Abbildung
(«, ) :VxV >R
Skalarprodukt, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) Bilinearitdt: Die Abbildung ist bilinear.
i1) Positive Definitheit: Fir allev € V gilt (v,v) > 0 und

(v,v) =0 = v=0.
iii) Symmetrie: Fir alle v,w € V gilt (v,w) = (w,v).

Wir hatten schon in Abschnitt 3.1.4 gesehen, dass

d
(z,y) = Z%’yi, z,y € R (10.1.1)
i=1

277
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ein Skalarprodukt auf R? definiert.
Auf dem Raum C([a, b]) konnen wir ein Skalarprodukt durch

b
Uy%=/ﬁﬂ@mwdm f.9.€ C([a.b) (10.1.2)

definieren. Das Uberpriifen der Eigenschaften eines Skalarprodukts ist in die-
sem Fall ebenfalls einfach und wird daher iibersprungen.

Im Fall eines C-Vektorraums V' ist die Definition eines Skalarprodukts (-, ) :
V xV — C etwas komplizierter. Genauer gesagt wird die Bilinearitdt durch
die Sesquilinearitét ersetzt, bei der

{aw + Bv' w) = alv, w) + B, w),
(v, 0w + fu) = av,w) + Blo, w)
fiir alle v,v',w,w’ € V und «, € C ersetzt. Mit anderen Worten ist das

Skalarprodukt in der ersten Komponente nur noch semi-linear und in der
zweiten Komponente ist es weiterhin linear. Ferner muss die Symmetrie durch

(v, wy = (v, w), v,weV
ersetzt werden. Wir sagen dann auch, dass das Skalarprodukt hermitisch
ist.
Auf CY ist z.B.

d
(w,y) ==Y Ty, z,y € C (10.1.3)
i=1

ein Skalarprodukt.

Achtung: In der Literatur, insbesondere in der mathematischen, wird haufig
alternativ gefordert, dass komplexe Skalarprodukte in der ersten Komponente
linear und in der zweiten Komponente semi-linear sind. In diesem Fall miissen
dann stattdessen in (10.1.3) die Terme z,;7; aufsummiert werden.

10.1.2 Induzierte Normen

Das folgende Lemma fasst einige wichtige Eigenschaften von Skalarprodukten
im reellen Fall zusammen.

Lemma 10.1.2. Seien V' ein R-Vektorraum und (-, -) ein Skalarprodukt
auf V. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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i) Norm: Die Abbildung
|1+ V =0, 00)
v = o] := Vv, v)
ist eine Norm auf V.
it) Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Fir alle v,w € V gilt

(v, w)] < [lv]l - [l

iii) Polarisation: Fir alle v,w €'V gilt:

v, w) = [lv +w|* = o —w]*.

iv) Parallelogrammgleichung: Fir alle v,w € V' gilt:

lv + wlf* + v = wl|* = 2[Jv]]* + 2[|wl]|*.

Die Polarisation besagt, dass wir aus der Norm das Skalarprodukt rekon-
struieren kénnen. Man kann zeigen, dass eine Norm genau dann durch ein
Skalarprodukt definiert ist, wenn sie die Parallelogrammgleichung erfiillt.

Ist V' ein C-Vektorraum mit Skalarprodukt, so kann durch ||v| = /(v,v)
ebenfalls eine Norm auf V' definiert werden, die die Cauchy-Schwarz’sche Un-
gleichung und die Parallelogrammgleichung erfiillt. Die Polarisations-Formel
muss jedoch durch

v, w) = llo +w|* = o —w|* +i]v + iw|* = iflv — iw]]?
ersetzt werden.

Beweis. 1ii). Ist w = 0, so ist nicht zu zeigen. Ansonsten setzen wir

Dann folgt
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Umformen ergibt dann die Behauptung.

i). Die Definitheit und die Homogenitédt folgt direkt aus den Eigenschaften
des Skalarprodukts. Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, wéhlen wir uns
v,w € V. Dann gilt mit 4):

lo+wl[* = [o]|* + 2{v, w) + [[wl]* < [Jo]* + 2[jo]| - [Jwl]| + [[w]|?
= (ol + flwll)”.
Ziehen der Wurzel ergibt dann die Behauptung.
iii) und iv). Kann einfach nachgerechnet werden. O

Definition 10.1.3. Fin K-Vektorraum V mit Skalarprodukt und zugehdriger
Norm heifit Prd-Hilbertraum. Ist V wvollstindig beziiglich dieser Norm, so
heifst V- Hilbertraum.

Die Rédume K" mit dem Skalarprodukt (10.1.1) bzw. (10.1.3) sind vollsténdig
und damit Hilbertraume. Die zugehorige Normen werden euklidische Nor-
men genannt. Man kann ferner zeigen, dass alle endlich dimensionalen Préa-
Hilbertraume vollstédndig und damit sogar Hilbertrdume sind.

Der Raum C/([a, b]) mit dem durch das Riemann-Integral definierte Skalar-
produkt (10.1.2) ist nicht vollsténdig und damit auch kein Hilbertraum. Um
ihn vollstéindig zu machen, muss man den Integralbegriff ausweiten.

Lemma 10.1.4. Jeder Teilraum W eines Prd-Hilbertraums V wird zu einem
Pra-Hilbertraum, wenn wir das Skalarprodukt von V' auf W' einschrdanken.

Das folgende Lemma zeigt, dass Skalarprodukte bzgl. der von ihnen definier-
ten Normen stetig sind.

Lemma 10.1.5. Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Ist ||-|| die
vom Skalarprodukt definierte Norm, dann gilt fir allev,w € V und (v,)nen C
V und (wy)peny C V- mit v, — v und w, — w:

(Un, wp) — (v, w) .

Beweis. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

‘<UH7MTZ> - <U7w>’ = ‘<Umwn> - <Um w> + <Un= w> - <U’ U)>|
< ’(vn,wn —w>| + }(vn —v,w>’
< Jonl| - flwn = wll + [lvn = o]l - [Jw] -
Ferner hatten wir in Abschnitt 4.1.2 gesehen, dass aus der Konvergenz von
(Un)nen die Beschranktheit der Folge folgt und dass dies wiederum die Exi-

stenz eines B > 0 mit ||v,|| < B fiir alle n > 1 impliziert. Setzen wir dieses
in die obige Rechnung ein, so folgt die Behauptung fiir n — 0. O
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10.1.3 Orthogonalitéit

Wir hatten schon in Kapitel 3 gesehen, dass Orthogonalitdt eine wichtige
Rolle spielt. Dieses Konzept kann auf Préa-Hilbertraume erweitert werden.

Definition 10.1.6. Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann
heiffen v,w € V orthogonal, falls

(v,w) =0
qilt. In diesem Fall schreiben wir auch v 1 w.

Im Reellen gilt wegen (v,w) = (w,v) offensichtlich v L w < w L v und
wegen (v, w) = (w,v) ist dies auch im Komplexen der Fall.

Sind v und w orthogonal, und A € K, so sind auch Av und w orthogonal.
SchlieBlich gilt 0 L w fiir alle w € V und aus der positiven Definitheit folgt

v 1w <— v=0.

Das folgende Resultat zeigt, dass der Satz von Pythagoras in allen Préa-
Hilbertraumen gilt.

Satz 10.1.7. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann gilt fiir
allev,w eV mit v L w:

lv+wl* = [lo]* + [Jw]*.
Beweis. Es gilt

v+ wl||* = (v+w,v+w) = (v,v) + (v,w) + (w,v) + {(w,w)
— (v, 0) + ()
= [|v]]? + [Jw|?

wobei wir v L w < w L v ausgenutzt haben. ]
Ist nun V' ein Préa-Hilbertraum, v € V und W C V, so schreiben wir
vl W = v L w fiir allew € W.

Ist ferner W ein Unterraum von V', so heifit

WhH={veV: vl W}



282 KAPITEL 10. HILBERTRAUME

das orthogonale Komplement von W in V. Einfaches Nachrechnen ergibt
die Formeln

{opt =V,
VJ_ = {O}a

sowie das folgende Lemma.

Lemma 10.1.8. Sei V ein Pra-Hilbertraum und W C 'V ein Teilraum. Dann
ist W ein Teilraum von V und es gilt W N W+ = {0}.

10.2 Orthonormalbasen

10.2.1 Orthonormalsysteme

Die Standardbasis ey, . . ., e, von K" besteht aus paarweise orthogonalen Vek-
toren. Dieses wird in der folgenden Definition verallgemeinert.

Definition 10.2.1. Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann
heif§t eine endliche Familie vy, ..., v, € V Orthogonalsystem, falls fiir alle
,7=1,...,n gilt

v; L Vj = 1 7& j .

Gilt zusdtzlich ||v;|| = 1 fir alle i = 1,...,n, so sprechen wir von einem
Orthonormalsystem (ONS).

Die obigen beiden Definitionen lassen sich sofort auf beliebige Familien (v;);es
ausdehnen. Dieses ist aber nur in unendlich-dimensionalen Rdumen interes-
sant, wie wir in Lemma 10.2.2 sehen werden.

Ist vy,...,v, € V ein Orthogonalsystem, so gilt v; £ v; fiir alle i = 1,... n.
Damit haben wir ||v;]|> = (v, v;) > 0 fiir alle 4, und durch Normierung

/l}.
w; = —— 1=1,...,n
[[oil
erhalten wir ein Orthonormalsystem wy, ..., w,.
Ist vq,...,v, € V ein Orthonormalsystem, so gilt fiir alle i, j:
(vs, Uj) = 0ij

wobei das Kronecker-Symbol §;; durch d;; := 0 falls i # j und 6;; := 1
falls ¢ = j definiert ist.
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Offensichtlich ist die Standardbasis e, ...,e, von K" ein Orthonormalsy-
stem. Betrachten wir den Pré-Hilbertraum C([0, 27]) und setzen wir

fr(x) := cos(kx) k>0

fr(x) := sin(—kx) k<0
fir alle k € Z und = € [0,27], so ist jede endliche Familie fy,,..., f, mit
k; # k; fiir © # j ein Orthogonalsystem.

Das folgende Lemma zeigt, dass Orthogonalsysteme automatisch linear un-
abhéngig sind.

Lemma 10.2.2. Sei V' ein K- Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und vy, . .. v, €
V' ein Orthogonalsystem. Dann sind vy, ..., v, linear unabhdngig.

Beweis. Seien Ay,..., A\, € K mit \jv; + -+ + \yv, = 0. Dann gilt fiir
je{l,....,n}:

0= <Z )\ivi,vj> =3 Nivi,v;) = N {vj,05)
=1 =1

Aus (v;,v;) > 0 folgt dann \; = 0, d.h. \; = 0. Damit haben wir \; = - -
A = 0 gezeigt. O

Lemma 10.2.2 legt die folgende Definition, nahe.

Definition 10.2.3. Se: V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit Ska-
larprodukt (-,-). Dann heifit vy,...,v, € V Orthonormalbasis (ONB)
von V., falls vy, ...,v, ein Orthonormalsystem und eine Basis von V ist.

Offensichtlich ist die Standardbasis ey, . .., e, eine Orthonormalbasis von K".

In unendlich-dimensionalen Hilbertraumen werden Orthonormalbasen als ma-
ximale Orthonormalsysteme definiert.

Ist B := (v1,...,v,) eine Basis von K" und v € K", so ergibt die Koor-
dinatenabbildung Cpz : K" — K" nach ihrer Definition die Koeffizienten
A= (A1,...,\)7" := Cpgo in der Basis-Darstellung

n
vV = E )\zvz
i=1

Ist B:= (vq,...,v,)" " so gilt nach Lemma 9.3.9 ferner M(Cg) = B, d.h. wir
haben
A= DBv.
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Damit benotigt die Koeffizienten-Berechnung eine Matrix-Invertierung. Das
folgende Lemma zeigt, dass dies fiir Orthonormalbasen vereinfacht werden
kann.

Lemma 10.2.4. Sei V' ein K- Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und vy, ..., v,
eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt fir alle v € V:

v = Z(vi, V)V; (10.2.1)

Fiir die Standardbasis ey, ..., e, von K" ist die Aussage offensichtlich und
im reellen Fall wurde dies auch schon in (3.1.3) bemerkt.

Die Koeffizienten (v;, v) heilen Fourier-Koeffizienten von v beziiglich der
Basis vy, ..., v,.

In unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen mit abzéhlbarer Orthonormalba-
sis gilt eine analoge Formel, bei der (10.2.1) durch eine Reihe ersetzt wird. Es
kann dann gezeigt werden, dass diese Reihe unbedingt konvergiert. Im Fal-
le iiberabzéhlbar grofler Orthonormalbasen muss dabei zusétzlich gefordert
werden, dass nur abzihlbar viele Fourier-Koeffizienten ungleich null sind.

Beweis. Seiv € V. Dawy,...,v, eine Basis von V ist, gibt es dann eindeutige

Al,...,)\nEKmit
U:Z)\ivi-
i=1

Fir j € {1,...,n} gilt dann

(vj,v) = <Uj> Z)\ivi> = Ai{v,v) = (v, 05) = A
i=1 =1

Einsetzen in die obige Basis-Darstellung ergibt die Behauptung. O

10.2.2 Orthonormalisierungsverfahren

Lemma 10.2.4 deutet an, dass Orthonormalbasen sehr praktisch sein kénnen.
Im folgenden wollen wir uns daher der Existenz von Orthonormalbasen wid-
men, wobei wir ein konstruktives Verfahren, das sogenannte Gram-Schmidt-
sches Orthonormalisierungsverfahren kennenlernen werden.
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Hierzu sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und wy, ..., w,, € V
eine linear unabhéngige Familie. Wir suchen dann eine Orthonormalbasis
U1y ..y Uy VOI

Wy, = span{wy, ..., Wy} .

Diese Basis konstruieren wir iterativ, indem wir Orthonormalbasen von

W; = span{wy, ..., w;}

fir j = 1,...,m konstruieren und dabei beachten, dass die angenommene
lineare Unabhéngigkeit w; & W;_; fiir alle j = 2,...,m garantiert, siehe
Lemma 9.1.7.

Der Konstruktionsanfang fiir j = 1 wird durch

wq

vy = (10.2.2)

(K
realisiert, wobei wir daran erinnern, dass aus der linearen Unabhéngigkeit
der wy, ..., w,, schon w; # 0 folgt. Offensichtlich ist dann v; eine Orthonor-
malbasis von Wj.

Wenn wir schon eine Orthonormalbasis vy, ...,v;_; von W;_; fiir ein j > 2
konstruiert haben, setzen wir zunéchst

j—1

uj = w; — Z(vi,iji . (10.2.3)
i=1
Da w; ¢ W;_1 = span{vy,...,v;_1} gilt, folgt u; ¢ W;_; und damit ist dann
die Familie vy,...,v;_1,u; linear unabhéngig nach Lemma 9.1.7. Insbeson-
dere gilt daher u; # 0 und wir kénnen

Uj

I (10.2.4)
]

U5 1=

setzen. Nach Konstruktion gilt u; € W; und damit auch v; € W;. Wir fixieren
nun ein k =1,...,5— 1. Firi =1,...,j — 1 gilt dann (vg,v;) = &;, und
dies ergibt:

Jj—1 Jj—1
<Uk7u]> </Uk7wj < ’E Uuw] > Ukaw] E Uuw] Ukavz
=1 =1

<Uk7 w]) <Uk7 wj>
=0.



286 KAPITEL 10. HILBERTRAUME

Dies zeigt auch v, L v; und damit ist vy,...,v; ein Orthonormalsystem in
W;. Nach Lemma 10.2.2 ist dieses linear unabhingig und aus dim W; = j
und Korollar 9.1.14 folgt dann, dass vy, ..., v, eine Basis von W ist.

Das Gram-Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren liefert insbesondere
die Existenz von Orthonormalbasen, was wir im folgenden Satz nochmal
festhalten:

Satz 10.2.5. Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und 0 <
dimV < oo. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V.

10.2.3 Gram-Schmidt an einem Beispiel

Um ein Beispiel fiir das Orthonormalisierungsverfahren zu sehen, betrachten
wir die linear unabhéingigen Vektoren

2
wy = |3 und wy =] 0 (10.2.5)
0

und die aufgespannte Ebene £ := span{w;, ws}. Gemif (10.2.2) setzen wir
nun

w 1 2
1
v = —=——= 13 (10.2.6)
||w1|| V13 0
Nach (10.2.3) definieren wir weiter
1 >\ 10 (2
U = Wy — (U1, W)V = We — —2(w1,w2>w1 =1 0] —-——=13
(|01 ]| -3 13 0
65 20
1 1
=— | 0 | ——130
3\ 5] B\
1y
13 _39

Ferner gilt

V4446 5 V494

el = —3—= =373
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und damit erhalten wir gema8 (10.2.4)

Uy 1 15

——=—|-10 10.2.7

Vg (=

Um die Orthonormalbasis v1,vs von € zu einer Orthonormalbasis von R?
zu erginzen, benotigen wir zunéichst ein wsy ¢ &, da dann wy, wsy, w3 nach
Lemma 9.1.7 unabhiingig sind und wegen dimR3 = 3 Korollar 9.1.14 dann
zeigt, dass diese drei Vektoren auch eine Basis von R? bilden. Wir setzen nun
beispielsweise w3 := e;. Dann ist ws € £, denn sonst gébe es s,t € R mit

1 25+ 5t
0] =ws =sw; +twy = 3s
0 =3t

was wegen der letzten beiden Komponenten zu s = t = 0 fiihrt, was wiederum
e; = 0 impliziert.

Nach Gram-Schmidt, siehe (10.2.3), setzen wir nun

Uz = W3z — <U1;w3>U1 - <v2,w3>v2 = €1 — <U17 €1>U1 - <U27€1>U2

2 15
:el—\/ﬁvl—\/mvg
I A AN
0 13\, 194\ 4
IRESN el U AN GO
194 | 194 | 194 \ 4
e
494 197§
(2
38 15

Ferner gilt

VO2+62+152 V342 V/9-38 338
494 494 494 494

lulls =
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v -
o vy
Q-Py)Y w
S

/
/

/

-

/// PL e )

Abbildung 10.1: Der Vektor v wird auf den Lotpunkt Pv € W abgebildet.
Die Differenz v — Pv ist dabei senkrecht zu dem Unterraum W.

und damit haben wir nach (10.2.4)

9 3
1 1
2 6| =—[-2]. (10.2.8)

el T 3vas \ 5] VA S

U3

Insgesamt ist dann v, vy, v3 eine Orthonormalbasis von R?. Natiirlich hitten
wir vz auch durch Normierung von z.B. vy X vy bestimmen koénnen. Die-
ses wéare aber ein Zugang gewesen, der in hoheren Dimensionen nicht mehr
moglich ist, wihrend das Verfahren nach Gram-Schmidt in jeder Dimension
funktioniert.

10.3 Orthogonale Abbildungen

10.3.1 Orthogonale Projektionen

Im folgenden seien V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und W ein
Unterraum von V' mit m := dim W < oco. Wir suchen nun eine Abbildung

P:V -V
v — Pov

die jedem Punkt v den Lotpunkt Pv von v in W zuordnet, d.h. es soll gelten
Pv e W und (v — Pv) L w fiir alle w € W, siehe auch Abbildung 10.1.

Um eine solche Abbildung zu konstruieren, wihlen wir nach Satz 10.2.5 eine
Orthonormalbasis vy, ..., v, von W. Da wir Pv € W haben mdochten, gibt
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es dann zu jedem v € V Koeffizienten Aq,..., A\, € K mit

Pv = zm:)\zvl
i=1

Ferner wollen wir (v — Pv) L v; fiir alle j = 1,...,m haben und dies fiihrt
zu

m

0 = (vj,v — Pv) = (v;,v <’U],Z)\ZU,>
U]) ZAZ /Uj7v7,
=1

<U], U) - /\]

Mit anderen Worten haben wir A\; = (v;,v) und dies ergibt

m

Pv = Z(vi,wvi, velV. (10.3.1)

=1

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass die Wahl der Orthonormalbasis
V1, ..., U, von W das Verhalten von (10.3.1) nicht beeinflusst.

Satz 10.3.1. Seien V' ein Pra-Hilbertraum und W ein Unterraum von V' mit
dim W < oo. Dann gibt es genau eine Abbildung P :V — V mit

PveW und (v—Pv) LW (10.3.2)

fiir alle v € V. Ferner ist diese Abbildung P, die Orthogonalprojektion
auf W genannt wird, durch (10.3.1) beschrieben und linear.

Beweis. Wir setzen m := dim W. Im Fall m = 0 ist Pv = 0 die einzige Wahl
und das Uberpriifen der weiteren Eigenschaften ist in diesem Fall trivial, so
dass wir im Folgenden m > 1 annehmen.

Fiir die Existenz von P wihlen wir eine Orthonormalbasis vy, ..., v,, von W
und betrachten die durch (10.3.1) gegebene Abbildung. Nach Konstruktion
haben wir dann Pv € W fiir alle v € V und (v — Pv,v;) = 0 fiir alle
J = 1,...,m. Sei nun w € W. Dann gibt es ay,...,q,, € K mit w =
Q101 + - -+ + Uy, Dies ergibt

(v — Pv,w) = <U—PU Za]v]> Za] — Pu,v;) =0.
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Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass wir eine weitere Ab-
bildung @ : V' — V mit den Eigenschaften (10.3.2) haben. Fiir v € V' und
w:= Pv— Qv e W gilt dann
[1Pv—Qull* = (Pv— Qu,w)
= <P?J—’U,U}> + <U_Qvaw>
=0,
d.h. Pv = Qu. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

Die Linearitét von P folgt aus (10.3.1) und der Linearitit des Skalarprodukts
in der zweiten Komponente. O

Zu einem gegebenen v € V sollte der Lotpunkt Pv intuitiv der Punkt w € W
sein, der den kleinsten Abstand zu v hat. Der folgende Satz bestétigt diese
Intuition.

Satz 10.3.2. Seien V' ein Prd-Hilbertraum, W ein Unterraum von V' mit
dim W < oo und P die Orthogonalprojektion auf W. Dann gilt fiir allev € V
und alle w € W mit w # Puv:

[ = Po| < [lv —wl|.

Beweis. Wir fixieren ein v € V und ein w € W mit w # Pv. Dann gilt
v— Pv e W+ und Pv —w € W. Dies ergibt (v — Pv) L (Pv—w) und der
Satz von Pythagoras liefert

lv—wl* = [lv = Pv+ Pv—w|® = |lv — Pv||* + | Pv — w]]*.

Wegen w # Pv haben wir nun ||[Pv—w||? > 0 und Einsetzen dieser Abschiitzung
in die obige Gleichung ergibt die Behauptung. [

Sei £ C R? die Ebene, die durch die in (10.2.5) definierten Vektoren wy, ws
aufgespannt wird. Wir haben in (10.2.6) und (10.2.7) schon gesehen, dass

1 2 1 15

v = — |3 und Uy = ——— | —10

VI3 \ V494 \ i3

eine Orthonormalbasis von £ ist. Wollen wir nun die Orthogonalprojektion
P :R? — R? auf € berechnen, ergibt sich nach (10.3.1)

Px = (v, x)vy + (v9, x)0s

, 9 9 ) 15 15
_ - 3 5]+ — 10 10 10.3.3
13<x’ 0 > 0 +494<x’ > 1059

—13 —-13
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fiir alle z € R®. Nach Satz 10.3.2 ist ||z — Pz|| der (ungerichtete) Abstand von
x zu &. Dieser kann direkt durch Einsetzen berechnet werden. Etwas spéter
werden wir jedoch eine elegantere Methode kennenlernen.

10.3.2 Darstellung durch Matrizen

Da die Orthogonalprojektion P : R3> — R? linear ist, gibt es auch eine
darstellende Matrix M(P) € M(3,3) beziiglich der Standardbasis von R3.
Der folgende Satz ergibt eine allgemeine Berechnungsformel fiir darstellende
Matrizen von Orthogonalprojektionen K* — K”.

Satz 10.3.3. Sei W C K" ein Unterraum und P : K" — K" die Ortho-
gonalprojektion auf W. Dann gilt fiir jede Orthonormalbasis vy, ..., v, von
W:

wobei S = (vy,...,vm) € M(n,m).

Man beachte, dass v;v; und S5" jeweils n X n-Matrizen sind.

Beweis. Sei eq,...,e, die Standardbasis von K" und vy, ..., v, die Kom-
ponenten von vg, d.h. vy = (vig, ..., V). Dann gilt
m m m
Pej = E <Uk, €j>Uk = E Ejk’ljk = E 'Ulcﬁjka
k=1 k=1 k=1

d.h. wir haben
D ko1 VkiUjk
Pe; = .

7 .
2 =1 UknUjk
Nach Korollar 9.2.12 ist dies die j-te Spalte der darstellenden Matrix. Da wir
ferner
Vp1Vtk - Uk1Unk
’Uk@—]i— =
UknUtk -+ UknUnk

haben, folgt dann die erste Gleichung. Die zweite Gleichung ist nur eine
andere Schreibweise fiir die erste Gleichung. ]
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Um die darstellende Matrix der Projektion (10.3.3) zu berechnen, miissen
wir ihre Eintrédge
V13Vj1 + V2;Vj2

fiir 4,7 = 1,2, 3 bestimmen. Fiir : = j = 1 ist dies z.B.

2-2+15-15_4-38+225_377_29
13 494 494 494 38

V11V11 + V21012 =

Die anderen Eintrige werden analog berechnet und das Endergebnis ist

29 6 -15
1
M(P)=go | 6 34 10 . (10.3.4)
~15 10 13

Man beachte, dass diese Matrix symmetrisch im Sinne von AT = A ist und
damit gilt auch P* = P nach der Definition von adjungierten Operatoren.
Alternativ hétten wir auch

ﬁ‘
©
=~

2
Vi3 2 3
M( p) |3 = 1|.[ vi3 Vi3
V13 49 15 —1 —13
0 —13 V494 /494 /494

V494

5

benutzen konnen, was effektiv auf die exakt gleichen Rechnungen hinauslauft.

10.3.3 Eigenschaften von Orthogonalprojektionen

Der folgende Satz zeigt in Verbindung mit Satz 9.3.7, dass die Symmetrie in
(10.3.4) kein Zufall ist. AuBerdem stellt er weitere Eigenschaften von Ortho-
gonalprojektionen zur Verfiigung.

Satz 10.3.4. Seien V' ein Pra-Hilbertraum, W ein Unterraum von V' mit
dim W < oo und P die Orthogonalprojektion auf W. Dann gilt:

Pw=w, weW,
ker P = W+,
P*=P,
(Pv,w) = (v, Pw), v,we V.

Beweis. Sei w € W und v := w. Dann gilt w € W und (v —w) L W. Damit
erfiillt w die Eigenschaften (10.3.2) zu v und die Eindeutigkeit von P ergibt
Pw = Pv =w.
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Um ker P = W+ zu zeigen, withlen wir zuniichst ein v € ker P, d.h. Pv = 0.
Fiir w € W gilt dann (v,w) = (v — Pv,w) = 0, und damit v € W+, Ist
umgekehrt v € W+, so gilt 0 € W und (v — 0) L w fiir alle w € W. Damit
muss wegen der Eindeutigkeit von P schon Pv = 0 gelten.

Um P? = P zu iiberpriifen, wihlen wir ein v € V und setzen w := Pv. Dann
haben wir w € W und es folgt P(Pv) = Pw = w = Pwv.

Seien schliefllich v, w € V. Dann gilt mit der Darstellung (10.3.1)

(Po,w) = <f<>w> _ i Y v, )

=1 %

Wegen (Pw,v) = (v, Pw) folgt dann die Behauptung. O

Seien V' ein endlich-dimensionaler Hilbertraum, W ein Unterraum von V und
P :V — V die orthogonale Projektion auf W. Wir setzen

Q:=idy —P. (10.3.5)

Dann gilt (Quv,w) = (v — Pv,w) = 0 fiir alle v € V und w € W, d.h. wir
haben

Que W+, veV. (10.3.6)
Fiir w’ € W+ gilt ferner
(w'v—Qu) = (w',v—v+ Pv) = (', Pv) =0,

wobei wir im letzten Schritt sowohl Pv € W als auch die Definition von W+
ausgenutzt haben. Dies zeigt

(v—Qu) LW+, veV

und damit ist Q die orthogonale Projektion auf W+. Dies fiihrt zu dem
folgenden Satz.
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Satz 10.3.5. Sei V' ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und W ein Unter-
raum von V. Dann gibt es zu jedem v € V eindeutige w € W und wt € W+
mit

v=w+w".

Diese sind durch w = Pv und wt = v — Pv eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir setzten w := Pv € W und w' := v — Pv = Qu, wobei Q :=
idy — P ist. Dann haben wir w® € W+ nach (10.3.6) und die Zerlegung ist
offensichtlich.

Nehmen wir nun zu gegebenen v € V ein w € W und ein wt € W+ mit
v=w+w, so gilt
v—w=w"eW,

Da wir auch w € W haben, muss w = Pv nach Satz 10.3.1 gelten. Dies
wiederum zeigt wt = v —w = v — Pv = Qu. O]

Seien V ein endlich-dimensionaler Hilbertraum, wq,...,w,, € V linear un-
abhéngig und v, ..., v,, die Vektoren, die durch das Gram-Schmidt’sche Or-
thonormalisierungsverfahren konstruiert worden sind. Dann haben wir schon
gesehen, dass vy, ...,v; eine Orthonormalbasis von W, := span{wy, ..., w;}
ist. Der entscheidende Schritt in diesem Verfahren war dabei (10.2.3), d.h.

7j—1
uj = wy = Y (v wy)vi = w; — Py, w; = Py w;
=1

wobei Py, , die Orthogonalprojektion auf W;_; ist und Py . ) die auf I/Vf_ 1-
=

Erweitern wir nun die Vektoren vy, . . ., v,, zu einer Orthonormalbasis vy, ..., v,
von V', und setzen W := W,,, so sind v,,11, . . . , v, eine Orthonormalbasis von
W+: Nach Lemma 10.2.2 sind diese Vektoren zuniichst linear unabhingig.
Gébe es noch ein w € W+ mit

w & span{vmi1,. .-, Un},
so wiirden wir mit Gram-Schmidt ein v,,.; € W+ finden, so dass Uy 1, . . ., Unt1
ein Orthonormalsystem in W+ ist. Damit wiire auch vy, ...,v,41 ein Ortho-

normalsystem in V', und damit wiederum linear unabhéngig. Wegen dim V' =
n erhalten wir dann mit Satz 9.1.8 einen Widerspruch.

Damit ldsst sich die Projektion Q := Py,. auf W+ durch

n

Qv = Z (vj, v)v;, veV

Jj=m+1
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ausdriicken. Ist zudem V = K", so lisst sich die Projektion nach Satz 10.3.3
durch die Matrix

M@Q) = > wry (10.3.7)

k=m+1

darstellen.

Betrachten wir nun beispielhaft wieder die von den Vektoren

1 1

v =—13 und v ;= — | —10

Vi3 \ V494 \ 3

aufgespannte Ebene & C R?, so hatten wir schon die Orthogonalprojektion
P : R® - R? auf € in (10.3.3) bestimmt und in (10.3.4) haben wir auch
ihre darstellende Matrix berechnet. Ferner haben wir in Satz 10.3.2 gese-
hen, das ||z — Pz|| der (ungerichtete) Abstand von z zu & ist. Offensichtlich
ist © — Pr = Qx, d.h. der Abstand lésst sich mit Hilfe der Orthogonalpro-
jektion auf W+ berechnen. Um diese Projektion zu bestimmen, miissen wir
nach unseren obigen Uberlegungen das Orthonormalsystem vy, v, zu einer
Orthonormalbasis vy, vg, v3 mit Hilfe von Gram-Schmidt ergénzen. In unse-
rem Beispiel haben wir dies bereits in (10.2.8) getan, d.h. wir haben

Nach (10.3.1) haben wir damit

1 3 3
Qr = (v3,r)v3 = —( z, | —2 -2 (10.3.8)
38 5 5

fiir alle x € R3. Ferner wird diese Projektion nach Satz 10.3.3 durch die
Matrix

L (9 -6 15
l\/l(cg)zvgz};:ﬁ -6 4 10
15 —10 25

dargestellt. Mit Hilfe der darstellenden Matrix von P, siche (10.3.4), kénnen
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wir M(Q) alternativ auch durch

M(Q) = M(idgs —P) = M(idgs) — M(P)

L (38 0 0 L (29 6 15
—— 1o 38 0|-—1{6 31 10
3B\o 0 38/ 38\_15 10 13
L (9 6 15
—— =6 4 —10

3B\15 —10 25

berechnen.

Ignoriert man den Vorfaktor %, so benotigt die Berechnung von Qxr = M(Q)x
genau 9 Multiplikationen und 6 Additionen, wiahrend die Berechnung durch
(10.3.8) lediglich 6 Multiplikationen und 2 Additionen benétigt. In diesem
Fall “lohnt” sich die Matrixdarstellung also nicht. Vergleicht man dies mit
der Berechnung von P, so sind die Kosten der Matrixmultiplikation natiirlich
gleich denen fiir (), wéhrend die Berechnung von Px durch (10.3.3) jetzt 12

Multiplikationen und 5 Additionen benétigt.

Diese Betrachtungen ignorieren allerdings die Kosten der Matrixerstellung, so
dass sie vor allem in Situationen interessant sind, in denen die Projektionen
sehr héufig berechnet werden miissen.

10.3.4 Orthogonale/unitire Transformationen

Lineare Abbildungen, die Langen oder Winkel erhalten, haben eine besonders
schone Struktur. Diese werden jetzt untersucht.

Definition 10.3.6. Sei A € Mg (n,n) eine Matriz, die
(Az, Ay) = (z,y) , z,y € K

erfillt. Dann heifit A 1m Fall K = R orthogonal und im Fall K = C unitdr.

Das folgende einfache Lemma zeigt, dass Produkte orthogonaler Matrizen
orthogonal sind.

Lemma 10.3.7. Sind A, B € Mx(n,n) orthogonal/unitir, so ist auch AB
orthogonal /unitdr.

Beweis. Fir z,y € K" gilt (ABz, ABy) = (Bz, By) = (z,y). O
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Der folgende Satz charakterisiert orthogonale bzw. unitdre Matrizen.

Satz 10.3.8. Sei A € Mx(n,n). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i) Es qilt (Ax, Ay) = (x,y) fir alle v,y € K.
ii) Es gilt ||Ax|| = ||z| fir alle z € K".
iii) Es gilt A' A= AA' = E,.
iv) Die Zeilen von A sind eine Orthonormalbasis von K.

v) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis von K".

Nach #7) sind orthogonale, bzw. unitédre Matrizen invertierbar und es gilt

T

Alt=A4". (10.3.9)

Fiir diese Matrizen ist also die Matrixinvertierung besonders einfach.

Beweis. i) = i). Nachrechnen mit Polarisation.
i) = ii). Folgt sofort mit x = y.
i) < i) Die Gleichung (Az, Ay) = (x,y) ist dquivalent zu

(A" Az, y) = (v.) . (10.3.10)

und da die komplexe Konjugation und die Transposition selbst-invers sind,
ist sie auch dquivalent zu

(z, 4" Ay) = (2,y) (10.3.11)

Gilt nun ¢), so erhalten wir durch Betrachten von z = ¢; und y = e; die
Gleichung

(ﬁTAei,e]) = <€Z',ZTA€j> = <€i,6j> == (51']‘ . (10312)
Dies zeigt i11). Gilt umgekehrt 4ii), so erhalten wir (10.3.12). Fiir z = aje; +

<+ ape, und y = Bre; + - - + Bre, folgen dann (10.3.11) und (10.3.10) mit
der (Semi-)-Linearitét.

. : : . : —T
ii) < ). Ist a; ein Zeilenvektor von A, so ist @, ein Spaltenvektor von A .
Ferner gilt

-

a; aj = (a;, a;),

wobei die linke Seite der Formel den Eintrag b;; von AA" darstellt.
iii) < v). Analog. O
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Wir hatten schon in (9.2.4) gesehen, dass eine Drehung gegen den Uhrzeiger-
sinn um den Winkel ¢ durch die Matrix

(cos @ —sin gp)

D,:={ .

singp  cosp

beschrieben wird. Es ist leicht nachzurechnen, dass die beiden Spaltenvekto-
ren eine Orthonormalbasis von R? sind, wobei aus Kardinalitiitsgriinden nur
iiberpriift werden muss, dass sie ein Orthonormalsystem bilden. Damit ist D

orthogonal. Ferner gilt
det D, =1.

Schliellich ist anschaulich klar, dass der Hintereinanderausfithrung zweier
Drehungen im R? wieder eine Drehung ergibt.

Analog kann man sich iiberlegen, dass

A, = (cosgp sin )

singy —cosp

eine Spiegelung an der Geraden

g={(52) s sinte/2ies - cosif2)2 =0

beschreibt. Auch diese Matrix ist wieder orthogonal. Insbesondere haben wir

1 0 01
A(): <O _1) und Aﬂ—/gz (1 0) .

Ferner gilt
det A, = —1.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Determinanten von orthogonalen Matri-
zen nur die Werte —1 und 1 annehmen koénnen.

Lemma 10.3.9. Ist A eine orthogonale/unitire Matriz, so gilt
|det A| =1.
Beweis. Es gilt
|det A|*> = det A - det A = det A" -det A =det A" A = det B, = 1.

Dies ergibt die Behauptung. O
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Das vorige Lemma motiviert die folgenden Definitionen.

Definition 10.3.10. Eine orthogonale Matriz A € Mg(n,n) heifst Dre-
hung falls det A = 1. Ferner heifst A Spiegelung, falls det A = —1.

Wir haben oben gesehen, dass die Dreh-Matrizen D, Drehungen sind und
dass die Matrizen A, Spiegelungen sind.

Wir nennen die Menge
O(n) = {A € Mg(n,n): ATA= AAT = E,}

der orthogonalen Matrizen die orthogonale Gruppe. Ferner heifit die Men-

> SO(n) :=={A € O(n): det A =1}

der Drehungen die spezielle orthogonale Gruppe. Beides sind Untergrup-
pen der allgemeinen linearen Gruppe GL(n). Man beachte, dass die Spiege-
lungen keine Gruppe bilden konnen, da z.B. die Verkniipfung zweier Spiege-
lungen eine Drehung ist.

10.4 Eigenwerte

10.4.1 Definition und Beispiele

Definition 10.4.1. Seien V' ein K-Vektorraum und S : V' — V linear. Dann
heiffit A € K Eigenwert von S, falls es ein v € V mit v # 0 und

Sv =\
gibt. In diesem Full heifit v Eigenvektor zum Eigenwert A. Die Menge
Eigg(A) :={v eV : Sv= v}
heifst Eigenraum zum Figenwert A

Der Eigenraum Eigg(A) enthélt also alle Eigenvektoren zum Eigenwert A und
0. Man kann leicht zeigen, dass Eigg(\) ein Unterraum von V' ist.

Im folgenden werden wir wie iiblich eine Matrix A € M(n,n) mit der linearen
Abbildung L4 : K" — K" identifizieren. In diesem Sinne sprechen wir von
Eigenwerten A der Matrix A, wenn diese Eigenwerte von L, sind. Analoges
gilt fiir Eigenvektoren und Eigenrdume.
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(20,
o= ) ()- ()

d.h. A\; := 2 ist ein Eigenwert von A und e; ein zugehoriger Eigenvektor. Es
gilt ferner

Wir betrachten die Matrix

Dann gilt dann

Eig,(A1) := {te; : t € R}.

Analog kann man “ablesen”, dass Ay := —1 ein Eigenwert mit Eigenvektor
ey von A ist.

Das obige Beispiel lasst sich leicht auf grofiere Diagonalmatrizen iibertragen.
Das folgende Lemma halt das Ergebnis fest.

Lemma 10.4.2. Sei D € M(n,n) eine Diagonalmatriz mit Diagonalein-
tragen dy,...,d,. Dann st jedes d; ein Eigenwert von D mit Figenvektor
€;.

Lemma 10.4.2 ergibt eine einfache, hinreichende Bedingung fiir die Eigenwer-
te einer Diagonalmatrix D. Doch sind dies alle Eigenwerte von D?

Um diese Frage zu beantworten beginnen wir mit dem folgenden Lemma.

Lemma 10.4.3. Sei A € M(n,n) und X € K. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

i) X\ ist Eigenwert von A.
ii) Die Matriz A — \E,, ist nicht invertierbar.

iii) det(A — \E,) = 0.
In diesem Fall gilt Eig 4,(\) = ker(A — \E},).

Beweis. i) < ii). Nach Definition ist A Eigenwert, falls es ein v € K" \ {0}
gibt mit Av = Av. Dies ist dquivalent zu ker(A — A\E,,) # {0}. Nach Korollar
9.5.10 ist dies wiederum &quivalent zu der Nicht-Invertierbarkeit von A—\E,,.

ii) < ii1). Dies folgt direkt aus Satz 9.6.4.
Die Formel fiir Eig4(\) ist offensichtlich. O
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Korollar 10.4.4. Sei A € M(n,n) und X ein Eigenwert von A. Dann ist \
auch ein Eigenwert von AT. Im Fall A € GL(n) gilt zudem X # 0 und A\
ist dann ein Eigenwert von A1

Beweis. Wegen det B = det BT und E! = E,, gilt
det(AT — \E,) = det(A — A\E,)" = det(A - \E,) =0.

Damit ist A\ Eigenwert von AT nach Lemma 10.4.3.

Wire A = 0, so wire ker A = ker(A — 0F,) # {0}, was wegen A € GL(n)
unmoglich ist. Sei nun v ein Eigenvektor zu A, d.h. Av = A\v. Dies impliziert

v=A" ()= A"
und dies impliziert A\~'v = A~ 1w, O

Wir betrachten jetzt die Matrix

3 00
A=10 4 0
00 1
Fiir A € R gilt dann
300 A0 O 3—X 0 0
det(A—AE3) =110 4 0] —10 X O :‘ 0 4-X O
001 0 0 A 0 0 1—A

=B=NA-N1-N).

Damit ist die Funktion A — det(A — AE3) ein Polynom dritten Grades.
Insbesondere kann es keine weiteren Eigenwerte als die schon bekannten 3, 4
und 1 geben, da Polynome dritten Grades maximal drei Nullstellen haben.

Ferner gilt AT = A, und damit hat AT natiirlich auch die Eigenwerte 3, 4
und 1. Die Matrix A ist ausserdem invertierbar mit

/3 0 0
A= 0 1/4 0
0 0 1

und eine analoge Uberlegung zusammen mit dem obigen Korollar zeigt dass
1/3, 1/4 und 1 die einzigen Eigenwerte von A~! sind.
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Wir betrachten jetzt die Dreh-Matrix
D, - (C?S @ —sin gp)
singp  cosp
Dann gilt

det(DcP — )\Eg) =

cos(¢p) — A  —sing B IO
( sin ¢ cos(p) — )\)‘ = (cos(p) = A)” +sin’ .

Uberpriifen zeigt, dass das reelle Polynom A — det(D, — AE;) vom Grad 2

die beiden komplexen Nullstellen
A1o 1= cos @ Fisinp = ¥

hat. Insbesondere hat die Matrix D, in der Regel keine reellen Eigenwerte,
sondern nur zwei komplexe Eigenwerte.

10.4.2 Charakteristisches Polynom

Der folgende Satz verallgemeinert die obigen Beobachtungen.

Satz 10.4.5. Sei A € Mx(n,n). Dann ist die Funktion

pPA K— K
A= det(A — \E,)

ein Polynom vom Grad n. Es heifit das charakteristische Polynom von
A und es gilt fiir seine Darstellung pa(X) = Y 1o bpAF:

b, = (—1)"
b1 = (=1)"tspur A
bo = det A,

wobei spur A 1= Z?Zl a;; die Spur von A heifst.
Einfaches Nachrechnen zeigt, dass fiir A, B € M(n,n) gilt

spur(AB) = spur(BA) . (10.4.1)

Beweis. Wir erinnern an die allgemeine Berechnungsformel (9.6.12) fiir De-
terminanten, d.h.

det B — Z Slgno- . bl,a(l) ..... bnp.(n) .

oESy
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Fir B:=A—-\E,, 0 € S, und i € {1,...,n} haben wir dann

a; — A fallso(i) =i
bi,a(i) =

Qi o (4) sonst.

Damit ist g,(\) := b1 gy -+ -+ bn,o(n) €in Polynom vom Grad |{i : o(i) = i}|.
Dies ergibt sofort degps < n. Ferner hat nur das Polynom

¢Gia(A) = (@11 = A) -+ (App — A)

den Grad n, so dass auch degpa = n folgt. Wegen signid = 1 gilt dann auch
die Formel fiir b,,.

Die Formel by = det A folgt fiir A = 0 und die Formel fiir b,,_; wird hier nicht
bewiesen. O

Da Polynome vom Grad n maximal n Nullstellen haben konnen, erhalten
wir sofort das folgende Korollar, das die Anzahl von Eigenwerten nach oben
begrenzt.

Korollar 10.4.6. Sei A € M(n,n). Dann hat A héchstens n verschiedene
Eigenwerte.

Nullstellen eines Polynoms kénnen auch mehrfach auftreten. Die folgende
Definition beriicksichtigt dies.

Definition 10.4.7. Sei A € Mg(n,n) und A € K ein Eigenwert von A.
Dann ist die algebraische Vielfachheit alg,(\) von A die Vielfachheit der
Nullstelle des charakteristischen Polynoms p4. Ferner heif$t

geo,(A) := dim Eig4 ()
die geometrische Vielfachheit von ).

Offensichtlich gilt 1 < algy(A\) < n und 1 < geoy(N) < n. Sind ferner
A1, ..., Ay alle Eigenwerte von A, so gilt

D algy(\) <n (10.4.2)
=1

wobei in R nicht die Gleichheit gelten muss, wie wir am Beispiel der Dreh-
matrizen gesehen haben. Im Fall K = C gilt jedoch Gleichheit in (10.4.2), da
pa in n Linearfaktoren zerfillt, siche Satz 2.7.5.
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Um die beiden Konzepte zu illustrieren, betrachten wir die Matrix

A= (é D . (10.4.3)

pa(A) = (16)\ 1i)\>

Damit hat hat der Eigenwert A\ = 1 die algebraische Vielfachheit 2. Ferner
gilt

Dann gilt
=(1-X)*.

dim Eig 4(1) = dimker(A — E,,) = dim ker (8 é) =1,

wobel die letzte Identitiat z.B. leicht aus der Dimensionsformel aus Satz 9.5.4

und rang (8 é) =1 folgt. In diesem Beispiel haben wir also

geoy(A) <algy(A).

Andererseits haben wir z.B. fiir A = (8 8) den Eigenwert A = 0 mit

alg4(0) = geo,(0) = 2.

10.4.3 Ahnliche Matrizen

Haben wir eine Basis B, die aus Eigenvektoren vy,...,v, € K" der Matrix
A € Mgk(n,n) besteht, so finden wir eine besonders einfache Matrix, die die
Abbildung L4 : K® — K" darstellt. Wir betrachten dazu die n x n Matrix

Si=(v,...,0).
Es gilt rang S = n und damit haben wir S € GL(n) nach Korollar 9.5.6. Fiir
Jj=1,...,n seiferner \; der Eigenwert zu v;, d.h. wir haben
AUj:AjUj, j:]_,,n

Betrachten wir ferner die Diagonalmatrix

Al 0
A= ,
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so gilt
AS = (Avl, . ,Avn) = ()\11)1, el )\nvn) = SA.
Mit (9.3.14) und (9.3.16) zeigt dies
A=STAS =THATE =ME(La), (10.4.4)
d.h. die durch A beschriebene Abbildung L4 hat in der Basis B die darstel-
lende Matrix A.

Diese Beobachtungen inspirieren die folgende Definition.

Definition 10.4.8. Zwei Matrizen A, B € M(n,n) heiffen dhnlich, wenn
es ein S € GL(n) gibt mit
B=S5"1AS.

Die Matriz A heifst diagonalisierbar, falls es ein S € GL(n) gibt, so dass
StAS

ewne Diagonalmatrix ist.

Die Ahnlichkeitsrelation auf M(n,n) ist, wie man leicht iiberpriift, eine

Aquivalenzrelation. Die diagonalisierbaren Matrizen sind genau die Matri-
zen, die zu einer Diagonalmatrix dhnlich sind.

Unsere obigen Betrachtungen fiithren zu der folgenden Charakterisierung dia-
gonalisierbarer Matrizen.

Satz 10.4.9. Eine Matriz A € M(n,n) ist genau dann diagonalisierbar,
wenn es eine Basis B gibt, die aus Figenvektoren von A besteht.

Beweis. Gibt es eine Basis aus Eigenwerten, so zeigt (10.4.4), dass A diago-
nalisierbar ist.

Ist umgekehrt A diagonalisierbar, so gibt es ein S € GL(n) und eine Diago-
nalmatrix A € M(n,n) mit S~'AS = A, d.h.

AS = SA.

Seien nun vy, . .., v, die Spaltenvektoren von S, d.h. S := (vy,...,v,). Dann
gilt

(A’Ul,...A'Un) =AS=SA= ()\1’1}1,...,)\”’1)“) .

Damit sind vy, ..., v, Eigenvektoren von A. Da S invertierbar ist, spannen
nach Korollar 9.5.6 die Vektoren vy, ..., v, einen n-dimensionalen Unterraum
von K" auf und damit sind sie nach Korollar 9.1.14 eine Basis. O
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Der folgende Satz vergleicht das Eigenwertverhalten d&hnlicher Matrizen.
Satz 10.4.10. Seien A,B € M(n,n) und S € GL(n) mit B = S7'AS.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) A und B haben die gleichen charakteristischen Polynome.

ii) A und B haben die gleichen Eigenwerte A1, ..., A, und es gilt alg ,(\;) =
algg(\;) fir allei=1,...,m.

iii) v € V ist genau dann ein Eigenvektor von A zum FEigenwert \;, wenn
w = S~ ein EBigenvektor von B zum FEigenwert \; ist.

iv) Es gilt geo4(A\;) = geog(N;) fir allei=1,...,m.
v) Es gilt det A = det B und spur A = spur B.

Beweis. i). Es gilt

pe(\) = det(B — AE,) = det(S'AS — AE,) = det(S~1(A — \E,)S)
= det S™' det(A — \E,) det S
= det(S719)pa(N)
=pa(N).

ii). Folgt sofort aus ).
iii). Ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \;, so gilt

Bw=S"ASS\w=5"1Av=5"A\w) = NS v = w.

Die umgekehrte Implikation folgt aus der Vertauschung der Rollen von A
und B mit S" := S7L.

iv). In 4i) hatten wir
S~ (Biga(M\)) = Eigp(Mi)

gesehen. Damit definiert S~ durch Restriktion einen Isomorphismus Eig 4 ()\;) —
Eigz(\;) und Korollar 9.2.8 zeigt dann die Behauptung.

v). Die Aussage fiir die Determinante folgt aus 7) mit A = 0. Die Aussage fir
die Spur folgt aus

spur B = spur(S~'AS) = spur(ASS~!) = spur 4

wobei wir (10.4.1) fiir die Matrizen S~ und AS benutzt haben. O
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Ist T : V — V eine lineare Abbildung und sind A und A’ zwei endliche Basen
von V, so gilt nach (9.3.16)

M (T) = TAMAT)(TA) ™,
d.h. fiir S := (T4,)~* = T4 haben wir
M4(T) = S~IMA(T)S

Mit anderen Worten sind verschiedene Darstellungsmatrizen des gleichen
Operators T' dhnlich zueinander. Satz 10.4.10 ermoglicht es daher, Determi-
nanten, Spuren, charakteristische Polynome und algebraische Vielfachheiten
auch fiir lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen
zu definieren.

Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenrdume und geometrische Vielfachheiten sind
dagegen ohne den Umweg iiber Matrizen direkt definierbar.

Der folgende Satz untersucht die algebraischen und geometrischen Vielfach-
heiten von Eigenwerten néher.

Satz 10.4.11. Sei A € M(n,n). Dann gelten die folgenden Aussagen:
i) Ist X ein Eigenwert von A, so gilt
1 <geo,(N) <algy(N) <n.
it) Ist A diagonalisierbar, dann gilt
geo,(A) = alg, () (10.4.5)

fuir alle Eigenwerte A\ von A gilt. Zerfdllt pay zusdtzlich in Linearfakto-
ren, so gilt auch die umgekehrte Implikation.

ii1) Sind vy, ..., v, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Figenwerten
ALy ey Am, SO Stnd V1, ..., Uy, linear unabhdngig.
i) Haben wir paarweise verschiedene Figenwerte \i,..., Ay und B; C

Eig, (X)), so dass jedes B; aus linear unabhdingigen Vektoren besteht,
so besteht B := By U---U B, aus linear unabhdingigen Vektoren.

Beweis. i). Wir fixieren einen Eigenwert Ay von A und wéhlen eine Basis
V1, ..., Uy von Eig 4 (Ag). Dies ergibt

m = geo, (o) -
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Nun ergénzen wir vy, ..., v, zu einer Basis B und schreiben S := L4. Dann
ist die darstellende Matrix von S beziiglich der Basis B von der Block-Gestalt

D, A
B:= Mg(S) = ( 0>\o A/) )

wobei D € M(m,m) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintriigen (Ao, ..., Ao)"
K™ ist und A € M(m,n—m) und A" € M(n—m,n—m) geeignete Matrizen
sind. Ahnlich wie fiir obere Dreiecksmatrizen gilt dann

det B =det D) - det A" = \[" - det A’

und wenden wir dies zur Berechnung des charakteristische Polynoms an, so
erhalten wir

D — A m /
pe(A) = K AS A A’—AEn_mN = (N = N)"-det(A' = AE,_).

Damit hat pg mindestens m-mal die Nullstelle \y und da wir p4, = pg aus
Satz 10.4.10 wissen erhalten wir m < alg, (o). Die restlichen Ungleichungen
sind trivial.

ii1). Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber m. Fiir den Induk-
tionsanfang m = 1 ist hierbei nichts zu zeigen. Sei daher die Behauptung

schon fiir m — 1 bekannt. Wir nehmen nun aq, ..., a,, € K mit
0="> aju;. (10.4.6)
j=1

Die Multiplikation mit A — \,, E,, ergibt dann

O—Zoz]A AmEn) Zozj)\v] AmUj) Za] Am)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann o;(\;—\,,,) = Oflirallej = 1,..., m—
1 und wegen \; # A, fiir j < m—1folgt dann o; = Ofiiralle j =1,...,m—1.
Einsetzen dieser «; in (10.4.6) ergibt 0 = a,,v,, und da v, # 0 folgt dann
auch «,, = 0.

iv). Seien vy, ..., v, ; die Vektoren von B;. Ferner seien a;; € K mit

k

m
= E ozl-jvl-j .

j=1 i=1

<
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Wir definieren v; := Zfil a;;v;; € Eig,(A;). Im Fall v; = 0 zeigt die lineare
Unabhéngigkeit der vy, ..., v, ; sofort ay; = -+ = ag,; = 0. Sind alle
v; = 0, so haben wir also die Behauptung bewiesen. Wir nehmen nun an,
dass es Indizes j mit v; # 0 gibt. Ohne Einschrdnkung koénnen wir dann
zusétzlich {j : v; # 0} = {1,...,k} fiir ein 1 < k& < m annehmen. Nach
unserer Konstruktion sind die Vektoren wvy,...,v, dann Eigenvektoren zu
A1, ... A\, und wir haben

m k k
O:E ’U]'ZE ”Uj:E 5]"(]]'.
j=1 j=1 j=1

mit 3; := 1 # 0. Dies widerspricht der linearen Unabhéngigkeit von vy, .. ., vy,
die wir aus 4i1) wissen.

ii). Im folgenden bezeichnen Ay, ..., \,, die paarweise verschiedenen Eigen-
werten von A.

Ist A diagonalisierbar, so existiert nach Satz 10.4.9 eine Basis aus Eigenvek-
toren. Damit gilt > " geo,(\;) = n. Aus > " alg,(\;) < n und i) folgt
dann die Behauptung.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass p4 in Linearfaktoren zerfallt und dass
(10.4.5) gilt. Dann folgt

m

D algy(A) =mn. (10.4.7)

j=1
Wihlen wir jetzt Basen B; von Eig 4 (A;), dann haben wir nach Voraussetzung
zudem

1Bj| = geoa () = alga(A)) (10.4.8)

fiir alle 5 = 1,...,m. Ferner zeigt iii), dass B := By U --- U B,, aus line-
ar unabhéngigen Vektoren besteht. Ausserdem ergibt die Kombination von
(10.4.7) und (10.4.8)

Bl =) alga(A;) =n.
j=1

Damit ist B eine Basis von K", die nach Konstruktion aus Eigenvektoren von
S besteht. Satz 10.4.9 zeigt daher, dass A diagonalisierbar ist. ]

Das folgende Korollar folgt direkt aus Satz 10.4.10 und den Formeln fiir
Spuren und Determinanten von Diagonalmatrizen. Wegen Satz 10.4.11 ist es
in der Formulierung egal, welche Vielfachheiten wir betrachten.



310 KAPITEL 10. HILBERTRAUME

Korollar 10.4.12. Sei A € M(n,n) diagonalisierbar und \i,...,\, alle
Figenwerte von A inklusive ihrer Vielfachheiten. Dann gilt:

spur A = i A,
j=1

det A = f[ )‘j .
j=1

Als Beispiel betrachten wir nun die Matrix

3 2 0
A=|-3 -2 0
-3 -3 1

Durch nachrechnen erhélt man dann
pa(A) =X (1= )N)?, A €ER,

und insbesondere zerfallt p4 in Linearfaktoren. Setzen wir A; := 0 und Ay :=
1, so sehen wir also

alg 4 (A1) =1 und alg4(A2) = 2.

Um den Eigenraum Eig,(\;) von A; zu bestimmen, miissen wir das 3 x 3
Gleichungssystem Az = (A — A\ E3)x = 0 16sen. Dies ergibt

—2
Eig (A1) =R | 3
3

und insbesondere also geo (A1) = alg,(\1). Analog miissen wir zur Bestim-
mung von Eig,(A2) das 3 x 3 Gleichungssystem (A — E3)x = 0 losen. Dies
ergibt

~1 0
Eig,(A) =R | 1 |+R[0]
0 1

wobei die letzten beiden Vektoren linear unabhéngig sind. Dies ergibt dann
geoy (A2) = algy(A2). Nach i) von Satz 10.4.11 ist A daher diagonalisierbar
und 7v) von Satz 10.4.11 zeigt, dass
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eine Basis von Eigenvektoren von A bilden. Setzen wir nun

-2 -1 0
s=13 1 o],
3 0 1
so erhalten wir mit (10.4.4)
A 000 0 00
STTAS=(0 X 0]=1]010
0 0 X 001

Betrachten wir noch einmal die Matrix

11
A':(o 1)7

so hatten wir schon hinter (10.4.3) gesehen, dass A = 1 ein Eigenwert von A
mit

geo,(l) =1 < 2=nalgy(1)
ist. Daher kann A nach Satz 10.4.11 nicht diagonalisierbar sein.

Quadratische Matrizen A € M(n,n), mit a;; = A und a;,41 = 1 und a;; =0
sonst heiflen Jordan-Blocke. Die obige 2 x 2-Matrix ist ein Jordan-Block
mit A =1 und

A1 000
0O X100
A=10 0 X 1 0
000 A1
000 0 A

ist ein 5 x 5-Jordan-Block. Man kann zeigen, dass jede Matrix zu einer Matrix
dghnlich ist, die aus Jordan-Blocken und einer Diagonalmatrix besteht.

10.5 Symmetrische und hermitesche Matri-
zen

10.5.1 Motivation und Definition

Wir hatten in Kapitel 10.4 gesehen, dass eine Matrix genau dann diago-
nalisierbar ist, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren gibt. Bis jetzt hatten
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wir aber keine einfachen Kriterien kennengelernt, um zu iiberpriifen, ob eine
Matrix diagonalisierbar ist. Aulerdem haben wir gesehen, dass Orthonormal-
basen einige Vorteile gegeniiber anderen Basen haben. Es wire also sicher
interessant zu wissen, wann wir eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren
erwarten konnen. Die folgende Definition wird fiir diese Fragen eine zentrale
Rolle spielen.

Definition 10.5.1. Eine Matriz A € Mg(n,n) heifit:
i) symmetrisch, falls K =R und AT = A gilt.

ii) hermitesch, falls K = C und A =4 qgilt.

Ist A eine reelle, symmetrische Matrix, so gilt A = A und damit auch A=
A. Fasst man reelle symmetrische Matrizen als komplexe Matrizen auf, so
sind diese also hermitesch. Im folgenden werden wir uns daher héufig auf
hermitesche Matrizen beschrénken.

Ist eine Matrix A € Mg (n,n) hermitesch, so gilt fiir die dargestellte Abbil-
dung S := Ly
S =Lr=Ls=5,

siehe (9.3.7). Haben wir umgekehrt eine selbstadjungierte Abbildung,
d.h. eine lineare Abbildung S : K" — K" mit S* = 5, so zeigt eine analoge
Rechnung, dass A := M(S) hermitesch ist. Hermitesche Matrizen sind also
genau die Matrizen, die selbstadjungierte Abbildungen darstellen. Im Fall
K = C werden solche Abbildungen auch hermitesch genannt.

Nach Lemma 9.3.5 gilt fiir hermitesche Matrizen A
(y, Az) = (ZTy,x) = (Ay, ), x,y € K", (10.5.1)

und durch Betrachtung von x = e; und y = ¢; fiir alle 4,5 = 1,...,n sieht
man leicht, dass diese Gleichung hermitesche Matrizen charakterisiert.

Fiir hermitesche Matrizen A € M(n,n) gilt
Qi = Qi i=1,...,n,

d.h. ihre Diagonaleintréige sind immer reell.

SchlieBlich betrachten wir noch das Beispiel

(2 1+i
A'_(l—i 1)'
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Dann gilt

d.h. A ist hermitesch.

10.5.2 Spektralsatz

Der folgende Satz untersucht die Eigenwerte und zugehorigen Eigenrdume
hermitescher Matrizen.

Satz 10.5.2. Sei A € M(n,n) hermitesch und A\q,...,\,, € C die Eigen-
werte von A. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Alle Eigenwerte sind reell, d.h. \,..., A, € R.

ii) Figenvektoren zu unterschiedlichen Figenwerten sind orthogonal zuein-

ander, d.h. fir \; # \; gilt

Eig(A:) L Eiga(X;) -

Komplexe Matrizen haben immer n Eigenwerte, wenn man die algebraischen
Vielfachheiten beriicksichtigt. Fassen wir eine symmetrische Matrix als her-
mitesche Matrix auf, so hat diese daher n komplexe Eigenwerte, die nach
Satz 10.5.2 sogar reell sind. Symmetrische Matrizen haben also immer n re-
elle Figenwerte, wenn man die algebraischen Vielfachheiten beriicksichtigt.

Beweis. 1). Sei v € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A. Dann gilt:
Mo, v) = (v, W) = (v, Av) = (Av,v) = v, v) = Mv,v) .

Wegen (v,v) > 0 folgt A = A, d.h. A € R.

ii). Seien v ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; und w ein Eigenvektor zum
Eigenwert A;. Nach i) wissen wir \; = A\; und damit folgt

(Ai = X)) (v, w) = (\v,w) — (v, \jw) ) — (v, Aw)

= (Av,w
= (v, Aw) — (v, Aw)
=0,

wobei wir im vorletzten Schritt (10.5.1) ausgenutzt haben. Wegen \; # \;
erhalten wir dann (v, w) = 0. O
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Ist A € M(n,n) eine hermitesche Matrix mit geo,(\;) = alg,(\;) fiir al-
le paarweise verschiedenen Eigenwerte Aq,...,\,, von A, so kénnen wir mit
Satz 10.5.2 leicht eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A konstruie-
ren. Dazu miissten wir lediglich Orthonormalbasen B; fiir allen Eigenrdume
Eig 4 (\;) konstruieren. Nach Satz 10.5.2 ist dann By U- - - U B,, ein Orthonor-
malsystem und wegen

m

D Bl =) geos(A\) =) alg,(\) =n
=1 =1

=1

ist dieses System auch eine Basis.

Der folgende Satz, der als Spektralsatz bekannt ist, zeigt insbesondere, dass
diese Konstruktion fiir alle hermiteschen Matrizen moglich ist.

Satz 10.5.3. Sei A € M(n,n) hermitesch. Dann gilt:

i) Es gibt n reelle Figenwerte Ay, ..., A\, von A, wobei algebraische Viel-
fachheiten berticksichtigt sind.

ii) Es gibt eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von K", so dass jedes v; Fi-
genvektor zum Eigenwert \; 1st.

iii) Die Matriz S := (v1,...,vy,) ist orthogonal /unitir und A ist diagona-
lisierbar mit

S AS = . (10.5.2)

i) Fir alle x € K™ gilt

Beweis. 1i). Dies haben wir bereits nach Satz 10.5.2 festgestellt.

i1). Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber n, wobei fiir den In-
duktionsanfang n = 1 die Aussage trivial ist.

Fiir den Induktionsschritt von n — 1 nach n nehmen wir an, dass i) fiir
n — 1 wahr ist. Sei nun v; ein Eigenvektor zum Eigenwert \;. Wir ergédnzen
diesen zu einer Orthonormalbasis vy, ws,...,w, von K" Dann ist R :=
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(v1,ws, ..., w,) nach Satz 10.3.8 orthogonal /unitir. Wir setzen B := R'AR.
Dann ist B wegen

B'=(R"-A-R) =R A(R")"=R AR=B
hermitesch. Ferner gilt
B61 = }_%TARel = ETAvl = RT(/\l’Ul) = /\1ET?}1 = /\161 s

wobei wir Re; = v; und damit auch RTUI = R~ 'v; = e; nach Satz 10.3.8
ausgenutzt haben. Damit ist B von der Blockform

(M0
o0 &)

wobei A" € M(n — 1,n — 1) eine hermitesche Matrix ist. Nach der Induk-
tionsannahme gibt es dann eine Orthonormalbasis v}, ..., v/, von K" ! die
aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aj, ..., A, von A’ besteht. Die Matrix
S1 = (v}, ...,v]) ist dann nach Satz 10.3.8 orthogonal /unitir und es gilt

5] =57t
Damit zeigt (10.4.4)

X, 0
STA'S, = ,
0 N,

Wir setzen nun im Sinne von Blockmatrizen

1 0
e ().

Nach Konstruktion sind dann die Spaltenvektoren von T eine Orthonormal-
basis von K". Damit ist 7' orthogonal /unitér und nach Lemma 10.3.7 ist
dann auch S := RT orthogonal /unitér. Sind vy, ..., v, die Spaltenvektoren
von S, so bilden diese nach Satz 10.3.8 eine Orthonormalbasis von K”. Ferner
zeigt Nachrechnen

MO 0
_ _ _ 0 N 0
S'TAS=RT ART=T'BT=| . > | =A,
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d.h. wir haben SA = AS. Fiir ¢ > 2 zeigt dies wiederum
AUi = AS@Z = SA@Z = S)\i@l = )\,/L-’Ui,

d.h. X, ist ein Eigenwert von A und v; ist ein zugehoriger Eigenvektor.

iii). Die Orthogonalitét von S folgt direkt aus i) und Satz 10.3.8, der auch
ST =51 zeigt. Nach Satz 10.4.9 und ) ist A diagonalisierbar und (10.4.4)
zeigt (10.5.2).

w). Fiir ¢ € K" gilt © = > | (v;, )v;. Eine einfache Rechnung zeigt dann

Az = A(Z(vi,m)vi) = Z(vi,x)Avi = Z Ai(vi, )v;
i=1 i=1 i=1
da v; Eigenvektor zum Figenwert \; ist. O]

Im folgenden betrachten wir die symmetrische Matrix

1 3 0
A=13 -2 -1
0 -1 1

Fiir diese Matrix ist das charakteristische Polynom
pa(A) = —(A=1DA+4)(A=3), A ER,

und damit sind die Eigenwerte \; := 1, Ay := —4 und A3 := 3. Losen der
Gleichungssysteme zugehorigen (A — A\;E,)z = 0 ergibt die normierten Ei-
genvektoren

1 1 ("~ 1
vi=——=10], Vg 1= —— , v3i=—— | 2
FTVI0 4 VAT W v\

Diese bilden eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A und fiir

S = (U17U27/03) -

S o5k
o o
|
= oot
sh-shsl
ik
Shushs

gilt

e}

STAS =

O O =

=
W

w O O
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10.5.3 Positiv definite Matrizen

Im Folgenden wollen wir uns mit hermiteschen Matrizen, deren Eigenwerte
alle positiv sind, nidher beschéftigen. Wir beginnen mit der folgenden Defini-
tion.

Definition 10.5.4. Sei A € M(n,n) eine hermitesche Matriz. Dann heifit
A positiv semi-definit, falls fiir alle v € K™ gilt

(v, Av) > 0.
Gilt fiir alle v € K™ mat v # 0 sogar

(v, Av) >0,
so heifit A positiv definit.

Eine hermitesche Matrix A heifit negativ (semi)-definit, falls —A positiv
(semi)-definit ist. Matrizen, die weder positiv noch negativ semi-definit sind,
heiflen indefinit. In diesem Fall gibt es also v, w € K" mit

(v, Av) <0 und (w, Aw) > 0.

Die Einheitsmatrix F, ist positiv definit. Ist allgemeiner D eine n X n-
Diagonalmatrix, so ist diese positiv semi-definit, genau dann wenn alle Dia-
gonaleintrége nicht-negativ sind, d.h. d; > 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Ferner ist
D positiv definit, genau dann wenn d; > 0 fiir alle e = 1,..., n gilt.

Der folgende Satz verallgemeinert diese Beobachtung mit Hilfe der Eigenwer-
te.

Satz 10.5.5. Sei A € M(n,n) hermitesch. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

i) A ist positiv semi-definit.

i1) Alle Figenwerte My, ..., A\, von A sind nicht-negativ, d.h. \; > 0 fir
alle \=1,...,n.

Eine analoge Charakterisierung, bei der alle Eigenwerte \; > 0 erfiillen, gilt
fiir positiv definite Matrizen. Offensichtlich ist eine Matrix genau dann inde-
finit, falls es Eigenwerte A; > 0 und A\; < 0 gibt.
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Beweis. i) = ii). Sei v Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt
AMov,v) = (v, W) = (v, Av) > 0.

Aus v # 0 folgt dann A > 0.

i1) = ). Sei vy, . .., v, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A geméf
Satz 10.5.3. Fiir v € K" gilt dann nach Satz 10.5.3

Av = Z(vi, v)Av; = Z i (v, v)v; .
i=1 i=1
Insgesamt ergibt dies

(v, Av) = <Z<%U>Uuz)\j<%v>?}j> = ZZ<<w,v>vz~,Aj<vj,v>vj>

=1 j=1

wobei wir im letzten Teil A\; > 0 ausgenutzt haben. O

Korollar 10.5.6. Sei A € M(n,n) eine positiv definite Matriz, Ay, ..., A,
die Eigenwerte von A und S eine Matriz aus Figenvektoren gemdfi Satz
10.5.3. Dann ist A invertierbar und es gilt

Al=8 S . (10.5.3)

Beweis. Wie nach Satz 10.5.5 bemerkt gilt Ay,...; A, > 0. Damit ist die
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Diagonalmatrix in (10.5.3) definiert. Ferner gilt mit ST =51 und (10.5.2)

A1 0 A 0
AAT =3 5's : 5’

0 A 0 At
A 0 At 0
0 An 0 At

=55"

=F,.

Die Identitit A~'A = FE,, kann analog gezeigt werden. O

Das folgende Lemma zeigt eine wichtige Methode, positiv semi-definite Ma-
trizen zu erzeugen.

Lemma 10.5.7. Sei A € M(m,n). Dann sind die Matrizen

B:=A"Ae M(n,n),
C:=AA € M(m,m)

positiv semi-definit. Ferner ist A > 0 ein Figenwert von B genau dann, wenn
A ein Eigenwert von C' ist. Firv € Eigg(\) gilt in diesem Fall Av € Eigq ()

und analog gilt fir w € Eigo(\) auch Alwe Eigg (). Schlieflich gilt
ker B = ker A und ker C' = ker 4. .

Beweis. Es gilt B = (ATA)T = A'A = B, d.h. B ist hermitesch. Fiir
v € K" gilt ferner

(v, Bv) = <'U,zTAv> = (Av, Av) > 0,

T

wobei wir im zweiten Schritt 4' = A benutzt haben. Die Aussage fiir C'
folgt aus der Aussage fiir B durch Betrachtung von A’ := A

Sei nun A > 0 ein Eigenwert von B und v € K" ein zugehériger Eigenvektor,

d.h. 4" Av = M. Dann gilt w := Av # 0, denn sonst hétten wir A\v = A=
0, was A > 0 und v # 0 widerspricht. Ferner haben wir

Cw = AzTAv = A\ = )\Av = \w.
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Durch Betrachtung von A’ := A" erhalten wir wieder die umgekehrten Aus-
sagen.

Sei nun v € ker B, d.h. A" Av = 0. Dies ergibt
(Av, Av) = (U,ZTAU) =0,

und damit folgt Av = 0, d.h. v € ker A. Ist umgekehrt v € ker A, so folgt
Bv = A Av = A'0 = 0. Die zweite Identitiit folgt wieder aus der ersten

durch Betrachtung von A" := A ]

10.5.4 Singulirwert-Zerlegung

Wir haben im Spektralsatz 10.5.3 gesehen, dass hermitesche Matrizen durch
einen Wechsel auf eine geeignete Orthonormalbasis auf Diagonalform ge-
bracht werden kénnen. Auflerdem haben wir in Satz 9.5.9 gesehen, dass es zu
jeder Matrix A € M(m,n) zwei invertierbare Matrizen S € M(m,m) und

T € M(n,n) mit
. (E. 0
sar= (5 )

gibt, wobei r = rang A gilt und die Matrizen S und T geeignete Basis-
wechselmatrizen S := T?n und 7' := T“g“n sind. Der folgende Satz, der als
Singuldrwert-Zerlegung bekannt ist, zeigt, dass wir S und T “im wesent-
lichen” als orthogonal /unitér wihlen konnen.

Satz 10.5.8. Sei A € M(m,n) und r := rang A. Dann gibt es orthogo-
nale/unitire Matrizen U € M(m,m) und V. € M(n,n) und eine Matriz

¥ € M(m,n) von der Form
D 0
== (0 0)

wobei D € M(r,r) eine Diagonalmatriz mit positiven Diagonaleintrigen ist,
so dass gilt
A=USV' .
Sind ferner Ay, ..., A\, die positiven Eigenwerte von XTA, so hat D die Dia-
N 1)2 1/2
gonaleintrdge N\, ..., A\ ".

Sind vy, ..., v, die Spaltenvektoren von V und uq, . .., u,, die von U, so bilden
beide Familien eine Orthonormalbasis von K", bzw. K™. Wegen Ve; = v;
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haben wir ferner e¢; = V~"lu; = VTUZ' und die Singuldrwert-Zerlegung ergibt
fire=1,...,r

A’UZ' = UEVT’UZ' = UEel = UO'Z'€7; = O;U; (1054)

wobei die Diagonaleintrige o; := )\g/ > von D die Singulidrwerte von A
heiflen. Modulo der Skalierung mit den Singuldrwerten, werden also die ersten
r Basiselemente v; auf die ersten r Basiselemente u; abgebildet.

Beweis. Wir setzen B = A' A € M(n,n). Da diese Matrix nach Lemma
10.5.7 hermitesch ist, gibt es nach dem Spektralsatz 10.5.3 eine orthogo-
nale/unitire Matrix V' € M(n,n) und eine Diagonalmatrix A € M(n,n)
bestehend aus den Eigenwerten von B mit

VBV =A. (10.5.5)

Durch Sortieren der Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren konnen wir

dabei A auf die Gestalt
_ (A0 O
= ()

bringen, wobei die Diagonaleintrage Aj,..., A der Diagonalmatrix Ay €
M(r',r") alle ungleich 0 sind. Nach der Bemerkung nach Satz 10.5.5 sind
diese Diagonaleintrdge dann alle positiv und mit Lemma 9.5.8 gilt

r=rang A =rang A =r’.

Wir schreiben D := A;/OQ,

Eintrégen /\1/27 e )\%/2.

d.h. D € M(r,r) ist die Diagonalmatrix mit den

Seien nun vy, . .., v, die Spaltenvektoren von V. Wir betrachten die Matrizen
Vii=(vg,...,v,) € M(n,r)und Vy := (vy41, . ..,0,) € M(n,n—r). Im Sinne
von Blockmatrizen ergibt dies V' = (V4, V5) und (10.5.5) liest sich als

(%:) B-(Vi,Vh) = <132 8) . (10.5.6)

Wir definieren nun
U= AViD™ ' € M(m,7),



322 KAPITEL 10. HILBERTRAUME

wobei D! € M(r,r) die Diagonalmatrix mit den Eintréigen ){UQ, . A2

ist. Es gilt dann
U0y = (A-ViD Y AViD ' = D1, - A" AV, D!
- D'V, . BV,D™
_ D—IDQD—l
= ET7

wobei wir im vorletzten Schritt (10.5.6) benutzt haben. Sind w4, ..., u, € K"
die Spaltenvektoren von Uy, so zeigt diese Rechnung

=T

(ui, ug) =1; uj = o5,
d.h. wy,...,u, bilden ein Orthonormalsystem in K™. Wir ergénzen dieses
durch Vektoren u,,1,...,u, zu einer Orthonormalbasis von K" und setzen

Uy = (Ups1y oy Upy) € M(mym —1).

Dann ist U := (Uy,Us) € M(m,m) nach Satz 10.3.8 orthogonal/unitér.
Unsere Konstruktion liefert dann

—T D 0 \% Vi —T

2 2

Ferner haben wir
UDV, = AVDT'DV,' = AWV, = A(E, - VW, ) = A~ AVVs

wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, dass ViV, die Orthogonal-
projektion auf den von vy, ..., v, aufgespannten Raum ist, siche Satz 10.3.3,
und diese nach (10.3.5) und (10.3.7) auch durch E, — V5V, berechnet wer-
den kann. Nun ist v,41, ..., v, nach Konstruktion eine Orthonormalbasis von
ker B, und damit zeigt Satz 10.3.3, dass ‘/QVQT die Orthogonalprojektion auf
ker B beschreibt. Ferner zeigt Lemma 10.5.7

ker B = kerZTA =ker A

und dies ergibt AVQVQT = (0. Kombinieren wir diese Gleichungen erhalten wir
USV' = A 0
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10.5.5 Moore-Penrose Pseudo-Inverse

In der Regel haben Matrizen A keine Inverse, und dies gilt insbesondere
fiir nicht-quadratische Matrizen. Im folgenden wollen wir untersuchen, ob
es nicht zumindest Matrizen A" gibt, die einige Eigenschaften mit Inversen
Matrizen teilen. Die folgende Definition prézisiert dies.

Definition 10.5.9. Sei A € M(m,n). Dann heifst X € M(n,m) eine
Moore-Penrose Pseudo-Inverse von A, falls die folgenden vier Glei-
chungen gelten:

AXA=A, (10.5.7)
XAX = X, (10.5.8)
(AX) = AX, (10.5.9)
(XA) = XA. (10.5.10)

Ist m = n und A € M(n,n) invertierbar, so ist A~ eine Moore-Penrose
Pseudo-Inverse von A, wie man durch Nachrechnen sofort iiberpriifen kann.

Der folgende Satz zeigt, dass es hochstens eine Moore-Penrose Pseudo-Inverse
zu einer gegebenen Matrix geben Kann.

Satz 10.5.10. Sei A € M(m,n). Dann gibt es hochstens eine Moore-Penrose
Pseudo-Inverse von A, die wir im folgenden mit AT bezeichnen.

Beweis. Wir nehmen an, dass X und Y zwei Moore-Penrose Pseudo-Inverse
von A sind. Mit (10.5.9) und (10.5.8) und gilt dann
XX'A = X(AX) = XAX = X

und (10.5.9) und (10.5.7) liefern

A AY =4 (AY) = (AVA) =4".

Mit (10.5.9) und (10.5.8) ergibt dies

X=XX'A = XX A" AY = X(AX) AY = XAXAY
— XAY . (10.5.11)

Ferner gilt mit (10.5.10) und (10.5.8)

AY'Y=(YA) Y =YAY =Y
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und (10.5.10) mit (10.5.7) liefert

—T

XAA = (XA) A=A X'A" = (AXA) =4".
Damit haben wir
XAY = XAAY Y =A' Y'Y =(YA) Y =YVAY =V,

wobei wir in den letzten beiden Schritten (10.5.10) und (10.5.8) angewendet
haben. Fithrt man die letzte Gleichung mit (10.5.11) zusammen, so ergibt
sich X =Y. O

Ist D € M(r,r) eine Diagonalmatrix deren Diagonaleintrége alle ungleich 0

sind, so hat
D 0
Y= (O O)EM(m,n),

die Moore-Penrose Pseudo-Inverse

—1
»h= (DO 8> € M(n,m).

Dies lasst sich mit Hilfe der Identitaten
D 0 D' 0 E. 0
Y — . — T
RS <O 0) < 0 0) (0 0) € M(m,m)

D7t 0 D 0 E. 0
[yl . .
IIEDY ( 0 O> (0 0) (O O>€M(n,n)
leicht iiberpriifen. Durch die Singuldrwert-Zerlegung erhalten wir dann den
folgenden Satz.

und

Satz 10.5.11. Fir jedes A € M(m,n) existiert die Moore-Penrose Pseudo-
Inverse At. Ist ferner

A=USV'
eine Singuldrwert-Zerlequng von A, so gilt
At = VST

Schlieflich ist AAT : K™ — K™ die Orthogonalprojektion auf ran A.
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Beweis. Fiir die Existenz von A reicht es zu zeigen, dass X := VYT die
Eigenschaften (10.5.7) — (10.5.10) erfiillt. Dies geschieht durch elementares
Nachrechnen, wobei wir zunédchst bemerken, dass

AX =USV' VST =UssiT' (10.5.12)
und
XA=VSIU'USV' =Vvsisy'
gilt. Dies ergibt zum Beispiel
AXA=USST ULV =USsisvV' =Usv' = A
und X AX = X kann analog gezeigt werden. Ferner gilt
AX) =X A =St vvEU = U ST = U U
il
= AX .

Die Gleichung (10.5.10) kann wieder analog gezeigt werden.

Um nun AAT zu untersuchen, sei r := rang A. Mit (10.5.12) und den Iden-
titdten fiir Diagonalmatrizen gilt dann

AAT=USST =U <% 8) U =00,
wobei Uy € M(m,r) aus den ersten r Spalten von U besteht. Da U orthogo-
nal ist, bilden die Spalten von U; ein Orthonormalsystem, das wegen (10.5.4)
in ran A liegt. Da dimran A = rang A = r, sind die Spalten sogar eine Or-
thonormalbasis von ran S. Satz 10.3.3 zeigt dann, dass AAT : K™ — K™ die
Orthogonalprojektion auf ran A ist. ]

Die Moore-Penrose Pseudo-Inverse erfiillt ein Reihe von Rechenregeln. So
gilt zum Beispiel

(AN =4 und (A =TA7)

sowie

(AT A) = AtAT und (AA)T = A~Al
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fiir A # 0. Diesen Identitédten lassen sich ebenfalls durch Verifizieren von
(10.5.7) = (10.5.10) beweisen. Sind die Spalten von A linear unabhéngig, so

ist 4' A invertierbar und es gilt
-

A= (ATA)7'A".
Im Fall von unabhéngigen Zeilen gilt analog

1

AT =AT (42N
Schliellich kann man

At =1im(A A+ 6E,) A =lim A (AA" +4E,,) "
5N\0 NO
zeigen.

Mit Hilfe der Moore-Penrose Pseudo-Inversen lassen sich die Losungen von
linearen Gleichungssystemen leicht beschreiben. Der folgende Satz zeigt dies.

Satz 10.5.12. Sei A € M(m,n) und b € K™. Hat die Gleichung Ax = b
eine Lésung, so gilt

{reK': Az =0b} = {ATb+ (B, — ATA)y 1y e K"} .
Hat die Gleichung Ax = b keine Losung, so gilt fiir x* := ATb
0 < [[Az" = b|| < || Az = b, x e K"
Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass es ein zy € K" mit Azy = b gibt. Sei
nun y € K” und z := A'b + (E,, — ATA)y. Dann gilt
Ax = A(ATb +(E, — ATA)y) = AATb+ Ay — AATAy = AAT Az,

= ALL’O
=b.

Dies zeigt die Inklusion “D”.

Ist umgekehrt x € K" mit Ax = b. Fiir y := x € K" gilt dann
A+ (B, —ATA)yy=Ab+2 - ATAz = ATb+ 2 — ATb =2
und damit haben wir auch die Inklusion “C” gezeigt.

Nach Satz 10.5.11 ist AAT : K™ — K™ die Orthogonalprojektion auf ran A
ist. Fiir x € K" erhalten wir dann

|Az* —b]| = [|AAT — b|| < ||Az — b]|
mit Satz 10.3.2. O
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10.6 Quadratische Formen

10.6.1 Quadriken

Im folgenden wollen wir die Losungsmengen mehrdimensionaler, quadrati-
scher Polynome untersuchen, wobei wir uns auf den reellen Fall konzentrie-
ren. Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 10.6.1. Fir A € M(n,n), b€ R™ und c € R sei
q(z) = (z, Az) + (b,x) + ¢, reR"

Dann heifit
{z e R": q(z) =0}

Quadrik.

Das folgende Lemma zeigt, dass wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit
immer annehmen koénnen, dass die Matrix A einer Quadrik symmetrisch ist.

Lemma 10.6.2. Sei A € M(n,n). Dann ist B := (A + A")/2 symmetrisch
und es gilt
(x, Ax) = (z, Bx) , x € R™.

Beweis. Wegen Lemma 9.3.5, (AT)T = A und der Symmetrie des Skalarpro-
dukts gilt

(x,Bx) = %(w,A@ + %(x,ATx) = %<$,AZE> + %(Ax,:z:} = (x, Az)

fiir alle z € R™. Ferner ist B wegen BT = (A+ AT)T/2 = (AT + A)/2=B
symmetrisch. O

Wir wollen uns als niichstes einige Beispiele von Quadriken im R? anschauen.
Wir beginnen mit

q(z) = (z,Eyz) — 1 =2+ 15— 1, T = (zl)ERZ.
2

Die resultierende Quadrik ist die Einheitssphire:

{zeR*:q(z) =0} ={zeR*:a]{+ 25 =1}.
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Betrachten wir stattdessen die Matrix A := ((1) g) und das quadratische
Polynom
q(z) = (z, Ax) — 1 = 2% + 223 — 1, x = (i1)6R2,
2

so ist die resultierende Quadrik eine Ellipse:

{r eR?:q(x) =0} = {z e R? 1 2] + 225 =1} .

. . . 10
Betrachten wir das quadratische Polynom zu der Matrix A := (O O)’ dem

Vektor b := (_01

) und der Konstante ¢ := 0, d.h.
q(z) :== (z, Az) + (b,x) + c = 2% — 2y, T = (xl) € R?,

so ist die resultierende Quadrik eine Parabel:

{zeR?: q(z) =0} = {z e R*: 1 = 27} .

Betrachten wir nun die Matrix A := ((1) _01> und das quadratische Polynom
q(z) = (r, Ax) — 1 =2 — 25— 1, T = (i1)€R2,
2

so ist die resultierende Quadrik eine Hyperbel:
{zeR*:q(z) =0} ={z eR* 1 2] — 2] =1} .

Ersetzen wir in dem letzten Beispiel die Konstante —1 durch 0, so ergibt sich
das quadratische Polynom

q(z) = (z, Ax) = 27 — 23, T = (ml) € R?,
mit der zugehorigen Quadrik
{zeR?:q(z) =0} ={z eR*: 2] =23} = {z € R? : |21] = |22]},

die aus den beiden Diagonalen besteht.
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0

Als néchstes Beispiel betrachten wir die Matrix A := (O

(1)> und das qua-

dratische Polynom

q(z) = (z,Az) — 1 =235 -1, x = <x1>€R2.

Die zugehorige Quadrik ist dann
{zeR*:q(z) =0} ={z eR*: 25 =1} = {z e R? : [z,| = 1},

die aus zwei waagerechten Geraden besteht.

Quadriken kénnen aber auch leer sein. Ersetzen wir in dem letzten Beispiel
die Konstante —1 durch 1, d.h. wir betrachten das quadratische Polynom

q(z) = (r, Ax) + 1 =23 +1, x = (x1)€R2,

T2
so gilt fiir die Quadrik

{zeR*:q(z) =0} ={zeR*: 25 =-1} =0.

10.6.2 Hauptachsentransformation

Die bisherigen Beispiele hatten immer Diagonalmatrizen A betrachtet, und
das resultierende quadratische Polynom sah deswegen sehr einfach aus. Wir
konnen aber auch kompliziertere Polynome betrachten, z.B.

q(z) = Ta] + 625 + 5a3 — 4w119 — dwox3 + 1471 — 879 + 1023 + 6

fiir # = (21,72, 23)" € R3. Setzen wir

7T =2 0 14
A=-2 6 =21, und b:= 1| -8
0 -2 5 10

sowie ¢ := 6, so ergibt sich
q(z) = (z, Ax) + (b,z) + ¢, r € R3.

Diese Darstellungen von ¢, sowie die Quadrik von ¢ ist recht uniibersichtlich.
Im folgenden werden wir daher die sogenannte Hauptachsentransforma-
tion beschreiben, die einen Basiswechsel durchfiihrt, um die Darstellungen
zu vereinfachen.
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Im folgenden betrachten wir dazu ein allgemeines quadratisches Polynom ¢,
d.h. wir haben ein A € M(n,n), ein b € R und ¢ € R, so dass

q(z) = (x, Az) + (b,x) + ¢, z eR"
gilt. Geméafl Lemma 10.6.2 nehmen wir dabei zusétzlich an, dass A symme-

trisch ist.

Der erste Schritt der Hauptachsentransformation besteht aus der Diago-
nalisierung der Matrix A. Nach Satz 10.5.3 existieren hierzu Eigenwerte
ALy, A, von A und eine Orthonormalbasis B aus zugehorigen Eigenvek-
toren wvq,...,v,, d.h. Av; = Nu; fir alle ¢ = 1,...,n. Setzen wir S :=

(v1,...,v,) € M(n,n) und

A= ,
0 An
so gilt mit (10.4.4)
A=S"1A48 =STAS,
wobei wir im letzten Schritt Satz 10.3.8 und (10.3.9) ausgenutzt haben. Fiir
r € R" setzen wir nun y := S~'x = STz, d.h. z = Sy. Dies ergibt
q(x) = q(Sy) = (Sy, ASy) + (b, Sy) + ¢
= (y, STASy) +(STb,y) +c
= (y, Ay) +(STb,y) +c.

Fiir b := STh und
a(y) =W Ay) + ) +e=> Xyl + > b+
=1 =1

gilt damit
g(z) = q(S™'x) = qu(STx), zeR", (10.6.1)

wobei das neue Polynom ¢ aufgrund der Diagonalform von A eine deut-
lich einfachere Gestalt hat. Wegen ST = S—! = Tg” zeigt dann die Formel
(10.6.1), dass durch einem Basiswechsel von &, nach B, dass Polynom ¢
durch q; ersetzt wird. Nach Lemma 10.3.9 haben wir dabei det ST = £1.
Im Fall det ST = —1 konnen wir alternativ aber auch die Orthonormalba-
sis B' := (—wvy,v,...,v,) betrachten. Fiir die resultierende Matrix S’ :=
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(—v1,v9,...,0,) gilt dann det(S")"T = 1, so dass wir ohne Einschrinkung an-
nehmen konnen, dass schon unsere Matrix S die Gleichung det ST = 1 erfiillt.
Der Basiswechsel &, nach B entspricht somit einer Drehung.

Um ¢, weiter zu vereinfachen, nehmen wir nun an, dass die Eigenwerte so
sortiert sind, dass A1, ..., Ay # 0und A\piq, ..., A\, = 0 gilt. Wir werden nun
eine quadratische Erginzung vornehmen. Fiir ¢ = 1,...,m basiert dies
auf der Rechnung
b}
AN

Aiy? + by = Ni (yf + )\y ) =\ ((yz + K)

2
A
—Af(yﬁz—x) T

Fiir y € R definieren wir nun 7'y := 2z durch

B e
Z-'—{yi+2>‘i firi=1,...,m,
1 T

. (10.6.2)
Yi fire=m+1,...,n

Mit anderen Worten verschieben wir y in den ersten m Koordinaten. Setzen
wir ferner

und

Z/\z—i—szl—i—c zeR”,

i=m-+1
so folgt fiir y € R™ und z:=Ty:

iz + Z bz + ¢

l\?

@(Ty) = ¢2(2) =

MsﬁMs

i= m+1
52
= i ( ) Z bzyz +c— Z I
i=1 i=m+1
= > (i b+ ) 3 byte- z o
=1 i=m+1
:Z '93+Zgiyi+c

=1 i=1

3

Niy; + szyz +c

=1 i=1

=q1 (y)



332 KAPITEL 10. HILBERTRAUME

wobei wir im vorletzten Schritt A,,11,..., A, = 0 ausgenutzt haben. Damit
haben wir also
¢(z) = (STx) = 2(T(STx)) , reR™

Durch die bijektive Transformation x — STz +— T(STz) kénnen wir also ¢
durch das vereinfachte Polynom ¢, ausdriicken.

Im letzten Schritt vereinfachen wir noch den affin linearen Term )" ., bizi+

¢ von @s. Ist bei diesem bm+1, ce b, = = 0, so kann die Summe offensichtlich
einfach weggelassen werden, d.h. wir haben

:imﬂe, z € R

Ansonsten gibt es ein j € {m+1,...,n} mit l;j # 0. Wir setzen dann £ := Rz

mit
2; fiir i # 7,
&= zj+5—i fiiri=j.

Damit ist R, wie schon T" eine Verschiebung um einen festen Vektor. Fiir

=1

i=m+1

ergibt dies

gs(R2) = gs(¢ ZAHZ% ZA,HZM +&=gao(2)

i=m+1 i=m+1

fiir alle z € R™. Kombiniert man diese Identitat wieder mit unseren vorheri-
gen Uberlegungen, so erhalten wir

q(z) = ¢2(T(S"2)) = gs((Ro T)(S"x)), z € R".

Hierbei ist RoT wieder eine Verschiebung, so dass die bijektive Transformati-
on RoToST wieder aus einer Drehung und einer anschlieBenden Verschiebung
besteht.

Ist p das aus der Hauptachsentransformation resultierende Polynom, d.h. p =
g2 oder p = g3, und V : R" — R" die zugehorige Transformation, d.h. V =
ToSTbzw. V =RoT oS8T, dann gilt mit 2z := Vz,dh. 2 =V~1z
{r eR":q(z) =0} = {z € R": p(Vz) =0}
={V7'2: 2 € R" mit p(z) = 0}
=V ' ({z eR": p(z) =0})
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Mit anderen Worten reicht es aus, die Quadriken zu verstehen, die zu den
Polynomen p gehoren, die aus einer Hauptachsentransformation resultieren.

Die 2, bzw. 3 Schritte der Hauptachsentransformation, fithren nun auf die
folgenden 3 Arten von Polynomen, die als Normalformen bezeichnet wer-
den:

(A) Der Fall m = n, d.h. Aq,..., A\, # 0. In diesem Fall fithren wir nur die

ersten beiden Schritte aus und das vereinfachte Polynom ist

p(2) = q2(2) = Z)\ﬂ? +c.
=1

(B) Der Fall m < n und by, = --- = b, = 0. In diesem Fall fithren wir
wieder nur die ersten beiden Schritte aus und das vereinfachte Polynom
ist

(C) Der Fall m < n und b; # 0 fiir ein j € {m +1,...,n}. In diesem Fall
fithren wir alle 3 Schritte aus und das vereinfachte Polynom ist

p(z) = ¢3(z) = ZAZZZZ + Z bizi .
i=1

1=m+1

Im Fall n = 3 betrachten wir

5 —2 —4 16
A=|-2 8 =21, und b:=1 8
—4 -2 5 —2

sowie ¢ := 19. Damit haben wir das Polynom

q(z) = (z, Az) + (b,x) + ¢
= 5] + 815 + 5a3 — 4w 79 — 81173 — dwpxs + 1671 + 839 — 273+ 19.

Um den ersten Schritt der Hauptachsentransformation durchzufithren, miissen
wir zunéchst die Eigenwerte und eine zugehorige Orthonormalbasis von Ei-
genvektoren bestimmen. Dazu berechnen wir zunéchst das charakteristische
Polynom

pa(\) = det(A — A\E3) = —A(\ — 9)?.
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Die Eigenwerte sind demnach A; := Ag := 9 und A3 := 0 und wir haben m =
2. Um Eigenvektoren von A; und Ay zu bestimmen, bemerken wir zunéchst,
dass (A — 9E,)xr = 0 dem Gleichungssystem

—4 -2 —4\ [z
—2 -1 2| (2] =
—4 -2 —4) \u;

o O O

entspricht. Dies fiihrt zu der Gleichung 2x, 4+ x5 + 223 = 0, fiir die

v = | 2 und v = | 2

zwei linear unabhéngige Losungen sind. Um eine Orthonormalbasis von die-
sem Unterraum zu konstruieren, benutzen wir das Gram-Schmidt-Verfahren.
Dies ergibt

1 1
wy i=— —UV1 = - U1
lol 3
und wegen (vy, w;) = 1 auch
—1 1 -3 1 9 —2
U2I2U2—<'U2,UJ1>U}1: 2 —w1:§< 6 — 2 ):g 2
0 0 -2 1
Wegen |lug|| = 2 folgt dann
U2 1 —2
Wy = = - 2
ol =3 | 2

Analog ergibt das Losen des Gleichungssystems Ax = (A — A3E3)xr = 0 zum
Beispiel

1 2
Ws ::§ 1],
2
wobei wir ||ws|| = 1 haben. Nach Satz 10.5.2 sind dann (wy,ws, w3) eine

Orthonormalbasis, die nach unserer Konstruktion aus Eigenvektoren besteht.
Setzen wir

1 1 -2 2 9 00
S = 3 2 2 1 und A=10 9 0],
-2 1 2 000
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sowie

S
I
nn
_'
o>
I
|
—
DO

so ergibt sich det S = 1 und
0i(y) = (y, Ay) + (b,y) = 9yi + 93 + 24ys — 124 + 19

fiir y € R3.
Im 2. Schritt der Hauptachsentransformation verschieben wir jetzt geméif3
(10.6.2). Dies ergibt
N by 3 4 N by 2
z1 = — =y — -, un 2o 1= 2 =y — =,
1 Y1 2 Y1 1 2 Y2 Mo Y2 3

sowie z3 := y3. Ferner gilt

~ 2
- == =19-16—-4= -1
CTETIN T 4 !

so dass wir
@(2) =927 + 925 — 1, z€R3

erhalten. Da wir m = 2 und Bmﬂ =b3=0 haben, entfillt der 3. Schritt und
unser Polynom p := ¢ ist von der Form (B).

Die Quadrik
Q:={zeR’:q(z)=0} ={z eR®: 2] + 25 =1}

ist in jeder Ebene &,, := {(z1,79,23)7 : 21,72 € R} fiir 3 € R einen Kreis
mit Mittelpunkt 0 und Radius 1/3 als Losungsmenge. Da &,, parallel zur
(x1, z2)-Ebene ist, besteht damit @) aus einem Zylinder, fiir den die x3-Achse
die Mittelpunkt-Achse bildet, und der den Radius 1/3 hat.

Die Transformation V=! = (ST)™L o T7t = S o T~ zeigt dann, dass die
Quadrik von unserem urspriinglichen Polynom ¢ durch Verschiebung 7!
und Drehung S aus dem Zylinder () entsteht.

10.6.3 Einige Normalformen

Im Folgenden wollen wir noch einige Normalformen und ihre Quadriken in
den Rédumen R? und R3 auflisten.
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Wir beginnen mit den Fillen fiir n = m = 2, wobei wir die Koordinaten mit
x und y statt mit x; und x5 bezeichnen und a, b # 0 sind:

2 2

. x
Ellipse: ¥+‘Z—2—1:0,
22
Hyperbel: e 1=0,
22 2
Leere Menge: —+5+1=0,
a b?
22 2
PunktO: ¥+b—2:0,
22
Geradenpaar: i 0.

Hierbei sind die obigen Hyperbeln in der sogenannten 1. Hauptlage. Ver-
tauscht man z und y, so erhélt man die 2. Hauptlage.

Fiir n =2 und m = 1 haben wir fiir a # 0 und b # 0:

Parabel: z? —2py =0,
Parallele Geraden: 2 —a®>=0,
Leere Menge: 2 +a>=0

und entsprechendes gilt beim Vertauschen der Rollen von z und y.

Fiir n = 2 und m = 0 haben wir fiir by, by, ¢ € R mit |by| + |b2| > 0:

Gerade: bix +by+c=0,
Leere Menge: c=0, falls ¢ # 0,
Ganzer Raum: c=0, falls ¢ = 0.

Im Fall n = 3 gibt es naturgemif mehr Fille als im R?. Im folgenden ver-
zichten wir hierbei auf mogliche Skalierungen von x, y und z:

Ellipsoid: P24y + 22 -1=0,
einschaliges Hyperbolid: -2 —-1=0,
zweischaliges Hyperbolid: 4yt -2 +1=0,
Kegel: 2yt —22=0,
elliptisches Paraboloid: 4yt —2=0,

hyperbolisches Paraboloid: 2?2 —y?—2=0.
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Ist Q C R™ eine Quadrik, und £ C R"™ eine Ebene, so kann
QNE

wieder als eine Quadrik im R"™! aufgefasst werden. Um dies zu sehen, 16sen
wir die Ebenen-Gleichung (w, x) + ¢ = 0 nach einer Variablen auf, z.B.

Tp = <wa (Ilv s 7xn—1)T> + éa

wenn w, # 0 gilt. Einsetzen von z,, in das quadratische Polynom ¢ der Qua-
drik @ ergibt ein neues quadratisches Polynom in den Variablen x, ..., x,_1.

Ein Beispiel fiir diese Beobachtung sind Kegelschnitte.
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Kapitel 11

Mehrdimensionale
Differentialrechnung

In diesem Kapitel werden wir Ableitungen fiir Funktionen f : R* — R™
untersuchen. Hierbei werden wir einerseits verschiedene Ableitungsbegriffe
kennenlernen und andererseits wichtige Eigenschaften differenzierbarer Funk-
tionen betrachten.

11.1 Partielle Ableitungen

11.1.1 Definition und erste Beispiele

Eine Funktion f : R" — R™ lasst sich durch m Komponentenfunktionen
fi,..., fm : R™ = R darstellen, d.h.

fi(z)
f(z) = : : x € R".

()
Wir betrachten daher zunéchst den Fall m = 1, d.h. Abbildungen

f:R"—=R

(z1,...,20)" = flz1,...,2,).

Fixieren wir n—1 Variablen, so erhalten wir eine Funktion R — R fiir die wir
schon einen Ableitungsbegriff haben. Dies fiihrt zu der folgenden Definition.

339
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Definition 11.1.1. Sei f : R® — R und j € {1,...,n}. Dann heifit f in
x € R™ partiell in der j-ten Koordinate differenzierbar, falls

0f(x) . fle+hey) — f(x)
o, i h

existiert. In diesem Fall heifit ag;f) die partielle Ableitung von f in x
in Richtung z;. ‘

In der Literatur gibt es diverse weitere Schreibweisen fiir partielle Ableitun-
gen, wie z.B.

of o . B i)
o, (1) 1= g (@) 7= 0uf () = Dy f(a) = T

Analog kann die partielle Ableitung fiir f : U — R mit U C R" offen
definiert werden. Hierbei ist eine Menge U C R"™ offen, falls es zu jedem
x €Uein d >0 mit U(z,0) C U gibt. Offene Kugeln sind Beispiele offener
Mengen und R"™ ist auch offen.

Eine Funktion f : U — R mit U C R" ist partiell differenzierbar, falls
sie partiell differenzierbar fiir alle x € U und j € {1,...,n} ist. Sind in
diesem Fall alle partiellen Ableitungen stetig, so heifit f stetig partiell
differenzierbar.

Die Rechenregeln fiir Ableitungen aus Kapitel 6 {ibertragen sich direkt auf
partielle Ableitungen. So gilt beispielsweise

Naf+Bg),  _ Of
a—xj(m)* oz, ()+3 ()

dfg, . 89 of
a—xj(x) = f(l’)a—xj(x) + g(x)%(l’) ’

(Do = (st D) - fa) 5 e 7).

wobei f,g: U — R und «, 5 € R sind und im dritten Fall zusétzlich g(x) # 0
gelten muss.

Ist f: R? — R beispielsweise durch f(z) := ||z|* = 2% + 22 fir v € R?
definiert, so gilt

9 0
a—xfl(l'l, 1’2) = 2371 und 8—:)i<x17 x2> = 23;2 .
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11.1.2 Gradient und V-Operator

Definition 11.1.2. Ses U C R" offen und f : U — R partiell differenzierbar.
Dann heift

grad f(x) := <§—£(x),,§7f(x)) : relU

der Gradient von f in x. Ferner schreiben wir

V()= (grad f(z)) = | : |,

wobet V als Nabla gesprochen wird.

In der Literatur wird der Gradient haufig auch als Spaltenvektor, und nicht
wie oben als Zeilenvektor, aufgefasst. Die Abbildung f — V f wird auch als
Nabla-Operator bezeichnet. Man beachte, dass V f eine Abbildung Vf :
U — R" ist.

Offensichtlich ist grad f : U — R™. Ferner {ibertragen sich obigen Rechenre-
geln fiir partielle Ableitungen direkt auf den Gradienten. So gilt beispielsweise

grad(af 4+ Bg) = agrad f 4+ fgrad g,
grad(fg) = feradg+ ggrad f,

wobei wieder f,g : U — R und o, € R angenommen wurde. Analoge
Regeln gelten fiir V.

Ist f(z,y) :=e" - siny, so gilt

grad f(z,y) = (ex siny, €” cos y) )
Fiir die Funktion 7 : R” — R mit r(z) := ||z|| = v/} + - - + 22 gilt mit der
eindimensionalen Kettenregel, siche Satz 6.1.7,

or ( 2x; T
— ) = =
O; 213+ + a2 r(z)

, x e R"\ {0}.

Dies ergibt
1
Vr(z) = mx, x e R"\ {0}.
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Ist nun A : (0,00) — R eine differenzierbare Funktion, so ist die Funktion
f:=hor:R"\ {0} = R, d.h. f(x) := h(]|z]]), wegen der eindimensionalen
Kettenregel partiell differenzierbar und es gilt

of _dhor), . dr, (]
(1) = T @) = W(r(a)) () =
Mit anderen Worten haben wir
Va(||- ) (z) =V f(z) = % T, x € R"\ {0}. (11.1.1)

Funktionen der Form z — h(||z||) heien rotationsinvariant.

Am Anfang des Kapitels hatten wir uns zunéchst auf den Fall m = 1 re-
duziert. Mit dem bisher eingefiihrten konnen wir jetzt auch den Fall m > 1
betrachten.

Definition 11.1.3. Sei U C R" offen und f : U — R™. Ferner seien
fi, -, fm die Komponentenfunktionen von f, d.h.

h
f=1:
fm

Sind dann f1,..., fm partiell in x differenzierbar, so heifst f in x partiell
differenzierbar und

grad fi(x) (@) e ()
Jf(z) = : = :
grad f,(z) %(m) . %(m)

st die Jacobi-Matrix von f im Punkt x.

Offensichtlich ist die obige Jacobi-Matrix eine m x n-Matrix und wir haben
insgesamt eine Abbildung

U— M(m,n)

11.1.3 Ableitungen hoherer Ordnung

Ist f: U — R partiell differenzierbar, so ist

g::g—f:U—HR
Lj
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Damit konnen wir auch partielle Ableitungen von ¢ betrachten, d.h.

f_0g_ 90,
8$ial'j o 8$Z N 831;1 &%’j ’

wobei wir annehmen, dass die entsprechzende partielle Ableitung existiert.
Existieren alle partiellen Ableitungen 83 aj; - fiir 4,5 = 1,...,n, so heifit f

10Tj
zweimal partiell differenzierbar und sind diese partiellen Ableitungen

alle stetig, so sagen wir, dass f zweimal stetig partiell differenzierbar

Da aj—za]; - wiederum eine Abbildung U — R ist, kénnen wir dieses, die Exi-
10T

stenz vorausgesetzt, weiter iterieren, also zum Beispiel die dritte partielle

Ableitung
*f 0 &f
O0r;0x;0x), ~ Ox; \ O1;07),

betrachten. Wir sprechen dann von partiellen Ableitungen héherer Ord-
nung und die k-fache (stetige) partielle Differenzierbarkeit ist auf na-
heliegenderweise definiert.

Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen wichtig. So
gilt fiir die Funktion f : R? — R, die durch f(0) := 0 und

2 2
L1 — Ty
=2 Ty ——— 0
f(.%') Ty T2 91:%—1—:17%’ .T?é
definiert ist, zum Beispiel
0*f 0 0% f )
81’181’2 8x28x1 .

Der folgende Satz, der als Satz von Schwarz bekannt ist, zeigt, dass die-
ses Phidnomen fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen nicht
auftritt.

Satz 11.1.4. Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt fir alle t,7 =1,...,n:

02 f 0% f

&Uiascj N 8@81@ '

Der Beweis dieses Satzes ist nicht schwierig und beruht auf Anwendung des
Mittelwertsatzes. Er wird hier aus Zeitgriinden nicht durchgefiihrt.
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Haben wir eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, so kénnen wir Satz
11.1.4 (k — 1)-mal anwenden um zu sehen, dass bei allen partiellen Ableitun-
gen der Ordnung kleiner gleich k£ die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
keine Rolle spielt.

Ist U C R” offen und f : U — R zweimal partiell differenzierbar, so ist
Vf:U — R" und wir kénnen die Jacobi-Matrix von V f betrachten:

8a0818fx1 (l’) et 8xigx1 (:C)
Hf(z):=JV[f(z) = : :
851—(;%(:16) e amigxn (x)

Die n x n-Matrix H f(z) heiBt die Hesse-Matrix von f in Punkt x. Das
folgende Korollar, das sofort aus Satz 11.1.4 folgt, zeigt, dass die Hesse-
Matrix “typischerweise” symmetrisch ist.

Korollar 11.1.5. Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann ist H f(z) fir alle x € U symmetrisch.

In unserem ersten Beispiel schauen wir uns nochmal die Abbildung f : R? —
R an, die durch f(z1,79) := 23 + 23 definiert ist. Es gilt dann
of af

a—xl(l’l, 1'2) = 2.1'1 und a—‘IQ(iL’l, 113'2) = 2.1'2 s

und ein weiteres partielles Ableiten ergibt
Hf(z) = <(2) g) = 2F,, z € R

In einem weiteren Beispiel fixieren wir ein A € M(m,n) mit Eintrégen a;;
und betrachten die zugehorige, lineare Abbildung f : R" — R™. Es gilt somit

D i 1T
flz) = Az = : , x e R".
D=1 QmjT;
Ist nun f; die i-te Komponentenfunktionen von f, so gilt fiir j € {1,...,n}
afi

o, (z) = a
fiir alle x € R™. Dies ergibt die Formel

Jf(x)=A, reR",
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die den eindimensionalen Fall auf einfache Weise verallgemeinert. Insbesonde-
re ist die Jacobi-Matrix von linearen Abbildungen eine konstante Abbildung.

Fiir unser letztes Beispiel fixieren wir nun eine quadratische Matrix A €
M(n,n) und betrachten die Funktion f : R" — R, die durch

f(z) = (z, Az) reR"
definiert ist. Ausgeschrieben ist dies

flz) = i iaijxixj : r e R"™

i=1 j=1

Fir K =1...,n erhalten wir dann
a—xk(x) = Zaikxi + Zaijj = (Aeg,z) + (Ale,x) = (A+ A" )eg, x)
i=1 j=1

= (ep, (AT + A)x) .

Da %(m) die k-te Spalte von grad f(x) ist und (e, (AT +A)z) die k-te Spalte
von AT+ A=A+ AT, ergibt dies

grad f(r) = (A+ ANz, z € R (11.1.2)
Insbesondere ist « +— grad f(x) linear und unser vorheriges Beispiel ergibt
Hf(z) = JVf(x) = J(grad f(z))T = A+ AT, z € R™

Wie im eindimensionalen Fall sind damit die zweiten Ableitungen einer qua-
dratischen Funktion konstant.

11.2 Mehrdimensionale Ableitungen

11.2.1 Unzuldnglichkeiten partieller Ableitungen

Partielle Ableitungen beschreiben ihrer Definition nach das Verhalten einer
Funktion in Richtung der Achsen. Leider kann es in andere Richtungen jedoch
zu unerwiinschtem Verhalten kommen, wie das folgende Beispiel verdeutlicht.

Wir betrachten dazu die Funktion f : R? — R, die durch

z T
o) = {ﬁ falls (1,)" # 0

11.2.1
0, sonst ( )
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definiert ist. Mit der Produktregel fiir die Zerlegung x - m gilt dann
of Y 4y
= (z,y) = 2 22 (2 2)3
O (@ +92)*  (2® +¢?)

und analog erhalten wir

fiir (z,y)" # 0. Ferner gilt

of . f(h,0) = f(0,0) .. 0-0
8_5(7(07())_}131% h h—0

und analog 2—5(0,0) = 0. Damit ist f partiell differenzierbar. Es gilt aber

auch
n=2 n=2 n?

f(l/’fl, 1/”) = (n_Q +n—2)2 = 4n—4 o 4

fiir n — oo. Damit ist f auf der Diagonalen nicht mal beschrankt und nicht
stetig.

11.2.2 Fréchet-Differenzierbarkeit

Um dieses Problem zu 16sen, erinnern wir uns an Satz 6.1.4, der zeigte, dass
eine Funktion f : R — R in x5 € R genau dann differenzierbar ist, wenn es
ein a € R und eine Funktion ¢ : R — R mit ¢(h) = o(h) fiir h — 0 gibt, so
dass

f(xo+h) = f(zo) +a-h+p(h), heR
gilt. In diesem Fall ist ferner a = f'(zy). Mit anderen Worten ldsst sich f in

xg linear mit Ordnung o(h) fiir o + h — o approximieren.

Die folgende Definition benutzt nun diese Charakterisierung, um mehrdimen-
sionale Ableitungen zu definieren.

Definition 11.2.1. Sei U C R” offen, f : U — R™ und o € U. Dann
ist f in o Fréchet-differenzierbar, falls es ein A € M(m,n) und eine
Funktion r : U — R™ gibt mat
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fir alle h € R™ mit xy + h € U, sowie r(0) =0 und

r(h) _

Ferner heifst f Fréchet-differenzierbar, wenn es Fréchet-differenzierbar in al-
len xg € U 1st.

Die Fréchet-Differenzierbarkeit wird héufig auch als totale Differenzier-
barkeit, oder auch nur als Differenzierbarkeit bezeichnet.

Der folgende Satz zeigt, dass Fréchet-Differenzierbarkeit stéarker als die par-
tielle Differenzierbarkeit ist und dass die Matrix A in (11.2.2) eindeutig ist.

Satz 11.2.2. Sei U C R" offen und f : U — R™ in xy Fréchet-differenzierbar.
Dann ist f in xo partiell differenzierbar und f'(x¢) := J f(xo) ist die einzige
Matriz, die (11.2.2) mit (11.2.3) erfillt.

Im Falle der Fréchet-Differenzierbarkeit von f in xy wird f'(xg) auch als
Fréchet-Ableitung, als totale Ableitung, oder auch nur als Ableitung
von f in zy bezeichnet.

Beweis. Sei A eine Matrix A € M(m,n), die (11.2.2) mit (11.2.3) erfiillt.
Fir ¢ = 1,...,m betrachte die Komponentenfunktion f; := (e;, f). Fiir j =
1,...,n gilt dann

(ei, f(wo + hey)) = (ei, f(wo) + A(he;) + 1(hej))
= fi(zo) + (ei, Aej) - h + (e, r(hej)) .

Setzen wir dann ¢(h) := (e;, 7(he;)), so folgt mit (11.2.3) und der Cauchy-

Schwarz-Ungleichung
‘@(h)‘ leill - [Ir(he;
Id 1]

eurtie)|
sl | =

1

fiir A — 0. Satz 6.1.4 zeigt dann, dass f; in x( partiell in der j-ten Koordinate
differenzierbar ist mit
Afi

aij = (ei, Aej) = 5 ~(x).
J

Die Definition von J f(z) ergibt dann die Behauptung. ]

Recht analog lédsst sich das folgende Lemma zeigen.
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Lemma 11.2.3. Sei U C R" offen, o € U und f : U — R™ mit Komponen-
tenfunktion fi,..., f;. Dann ist f in xo Fréchet-differenzierbar, genau dann
wenn alle f1, ..., fn in xo Fréchet-differenzierbar sind.

Beweis. Ist f in z Fréchet-differenzierbar, so gilt mit A := f/(zo)
fi(xO + h) - <ei7 f(xo + h)> + <€i7 Ah> + <€i7r(h)>

= fi(wo) + (ATei, h) + (es, r(h))
= fl(l'o) + aZTh + <€i,7’(h)> s

wobei a; := ATe; der i-te Spaltenvektor von AT ist, d.h. aiT ist der i-te
Zeilenvektor von A. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung haben wir ferner
@%meg WMWVWW‘%O

1721 172l

und damit ist f; in xq Fréchet-differenzierbar.

Die umgekehrte Implikation ist d&hnlich zu beweisen. Hierzu sei a; € M(1,n)
die Ableitung f/(xo). Wir schreiben

ai
A=| | e M(m,n).

am

Dann gilt

m m

flzo+h) = Z(ei, f(zo+h))e; = Z fi(zo + h)e;

= Z(fi(xo)ei + (a; - h)e; + Ti(h)ei)

i=1

= f(xo) + Ah 4> ri(h)e;.

i=1

Definieren wir nun die letzte Summe als r(h), so erfiillt r(h) die Aussage
(11.2.3), da alle r;(h) die Aussage (11.2.3) erfiillen. O

Ist f: U — R™ in xg Fréchet-differenzierbar, so haben wir

f(wo+h) — f(xo) — f'(xo)h _ 7(h)

= — 0
7] 1]
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fir h — 0. Multiplizieren wir mit ||h||, so erhalten wir
f(zo+h) = fzo) — f(zo)h =7(h) =0

fir h — 0. Wegen f'(zg)h — 0 fir h — 0 haben wir dann das folgende
Lemma gezeigt, welches Korollar 6.1.5 verallgemeinert.

Lemma 11.2.4. Sei U C R"™ offen und f : U — R™ in xy Fréchet-
differenzierbar. Dann ist f in xqy stetig.

Diein (11.2.1) definierte, partiell differenzierbare Abbildung f ist nicht Fréchet-
differenzierbar in 0, da f nicht stetig in 0 ist. Insbesondere gibt es partiell
differenzierbare Abbildungen, die nicht Fréchet-differenzierbar sind, d.h. die
Umkehrung von Satz 11.2.2 gilt im Allgemeinen nicht.

Wenn wir jedoch stetig partiell differenzierbare Funktionen f : R* — R
betrachten, so sind diese auch Fréchet-differenzierbar, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 11.2.5. Sei U C R” offen und f : U — R stetig partiell differenzierbar.
Dann st f in allen xqg € U Fréchet differenzierbar.

Mit Hilfe von Lemma 11.2.3 lasst sich der Satz 11.2.5 leicht auf den Fall
f:U—R™mit U C R" offen verallgemeinern.

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir U = U (o, §) fiir ein 6 > 0 anneh-
men. Wir fixieren nun ein A € R mit ||h|| < 0. Fiir £ = 0,...,n definieren
wir

k
AL To + Z hje; .
j=1

Dies ergibt 20 = 25 und 2™ = 4 + h. Ferner unterscheiden sich z*) und
z*=1) nur in der k-ten Koordinate. Ist hj, # 0, so wenden wir nun den Mit-
telwertsatz 6.2.3 auf die k-te Koordinate an, um ein &, € [0, 1] zu erhalten,
so dass fiir

y®) = 27D 4 Ghyey

gilt
fEW) = fERD)af g
I 8%(31 )
Dies ergibt
F(W) = ) = 1y 09y (11.2.4)



350KAPITEL 11. MEHRDIMENSIONALE DIFFERENTIALRECHNUNG

Im Fall hj, = 0 ist dies auch wahr, da wir dann 2®) = 2(*=Y haben und des-
halb z.B. y*) := 2(*=1) betrachten konnen. Aufsummieren der Gleichungen
(11.2.4) iiber k fithrt zu

n n

flazo +h) = f(wo) = Z(f<z<k>> - f(z('“‘”)) => hkg—;;w» , (11.2.5)

k=1

wobei wir im ersten Schritt ein Teleskop-Summen-Argument benutzt haben.
Wir definieren nun

_or

ay B (x0) ,

Dies fithrt (11.2.5) in
f(wo +h) = f(wo) +ah +r(h)

iiber, wobei a := (a1,...,a,) € M(1,n) ist. Mit y, := (yV,...,y™)7T gilt
ferner

T(h)‘ _ ‘<grad f(yn) — grad f(zo), h)

7] 7]

< [lgrad f(yn) — grad f(zo)]| -

Fir h — 0 gilt nun y, — 2z, nach Konstruktion der Komponenten y*)
von yp,. Dies impliziert || grad f(yn) — grad f(zo)|| — 0, da f stetig partiell
differenzierbar ist. m

Der Beweis des folgenden Satzes ist dhnlich zu dem von Satz 11.2.5 und wird
deshalb iibersprungen.

Satz 11.2.6. Sei U C R" offen und f : U — R partiell differenzierbar. Sind
die partiellen Ableitungen beschrinkt, so ist f stetig.

11.2.3 Hohere Ableitungen

Ist f: U — R™ Fréchet-differenzierbar, so ist
f U = M(m,n) =R™™".

Ist [’ sogar stetig, so heifit f stetig differenzierbar. Da [’ wiederum in
cinen R* abbildet, kénnen wir auch die Fréchet-Differenzierbarkeit von f’



11.2. MEHRDIMENSIONALE ABLEITUNGEN 351

und die zugehorige Abbildung f” betrachten. Identifizieren wir Matrizen mit
linearen Abbildungen, so ergibt sich dabei

£ U = M(m x n,n) = L(R", R™") = £(R", £(R", R™)),

wobei der letzte Raum der Menge aller bilinearen Abbildungen R"xR" — R™
vermoge der Identifikation

(x,2") — (Sz)(2'), z, 2’ € R"

fir S € L(R™, L(R™,R™)) entspricht. Die zweite Ableitungen f”(x¢) ist damit
eine bilineare Abbildung R"” x R™ — R und weiteres Iterieren ergibt, dass
die k-te Ableitung f*(z) eine k-lineare R x - - - x R® — R™ ist, wobei das
k-fache Produkt von R" betrachtet wird.

11.2.4 Richtungs-Ableitungen

Partielle Ableitungen betrachten das Verhalten einer Funktion beim Verdndern
des Arguments parallel zu den Achsen des Koordinatensystems. Die folgende
Definition verallgemeinert dies auf beliebige Richtungen.

Definition 11.2.7. Sei U C R" offen und f : U — R. Fiir xy € U und
v e R mitv+#0 heifst

die Richtungs- oder Gateaux-Ableitung von f in xy in Richtung v, falls
dieser Grenzwert existiert. Ferner heifst f Gateaux-differenzierbar in x,
falls D, f(xo) fiir alle v € R™\ {0} existiert.

Man beachte, dass mit dieser Definition D, f(xo) = D;f(xo) gilt, d.h. die
Richtungs-Ableitung verallgemeinert tatséchlich die partiellen Ableitungen.

Der folgende Satz zeigt, dass die Fréchet-Differenzierbarkeit die Gateaux-
Differenzierbarkeit impliziert.

Satz 11.2.8. Sei U C R" offen und f : U — R. Ist f Fréchet-differenzierbar
inxg € U, soist f auch f Gateauz-differenzierbar in xg und es gilt

D, f(zo) = (Vf(x0),v) .
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Beweis. Da f in xq Fréchet-differenzierbar ist, gilt fiir v € R™ mit v # 0 und
A= f'(xo) = (Vf(20))":

f(zo + hv) — f(zo) — A(hv)

pu— 1'
0= llo]
_ 1 lim f(xo+ hv) — f(xg) — hAv
|lv|| h—0 h
1
= —(Dyf(mg) — Av) .
o]
Wegen Av = (Vf(x0)) v = (Vf(z0),v) folgt dann die Behauptung. O

Als Beispiel betrachten wir nun die Funktion f(z,y) := 2% + ¢? fiir x,y € R.
Wir haben dann

Vi(z,y) = @‘;) , (z) c R

Fiir ¢ := 1 und g := 0 haben wir also

V f(zo,y0) = (g) :

Sei nun v := (1,1)T. Mit Satz 11.2.8 haben wir dann

paom=((3). () =

wihrend fiir den Richtungsvektor 2v gilt

i ~{(3). () -+

Damit héangt die Richtungsableitung nicht nur von der Richtung, sondern
auch von der Léange des Richtungsvektors ab.

Betrachten wir nun nur v € R? mit |jv|| = 1, so ist

Dot ((2) )

2) . Ferner gilt

maximal fir v ;= 7 (0

va<.’ll'0, yO) =0
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2
0

Der folgende Satz verallgemeinert die Maximalitéits-Beobachtung in dem obi-
gen Beispiel.

fiir v L < ), d.h. fiir v = +e,.

Satz 11.2.9. Set U C R” offen, xg € U und f : U — R in xy Fréchet-
differenzierbar mit V f(xo) # 0. Dann gilt

i)
IV fzo)l gt n:ﬂvuzl D f (o)

Der Gradient grad f(z) ergibt also die Richtung des steilsten Anstiegs von f
in xy. Dies wird héufig zur Maximierung von Funktionen f : U — R benutzt.

Beweis. Fir v € R" mit [|v]| =1 gilt

D, f(x0) = (Vf(z0),v) < V(o) - vl = V£ (@o)ll -

Vf(@o)
1V f (o)l

Dy f(w0) = (Vf(20),v") = [V f(wo)]] -

und fiir v* := gilt sogar

Zusammen zeigt dies, dass das Maximum von v — D, f(xy) in v* angenom-
men wird. O

11.3 Differentialoperatoren

Eine Abbildung f : R” — R" heifit Vektorfeld. Im Fall von n = 3 kann dies
also zum Beispiel ein Kraftfeld sein, das in jedem Punkt z € R"™ die Kraft
auf ein Objekt in diesem Punkt beschreibt. In diesem Kapitel wollen wir ein
paar wichtige Differential-Operatoren fiir solche Vektorfelder kennenlernen.

Bevor wir damit beginnen, sagen wir, dass ein f : R* — R" ein Gradien-
tenfeld ist, falls es eine partiell differenzierbare Abbildung ¢ : R” — R gibt
mit

f(z) = V(x), reR". (11.3.1)

Analoge Definition sind fiir f : U — R" fiir offene Mengen U C R" iiblich.
Gradientenfelder werden héufig auch konservative Felder genannt.
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11.3.1 Divergenz

Sei U C R” offen und f : U — R” eine Funktionen, deren Komponenten-
funktionen partiell differenzierbar sind. Dann heif3t

div f(z) == .

(x),x €U

i=1
Divergenz von f. Es ist divf : U — R. Andere Schreibweisen fiir die
Divergenz sind

VT f(2) = (V. f(2)) = div ().

Anschaulich gesprochen, beschreibt die Divergenz div f(z) die Zu- und Ab-
fliisse in dem Punkt z, wobei Quellen positive Divergenz und Senken negative
Divergenz haben. Genauer wird dies in dem Gauf3schen Integralsatz be-
schrieben, der in der HM 3 behandelt wird. Ein Vektorfeld f : U — R"™ heifit
divergenz- oder quellenfrei, falls

div f(z) =0, xeU.

Betrachten wir zum Beispiel die Identitat idg» : R™ — R"™, so gilt

div idgn (z Z gi‘ =S 1=n. (11.3.2)
t i=1

Damit ist die Identitéat nicht dlvergenzfrel. Konstante Funktionen sind jedoch
immer divergenzfrei.

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass die Divergenz linear ist, d.h. fiir f,¢g: U —
R"™ und a, f € R gilt

div(af + Bg) = adiv f + fdivyg.
Das folgende Lemma zeigt die Produktregel der Divergenz.

Lemma 11.3.1. Seien U C R"™ offen und f : U — R™ eine Funktionen,
deren Komponentenfunktionen partiell differenzierbar sind und ¢ : U — R
partiell differenzierbar. Dann gilt

div(ef) = (Ve, ) +ediv f.
Beweis. Mit der Produktregel fiir reelle Ableitungen gilt
_ " 0(pf; 0 = of;
aivien () =3 A ) 890 )+ 3P g

=1
=<Vw( ), f(x)) +p(x )dIVf( )
fiir alle x € U. Dies zeigt die Behauptung. O
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Um ein Beispiel fiir das Lemma 11.3.1 zu betrachten, sei ¥ € N und g; :
R™\ {0} — R" die durch

1

gr(w) = x
’ l]*
definierte Funktion. Mit 7(z) := ||z|| und h(t) := t7* zeigt dann Lemma
11.3.1 zusammen mit (11.3.2) und (11.1.1)
1
. . —k . .
div gp(x) = <V7“ (x),$> + ) dive = (V(hor)(z),z) + r’“(a:)n
= {((Kor)(z) gi(z),7) + B
n
= (—kllz™" gu(@),2) +
< ) 2)
n
=~k ™z, 2) +
]|
n
= Kl +
]l
n—k
_ (11.3.3)
Jl]*

fiir alle z # 0. Damit ist g, genau dann divergenzfrei, wenn k = n gilt.

11.3.2 Laplace-Operator

Sei U C R"™ offen. Dann ordnet der Laplace-Operator jeder zweimal partiell
differenzierbaren Funktion ¢ : U — R die Funktion

A =
v = 0?x;
zu. Es gilt Ap : U — R und
Ay = div(Vy), (11.3.4)

wobei dies wegen

(Vo)) = 3 AT ) Y 200 = Ate)

=1

fiir alle x € U gilt.
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Ist ¢ : U = R eine Funktion mit
Ap(x) =0, zeU, (11.3.5)

so zeigt (11.3.4), dass das Gradientenfeld f := V¢ : U — R" ein divergenz-
freies Vektorfeld ist, denn wir haben

div f = div(Vy) = Ap = 0.

Die Gradientenfelder der Losungen der Laplace-Gleichung oder Potential-
Gleichung (11.3.5) sind also divergenzfreie Vektorfelder.

Das folgende Lemma berechnet den Laplace-Operator fiir rotationsinvariante
Funktionen.

Lemma 11.3.2. Sei h : (0,00) — R zweimal differenzierbar und f : R™\
{0} — R die durch

f(@) = h(|[=]]), x#0 (11.3.6)
definierte, rotationsinvariante Funktion. Dann gilt
R (||
Af(e) = w(Jal) + (n - 1) D, 40
Beweis. Fiir z # 0 definieren wir 7(z) := ||z|| und g(x) := ||z||"'z. Dann

haben wir

Af=A(hor)=div(V(hor)) = div((h’ or) -g)
=(V(h'or),g)+ (W or)-divg

=<(h”07")-g,g>+(h’o7“>'n;1

n—1

= (K" or)(g,9) + (W or)-

’
n—1

= (h"or)+ (W or)- ,

r

wobei wir nacheinander (11.3.4), (11.1.1), Lemma 11.3.1, (11.1.1), (11.3.3)
und (g, g) = 1 angewendet haben. O

Mit Hilfe von Lemma 11.3.2 kénnen wir nun die rotations-invarianten Losungen
der Laplace-Gleichung bestimmen.
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Satz 11.3.3. Sei h: (0,00) — R zweimal differenzierbar und f : R*\ {0} —
R die durch (11.3.6) bestimmte rotations-invariante Funktion. Dann gilt

Af=0

genau dann, wenn es ein c¢q,co € R ¢ibt, so dass fir alle r > 0 gilt:

ciInr 4+ ¢ falls n = 2.

{clr_”Jr2 +co  fallsn # 2,
h(r) =

Im Fall n = 3 und ¢y = 0 erhalten wir die Losungen f(x) = ¢]jz| ™}, die
z.B. als Potential eines Gravitationsfeldes einer punktférmigen Masse im Ur-
sprung angesehen werden kann. Das zugehorige Gradientenfeld entspricht
dann dem Kraftfeld. Alternativ kann auch das Potential eines elektrischen
Feldes betrachtet werden.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass A f = 0 erfiillt ist. Setzen wir r(x) :=
||| fir z € R™\ {0}, so gilt mit Lemma 11.3.2:

W(r)

0=Af(x)=h"(r)+(n—1)-

Wir definieren nun g(r) := h/(r) fiir > 0. Dann erhalten wir

gr)=— ~g(r), r>0.

Wie im Abschnitt 7.2.4 16sen wir diese Differential-Gleichung;:

In|g(x) :/g’(x) dx:—(n—l)/x1dx:—(n—1)lnx+0

9(x)
= ln(ec . x_(”_l)) .

Dies fiihrt zu

g(z) = £e¢ . 2= = gm0
fiir ¢ € R. Berechnen der Stammfunktionen von ¢ ergibt dann die Gestalt
von h.

Die umgekehrte Implikation kann durch einfaches Nachrechnen iiberpriift
werden. ]
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11.3.3 Rotation

Ist U C R? offen und f : U — R? eine Funktion, deren Komponentenfunk-
tionen partiell differenzierbar sind. Dann heif3t

Ofs _ Of2
%o ,
. 1 Of3 .
rot f = D3 D1 U =R
9f2 _ Of
0z 02

Rotation von f. Eine andere Schreibweise fiir die Rotation ist
V x f:=rot f.

Ein Vektorfeld f : U — R3 heifit rotationsfrei, falls rot f(z) = 0 fiir alle
x € U gilt.

Die Rotation ist linear, d.h. fiir f,¢g: U — R? und o, 3 € R gilt
rot(af + Bg) = arot f + Protg,

wobei natiirlich vorausgesetzt wird, dass rot f und rot g definiert sind. Ist
ferner ¢ : U — R partiell differenzierbar, so gilt die Produktregel

rot(¢f)(x) = V() x f(x) + () rot f(x), z €U,

wobei wir wieder annehmen, dass rot f definiert ist. Diese Gleichung ist durch
einfaches Nachrechnen zu iiberpriifen.

Das folgende Lemma zeigt, dass Gradientenfelder rotationsfrei sind.

Lemma 11.3.4. Sei U C R? offen und ¢ : U — R zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt

rot(Vy)(xz) =0, zel.
Beweis. Sei f; := g—;’;. Dann gilt

dfs Ofs 3290 8290

8:):2 81'3 - 82720233 B 81‘381’2 =0

nach dem Satz von Schwarz, siehe Satz 11.1.4. Analoge Rechnungen fiir die
iibrigen beiden Koordinaten ergeben dann die Behauptung. O]
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Sei v : (0,00) — R stetig differenzierbar und f : R*\ {0} — R? durch

f(@) = o([l]) - =

definiert. Ist dann ¢ — t1(¢) auf jedem Intervall (0, a] uneigentlich Riemann-
integrierbar, so gilt

rot f(z) =0, x # 0. (11.3.7)

Um dies zu sehen, definieren wir i : (0,00) — R durch

t
h(t) := / si(s)ds, t>0.
0
Dies ergibt dann h'(t) = ¢ (t) fir alle ¢ > 0. Damit lésst sich f als
h/
M,
]

schreiben. Nach (11.1.1) gilt dann

f@) = Vh(]- ()

und da h zweimal stetig differenzierbar nach Konstruktion ist, zeigt Lemma
11.3.4 dann (11.3.7).

11.3.4 Einige partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen betrachten Ableitungen, die sowohl vom Raum
als auch von der Zeit abhéngen kénnen. Im Folgenden interpretieren wir da-
her x € R™ als Raum-Koordinaten und ¢ € R als Zeit. Der Laplace-Operator
bezieht sich dann immer nur auf die Raum-Koordinaten. Ferner ist u eine
Funktion, die von x und ¢ abhéngen kann.

Einige wichtige, lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind
dann die folgenden Typen:

Elliptischer Typ (Laplace-Gleichung)
0=Au.

Zweimal stetig differenzierbare Losungen u heiflen harmonische Funktio-
nen. In Satz 11.3.3 hatten wir schon die rotationsinvarianten Losungen be-
stimmt.
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Parabolischer Typ (Wirmeleitungs- oder Diffusionsgleichung)
Ju

il Au,
wobei @ > 0. Im Fall n = 1 ist dies
ou 0%*u
E(.T,t) =a- a2—x(x,t)

und Nachrechnen ergibt, dass

1 7
u(z, t) = mexp ~1a

eine Losung ist. Analog ist im Fall n > 1 die Funktion
(el
(at)n/? dat

Hyperbolischer Typ (Wellengleichung)
0%u

u(z,t) =

eine Losung.

% = C2 . AU,
fiir ¢ € R, oder lang ausgeschrieben
0*u o 0%
%<$,t) =cC agxn(x7t)

Diese partielle Differentialgleichung ist linear, denn sind u; und us Lésungen
und «, 8 € R, so ist auch au; + fuy eine Losung.

Im Fall n =1 ist die Wellengleichung

0*u 0*u
%<I,t) = 02 . %(S[f,t) .

Sind dann f und g zwei beliebige, zweimal differenzierbare Funktionen R —
R, so ist die durch

u(x,t) = f(z+ct) + g(z — ct) (11.3.8)

definierte Funktion eine Losung, der Wellengleichung. Um dies zu sehen,

schreiben wir f(z,t) := f(x + ct). Dann gilt
2 7 2 F

%(x,t} =f"(x + ct) und ?p—i(x,t) = f"(x +ct).



11.3. DIFFERENTIALOPERATOREN 361

Damit ist f eine Losung der Wellengleichung und eine analoge Rechnung
zeigt, dass auch (z,t) — g(xz — ct) eine Losung ist. Mit der Linearitét folgt
dann, dass auch das obige u eine Losung ist.

Wenn wir nun Anfangswerte fiir z.B. ¢t = 0 haben, d.h. wir haben Funktionen
Uug, U1 : R — R mit

u(x,0) = ug(x),
ou

= (@,0) = w(2)

fiir alle x € R, so ldsst sich eine Losung finden, die diesen Anfangswerten
und der Wellengleichung geniigt. Um dies zu sehen, betrachten wir zunéchst
ein u der Form (11.3.8). Dann haben wir

ou

w(z) = 20 (2,0) = cf'(z) —cg'(2).

Integration ergibt dann

f() — g(a) = / " s) — d(s) ds + £(0) — g(0)
=1/0xu1(5)ds+f(0)—9(0)-

C

Ferner haben wir f(x) + g(z) = wu(z,0) = wup(z). Addieren dieser beiden
Gleichungen ergibt

f(z) = QLC/OI u(s)ds + (0) ;9(0) i Uoéx)

und Subtrahieren ergibt

g( ):—i xm(s)ds— f(O);g(O) +Uoéx)
L £(0) = g(0) | uo()
= 2—6/96 ul(s) ds — 5 + 5

fiir alle z € R. Einsetzen in (11.3.8) ergibt dann

up(x + ct) + up(x — ct) N 1 /”rCIt

u(z,t) = 5 % uy(s)ds.

—ct

Dies ist auch als D’Alembert-Losung der Wellengleichung bekannt.
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11.4 Kettenregel

Die Kettenregel fiir eindimensionale Funktionen ist eines der wichtigsten
Werkzeuge, um Ableitungen komplizierter Funktionen zu bestimmen. In die-
sem Kapitel wollen wir sie auf den Fall g o f mit

f:R"—=R™ und g:R™ — RF

iibertragen.

11.4.1 Matrix-Normen

Zunéchst brauchen wir ein paar kleine Vorbereitungen. Dazu erinnern wir
daran, dass wir in Abschnitt 5.2.2 gesehen haben, dass der Einheitsball
B(0,1) beziiglich der euklidischen Norm || || folgenkompakt ist. Stetige Funk-
tionen f : B(0,1) — R sind daher beschrankt, wie nach Satz 5.2.8 erldutert
worden ist.

Ist nun A € M(m,n), so ist die zugehorige lineare Abbildung x — Ax stetig
und die Abbildung y — ||y|| ist ebenfalls stetig. Damit gilt

|A]| ;== sup |Az| < oc. (11.4.1)
z€B(0,1)

Das folgende Lemma, dessen Beweis einfach ist und deswegen weggelassen
wird, zeigt, dass wir auf diese Weise eine Norm auf M (m, n) definiert haben.

Lemma 11.4.1. Fir allem,n > 1 definiert (11.4.1) eine Norm auf M(m,n).

Ist z € R" und A € M(m,n), so gilt

[Az] < [[A]l - fl]] (11.4.2)
Fiir z = 0 ist hierbei nicht zu zeigen, und fiir z # 0 gilt wegen ||z| 'z €
B(0,1):

|aGie1—2)]| < 1.

Multiplizieren mit ||z|| auf beiden Seiten ergibt dann die gewiinschte Unglei-
chung (11.4.2).
Ist nun B € M(k,m), so gilt fir x € B(0,1) und y := Az wegen einer
zweimaligen Anwendung von (11.4.2)
[1BAz|| = [|Byll < | B]l - lyll = |1 BI[ - [Az[| < [[B]| - | A} - l=l] < Al - I BI] -
Mit anderen Worten haben wir

IBA[ < |B]] - |l (11.4.3)
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11.4.2 Kettenregel

Der folgende Satz liefert nun die mehrdimensionale Kettenregel.

Satz 11.4.2. Seien U C R™ und V C R™ offen, sowie
f:U—=R" und g:V >R

und v € U mit y = f(x) € V. Sind dann f in x und g in y Fréchet-
differenzierbar, so ist g o f in x Fréchet-differenzierbar und es gilt

J(go N)x) = J(g)(f(x) - J()(x).

Man beachte, dass J(g)(y) € M(k,m) und J(f)(z) € M(m,n) gilt. Dies
“passt” zu der Matrizenmultiplikation und zu J(g o f)(x) € M(k,n).

Die mehrdimensionale Kettenregel wird hiufig als Merksatz: “AufBere mal
innere Ableitung” formuliert. Anders als im eindimensionalen Fall ist hier-
bei die Reihenfolge im Produkt wichtig!

Beweis. Wegen der angenommenen Fréchet-Differenzierbarkeit haben wir fiir
£ €R” und n € R™:

flx+&) = flz)+J(f)(x) - E+m(),
gy +mn) =gy)+ J(g)(y) -n+ran),

wobei die Rest-Terme 71 (§) und 73(n) die Bedingung (11.2.3) erfiillen. Damit
haben wir fiir n := J(f)(z) - £ 4+ r1(§):

go f(z+&) =g(f(z+¢))
= g(f(x) + J(f)(x) - E+71())
=gy +mn)
=g(y) + J(9)(y) - n+r2(n)
= g(f(@) + J(9)(v) - (J(N)(@) - E+71(8)) +72(n)
=go f(z)+J(9)(y) - J(f)(x) - &+ r3(),
wobel wir

r3(€) = J(g)(f(2)) - 71(&) + 2 (J(f) () - € +71(8))

r3(&)
€l

gesetzt haben. Es bleibt dann noch — 0 fiir &€ — 0 zu zeigen.
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Dafiir bemerken wir zunéchst, dass mit (11.4.2) folgt:
17(g)(f(x)) - (Ol _ 1) F @) - [ (O]
1€]] B €]

da r; die Bedingung (11.2.3) erfiillt.

Da r; die Bedingung (11.2.3) erfiillt, gibt es Konstanten K > 0 und ¢ € (0, 1]
mit

— 0,

Ir (O < K- €] (11.4.4)
fir alle £ € U(0,0). Wir setzen nun ¢(n) := ro(n)/||n||, d.-h. wir haben
ra(n) = |Inll - ¥(n)
und ¥ (n) — 0 fir n — 0. Damit erhalten wir
ra(J(N)(@) €+ () = [[7()@) - €+ n @] [0 (I ) - €+ @)
Nun gilt mit (11.4.2) und (11.4.4) fur £ € U(0, 9):

17N @) - €+ @I _ 17D @I - €]+ In @)l
€l B H]

Ferner gilt fiir ne := J(f)(z) - £ +r1(€):

1l = 117(F) (@) - € + (O < [T @) - 1€l + [l ()] = 0

fir £ — 0. Damit folgt ||¢)(ne)|| — 0 fiir £ — 0. Insgesamt haben wir damit

rﬁT(ﬁ) — 0 fiir £ — 0 gezeigt. n

< N @)+ K.

Ist h:= go f so wird die Kettenregel hdufig auch durch die intuitive Formel

O 509 00
dxj = Oy Ox;

beschrieben. Diese driickt aus, wie sich die einzelnen Eintréige von J(g o f)
berechnen lassen.

Fiir ein erstes Beispiel betrachten wir die Funktionen f : R — R? und g :
R? — R?, die durch

)= () wd g = (p% )
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gegeben sind. Wir haben dann

1) = (52) nd T = (5, a0,)

2y1 2ys
Da fiir y := f(z) gilt: y1 = 0 und yo = 23, folgt

I @) = (5 gs) -

Damit haben wir insgesamt
o 1)) = o)) I = (5 gs) * (32) = (gos)

11.4.3 Koordinatenwechsel

Im Folgenden haben wir U, V' C R" offen und ® : U — V Fréchet-differenzierbar
und bijektiv. Aus der Bijektivitat folgt dann

dlod(u)=u, ueU.
Ist dann ®~ ! auch Fréchet-differenzierbar, so liefert die Kettenregel
E, = J(idy)(u) = J(@" o ®)(u) = J(®)(®(u)) - J(P)(u)
und durch Betrachten von ® o ®~!(v) = v erhalten wir mit u := ®~!(v) auch
E, = J(idy)(v) = J(®o @7 ')(v) = J(2)(P(v)) - J(®7)(v)
= J(®)(u) - (@) (2(u))

Fiir  := ®(u) zeigen diese Rechnungen

J(@7 ) (@) = (J(®)(w))

Wir nehmen nun an, wir haben eine Fréchet-differenzierbare Funktion f :
U — R™ und eine Funktion f : V — R™ mit

flu) = f(®(u)), ueU.
Mit anderen Worten ist f die Funktion, die das Verhalten von f ausdriickt,
wenn wir einen Koordinatenwechsel u + ®(u) vorgenommen haben. Offen-
sichtlich folgt aus f = fo® sofort f = f o®~!. Wir wollen nun die Ableitungen
von f und f vergleichen. Mit = := ®(u) folgt mit aus der Kettenregel
T(f)(u) = J(f o @) (u) = J()(P(w)) - J(®)(u)

= J(N)(x) - J(@)(u).

' (11.4.5)



366 KAPITEL 11. MEHRDIMENSIONALE DIFFERENTIALRECHNUNG

Mit (11.4.5) folgt dann

J()(@(u) = T(f) () - J(@7)(D(w)) . (11.4.6)

Um dies an einem konkreten Beispiel zu verdeutlichen, betrachten wir & :
(0,00) X (—m,7) — R?\ {0} mit

B o) i (7" cos 30)

7 sin ¢

firr > 0und ¢ € (—m, 7). Mit anderen Worten iiberfiihrt ¢ Polar-Koordinaten
in kartesische Koordinaten. Wir setzen

U:=(0,00) x (—m,m),
Vi=®U) =R*\ (—o0,0e; .

Wir haben dann fir u = (7, ¢):

J(®)(u) = (Cosso —Tsin¢)

sing  rcose

und geméaf der Formel

a b\ 1 d —b
c d)  ad—bc\-c a
und (11.4.5) dann auch

-1 1

J@ (@) = (J(@)(w) " = (so @)

rcos? g +rsin?p \—sing cosp

B cos sin ¢
~ \—rtsingp r7tcosyp

Die Formel (11.4.6) wird dann zu

J(f)((rcosw,rsiw)T)ZJ(f)(T,SO)~(_ cosp siny )

r~ising r7lcosy
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11.5 Satz von Taylor

Der eindimensionale Satz von Taylor, sieche Satz 8.1.2, ermdglichtete es, hin-
reichend glatte Funktionen lokal durch Polynome zu approximieren. In die-
sem Kapitel wollen wir dies auf Funktionen f : R™ — R verallgemeinern.

11.5.1 Mittelwertsatz

Zunéchst bendtigen wir hierzu den folgenden, mehrdimensionalen Mittelwert-
satz, der auch fiir sich genommen von Interesse ist.

Satz 11.5.1. Se: U C R" offen und f : U — R Fréchet-differenzierbar.
Ferner seien a,b € U mit

la,b] :={a+t(b—a):t€(0,1]} CU. (11.5.1)
Dann gibt es ein 6 € (0,1) mit

f(b) = fla) = (Vfla+0(b—a)),b—a).

Die Bedingung (11.5.1) besagt, dass die Strecke zwischen a und b komplett
in U liegt. Ist U C R"™ konvex, d.h. wir haben [a,b] C U fiir alle a,b € U, so
ist dies “automatisch” erfiillt. Hierbei ist zu beachten, dass die offenen und
abgeschlossenen Kugeln bzgl. einer Norm aufgrund der Dreiecksungleichung
und der Homogenitéat immer konvex sind.

Der Satz 11.5.1 zeigt unter der Bedingung [a,b] C U, dass es auf dies Strecke
[a, b] einen Punkt & := a + 0(b — a) gibt mit

f() = f(a) = {V[(£),b—a).
Im Fall n =1 ist dies exakt die Aussage des Mittelwertsatzes 6.2.3.
Beweis. Wir betrachten die Funktion A : [0,1] — R, die durch
h(t) == fla+t(b - a))

definiert ist. Da die Abbildung ¢ : [0,1] — R™, die durch ¢(t) := a + t(b —
a) definiert ist, Fréchet-differenzierbar ist, zeigt die Kettenregel, siehe Satz
11.4.2, dass h differenzierbar ist. Ferner ist h auch stetig nach Lemma 11.2.4.
Der Mittelwertsatzes 6.2.3 liefert daher ein 6 € (0, 1) mit

h(1) — h(0) = 1'(6) - (1 —0).
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Wegen h(1) = f(b) und h(0) = f(a) folgt dann
fb) = f(a) = H(0).
Ferner gilt mit der Kettenregel und h = f o ¢
W(0) = J(f)(@(0)) - J()(0) = (grad f(a +0(b—a))) - (b—a).
Mit (Vf)T = grad f folgt dann die Behauptung. 0

Fiir Funktionen f : U — R™ mit m > 1 ist keine zu Satz 11.5.1 analoge
Aussage moglich. Um dies zu illustrieren, betrachten wir die Abbildung f :

R — R?, die durch
cost
ft) = (sint)

definiert ist. Wir setzen ferner a := 0 und b := 27. Wir haben dann f(b) —
f(a) =0 und

J(F)(a+ 00— a)) = J(f)(270) = (;(S)ISIZS;;?)) |

Dies ergibt

J(f)(a+00b—a))-(b—a)=2n (;2:5%?) .

Da es aber kein § € R mit sin(27r6) = 0 und cos(276) = 0 gibt, ist die
Gleichung

f®) = fla) = J(f)(a+0(b—a))(b-a)
unmoglich.
Im folgenden wollen wir versuchen, eine abgeschwichte Fassung des Mittel-

wertsatzes im Fall m > 1 zu bekommen. Dazu sei f : [a, b] — R” eine stetige
Funktion. Ihr Integral wird dann komponentenweise erklart, d.h.

b fab fi(t)di
/ f(t)dt = : : (11.5.2)
‘ [2 f(t)dt
wobei fi,..., f,, die Komponentenfunktionen von f sind.

Das folgende Lemma zeigt, dass Normen in solche vektorwertigen Integra-
le reingezogen werden konnen. Es verallgemeinert damit die Abschétzung
(7.1.13) von Satz 7.1.8.
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Lemma 11.5.2. Sei f : [a,b] — R" stetig. Dann gilt

’/abf(t)dtH g/ab||f(t)||dt.

V= /abf(t)dt

und K := ||v|| und nehmen ohne Einschriankung K # 0 an. Dann gilt mit
der Linearitét des Integrals und der Definition des Skalarproduktes

K? = (v,v) = </abf(t) dt,v> = /ab<f(t),v> dt

b
< / 1O - (o]t

Beweis. Wir setzen

~K / Tona

wobei wir fiir die Ungleichung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt ha-
ben. Teilen wir nun durch K, so erhalten wir die Behauptung. O

Der folgende Satz liefert nun die angekiindigte, abgeschwéchte Version des
Mittelwertsatzes im Fall m > 1.

Satz 11.5.3. Se: U C R" offen und f : U — R™ Fréchet-differenzierbar.
Ferner seien a,b € U mit [a,b] C U. Dann gilt

F(b) — fla) = / J()(a+ 10— a)) - (b— a)dt

und

1
1£0) = @l < [ 1707 (a+ o= a)) [ dt- b=l
wobei das erste Integral als (11.5.2) zu verstehen ist.

Bewers. Seien fi, ..., f,, die Komponentenfunktionen von f. Mit dem Haupt-
satz 7.2.1 und der mehrdimensionalen Kettenregel, siche Satz 11.4.2; gilt
dann

fz(b) i fz(a/) :/0 afz(a +att(b—a)) dt

:/0 gradfi(a—l—t(b—a)) . (b—a)dt.
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Zusammensetzen iiber ¢+ = 1,...,m ergibt dann die erste Behauptung. Die
zweite folgt dann mit Lemma 11.5.2 und der allgemeinen Abschétzung (11.4.2)
fiir Matrix-Normen. O

11.5.2 Satz von Taylor

Wir miissen zunéchst ein paar neue Notationen einfiihren. Dazu sei o :=

(v, ...,0p) € N ein Multi-Index. Wir definieren dann
la] == a1+ + ay,
ol = @1! ..... Oén'

Ist ferner f : R™ — R a-mal stetig differenzierbar, so schreiben wir

o f

80”%1‘

DY f .=

fiir die ay;-malige Ableitung in Richtung ¢ und

DOf =D ... Do f

fiir die |a|-malige partielle Ableitung in die Richtungen ¢ = 1,...,n mit
Vielfachheiten ay, ..., a,. Schlieflich schreiben wir fiir x = (z1,...,2,)" €
R™:

R %"

fiir ein multidimensionales Monom.

Wir beginnen mit dem folgenden Satz, der hohere Ableitungen in eine Rich-
tung berechnet.

Satz 11.5.4. Sei U C R" offen, k > 1 und f : U — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Ferner seien x € U und v € R" mit [x,x+v] C U.
Fir

g:[0,1] = R
t— f(x+tv)
gilt dann
k!
(k) o M et
AOEEY D (@ +tv) -0, te[o,1].

a€eNy:|al=k
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Beweis. Wir zeigen zunéchst per Induktion iiber k, dass
Z ZDzk"' flx+tv) vy vy, (11.5.3)
’Ll 1 ’Lk 1

gilt. Dazu sei wieder ¢(t) := x + tv, d.h., wir haben g = fo . Fir k =1
ergibt nun die Kettenregel

g't) = J(f)(p®)) - J(p)(t) = grad f(z + tv) - v
= ZDif(x—irtv) -,

Alternativ konnen wir auch Satz 11.2.8 anwenden.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dass die Aussage schon fiir
k — 1 gezeigt wurde. Es gilt dann

ag(k_l)
K (+) —
g™ (t) 5 (¢

075 (Z Z Dzk 1" f(I+tU)'Ui1"'Uik_1)

11=1 1p—1=1
=320,(3 0 B P Pttt v
11=1 1p—1=1

wobei wir analog zum Fall k = 1 die Kettenregel angewendet haben. Setzen
wir i, := j und wenden wir die Linearitét von D; an, so ergibt sich (11.5.3).

Die Behauptung folgt nun durch geschicktes Zusammenfassen der Summen.
Hierzu sei iy,...,i € {1,...,n}. Kommt unter diesen k Zahlen, die Zahl
1 genau a;-mal vor, die Zahl 2 genau as-mal vor, ...und die Zahl n genau
a,-mal vor, so folgt aus dem Satz von Schwarz, sieche Satz 11.1.4:

D; -+ Dy f(x+tv) vy - vy, = Df(x + to)o* - - v

n
FEine solche Kombination kommt genau
k!
051! s O{n!

mal vor, wobei fiir n = 2 dies schon im Satz 2.2.5 gezeigt wurde und die
allgemeine Aussage auch elementar bewiesen werden kann. Mit unseren No-
tationen fiir v® und a! folgt dann die Behauptung. ]
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Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die mehrdimensionale Version der
Taylor-Entwicklung mit Lagrange-Restglied beschreiben.

Satz 11.5.5. Sei U C R™ offen, k > 1 und f : U — R eine (k+1)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Ferner seien x € U und & € R™ mit [x,x+&] C U.
Dann ezistiert ein 6 € [0, 1] mit

f(l’—i-g): Z Da§'($)£a+ Z Daf(2'+9§)§a

aeNp:|a|<k ’ a€eNy:|al=k+1

Man beachte, dass alle Terme in der ersten Summe mehr-dimensionale Mo-
nome vom Grad |o| sind. Insgesamt ist daher die erste Summe ein mehr-
dimensionales Polynom vom Grad k.

Beweis. Wir betrachten wieder die Funktion

g:[0,1] = R
t— flx+1§).

Mit dem Lagrange-Restglied, siehe Satz 8.1.3 fiir ¢ = 0 und ¢t = 1, haben
wir dann ein 6 € [to,t] = [0, 1] mit

flz+€) =g(1)
k m

g(k+1)(6‘)
(k+1)!°

g(k+1 (

) ki1
LTy GV

g™ (0)
m!

_|_

Setzen wir jetzt die Formel aus Satz 11.5.4 ein, so folgt die Behauptung. [

Der mehrdimensionale Satz von Taylor folgt nun als Korollar.

Korollar 11.5.6. Sei U C R" offen, k > 1 und f : U — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Ferner seien x € U und 6 > 0 mit U(z,0) C U.
Dann gibt es eine Funktion r: U(x,d) — R mit

v = Y DI (115.4)
a€NE:|a|<k ’
fir alle £ € U(0,6), sowie r(0) =0 und
lim 78 g (11.5.5)

&0 [|€]|*
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Beweis. Wir wenden Satz 11.5.5 fiir K — 1 an und erhalten ein 6¢ € [0, 1], so
dass gilt

fle+8) = Z w£a+ Z wfa

al a!
a€eNp:|a|<k—1 a€eNy:|al=k
Def(x) Def(x 4+ 0:£) — D f(x) .,
Ly D@,y D0 DY@,
Q. (6%
aeNy:|a|<k a€eNy:|al=k

Wir setzen daher

_ Df( +6) — D ()

al

ra(§) :

fir « € Nj mit |a] = k. Da nach Voraussetzung alle D f stetig sind, folgt
ro(§) — 0 fir £ — 0. Setzen wir nun

r€) =Y. ral§) €,

aeNy:|a|=k

so folgt sofort (11.5.4) und (&) = 0. Ferner haben wir

f k — 1 o .fn’ll S 1
(1S 19 N N
und damit zeigt r,(£) — 0 fiir &€ — 0 auch schon (11.5.5). O

11.5.3 Die Terme bis zur Ordnung 2

Im folgenden wollen wir die einzelnen Summen

Def(x)
> e
al
aeNy:|a|=k
in (11.5.4) fir k =0, 1,2 genauer betrachten.
Im Fall £ = 0 ist dies einfach, da es nur ein a € N gibt mit || = 0, namlich

a = 0. Dies ergibt

s DY) D)

ol 0!

¢ = f(z). (11.5.6)

a€eNg:|al=0
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Der Fall £ = 1 ist ebenfalls noch sehr iibersichtlich, da nur die Tupel a =
e; € Nd fiir i = 1,...,n die Gleichung || = 1 erfiillen. Da wir fiir o = ¢; die
Identitdten D = D;, e;! =1 und £% = &; haben, folgt dann

y 2 ZD Fe)e = (V(2),6). (11.5.7)

aeNy:|al=1

Im Fall £ = 2 gibt es zwei Sorten von o € N mit |a| = 2, ndmlich o = 2¢;
und a = e; +e¢;, wobei wir bei letzteren ohne Einschrédnkung ¢ < j annehmen
konnen, da dies nicht den Multi-Index a verdndert. Im ersten Fall gilt nun

DQeif:DiQfa (2€2>':27 €2ei 25127
wahrend wir im zweiten Fall
Dt f = DiD;f (ei+e)=1, £t =& - ¢

haben. Dies ergibt

> Daf ZDQ 2)E& + Y DiD; f ()6,

a€Ny:|al=2 1<j
= —202 2)& + = ZDD f(@)&&;
Z#J
1
=3 ; ; D;Dj f(x)&:¢;

= & H(D)-8).

Damit haben wir das folgende Korollar gezeigt.

Korollar 11.5.7. Sei U C R" offen und f : U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Ferner seien x € U und 6 > 0 mit U(z,0) C U.
Dann gibt es eine Funktion v : U(x,d) — R mit

fle+6) = f@) + (V@) ) + 5 (6 H)@) - +7(6)  (1158)

fiir alle & € U(0,0), wobei r sowohl r(0) = 0 als auch (11.5.5) fir k = 2
erfillt.
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Wir wollen das letzte Korollar jetzt noch an einem Beispiel illustrieren. Dazu
sei f:R?® — R durch

f(x1, 22, x3) 1= T125 sin as

definiert. Ferner interessieren wir uns fiir den Punkt x := (1,2,0)7, wobei
wir zunéchst beachten, dass

£(1,2,0)=0.

Um nun die Entwicklung (11.5.8) zu berechnen, berechnen wir noch alle
Ableitungen der Ordnungen 1 und 2. Dies ergibt

Fiir die Ableitungen der ersten Ordnung ergibt dies

0

69{ (1,2,0) = ZL‘%SHIZB;J,‘ 120~ 0,

0 :

89{ (1,2,0) = 2zq29 smx3|(1’270): 0,
of

2
axg(l 2,0) = $1$QCOS$3|(120) 4,

und damit
(Vf(1,2,0),&) = 4&.

Fiir die Ableitungen der zweiten Ordnung haben wir ferner

O*f
92z, A (L,2,0) = 0|(1,2,0): 0,
O f
8:1:'2(93:1(1 2,0) = 2x251nx3‘ 120~ 0>
O*f
8x30x1(1 2,0) _ZL’QCOSI?,‘ 20— 4
O f
s ——(1,2,0) —Qxlsln:vg‘ 1.20) =0,
0 f
m(l, 2,0) = 2xq25 cos I'g‘(l’zo): 4.
0*f 2
82‘,1:3(1 2,0) = —x125 Sll’ll’g‘(17270): 0.
Dies ergibt
0 0 4
H(H1,2,0)= (0 0 4
4 4 0
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und damit
&1 4¢3
(&, H(f)(1,2,0)-&) = < & |, 4€3 > = 8(&1&s + &63) -
&3 481 + 48

Insgesamt ergibt dies

f((l, 2,0) + 5)) =4& + 4(616 + &) +r(€) .

11.6 Mehrdimensionale Extrema

11.6.1 Notwendige Bedingung

Fiir Funktionen R — R kénnen Maxima und Minima {iber die ersten und
zweiten Ableitungen detektiert werden. In diesem Kapitel wollen wir dies
auf Funktionen R™ — R ausdehnen. Wir beginnen mit der Definition von
(lokalen) Extrema.

Definition 11.6.1. Sei U C R" offen, f : U — R und x* € U. Dann hat f
in x* ein lokales Mazximum, falls es ein § > 0 gibt mit U(z*,0) C U und

flz) < f(a"), z e U(z",0).
Gilt sogar f(x) < f(x*) fir alle x € U(z*, )\ {0}, so sprechen wir von einem

strikten lokalem Mazximum.

Wie iiblich hat f ein (striktes) lokales Minimum in z*, falls — f ein (strik-
tes) lokales Maximum hat. Schlieflich hat f in z* ein (striktes) lokales
Extremum, falls f in 2* ein (striktes) lokales Maximum oder Minimum
hat.

Im eindimensionalen Fall verschwindet die Ableitung in einem Extremum.
Der folgende Satz zeigt, dass dies auch im mehrdimensionalen Fall gilt.

Satz 11.6.2. Sei U C R"™ offen, f : U — R partiell differenzierbar und
x* € U, so dass f in x* ein lokales Extremum hat. Dann gilt

grad f(z*) =0.

Beweis. Wir fixieren ein i € {1,...,n} und 0 > 0 geméB der Definition von
lokalen Extrema. Ferner definieren wir h : (—9,d) — R durch

ht) = f(z* +tei) te (=5,9).
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Dann hat A in 0 ein Extremum und ist nach Konstruktion auch differenzier-
bar. Mit dem eindimensionalen Fall, siehe Satz 6.2.2 folgt

of . .
Dies zeigt die Behauptung. O

0= 1'(0)

Da die Funktion = — grad f(z) im Allgemeinen nichtlinear ist, ist die Bedin-
gung
grad f(z*) =0

typischerweise ein nicht-lineares Gleichungssystem. Dieses hat oft keine expli-
zite Losung sondern muss numerisch gelost werden. Hierbei kann n sehr grof3
sein: Neuronale Netze auf einem Desktop-Computer haben leicht Millionen
von Parametern und bei ihrem Training entspricht diese Anzahl gerade n.
Ernsthafte neuronale Netze sind um einige Groflenordnungen gréfler, z.B. hat
ChatGPT (momentan) ca. 175 Milliarden Parameter!

Wie im eindimensionalen Fall ist grad f(z*) = 0 keine hinreichende Bedin-
gung fiir ein Extremum. Um ein Beispiel fiir n = 2 zu sehen, betrachten wir
die Funktion f :R? — R, die durch

flz,y) = 2> — 3 (11.6.1)
definiert ist. Es gilt dann

grad f(z,y) = (2z, —2y)
und damit folgt grad f(0,0) = 0. Die Funktion f hat aber kein Extremum in
0, da gilt

f(x,0) > f(0,0) > f(0,9)
fiir alle x,y # 0.

11.6.2 Hinreichende Bedingung

Im eindimensionalen Fall hat f : R — R ein Extremum in 2*, falls f'(z*) =0
und f”(z*) # 0 gilt, sieche Satz 6.2.8. Dies kann im mehrdimensionalen Fall
so nicht gelten, da fiir die in (11.6.1) definierte Funktion f gilt

erad f(0) = 0 und H(f)(0) = (g _02) £0

und wir gerade gesehen haben, dass f kein Extremum in 0 hat.

Der folgende Satz 16st dieses Problem, indem er die Hesse-Matrix genauer
betrachtet.
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Satz 11.6.3. Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig partiell differen-
zierbar und x* € U mit

grad f(z*) =0.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Hat f in x* ein lokales Minimum, so ist H(f)(x*) positiv semi-definit.

ii) Ist H(f)(z*) positiv definit, so hat f in x* ein striktes lokales Minimum.

Analoge Aussagen gelten fiir Maxima, indem wir die Funktion — f betrach-
ten. Da wir dann H(—f)(z*) = —H(f)(z*) haben, wird die positive (semi)-
Definitheit durch die negative (semi)-Definitheit ersetzt werden miissen.

Ist H(f)(z*) indefinit, so kann insbesondere f kein lokales Extremum in z*
haben.

Die Idee des Beweises beruht einerseits auf Korollar 11.5.7, das zeigt, dass
das Verhalten von f in einer kleinen Umgebung von x* durch die quadrati-
schen Funktion & — <£ CH(f) (2%) - §> dominiert wird und andererseits auf
den Eigenschaften von symmetrischen Matrizen, die wir in Kapitel 10.5 her-
ausgearbeitet hatten.

Beweis. Da grad f(z*) = 0 gilt, gibt es nach Korollar 11.5.7 ein § > 0 mit
1
flx) = f(z*) = §<x — " Az — x*)> +r(z—2a%), x e U(z",9),

wobei wir A := H(f)(2*) und z := x*+¢ gesetzt haben und r : U(z*,) — R
sowohl r(0) = 0 als auch

r(z—x*)

lim =0

£—0 ||z — z*||?
erfiillt. Damit gibt es zu jedem & > 0 ein . € (0,d) mit
Ir(z —2)] < el — 2|, xeU(z",d.).

Nach dem Satz von Schwarz, siehe Satz 11.1.4, ist A symmetrisch. Satz 10.5.3
zeigt dann, dass es eine orthogonale Matrix S € M(n,n) gibt mit

A1 0
A= =STAS,
0 An
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wobei Ai,..., A\, € R die n Eigenwerte von A sind. Da S~' = ST gilt, siche
(10.3.9), folgt A = SAST. Wir setzen nun y := x — 2* und 2 := STy. Dann
folgt

(x— 2", A(x — 2")) = (y, SASTy) = (STy, ASTy)
= (z,Az)

n
§ 2
=1

und da ST orthogonal ist, zeigt Satz 10.3.8:

1l = 15Tyl = llyll = llo — 2"l

i). Wir nehmen an, es gibt ein \; < 0. Sei v; ein Eigenvektor zu \;, wobei
wir ohne Einschréinkung ||v;|| = 1 annehmen kénnen. Fiir £ := —4 > 0 und
t € (—0.,0.) folgt dann

fla™ +ty;) — f(a¥) = %<tv,~, Altvy)) +r(tv;) = %tQ + r(tv;)

i
< _Zt2 t2
=5 +¢€
i
=7
6
Durch Betrachten von ¢ := ¢./2 haben wir dann x := z* + tv; € U(z*,6.) C

U(xz*,0) und f(z) — f(z*) <O.

ii). Da A positiv definit ist, gilt Ay,..., A, > 0, siche Satz 10.5.5 und die
Bemerkung danach. Ohne Einschrankung kénnen wir \,, = min \; annehmen.
Fiir € := 22 und z € U(2",4.) folgt dann

1

flx) = f(a*) = §<x — " Az — x*)> +r(z—a")

1 n
=5 Z Nzt +r(xr —z)
i=1

An o
27;42—1—7”(:1:—:6*)

> e —a2"|)* —ellr — 27|

lw — 2]

A
2

M
6

Im Fall © # z* gilt daher f(z) > f(z*). O
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11.6.3 Beispiele
Wir beginnen mit der Funktion f : R? — R, die durch
fla,y) = a® +y°
definiert ist. Es gilt dann
grad f(z,y) = (2, 2y),

und damit ist (z,y) = 0 der einzige Kandidat fiir ein Extremum. Wegen

1o = (5 )

sehen wir dann, dass f ein striktes Minimum in 0 hat, was natiirlich keine
Uberraschung ist.

Wir betrachten nun die Funktionen fi : R? — R, die durch
fi(z,y) = 2* £ ¢
definiert sind. Es gilt dann
grad fi(x,y) = (2x, £4y%),

und damit ist (z,y) = 0 wieder der einzige Kandidat fiir ein Extremum. Wir
haben ferner

a0 = (5 o).

was eine positiv semi-definite Matrix ist. Mit Satz 11.6.3 konnen wir daher
keine Aussage treffen, ob es ein Extremum in 0 gibt. Und tatséchlich hat f,
ein striktes Minimum in 0, wahrend f_ kein Extremum in 0 hat.

Als letztes Beispiel sei f : R? — R, die durch
flz,y) =y (x — 1) +2%(x+ 1)
definierte Funktion. Es gilt dann
grad f(x,y) = ((y2 + 3% + 2z, 2y (2 — 1)) )
Damit ist das nichtlineare Gleichungssystem

y? 4+ 322 + 25 =0
2y(r—1)=0
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zu 16sen. Aus der zweiten Gleichung koénnen wir nun z = 1 oder y = 0
herleiten. Im Fall = 1 ist dann die erste Gleichung y?+5 = 0, und diese hat
keine Losung. Im Fall y = 0 ist die erste Gleichung dagegen 322 +2x = 0 und
diese hat die beiden Losungen x; = 0 und xo = —2/3. Unsere Kandidaten
fiir Extrema sind somit (0,0) und (—2/3,0). Um eine Entscheidung mit Satz
11.6.3 zu treffen, berechnen wir nun die Hesse-Matrix

H(f)(w,y) = (65”'2; i 1>> -

Dies ergibt dann fiir unsere Kandidaten
2 0
o0 - (3 1)
-2 0

Damit gibt es kein Extremum in 0 und ein striktes lokales Maximum in
(—=2/3,0).
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Kapitel 12

Implizite Funktionen

Eine Funktion f : R — R ist in einer Umgebung von = € R invertierbar, falls
zum Beispiel f einmal stetig differenzierbar ist und f’(x) # 0 gilt. Kénnen
wir dies auf f: R® — R" verallgemeinern?

Sei F: RF x R™ — R™ eine “glatte” Funktion mit £(0,0) = 0. Wann gibt
es dann eine Funktion g mit F(z, g(z)) = 0 in einer Umgebung von 0 in R*?

Seien f,g : R® — R Funktionen. Wie konnen wir f auf der Niveau-Menge
{z : g(z) = 0} optimieren?

12.1 Der Satz iiber Implizite Funktionen

Wir betrachten die Abbildung f : R? — R, die durch

fla,y) =a®+y* =1’
definiert ist. Dann ist {(z,y) : f(z,y) = 0} der Kreis mit Radius r. Dieser
kann in Teilen durch

y:g(x):»TQ—:cQ, $€[—7“,7“]
beschrieben werden. Es gilt dann f(x, g(z)) = 0 und wir sagen, dass ¢ im-
plizit durch f gegeben ist. Wir wollen nun solche impliziten Funktionen
untersuchen.

12.1.1 Eigenschaften impliziter Funktionen

Wir fangen mit dem folgenden Satz an, der eine wichtige Eigenschaft impli-
ziter Funktionen beschreibt.

383
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Satz 12.1.1. Seien a € R¥, b € R™ und
Uy :=U(a,r) und Uy :=U(b,rs)
mit r1,r9 > 0. Ferner sei

F:U xU, = R™
(z,y) = F(x,y)

in (a,b) Fréchet-differenzierbar, so dass F(a,b) =0 gilt und

F
a—y(a,b) € M(m,m)

invertierbar ist. Gibt es dann eine stetige Funktion g : Uy — Us mit g(a) = b
und
F(z,g(x)) =0, x e Uy,

dann ist g in a Fréchet-differenzierbar und es gilt
—1
oF oF
"(a) = —| =—(a,b —(a,b). 12.1.1
g(a) <8y<a, >) ~—(a.0) (12.1.1)

Die Gleichung (12.1.1) zeigt, dass die Ableitung der implizit definierten Funk-
tion g berechenbar ist, ohne die Funktion g explizit zu kennen.

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir (a,b) = (0,0) annehmen. Wir de-
finieren

oF
A= %(0,0) € M(m, k),
B:= aF(O,O) € M(m,m).

dy
Da F'in (0,0) Fréchet-differenzierbar ist, gilt mit Block-Matrix-Schreibweise
x
Flog) = F0.0)+ (4, B)- (1) + ol
= Az + By + ¢(z,y),
wobei die Funktion ¢ : U; x Uy — R™ die Eigenschaften ¢(0,0) = 0 und

o(r,y)

= 12.1.2
e )l (12.1.2)
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erfiillt. Fiir y := g(x) folgt dann

0= F(z,9(z)) = Az + Bg(z) + ¢(z, g(z)) .

Da B invertierbar ist, konnen wir dies zu

g(x) = =B~ Az — B~ p(z, g(x))
=g(0) — B 'Ax — B p(z, g()) (12.1.3)
umschreiben, wobei wir im letzten Schritt die angenommene Identitit g(0) =

0 benutzt haben. Nach der Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit reicht
es daher

B~'o(x, g())

lim =0 (12.1.4)
a0 ]l
zu zeigen. Dazu definieren wir
C, = ||B'A| und Cy:=||B7!,

wobei wir fiir die Matrix-Normen und ihre Eigenschaften an Abschnitt 11.4.1
erinnern. Wegen (12.1.2) gibt es nun §; € (0, 7;) mit

1 1
letz )l < 55 -l vl < 55 (G, 0)lI + 110, »)II)

210 (=l + Iyl (12.1.5)

fir alle z € U(0,0;) und y € U(0,d3). Da g stetig ist, gibt es ferner ein
) € (0751) mit
[z] <6 = lg(@)] <é.

Fir x € U(0,0) haben wir also g(z) € U(0, d2) und damit ergibt (12.1.5):

1
Iz, g@Dll < 57 (=l + llg@)ll) -
Fiir x € U(0,0) impliziert (12.1.3) daher

lg(@)ll = || = B~" Azl + [| B~ ¢ (=, g )]
< Cillzl| + Calle(e, 9( I

< (G4 3)llzll + 5ol
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und lésen wir dies nach ||g(x)|| auf, so erhalten wir
lg(@)Il < (2C1 + 1) |||
fiir alle z € U(0,6). Mit der Dreiecksungleichung schlieflen wir dann auf
(@, g(@)|| < [lzll + [lg(2)]| < 2(Cy + D]

Fir x € U(0,0) ergibt dies nun

Bfl
1B (o g)l _ g, oG9 _ g 1y, lotzgte)]
] ] (2, g(2))]]
und da wegen der Stetigkeit von g aus x — 0 auch g(x) — 0 folgt, erhalten
wir schliefflich (12.1.4). O

12.1.2 Existenz impliziter Funktionen

Der folgende Satz zeigt nun, die Existenz impliziter Funktionen auf potentiell
kleineren Kugeln. Ferner zeigt dieser Satz, die Eindeutigkeit solcher Funktio-
nen und verbindet man ihn mit Satz 12.1.1, so erhalten wir auch Eigenschaf-
ten dieser implizit definierten Funktion.

Satz 12.1.2. Seien a € R¥, b € R™ und
Uy :=Ula,r) und Uy :=U(b,13)
mit r1,1r9 > 0. Ferner sei

F:U xUy—>R™
(z,y) = F(z,y)
stetig Fréchet-differenzierbar, es gelte F'(a,b) = 0 und

OF
a—y(a, b) € M(m,m)

sei invertierbar. Dann gibt es py € (0,71) und ps € (0,72), so dass es fiir
Vi:=Ul(a,p1) und Vy :=U(b, p2)
genau eine Funktion g : Vi — Vo gibt mat
F(z,g(z)) =0, eV

und diese ist dann auch stetig.
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Beweis. Wir nehmen wieder ohne Einschréankung (a,b) = (0,0) an und defi-
nieren

OF
B = 8—y(0,0) e M(m,m).

Ferner betrachten wir die Funktion

GIUl X U2 — R™
(.’L‘,y) Hy_BilF<x7y)

Dann ist G stetig Fréchet-differenzierbar und wegen

oG L OF
gilt
oG

a—y(0,0) =0

und G(0,0) =0 — B~1F(0,0) = 0. Ferner ist y — %(az‘,y) stetig und damit
gibt es 7; € (0,7;) mit

H%(m,y)” < % (z,y) € B(0,7) x B(0,75). (12.1.6)

Wir setzen py := 75. Da G(0,0) = 0 und G stetig ist, gibt es dann ein
pP1 € (O,fl) mit

e:= sup [|G(z,0)| < % (12.1.7)

z€B(0,p1)

Nach diesen Vorbereitungen bemerken wir nun zunéchst, dass F(x,y) = 0
genau dann gilt wenn B~'F(z,y) = 0 gilt und dies ist wiederum dquivalent
zu G(z,y) = y. Damit haben wir

F(z,y)=0 = G(z,y) =y (12.1.8)

fir alle (z,y) € (U x Us).

Seien nun x € V; und y;,y2 € Vo mit F(z,y;) = 0 = F(x,yz). Dann zeigt
(12.1.8)

U1 — Y2 = G(xayl) - G(fﬂ,yz)
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und mit dem abgeschwéchten Mittelwertsatz, siehe Satz 11.5.3, auf y —
G(z,y) angewendet erhalten wir

Hy2 - 3/1|| = HG(%%) - G(x,yz)H

e

< [ ]S an+ e =) -l =
0 83/

< Y =l

=5 Y2 — Y1|| -

wobei wir im letzten Schritt (12.1.6) benutzt haben. Dies zeigt y; = y, und
damit die Eindeutigkeit von g.

Um die Existenz zu zeigen, definieren wir eine Folge (g;);en von Funktionen
gi - B(0, p1) = R™ induktiv durch gy := 0 und

gir1 =Gz, g:i(2)), z € B(0, p1).

Da gy und G stetig sind, sehen wir mit Induktion schnell, dass alle g; stetig
sind. Mit Hilfe von Induktion wollen wir nun auch

sup |[gipa(z) — gi(2)]| < 27%¢ (12.1.9)
z€B(0,p1)
und
gi(z) € U(0,2¢), z € B(0,p1) (12.1.10)

zeigen. Fiir den Induktionsanfang beachten wir dazu, dass wir wegen go = 0
auch g;(z) = G(z,0) haben und dies zeigt

sup  lgi(z) — go(@)[| = sup ||G(z,0)[| = < p2
z€B(0,p1) z€B(0,p1)

mit (12.1.7). Ferner ist go(z) = 0 € U(0, 2¢) fiir z € B(0, p1) offensichtlich.

Fiir den Induktionsschritt fixieren wir nun ein j > 0 und nehmen an, dass
(12.1.9) und (12.1.10) fur alle ¢ = 0,...,j wahr sind. Fiir ¢ € [0,1] und
x € B(0, p1) haben wir dann

19j-1(x) +t(g;(x) — gi1 ()| = |1 = t)gj-1(x) + tg;(2)]
< (1 =B)llgj-1(@)] + tllg; ()]l
<2(1—t)e+2te
= 2¢e,
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wobei wir zweimal (12.1.10) benutzt haben. Mit Satz 11.5.3 folgt dann

||9j+1(l") - gj(l’)H
= [|G(z, g;(z)) — G(z, gj-1(2))||

< [ 5 0m10) + 030 = gyest@)) | - (o) = gr-a (o))
< 2 llgs(@) — gy ()]

< 271270
=277¢,
wobei wir in der zweiten Ungleichung die Abschétzung (12.1.6) benutzt ha-
ben. Damit haben wir (12.1.9) gezeigt. Fiir den Beweis von (12.1.10) wen-
den wir die schon bewiesene Ungleichung (12.1.9) und ein Teleskopsummen-
Argument an:
1

||gJ

6:@))|

—1
ZmH—%m
=0

j—l
< 27
i=0
< 2e.
Mit (12.1.9) sehen wir nun, dass jede Komponentenfunktionenfolge von (g;);en
eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm ist. Damit konvergiert je-
de Komponentenfunktionenfolge gegen eine stetige Funktion, vgl. Satz 8.2.1.
Insgesamt erhalten wir damit eine stetige Funktion g : B(0, p1) — R™ mit

zliglo gi(z) = g(x), x € B(0, p1).
Aus (12.1.10) folgt dann
g9(z) € B(0,2e) C U(0, p2) = V2

fiir alle x € B(0, p1), da wir 2 < p, haben, siehe (12.1.7). Ferner gilt mit
der Stetigkeit von G:

9(x) = lim gops(2) = lim G(z, gu(x)) = Gz, g())

fir alle z € B(0,p;). Mit (12.1.8) folgt dann F(z,g(z)) = 0 fiir alle z €
B(0, p1) und damit ist gy, : Vi — V5 unsere gesuchte Funktion. O
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12.1.3 Bemerkungen und Beispiel

Um die bisherigen Ergebnisse zu illustrieren, betrachten wir die Funktion
F:R xR — R, die durch

F(z,y) =2 +y* -1

definiert ist. Dann gilt F'(0,1) = 0 und wegen g—g(ac,y) = 2y haben wir
auch ‘Z—Z(O, 1) = 2 € M(1,1), was offensichtlich eine invertierbare 1 x 1-
Matrix ist. Nach Satz 12.1.2 gibt es dann €, > 0 und eine stetige Funktion
g:(—g,e) = (1 —0,146) mit

F(z,9(z)) =0, x € (—¢,¢). (12.1.11)
Einfaches Nachrechnen zeigt ferner
g(x) = v1—a?

und es ist leicht zu iiberpriifen, dass das grofftmogliche € gerade ¢ = 1 ist,
wenn wir 0 := 1 setzen.

Ferner haben wir auch F(1,0) = 0. In diesem Fall ist aber %—5(1,0) =0
und da dies keine invertierbare 1 x 1-Matrix ist, konnen wir Satz 12.1.2
nicht anwenden, um eine Funktion g mit (12.1.11) zu erhalten. Das dies kein
Artefakt ist, zeigt Abbildung 12.1. Vertauschen wir jedoch die Rollen von =
und y, so kénnen wir mit Satz 12.1.2 eine Funktion i : (=§,d) — (1—¢,1+¢)
mit

finden, da wir 2£(1,0) = 2 # 0 haben. Offensichtlich ist h(y) = /1 — ¢2.

Betrachten wir die Situation in Satz 12.1.2, so folgt aus der Invertierbarkeit
von

OF

(?_y(a’b) e M(m,m)
schon die Invertierbarkeit von g—g(m, y) fir hinreichend kleine Umgebungen,
d.h. x € U(a,p1) und y € U(b, p2). In der Tat ist det : M(m, m) — R stetig
und damit ist auch

(x,y) — det (aa—};(x, y))

stetig. Aus

det <88—§(a, b)) #0
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Abbildung 12.1: Links: Die rote Menge {(z,y) : F(z,y) = 0} fiir die Funk-
tion F(x,y) = z? + y*> — 1. Im Punkt (0,1) ist ?9—5(0,1) = 2 und wir
konnen z.B. auf dem blauen Intervall eine eindeutige Funktion g finden mit
F(z,g(z)) = 0. Mitte: Die gleiche Situation, diesmal aber im Punkt (1,0).
Hier gilt %—5(0, 1) = 2 und egal, wie wir das blauen Intervall wihlen, kénnen
wir kein eindeutiges g mit F'(z, g(z)) = 0 finden, da wir sowohl oberhalb als
auch unterhalb der x-Achse ein y mit F'(z,y) = 0 haben. Rechts: Vertau-
schen der Rollen von x und y macht es moglich, ein lila Intervall auf der

y-Achse zu finden, so dass wir eine Funktion A mit F'(h(y),y) = 0 haben.

folgt dann die oben behauptete Invertierbarkeit in einer kleinen Umgebung.

Da Vi und V5 in Satz 12.1.2 nicht weiter spezifiziert sind, konnen wir also ohne

Einschrankung zusétzlich annehmen, dass %—5(1‘,3/) fir alle (z,y) € V1 x V4

invertierbar ist. Mit Satz 12.1.1 erhalten wir dann die Differenzierbarkeit von
g: Vi — V5 mit

()= - (2—5<x,y>> Taw,  @yevixn

Anders als im obigen Beispiel ist die Funktion g im Allgemeinen nicht explizit
berechenbar. Der Beweis von 12.1.2 liefert jedoch ein iteratives Verfahren zur
Approximation von g. Dazu betrachten wir die Funktion

G : U1 X U2 — R™
r -1
) (G (an)) Flo).
Setzen wir nun g := 0 und

gir1(2) := G(z, gi(x))

so zeigte der Beweis von Satz 12.1.2, dass g; — ¢ gleichméfig auf einer
hinreichend kleinen Kugel um a. Setzen wir y; := g;(z), so lédsst sich die



392 KAPITEL 12. IMPLIZITE FUNKTIONEN

obige, induktive Definition auch als

oF -t
Yir1 = yi—(a—y(a, b)) F(x,y)

schreiben. Dies ist das sogenannte Newton-Verfahren, das nach dem eben
gesagten fiir z € V; die Losung y € V5 von F'(z,y) = 0 durch die Folge (v;):en
approximiert, d.h. y; — .

12.1.4 Hohenlinien

Im folgenden sie U C R? offen und f : U — R stetig differenzierbar. Fiir
A € R betrachten wir dann die Niveau-Menge

Ny = {(Ivy> GU:f(J?,y)I)\},

die anschaulich gesprochen der Hohenlinie zur Hohe A auf einer Landkarte
entspricht. Wir nehmen nun an, wir haben einen Punkt (z*,y*) € N, mit

grad f(z*,y*) # (0,0),

d.h. f hat kein Extremum in (z*, y*). Wir nehmen nun an, dass g—?’;(:c*, y)#0
gilt, der andere Fall l&sst sich durch Vertauschen von z und y analog behan-
deln. Fiir die durch F(z,y) := f(z,y) — A gegebene Funktion F' : U — R
folgt dann

oF
Iy
Nach Satz 12.1.2 und unseren vorherigen Bemerkungen existieren dann ¢, >

0 und eine stetig differenzierbare Funktion g : (x*—4§,2*+0) — (y*—¢,y* +¢)
mit

(x*,y") #0 und F(z*,y*)=0.

F(z,g9(x)) =0, x € (x*=d,2"+9).
Mit anderen Worten haben wir
NN ((ZE* - 57‘73* +5) X (y* - 57?/* +5)) = {(I’,g([ﬁ)) HEUES (‘T* - 57.1‘* +5)} )
d.h. die Hohenlinie N, zur Hohe A ldsst sich [okal durch die Funktion g¢
beschreiben und insbesondere handelt es sich tatsachlich um eine “Linie”.

Parametrisieren wir diese Linie nun durch ¢ : (—=6,d) — R? d.h. ¢(t) =
(t,g(x* +t))T fiir t € (—6,5), so haben wir f(p(t)) = A fiir alle t € (—4,6)
und die mehrdimensionale Kettenregel ergibt dann

0= (grad f)(p(t)) - ¢'(t) .
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Der Vektor ¢/(t) € R? steht daher nach Satz 11.2.9 senkrecht zu der Richtung
des steilsten Anstieg von f im Punkt (¢, o(t)). Ferner beschreibt nach der
Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit die Abbildung

h o(t)+¢'(t) - h, heR

die Tangente an ¢(t), wobei wir ¢'(t) € M(2,1) benutzen. Insgesamt sind
also die Richtung des steilsten Anstiegs und die Richtung der Tangente senk-
recht zueinander.

12.1.5 Lokale Invertierbarkeit

Haben wir eine Funktion f : R™ — R", so ist diese in der Regel nicht inver-
tierbar. Der folgende Satz, der Satz 6.1.8 verallgemeinert, zeigt aber die lokale
Invertierbarkeit fiir Punkte, in denen die Ableitung von f eine invertierbare
Matrix ist.

Satz 12.1.3. Set U C R" offen, f : U — R" stetig differenzierbar und
a € U, so dass Jf(a) invertierbar ist. Dann gibt es offene Mengen Vi C U
und Vo CR™ mit a € Vi und b:= f(a) € V3, so dass

f\v15V1—>V2

bijektiv ist. Ferner ist die resultierende Umkehrabbildung (fiy,)™" stetig dif-
ferenzierbar und es gilt

J(fn) 7 0) = (@)
Bewers. Wir betrachten die Funktion F': U x R" — R", die durch
F(a,y) == f(z) —y
definiert ist. Dann gilt F'(a,b) = 0 und

OF

%(*%y) = Jf(x)

Da die Matrix J f(a) invertierbar ist, gibt es nach Satz 12.1.2 Radien py, py >
0 und genau eine Funktion

g:U(b,p2) — Ula,pr)
mit 0 = F(g(y),y) = f(g(y)) — y fiir alle y € U(b, p2), d.h.
o) =y, y € U(b, pa) .
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Wir setzen Vy := U(b, po) und V; := Ul(a, p1) N f71(V3), wobei f~1(V5) das
Urbild von V5 unter f bezeichnet. Mit der Stetigkeit von f kann man sich
leicht {iberlegen, dass f~'(V4) offen ist, und damit ist auch V; offen. Ferner
ist a € fFYU(f(a),p2)) = f~1(V3), und damit haben wir a € V.

Um die Surjektivitidt zu zeigen, wéihlen wir ein y € V. Fir © := g(y) €
U(a,py) folgt dann f(x) = f(g(y)) = y. Wegen y € V5 zeigt dies auch
r € f71(V,) und damit haben wir insgesamt = € V.

Fiir die Injektivitat wahlen wir zwei z, 2’ € V4 mit f(z) = f(2'). Fur y :=
f(x) haben wir dann

Flz,y) = f(z) —y = fa') —y = F(z',y)

und damit ergibt die Eindeutigkeit der Funktion g die Identitit x = g(y) =

x.

Ferner hatten wir in Abschnitt 12.1.3 erldutert, dass wir durch geeignete
Verkleinerung der offenen Mengen Vi und V; die stetige Differenzierbarkeit
von ¢ garantieren konnen. Damit ist f~! = ¢ stetig differenzierbar und die
Formel fiir J(fjy,) "' (b) folgt aus der mehrdimensionalen Kettenregel, sowie
fog=idy, und go f =idy,. [

12.2 Extremwerte unter Nebenbedingungen

12.2.1 Lagrange Multiplikatoren

Im folgenden wollen wir reellwertige Funktionen F'(z,y) tiber die (z,y) opti-
mieren, die der Nebenbedingung g(z,y) = 0 geniigen.

Ist beispielsweise g(x,y) = y — ¢(z), so haben wir fiir g(z,y) = 0 also y =
() und damit wollen wir dann die Funktion

z = F(z, o(z))
optimieren. Dieses Beispiel ldsst sich verallgemeinern. Haben wir zum Bei-
spiel eine implizit gegebene Funktion ¢ mit g(z, p(z)) = 0 und folgt aus
g(x,y) = 0 schon y = p(z), so haben wir wieder

z = F(z,o(z))

zu optimieren. Der folgende Satz greift diese Idee in seinem Beweis auf.
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Satz 12.2.1. Sei U C R" offen, a € U und g : U — R stetig differenzierbar
mit grad g(a) # 0. Ferner sei

N:={zxeU:g(x)=0}
und f: U — R sei stetig differenzierbar und es gibt ein & > 0 mit
fla) > f(z), re NNU(a,9). (12.2.1)
Dann existiert ein A € R mit

grad f(a) = Agrad g(a) . (12.2.2)

Die Bedingung (12.2.1) besagt, dass die Funktion fijy : N — R ein lokales
Maximum in a hat. Das resultierende A heifit Lagrange-Multiplikator. Die
Bedingung (12.2.2) ist eine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein
eines lokalen Maximums in N. Ein analoges Resultat fiir lokale Minima in N
kann durch Betrachtung von — f erzielt werden.

Beweis. Da wir grad g(a) # 0 vorausgesetzt haben, kénnen wir ohne Ein-
schrankung

dg

annehmen. Wir setzen @' := (aq,...,a,-1), d.h. wir haben (d/, a,,) = a. Nach
Satz 12.1.2 und den Erlduterungen in Abschnitt 12.1.3 gibt es dann offene
Mengen V; € R* ! und V, C R mit o’ € V5 und a, € Vo mit V; x V4, C U,
sowie eine eindeutige, stetig differenzierbare Funktion ¢ : V; — V5 mit

M (Vi x Vo) = {& € Vi X Va : @iy = plan, ., )}

Fiir 2/ € V] setzen wir nun

v = <soz;’)) ’

d.h. wir haben eine Funktion v : V; — R"™. Offensichtlich is 1 stetig differen-
zierbar mit

() = (5@3) € M(n,n—1), ¥ € V.

Ferner sichert uns unsere Konstruktion
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fir alle 2’ € Vi. Wegen ¢(a’) = a,, haben wir und auflerdem auch

Nach der mehrdimensionalen Kettenregel erhalten wir somit
E,_ e
0= (50 0)() =/ W) () = mmadgla) - 7 ) € R,

und durch komponentenweise Betrachtung ergibt dies

dg dg dp
c‘)x,( )+axn(a) 8:70,( a’)

fiir alle 2 = 1,...,n — 1. Wir betrachten nun die Funktion h : V; — R, die
durch

0=

(12.2.3)

h(z') := f(2',p(2)) = forp(a')
definiert ist. Da f ein lokales Maximum in N N B(a, ) besitzt, hat h dann
ein lokales Maximum in ¢ und mit Satz 11.6.2 bekommen wir daher

h'(a')=0.
Wegen h = f o erhalten wir dann analog zu (12.2.3) die Gleichung

af af . Ay
ax,( )+axn(a) ax,( a).

of ag , \\"
-0 (W)
Aus (12.2.4) und (12.2.3) folgt dann fiir i =1,...,n — 1:
of of . ¢, . Of dg 99 .\
L=l gt =5 ( 20 (52 ) )
dg
=g, (@)

0= (12.2.4)

Wir setzen nun

Ferner sichert die Definition von A auch

of of dg -9y dg
)= gL ) (a—%m)) ) = A ()

und damit haben wir insgesamt (12.2.2) gezeigt. ]
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12.2.2 Beispiele

Als erstes Beispiel wollen wir die Funktion f : R? — R, die durch f(z,y) :=
xy definiert ist, betrachten. Wir wollen dann die Extrema von f auf der
Einheitskugel B := B(0,1) bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst das
Innere von B, d.h. die offene Kugel U(0, 1). Wegen

grad f(z,y) = (y,z)

ist dann (2*,y*) := (0,0) nach Satz 11.6.2 der einzige Kandidat fiir ein
Extremum. Es gilt aber

H = H(f)(0,0) = ((1) (1)>

und wegen det(H — AFy) = A\? — 1 hat diese Matrix die Eigenwerte \; = 1
und As = —1. Nach Satz 11.6.3 kann es daher kein lokales Extremum in (0, 0)
geben und damit gibt es kein lokales Extremum in der offenen Kugel U(0, 1).

Es bleibt die Betrachtung des Randes iibrig. Dazu setzen wir g(z,y) := x? +
y? — 1 und bemerken, dass

N :={(z,y) e R?: g(x,y) = 0}

gerade der Rand von B(0,1) ist. Nach Konstruktion gilt nun

grad g(z,y) = (2z,2y)

und falls es ein lokales Extremum (z*,y*) von f auf N gibt, muss es nach
Satz 12.2.1 ein A € R geben mit

grad f(z",y") = Agradg(z",y") .
Aus den Formeln fiir die Gradienten erhalten wir dann die Gleichungen

Yt =2A\z"
=2 y".

Einsetzen fithrt zu y* = 4A?y* und damit 0 = y*(1 — 4A?). Ist nun y* = 0,
so haben wir auch z* = 2\y* = 0 und dies widerspricht g(z*,y*) = 0.
Damit fithrt die Existenz eines lokalen Extremums zu 4\? = 1, d.h. zu \ =
+1/2. Im Fall A = 1/2 ergeben unsere Gleichungen dann z* = y* und wegen
g(x*,y*) = 0 fithrt dies zu 2* = y* = 1/v/2 baw. * = y* = —1/y/2. Es gilt
dann f(z*,y*) = 1/2 und weitere elementare Betrachtungen zeigen, dass dies
globale Maxima von f auf U(0, 1) sind.
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Analog sehen wir im Fall A\ = —1/2, dass 2* = —y* = 1/y/2 bzw. 2* = —y* =
—1/4/2 globale Minima von f auf der Einheitskugel sind.

Um ein weiteres Beispiel zu betrachten, fixieren wir eine symmetrische Matrix

A € M(n,n) und betrachten die Funktion f : R"™ — R, die durch

f(@) = (z, Az)
definiert ist. Wir wollen nun die Extrema von f auf der Einheitsspahre S :=
{r € R" : ||z|| = 1} bestimmen. Dazu betrachten wie wieder die Funktion

g : R" — R, die durch
g(z) = [|l=f* — 1

definiert ist. Offensichtlich ist dann {z € R" : g(z) = 0} = S. Ferner gilt
grad g(x) = 2x

und damit ist grad g(z) # 0 fir alle x € S. Ferner hatten wir in (11.1.2)
schon

grad f(z) = (A+ A"z, xr € R"™
gesehen. Da A symmetrisch ist, folgt grad f(z) = 2Az fir alle x € R™.

Nun ist f stetig und man kann durch n-maliges Anwenden vom Satz von
Bolzano-Weierstraf, siehe Satz 5.2.5, zeigen, dass S folgenkompakt ist. Nach
Satz 5.2.8 und der dort angedeuteten Verallgemeinerung auf folgenkompakte
Réume gibt es dann ein 2* € 5, so dass f ein Maximum in z* hat. Satz
12.2.1 zeigt dann die Existenz eines A € R mit

grad f(z*) = Agrad g(z") .
Die obigen Formeln fiir die Gradienten fithren dann zu
Az® = o™,
und wegen x* # 0 muss \ einer der Eigenwerte von A sein. Ferner ist z* ein
Eigenvektor zu .

Sind nun Ay, ..., \, die Eigenwerte von A und zq,...,2, € S zugehorige,
normalisierte Eigenvektoren. Dann gilt

fxi) = (25, Azg) = Ni(wi, v5) = N; .

Damit folgt

max(r, Ar) = max \;,
€S i=1,....,n

d.h. das Maximum von f ist gleich dem grofiten Eigenwert von A. Analog
kann man zeigen, dass das Minimum von f dem kleinsten Eigenwert von A
gleicht.



Kapitel 13

Kurven

13.1 Bogenlinge

13.1.1 Kurven

Definition 13.1.1. Seien a,b € R mit a < b und v : [a,b] — R"™ stetig.
Dann heifit v Kurve und vy(a) und v(b) heiffen Anfangs- und Endpunkt
der Kurve. Ferner heifit die Kurve ~y:

i) geschlossen, falls v(a) = v(b) gilt.

ii) stetig differenzierbar, falls 4 differenzierbar ist und es eine ste-
tige Funktion g : [a,b] — R™ gibt mit +'(t) = g(t) fiir alle t € (a,b).

Im Fall n = 3 kann eine Kurve als der Weg eines Teilchens durch den Raum
von der Zeit t = a bis zur Zeit t = b interpretiert werden. Die Stetigkeit
sichert dann, dass das Teilchen nicht “springt”.

Ist v : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve, so ist die stetige Funk-
tion g : [a,b] — R", die 7/(t) = g(t) fiir alle t € (a,b) erfiillt, eindeutig. Wir
setzen daher manchmal /() := ¢(¢t) fiir ¢ € {a, b}.

Wir betrachten zunachst die Kurve

7 1 [0,27] — R? (13.1.1)
t +— (cost,sint).

Thr Bild ist der Einheitskreis und in der Zeit von ¢ = 0 bis ¢t = 27 “umrundet”
die Kurve den Kreis genau einmal.

399
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Betrachten wir nun die Kurve

Yo - [07 27T] — R2
t — (cos(2t),sin(2t)),

so ist diese wieder geschlossenen und ihr Bild ist wieder der Einheitskreis.
Die Kurve v, umrundet jedoch in der Zeit von ¢ = 0 bis ¢t = 27 den Kreis
zweimal.

Betrachten wir schliefSlich die Kurve

v3 1 [0, 27] — R?
t — (cos(3t/2),sin(3t/2)),

so ist micht geschlossen. Trotzdem ist ihr Bild wieder der Einheitskreis.

Fiir » > 0 heifit die Kurve

Y4 : [a,b] — R? (13.1.2)
t—r(t—sint,1 — cost)

Zykloide. Sie beschreibt den Weg eines festen Punktes auf einem Kreis mit
Radius r, wenn dieser auf der z-Achse abgerollt wird. Im Fall [a, b] = [0, 27]
befindet sich hierbei der Mittelpunkt des Kreises zur Zeit ¢ im Punkt (rt,r)
und der Anfangspunkt ist v4(0) = (0,0). Eine Zykloide ist nicht geschlossen.

Fiir r > 0 und h # 0 heifit die Kurve

s [a,b] — R3
t +— (rcost,rsint, ht)

Schraubenlinie. Bei ihr “bewegt sich das Teilchen” auf einem Kreis mit
Radius r, der parallel zu der xy-Ebene liegt, und gleichzeitig entlang der
z-Achse. Ist h > 0, so ist die Schraubenlinie rechtsgéngig, ansonsten links-
gingig. Die Schraubenlinie ist nicht geschlossen.

Fiir a,b > 0 heifit die Kurve

¥ : [0, 5] — R?
t — (atcost,atsint)
Archimedische Spirale. Bei ihr “dreht sich das Teilchen” gleichméflig um

den Nullpunkt und mit proportionaler Geschwindigkeit bewegt es sich gleich-
zeitig vom Nullpunkt weg. Dementsprechend ist die Kurve nicht geschlossen.
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Sind v : [a,b] — R"™ und 7, : [b, ¢] = R"™ zwei Kurven mit mit 7, (b) = 72(b),
so konnen wir diese beiden Kurven im folgenden Sinne addieren

M @y la, ] — R"

PN 1(t), fallste€ [a,b],
12(t), fallst € [b,].

Wegen 71 (b) = 72(b) bleibt dann die Stetigkeit erhalten, d.h. v, ®~s ist wieder
eine Kurve. Anschaulich gesprochen werden die beiden Kurven ~; und v, bei
der Addition “zusammengeklebt”. Hierbei ist die Bedingung v;1(b) = 72(b)
wichtig, und insbesondere folgt aus der Existenz von ~; @& nicht die Existenz

von vz @ 1.

13.1.2 Bogenléinge

Wegen der physikalischen Interpretation einer Kurve, ist es naheliegend nach
der Lange von ihr zu fragen.

Leider gibt es Kurven, die keine (endliche) Lange haben. Anekdotisch schreibt
man der Kiistenlinie Englands diese Eigenschaft zu, da die Kiistenlinie mit
zunehmend feiner werdenden Mafstab immer lénger erscheint. Mathematisch
gesehen ist die Koch’sche Schneeflocke eine Kurve mit nicht endlicher
Lénge. Das gleiche gilt fiir fast alle Pfade der Brown’schen Bewegung.

Definition 13.1.2. Sei vy : [a,b] — R" eine Kurve, || - || eine Norm auf R"
und

Z . a=ty <t <ta < -+ <tny_1 <ty=0b

eine Zerlegung von |a,b]. Dann heifst

N
Lz() =Y Iy(t:) — y(tiz)|
i=1
die Linge der durch Z gegebenen Geradenapproximation von -.

Eine [llustration von Geradenapproximationen und der zugehdrigen Léngen
findet sich Abbildung 13.1.

Sind Z; und 2, Zerlegungen von [a, b] mit Z; C 25 so zeigt die Dreiecksun-
gleichung

Lz (7) < Lz (7). (13.1.3)
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Abbildung 13.1: Links: Eine Kurve v (in blau) und eine Geradenapproxima-
tionen mit einer Zerlegung 2, der Grole N = 2. Die Lénge der roten Strecken
wird in Lz, () summiert. Mitte: Die gleiche Kurve und eine Zerlegung 2,
der Grofle N = 4 mit Z; C Z,. Aufgrund der Dreiecksungleichung haben
wir Lz, (7) < Lz, (7), siehe auch (13.1.3). Rechts: Eine weitere Zerlegung
Z3 der Grole N = 8 mit Zy C Z3. Die zugehorige Geradenapproximation
beschreibt die Kurve schon recht gut und es ist zu sehen, dass die einzelnen
Streckenabschnitte sich immer mehr den Tangenten annéhern.

Ferner sei daran erinnert, dass wir fiir zwei beliebige Zerlegungen Z; und 2,
von [a,b] immer Z; C Z; U 25 und 6(2Z;) > 6(2, U Z,) fiir ¢ = 1,2 haben,
siehe Abschnitt 7.1.1. Grob gesprochen kénnen wir daher, &hnlich wie bei den
Darboux’schen Untersummen, die approximierte Linge durch Verfeinerung
der Zerlegung vergréfern.

Aufgrund dieser Beobachtung ist die folgende Definition naheliegend.

Definition 13.1.3. Sei || - || eine Norm auf R™ und v : [a,b] — R" eine
Kurve. Dann heifit v rektifizerbar, falls

L(y) :=sup{Lz(v) : Z Zerlegung von [a,b] } < co.
In diesem Fall heifit L(vy) die Ldnge von .

Man kann zeigen, dass die Re_ktiﬁzierbarkeit unabhéngig von der gewéhlten
Norm ist. Dies beruht auf der Aquivalenz von Normen auf dem R", die besagt,

dass es zu je zwei beliebigen Normen || - ||; und || - ||z auf dem R™ Konstanten
c1,co > 0 gibt mit

crllzfly < flzflz < coflflr, r € R
Die Lange héngt jedoch von der Norm ab.

Sind x1, x5 € R™ mit 27 # x9 und 7 : [a,b] — R™ eine rektifizierbare Kurve
mit Anfangspunkt x; und Endpunkt x5, so gilt

|22 — 1] < L(y).
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Dies folgt aus (13.1.3), wenn wir die triviale Partition 2, : a = to,b = #;
betrachten, da in diesem Fall Lz, (v) = ||z — 21| gilt. Da ||zs — z1|| auch
die Lénge der Strecke von x1 nach z, ist, sehen wir also, dass diese Strecke
immer der kiirzeste Weg von x; nach x5 darstellt, wobei diese Beobachtung
unabhdngig von der Norm ist.

Sind 71 : [a,b] = R™ und v, : [b, ¢] = R™ zwei rektifizierbare Kurven mit mit
71(b) = 72(b), so ist auch v, & 7, rektifizierbar und es gilt

L(m ®12) = L(n) + L(72) - (13.1.4)

Der Beweis ist vergleichbar zu dem von Satz 7.1.7 und wird daher weggelas-
sen.

Das folgende Lemma, das eine Art Mittelwertsatz-Abschétzung liefert, ist
wichtig fiir die Berechnung von Léngen.

Lemma 13.1.4. Sei v : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbar Kurve. Dann
gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0, so dass fir alle t1,ty € [a,b] mit 0 <
[t —to] <8 gilt

<eg

HV(%) — () +(t:) 7 i=12.

to — 11

Beweis. Wir betrachten zunédchst den Fall n = 1. Sei dazu ¢ > 0. Da 7/ :
[a,b] — R stetig ist, ist es nach Satz 5.2.10 sogar gleichméfig stetig. Damit
existiert ein 0 > 0, so dass fiir alle s,t € [a, b] mit |s —¢] < gilt

17/ (t) = (s)]| < e (13.1.5)

Wir fixieren nun ¢yt € [a,b] mit 0 < |t; — t5] < 4. Ohne Einschrankung
nehmen wir ferner ¢; < ty an. Nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz
6.2.3 gibt es dann ein s € (t1,ty) mit

V(t2) = () _
bt ) (s)-
Wegen |s — t;] < 0 liefert (13.1.5) dann

"7(152) - W(tl) o /7/(ti) _ ”}//(S) . 7,(ti)} S c.

to — 1y

Fiir den Fall n > 1 fixieren wir eine Konstante ¢ > 0 mit ||z] < ||z~ fur
alle z € R™. Das ergibt

Y5 (t2) —v4(t1) /
- 5 tz )
P— 75 ()

H—WZ - Zl(tl) —9'(t:)
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wobei «; die j-te Komponentenfunktion von « bezeichnet. Damit impliziert
der eindimensionale Fall den Fall n > 1. O

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt die Lénge einer rektifizierbaren
Kurve berechnen,.

Satz 13.1.5. Sei vy : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbar Kurve. Dann ist
v rektifizierbar und es gilt

b
L) = [ @ (13.16)
Ferner gilt die Abschdtzung

L(y) < (b—a)- sup [/ @) (13.1.7)

te[a,b]

Mit Hilfe von (13.1.4) lisst sich (13.1.6) auf stiickweise stetig differen-
zierbare Kurven, d.h. auf Kurven der Form ~ := v, & --- & ~,, mit stetig
differenzierbaren Teilkurven 4, ..., 7, verallgemeinern. Die Tatsache, dass
dann /(¢) an den m — 1 “Klebestellen” nicht definiert sein muss, hat dabei
keinen Einfluss auf das Riemann-Integral in (13.1.6).

Beweis. Dat — ||y/(t)|| stetig ist, ist die Funktion auch Riemann-integrierbar
nach Satz 7.1.4. Sei nun € > 0. Dann existiert nach Satz 7.1.6 ein 6 > 0, so
dass fiir alle Zerlegungen Z : t,...,ty von [a,b] der Feinheit 6(Z) < 4 gilt:

<e.

b N
[ ol 3 e - e

Nach Lemma 13.1.4 existiert ferner ein 6* € (0, 0] mit

€
<
b—a

H V(t;)i - Z,(_tf_l) —7/(t:)

fiir alle Zerlegungen Z : ty,...,ty von [a,b] der Feinheit §(Z) < §*. Fiir eine
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solche Zerlegung gilt dann

b N
S ARULE
a i=1

zlﬂ—zﬂv Mt = tia)

")l (t = tima) — / 17 ()] dt’

V(i) = ()l - II‘

t_tzl

—I—s

-

@
Il
=

VAN
M=
>
S
S

. (tz — ti_1) +¢€

@
Il
—

E.

Sei schlieBlich Z eine beliebige Zerlegung von [a, bl und N > (b—a)/d*. Ferner
sei Zy die zugehorige dquidistante Zerlegung. Dann gilt 6(Zy) = (b—a)/N <
0* und damit ist 2’ := Z U Zy eine Zerlegung mit §(2’) < 6* und (13.1.3)
zusammen mit unserer obigen Abschéitzung ergibt

Lz(7) < La(y /||7 (#)]| dt + 2e..

Damit ist vy rektifizerbar mit

N [ el

Ein weiteres Anwenden unserer obigen Abschéitzung ergibt zudem

b
Jm Lz, () = [ I,

Insgesamt haben wir damit (13.1.6) gezeigt und (13.1.7) ist eine direkte Kon-
sequenz aus (13.1.6) und Satz 7.1.8. O

Das folgende Korollar ist eine direkte Konsequenz von Satz 13.1.5, so dass
sich der Beweis eriibrigt.

Korollar 13.1.6. Sei v : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbar Kurve und
| - || die euklidische Norm. Dann gilt

/v/ )R d
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Mit dem vorherigen Korollar ldsst sich nun auch die Lénge eines Graphen
bestimmen.

Korollar 13.1.7. Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar und v : [a,b] — R
die durch ~(t) := (t, f(t)) definierte Funktion. Dann gilt

b
L(y) = / VIt (FORd.

Man beachte, dass die obige Kurve v den Graphen von f beschreibt.

13.1.3 Beispiele

Bevor wir noch einige Eigenschaften der Lénge einer Kurve diskutieren, wol-
len wir zunéchst ein paar Beispiele betrachten.

Wir beginnen mit der Kurve 7, die den Einheitskreis einmal durchladuft,
siehe (13.1.1). In diesem Fall gilt

71 (t) = (—sint, cost), t €10,27]

und fiir die euklidische Norm erhalten wir daher die wenig iiberraschende
Identitat

2 2
L(m) = /0 V/(—sint)? + (cost)2 dt = /0 1dt = 27.

Wir betrachten nun die Zykloide 74 : [0, 27] zum Radius r > 0, siehe (13.1.2).
Es ist dann

vi(t) = r(1 — cost,sint), t €[0,27],

und damit gilt fiir die euklidische Norm:

IRAGIES \/7“2(1 —cost)? + r2sin®t = r\/l — 2cost + cos2t + sin’ t
=rv2—2cost.

Aus den Additionstheoremen, siehe Satz 2.5.5 erhalten wir zudem
1 —cost =1 — cos?(t/2) +sin*(t/2) = 2sin?(t/2),

und damit haben wir insgesamt

2m 2 T
L(vy) = / lva(@®)| dt = 27"/ sin(t/2) dt = 4r/ sin(t) dt
0 0

0

™

= —4r cos

0
= 8r.
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13.1.4 Parametrisierungen

Ist v : [a,b] — R™ eine Kurve und ¢ : [¢,d] — [a,b] stetig und bijektiv mit
() = a und p(d) = b, so ist

vyog:le,d - R"

wieder ein Kurve, die die gleichen Anfangs- und Endpunkte hat. Physika-
lisch kann diese umparametrisierte Kurve v o ¢ so interpretiert werden,
dass sich zwar die Geschwindigkeit und evtl. die “’Flugrichtung” des Teilchen
dandert, nicht aber dessen “Flugbahn”. Intuitiv sollte daher die Weglénge von
dieser Umparametrisierung unabhéngig sein. In diesem Abschnitt wollen wir
uns iiberlegen, dass dies tatséchlich so ist.

Zunéchst wollen wir aber zwei wichtige Umparametrisierungen vorstellen.
Dazu seien a < b reelle Zahlen. Dann ist die Abbildung

©ap : [0,1] = [a,b]
t— (1—t)a+tb

stetig differenzierbar, bijektiv und streng monoton wachsend. Mit Hilfe von
©ap kOnnen wir also eine Kurve 7 : [a, b] = R™ zu einer y o ¢, : [0,1] — R"
umparametrisieren. Sind ferner ¢ < d zwei weitere, reelle Zahlen, so kénnen
wir auch die umparametrisierte Kurve

v (ap 0 ¥ig) t le,d] = R”

betrachten. Umparametrisierungen erlauben es also insbesondere, den Defi-
nitionsbereich einer Kurve “geeignet zu wéhlen”. Man beachte dabei, dass
die Umparametrisierung ¢, o gpc_’cll weiterhin wachsend ist, und damit wurde
die “Durchlaufrichtung” der Kurve nicht geédndert.

Betrachtet man dagegen die Riickwartsparametrisierung

P-1: [CL, b] - [aab]
t—a+b—t,

so ist diese wieder stetig differenzierbar und bijektiv, aber auch fallend. Ferner
haben sich die Anfangs- und Endpunkte durch die Umparametrisierung von
v zu 7y o p_; vertauscht, da zum Beispiel 7o ¢_(a) = v(b) gilt.

Wir beginnen mit dem folgenden Lemma, das zeigt, dass unsere Annahmen
an ¢ schon die strenge Monotonie von ¢ implizieren. Fiir eine Illustration des
Lemmas und seines Beweises verweisen wir auf die Abbildung 13.2. Ferner
ist das folgende Lemma in gewisser Weise eine Umkehrung des Umkehrsatzes
5.2.7.



408 KAPITEL 13. KURVEN

Abbildung 13.2: Links: Zwei stetige und bijektive Abbildungen [c, d] — [a, b],
die auch monoton sind Rechts: Eine nicht-monotone Abbildung ¢ : [¢, d] —
[a,b]. Die Punkte t; < to < t3 sind so gewéhlt, dass die Monotonie verletzt
ist. Zum Wert y finden wirmit dem Zwischenwertsatz 5.2.2 dann s; € (¢, t5)
und s € (to, t3) mit y = p(s1) = p(s2), was der Injektivitét widerspricht.

Lemma 13.1.8. Sei ¢ : [¢,d] — [a,b] stetig und injektiv. Dann ist p streng
monoton.

Beweis. Wir nehmen an, dass ¢ nicht streng monoton ist. Dann existieren
t1,ta,t3 € [c,d] mit t; <ty < t3 und zum Beispiel p(t1) < p(t2) und p(t3) <
o(t2).

Da ¢ injektiv ist, muss dann sogar ¢(t1) < @(t2) und @(t3) < ¢(t2) gelten.
Wir setzen
max{ot1), p(ts)} + @(t2)

5 .
Wegen ¢(t1) < y < ¢(t2) gibt es nach dem Zwischenwertsatz 5.2.2 dann
ein s € (t1,t2) mit ¢(s1) = y. Ferner gilt auch ¢(t3) < y < ¢(t2) und
damit finden wir analog ein so € (t9,t3) mit @(se) = y. Wegen s1 < ty < s9
widerspricht dies der Injektivitat von .

Der andere Fall p(t1) > ¢(t2) und ¢(t3) > ¢(t2) ist analog zu behandeln. [

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen, dass sich die Lange einer
Kurve bei einer Umparametrisierung nicht dndert.

Satz 13.1.9. Sei vy : [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve und sei
¢ : e, d] — [a,b] stetig differenzierbar und bijektiv. Dann ist yoyp rektifizierbar
und es gilt

L(yep)=L(v).
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Beweis. Da o : [c,d] — R™ stetig differenzierbar ist, folgt die Rektifizier-
barkeit aus Satz 13.1.5. Ferner zeigt (13.1.6) zusammen mit der Kettenregel

Lo = [ aew@la= [ e ¢ola
=/nwwmwwmw.

Aus Lemma 13.1.8 wissen wir schon, dass ¢ streng monoton ist. Sei daher
¢ ohne Einschriankung streng wachsend. Dann gilt ¢/'(¢) > 0, siehe Korollar
6.2.5. Ferner folgt aus der Bijektivitdt und der Monotonie ¢(c¢) = a und
©(d) = b, denn wire zum Beispiel ¢(c) > a, so miisste es ein ¢t € (¢, d] mit
©(t) = a geben. Dies widerspricht der Annahme, dass ¢ streng wachsend ist.
Mit der Substitutionsregel, siehe Satz 7.2.7, folgt dann

d d p(d)

1wl lewla= [ieeoi-gwa= [ e
= [Iv@las
=L(v)

Kombinieren wir beide Rechnungen erhalten wir die Formel L(yo ) = L(7).
Im Fall einer fallenden Funktion ¢ ist die Rechnung analog. [

13.2 Wegintegrale

Ist v : [a,b] — R™ eine rektifizierbare Kurve, so wollen wir im Folgenden
Funktionen f:R"™ — R bzw. F' : R® — R" entlang dieser Kurve integrieren.

13.2.1 Wegintegrale erster Art

Im folgenden haben wir ein stetig differenzierbare Kurve ~ : [a,b] — R™ und
eine stetige Funktion f:R™ — R. Dann ist die Funktion

t= f(y(®) - [V @]

ebenfalls stetig und damit existiert das Wegintegral erster Art

/f M—/f ) I ()] dt
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Ist die Kurve v geschlossen, so schreiben wir auch

%f(x)dx ::Lf(x)dx.

Ist f =1, so ist offensichtlich

L f(@)dz = ().

Das Wegintegral erster Art verallgemeinert damit unsere Definition der Linge
einer Kurve.

Zur Definition des Wegintegrals erster Art bendtigen wir eigentlich keine
Funktion f, die auf dem ganzen R"™ definiert ist. Tatséchlich reicht es, eine
stetige Funktion f : I' — R zu haben, wobei I' := 7(|a, b]) das Bild der Kurve
7y ist.

Man kann das Wegintegral erster Art durch Riemann-Summen approximie-

) . . 4(m) (m)

ren: Haben wir eine Folge (Z,,)men von Zerlegungen 2, : ty'", . .. s Eapemy YOI
la,b] mit §(Z,,) — 0, so gilt nach Satz 7.1.6:

N(m)

[ o=t ST FOED) A 6 - 47).
v k=1

Wie bei der Definition von L(7) kann ferner der Term ||+ (t,gm)) || durch

7 (™) = ()|

m m)
oo

ersetzt werden, ohne den Grenzwert zu dndern, d.h. wir haben

N(m)

[ f@yde = tm 37 () - @) 2@

Der Beweis ist analog zu dem von L(v) und wird daher weggelassen. Fine
Interpretation, die auf dieser Approximation basiert findet sich in Abbildung
13.3. Diese Approximation ermdoglicht es auch, die Annahmen an f und v zu
relaxieren.

Ist die Kurve ~ fixiert, so ist das Wegintegral erster Art linear. Dies ist
aus der Definition offensichtlich. Ferner kann man analog zum Satz 13.1.9
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Abbildung 13.3: Links: Eine Kurve 7 (in blau) und eine stiickweise linea-
re Approximation (in rot). Die Funktion f : I' — R wird durch die Dicke
der Kurve dargestellt. Der Approximationsterm f(y(ty)) - ||v(tn) —y(tn—1)]
entspricht der roten Strecke mal der Dicke der Kurve, was durch die Lange
der lila Strecke dargestellt wird. Physikalisch gesprochen kann die Funkti-
on f zum Beispiel die Dichte oder den Widerstand eines eindimensionalen
Drahtes beschreiben. Rechts: Approximation des Wegintegral 2. Art fiir ein
konstantes Vektorfeld, das durch die griinen Pfeile angedeutet wird. Das Ska-
larprodukt (F(v(t1)),7(t1) — v(to)) entspricht der Léinge der verléngerten,
lila Strecke, d.h. dem Anteil der roten Strecke in Richtung der griinen Pfei-
le mal der Lénge der griinen Pfeile. Physikalisch gesprochen entspricht das
Wegintegral zweiter Art damit der Arbeit, die in dem Kraftfeld F' verrich-
tet werden muss, um sich entlang der Kurve vom Anfangs- zum Endpunkt
zu bewegen. Kraftfelder, in denen die Arbeit nur durch die Anfangs- zum
Endpunkte abhédngen, werden in Kapitel 13.3 behandelt.

zeigen, das sich das Wegintegral erster Art nicht éndert, wenn die Kurve
umparametrisiert wird, d.h. es gilt

/7 f)dr= / f(@)da

fir alle ¢ : [c,d] — [a,b], die stetig differenzierbar und bijektiv sind. Haben
wir schliellich stetig differenzierbare Kurven 7, : [a,b] — R™ und ~, : [b, ¢] —
R™ mit 71 (b) = 72(b), so kénnen wir

setzen. Wenn man das Wegintegral erster Art stattdessen iiber obige Appro-
ximationen definiert, ergibt sich diese Identitét von allein.
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13.2.2 Wegintegrale zweiter Art

Im folgenden haben wir ein stetig differenzierbare Kurve « : [a,b] — R™ und
eine stetige Funktion F': R™ — R". Dann ist die Funktion

t—= (F(y(1),7' (1))

ebenfalls stetig und damit existiert das Wegintegral zweiter Art

/ (F(z), dz) := / (F(3(1)).7/(1)) dt

.
Ist die Kurve « geschlossen, so schreiben wir auch

]{ (F(z), dz) := / (F(z), dz).

Y Y

Zur Definition des Wegintegrals zweiter Art benétigen wir eigentlich keine
Funktion F', die auf dem ganzen R"™ definiert ist. Tatséchlich reicht es wieder,
eine stetige Funktion F': I' — R" fiir I" := 7([a, b]) zu haben. In Anwendun-
gen haben wir haufig eine stetige Funktion F': U — R mit I' C U.

Man kann auch das Wegintegral zweiter Art durch Riemann-Summen appro-

ximieren: Haben wir eine Folge (Z,,)men von Zerlegungen Z,,, : t(()m), st ]\7?%)
von [a,b] mit §(Z,,) — 0, so gilt nach Satz 7.1.6:
N(m)
[P @), dn) = B S (7)) 67 ).
vy k=1

Wieder kann der Term ~/(£™) hierbei durch

V(™) = (™)

m m)
oo

ersetzt werden, ohne den Grenzwert zu dndern, d.h. wir haben

N(m)
Jir@). an) = i S (FOE)A0) -6

Der Beweis ist wieder &hnlich zu dem von L(7) und wird daher auch wegge-
lassen. Eine Interpretation, die auf dieser Approximation basiert, findet sich
in Abbildung 13.3. Diese Approximation erméglicht es wieder, die Annahmen
an F' und v zu relaxieren.
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Ist die Kurve ~v fixiert, so ist das Wegintegral zweiter Art linear. Dies ist
aus der Definition offensichtlich. Ferner kann man analog zum Satz 13.1.9
zeigen, das sich das Wegintegral zweiter Art nicht &ndert, wenn die Kurve
umparametrisiert wird ohne die Durchlaufrichtung zu dndern, d.h. es gilt

[ (@), dn) = [tF@), az)

Y

fir alle ¢ : [¢,d] — [a,b], die stetig differenzierbar, wachsend und bijektiv
sind. Dieser Unterschied zum Wegintegral erster Art liegt an der Tatsache,
dass beim Wegintegral zweiter Art die Ableitung ' durch das Anwenden der
Kettenregel nicht als Betrag, d.h. vorzeichenlos, erscheint. Ist stattdessen ¢ :
[c,d] = [a, b] stetig differenzierbar, fallend und bijektiv, so gilt entsprechend

/ (Pl), da) = - / (F(z), dz) (13.2.1)

vy
Diese Eigenschaften stimmen auch mit der Interpretation in Abbildung 13.3
iiberein.

Haben wir schlieflich stetig differenzierbare Kurven 7, : [a,b] — R™ und
Y2 1 [b,c] = R™ mit 71(b) = 72(b), so kénnen wir

/71%<F(:c), dz) ::/ <F(:1:),da:>+/ (F(x), dz) (13.2.2)

71 Y2

setzen. Wenn man das Wegintegral zweiter Art stattdessen iiber obige Ap-
proximationen definiert, ergibt sich diese Identitéit von allein.

13.3 Berechnung von Potenzialen

13.3.1 Wirbelfreie Vektorfelder

Im folgenden wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, unter welchen Be-
dingungen ein Wegintegral zweiter von der Kurve unabhéngig ist, solange die
Anfangs- und Endpunkte sich nicht &ndern.

Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 13.3.1. Sei U C R” offen und F : U — R"™ stetig. Dann heifst
F warbelfres, falls fiir alle geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren
Kurven v : [a,b] — U gilt

f(F(x), dz) = 0.

o
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Abbildung 13.4: Links: Eine Menge U (in rot) und zwei Punkte (in schwarz)
in U, die durch zwei Kurven in U (in griin und blau) miteinander verbunden
sind. Die beiden Pfeile deuten an, dass der linke Punkt jeweils der Anfangs-
punkt ist. Wird nun die Durchlaufrichtung der griinen Kurve geéndert und
das Ergebnis mit der blauen Kurve verklebt, so erhalten wir eine geschlossene
Kurve, deren Anfangs- und Endpunkt der linke Punkt ist. Kurve (in blau)
in U verbunden werden kénnen, wiahrend die Strecke (in griin) zwischen den
beiden Punkten nicht komplett in U liegt. Mitte: Ein geschlossene Kurve
in der gleichen Menge U, deren Anfangs- und Endpunkt in schwarz gekenn-
zeichnet ist. Rechts: Wéhlen wir einen Punkt der geschlossenen Kurve (links
in Schwarz) und betrachten wir die resultierenden Teilkurven (in griin und
blau), so sehen wir, dass wir in der Situation der linken Illustration sind, falls
wir die Durchlaufrichtung der blauen Kurve éndern.

Um die Definition in Hinblick auf unsere Eingangsfrage zu verstehen, seien F :
U — R"™ stetig und 71,792 : [a,b] — U zwei stiickweise stetig differenzierbare
Kurven mit v;(a) = v2(a) und v;(b) = 72(b). Ferner sei v, : [b,2b —a] — U
durch

Yy (t) :=72(2b — 1), t €[b,2b— al

definiert. Dann gilt v, (b)) = 72(b) = 71(b) und deswegen ist die Kurve
T Dy :[a,2b— a] definiert und nach Voraussetzung auch stiickweise stetig
differenzierbar. Ferner gilt

1 DYy (20— a) =7, (20— a) = 12(a) = 71(a) =711 S,y (a),

d.h. die Kurve v, &+, ist geschlossen. Aulerdem ist die Umparametrisierung
t — 2b — t fallend und wegen (13.2.2) und (13.2.1) folgt daher

fi@ﬁ(F(z% dz) = % (F(z), dz) +% (F(z), dz)

7 Yo

:% (F(x), dz) _f (F(z), dz) .

Y1 Y2
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Ist F' wirbelfrei, so erhalten wir also

]{ (F(z), dz) = ]f (F(z), dz). (13.3.1)

7 72

Umgekehrt lasst sich jede geschlossene, stiickweise stetig differenzierbaren
Kurve 7 in der Form v = v @ 7, darstellen, und damit sind die wirbel-
freien Vektorfelder genau die Vektorfelder, auf die unsere Eingangsfrage eine
positive Antwort hat. Eine Illustration dieser Beobachtungen findet sich in
Abbildung 13.4.

Um wirbelfrei Vektorfelder genauer zu untersuchen, benttigen wir noch die
folgende Definition, die auch fiir andere Fragen interessant ist.

Definition 13.3.2. Sei U C R"™. Dann heifst die Menge U (Pfad)-zusam-
menhdngend, falls es fir alle x,y € U eine Kurve v : [a,b] — U gibt mit

v(a) =z und v(b) = y.

Man beachte, dass die Kurve v in die Menge U abbilden muss. Ist U konvex,
siehe die Diskussion nach dem mehrdimensionalen Mittelwertsatz 11.5.1, so
ist U auch zusammenhéngend: Um dies zu iiberpriifen, betrachten wir die
Kurve v : [0,1] — R™, die durch

V() =z + iy — ), t €[0,1]
definiert ist. Die Konvexitét sichert dann ([0, 1]) = [z, y] C U. llustrationen

fiir zusammenhéngende Mengen finden sich in Abbildung 13.5.

Man kann ferner zeigen, dass wir fiir offene, zusammenhéngende Mengen
U fir alle x,y € U immer auch stiickweise stetig differenzierbare Kurve
v : [a,b] = U gibt mit y(a) = x und (b) = y finden. Fiir konvexe Mengen
ist dies offensichtlich.

13.3.2 Hauptsatz

Im folgenden wollen wir wirbelfreie Vektorfelder charakterisieren. Wir erin-
nern dazu daran, dass eine Abbildung F' : U — R" Gradientenfeld heifit,
falls es eine partiell differenzierbare Abbildung ¢ : U — R gibt mit

F(z) = Vp(x), xeU,

siehe auch (11.3.1). In diesem Fall nennen wir die Abbildung ¢ ein Potential
von F.
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Abbildung 13.5: Links: Eine Menge U (in rot), die zusammenhéngend aber
nicht konvex ist, da z.B. die beiden schwarzen Punkte durch eine Kurve (in
blau) in U verbunden werden kénnen, wiahrend die Strecke (in griin) zwischen
den beiden Punkten nicht komplett in U liegt. Mitte: Eine Menge U (in rot),
die nicht zusammenhéngend ist, da z.B. die beiden schwarzen Punkte nicht
durch eine Kurve verbunden werden kénnen, die komplett in U liegt. Die drei
griinen Kurven illustrieren dies. Rechts: Eine konvexe Menge U (in rot). Fiir
jedes Paar schwarzer Punkte in U liegt die Strecke zwischen ihnen ebenfalls
in U.

Man beachte, dass, wenn ¢ ein Potential von F' ist, auch die Funktion ¢ + ¢
fiir ¢ € R ein Potential von F ist.

Im Fall n = 3 gilt fiir Gradientenfelder F' mit zweimal stetig differenzierbaren
Potentialen ¢ die Gleichung

rot F' =10t Vip =0,

wie wir im Lemma 11.3.4 schon gesehen haben. Fiir z.B. U = R3 \ {0} gibt
es jedoch rotationsfreie Vektorfelder, die keine Gradientenfelder sind. Grob
gesprochen ist hierfiir das Loch {0} schuld.

Der folgende Satz zeigt, dass stetige Gradientenfelder gerade wirbelfreie Vek-
torfelder sind. Ferner stellt er einen Zusammenhang zwischen Potentialen und
Wegintegralen zweiter Art her.

Satz 13.3.3. Sei U C R"™ offen und zusammenhdingend und F : U — R"
stetig. Dann gelten die folgenden Aussagen

i) Ist F' ein Gradientenfeld mit Potential ¢, so ist F' wirbelfrei und fir
alle stiickweise stetig differenzierbaren Kurven vy : [a,b] — U gilt

/ (F(z), dz) = p(v(5)) — p(7(a).

o
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it) Ist F wirbelfrei, so ist F' ein Gradientenfeld mit Potential

oly) = / (F(x), dz) yel, (13.3.2)

y*,y

wobei wir ein y* € U fizieren und fiir jedes y € U eine beliebige,
stiickweise stetig differenzierbare Kurve vy, : [a,b] — U mit v, ,(a) =
y* und v~ ,(b) =y nehmen kénnen.

Man beachte, dass aufgrund der Wirbelfreiheit und (13.3.1) die Wahl der
Kurve 7,+, das Wegintegral in (13.3.2) nicht beeinflusst, solange wir y* fi-
xieren.

Beweis. i). Es reicht, stetig differenzierbare Kurven zu betrachten. Sei nun
v : [a,b] = U stetig differenzierbar. Dann gilt

[ @), a0 = [(Veta), az)

Y v

= w(v(a)) = (v(b)),

wobei wir im vorletzten Schritt die mehrdimensionale Kettenregel und im
letzten Schritt den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung benutzt
haben.

ii). Wir fixieren ein y € U und ein ¢ > 0 mit B(y,e) C U. Damit ist
ly,y + he;] C U fiir alle h € (0,e] und @ = 1,...,n. Ist nun v, : [0,h] = U
die Kurve, die durch

Y(t) ==y + te;
definiert ist und 7+, : [-1,0] — U eine stiickweise stetig differenzierbare

Kurve mit 7y, ,(—1) = y* und 7, ,(0) =y, so ist v, , By, : [—1,e] = U eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit Anfangspunkt y* und Endpunkt
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y + he;. Wegen der Wirbelfreiheit und (13.3.1), sowie (13.2.2) folgt dann
Pthe)—el)= [ (P~ [ (Fle), o
Vy* .y DVR Yy*,y
~ [ (F@), ax)

Th

_ /0 (F(yn(t)), v (t)) dt
:/Oh<F(y+t€z‘)a€i>dt

h
z/ Fi(y +te;) dt.
0
Dies ergibt

sO(erhefi) — oY) _ %/0 Fi(y + te;) dt — Fi(y)

fiir h — 0, wobei die Konvergenz analog zum Beweis des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung gezeigt werden kann, d.h. wir benutzen

1t
’—/ Fi(y + te;) dt’ < max |F;(y + te;)| = 0.

h Jo s€[0,h]

Dai € {1,...,n} beliebig war, folgt Vo(y) = F(y). O
Wir betrachten das zentrale Kraftfeld F': R3\ {0} — R3, dass durch

X

F(x) = : x#0
| |3
definiert ist. Dann definiert
o(@) =~z z £0
ein Potential von F', da fiir h(r) := —r~! die Formel (11.1.1) die Identitét
R (||x
V(@) = Va(l - ) = Dy p)

]

fiir alle x # 0 ergibt. Damit haben wir nach Satz 13.3.3 fiir jede stiickweise
stetig differenzierbare Kurve 7 : [a,b] — R3\ {0}:

1 1
/JF(”’ = el @l




