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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. c-Kriterium
Berechnen Sie jeweils den Grenzwert a der nachstehenden Folgen (a,),en und geben Sie
jeweils speziell fiir ¢ = 107'° ein n. € N an mit |a, — a| < € fiir n = n..

n?—4

(a) anzég(%)k (b) an =5

Losungshinweise hierzu:
(a) Es ist nach der geometrischen Summenformel

Damit ist lim,,_,., a,, = 10. Es ist
|
la, —10]<107"® & 10" <107® & n>15.

Also wahlen wir zum Beispiel n. = 16.

(b) Esist
n*—4 1

4
a, = = - —
3n?2 3  3n?

Damit ist lim,, o @, = % Es ist

1] ¢ 4 4 2
== <107 & —<107® o >4/=-10"% = =4/30 - 10".
¢ 3‘ 3n2 "7V 3

Da /30 < 6, ist zum Beispiel n. = 40000000 eine geeignete Wahl.
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Aufgabe H 2. Hiufungspunkte

Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der nachstehenden Folgen (a;),en, wobei

(a) a, = Re ((?(1 +1))n)

. no (T
(b) a, = min {(—1) , sin <2n>}
Lésungshinweise hierzu:

(a) Da hier eine komplexe Zahl potenziert wird, lohnt es sich, in Polarkoordinatendarstellung
zu wechseln. Es ist

(\/75(1 + 1)) = (cos (%) + isin (%))n

= COoS <nﬁ + isin <n%>
( 1 , fallsn =8k, k € N,
IV2(1+1) |, fallsn=8k+1,keN,
, fallsn =8k + 2, k € N,
B % 2(—=1+41i) , fallsn=8k+3, keN,
, fallsn =8k +4, k e N,
W2(=1-1) | fallsn=8k+5, k€N,
, fallsn =8k + 6, k € N,
L %\/5(1—1) , fallsn=8k+7, ke N.

W
~—

Dementsprechend ist

, falls n =8k, k € N,
W2 fallsn=8k+1, k€N,
, fallsn =8k + 2, k € N,
V2 " —1V2 | fallsn=8k+3,keN
- M — 2 ) ) b
fe ((2(1“)) 1 L fallsn=8k+4 keN,
fallsn =8k +5, k € N,

0 , fallsn =8k +6, k € N,
[ V2 | falsn=8k+7 keN.

Da jeder der Werte 0,1,—1,% 27—% 2 unendlich oft angenommen wird, sind das

Haufungspunkte der Folge. Da wir (a,)nen oben vollstandig in Teilfolgen zerlegt haben,
gibt es auch keine weiteren Haufungspunkte.

(b) Fiir £ € N gilt ag, = min{(—1)?* sin(r k)} = min{1,0} = 0. Weiterhin ist ag,; =
min {(—1)?**! sin (5(2k + 1)) } = —1. Daher ist

- 0 , falls n gerade,
=N 1, fallsn ungerade.

Damit besitzt die Folge (a,)nen die beiden Haufungspunkte 0 und —1.
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Aufgabe H 3. Grenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

@ st (3) (c) lm /2

n—oomn + 1 2 n—0o0 4n  3n

2n

, 1

(b) lim \/n?+2n— vi—vir ¥ an+ia (9 JH&; B2
n—oo =n

Losungshinweise hierzu:
(a) Esist

n—li—l\/(?:n—lirl\/m:_

n 1 1 1 /1 1
1V no V2 1+41 n
\/_ \/5

Anmerkung: Dabei darf ohne Beweis verwendet werden, dass fiir eine konvergente Folge
(n)nen mit a, = 0 fir n € N gilt lim,, o /@, = V1im, o a,,. Zeigen kdnnte man
das zum Beispiel wie folgt. Sei € > 0 beliebig und lim,, ,., a, = a. Dann ist

Vs — Val’ = |z~ Val - |V, ~ val £ |V, ~ val - |Van + Val = la, —a].

Da die Folge (a,)nen gegen a konvergiert, gibt es ein n., so dass |a, — a| < &2 fiir
alle n > n.. Damit gilt aber auch |\/a, — +/a| < ¢ fiir alle n > n..
(b) Esist

\/n242n —/n—vVn?+3n+14

\/n2+2n—\/_—\/n2—|—3n+14 (v/n% 4 2n — /n +V/n%+ 3n + 14)
VN2 +2n —/n+v/n?+3n+ 14
o’ 42n—/n—(n®+3n+14)
_\/n2—|—2n—\/ﬁ—|—\/n2+3n—|—14

VY -
\/n2+2n—\/_+\/n2+3n+14 \/1+__3_/2+\/1+%+711_421
moe 1 1
Vitvli oo 2
(c) Es ist zum Einen (Z&hler vergroBern, Nenner verkleinern)
o B

Zum Anderen ist (Zahler verkleinern, Nenner vergroBern

Nach dem Sandwichsatz ist damit lim,,_,o, ¢ ZZI’;Z =1
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(d) Esist

n—oo

1
+—2—)0.
n

3|

2n 2n
1 1 1
D<=t =
k=n k=n
Da offensichtlich 22” L>0 gilt, haben wir nach dem Sandwichsatz, dass

k=n k2

lim — =0.
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Aufgabe H 4. Heron-Verfahren
Zu ¢ > 1 sei die rekursiv definierte Folge (an)nen gegeben mit
1 c
a; = ¢, anH:E (an—l—a—n).
(a) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt v/c < a, < c.
(b) Folgern Sie mit Hilfe von (a), dass (a,)n,en monoton fallend ist.
(c) Begriinden Sie, dass die Folge (a,)nen konvergent ist.
(d) Berechnen Sie den Grenzwert a von (ay,)nen-

Lésungshinweise hierzu:

(a) @ Falls ¢ > 1, so ist v/c < ¢, da a; = ¢, ist damit der Induktionsanfang gemacht.
@ Zum Einen haben wir

(c+¢)=c

DO | —

1 c
@n+1:§< an + P )g

v n
()
<c @
< E=ycc

Dl

Weiterhin ist
np1 2 Ve & ad+c22a,W/c & (a,— V)P 20,
Damit folgt durch vollstandige Induktion, dass v/c < a,, < ¢ fiir alle n € N.
(b) Esist /¢ < a,, also auch ¢ < a?. Damit folgt

1 1 2 1
an+1:§(an+a£) §§(an+%> 25-2%:@”.

(c) Da die Folge monoton fallend und beschrankt ist, folgt die Konvergenz.

(d) Wir wissen aus der letzten Teilaufgabe, dass der Grenzwert lim,, o a, =: a = \/c > 0
existiert. Da (a,11)nen eine Teilfolge ist, ist diese ebenfalls konvergent mit demselben
Grenzwert. Daher konnen wir in der Rekursionsvorschrift auf beiden Seiten den Grenzwert
bilden und erhalten (nach Anwendung der Rechenregeln fiir Grenzwerte)

1 2

a:—<a+f) & 2N=at+s o d=c < a=+/c.
2 a a

p Frischhaltebox

Aufgabe Hb5. GauB-Algorithmus

Gegeben seien die Matrix

6 8 0 0
-1 0 0 0
A 0 0 41
0 0 0 4

sowie der Spaltenvektor b = (2 -1 4 O)T. Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung
Av =4v +b.

\.
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Losungshinweise hierzu: Wir formen die Gleichung zundchst um, so dass der unbekannte

Vektor v nur auf der linken Seite steht:

Av=4dv+bs Av—dv=>bbs (A—4E,)v ="0.

Zu diesem inhomogenen linearen Gleichungssystem stellen wir die erweiterte Koeffizientenma-

trix auf und fiihren den GauB-Algorithmus aus:

%Zl :
Z3 .
Z1 + 222 .

Vertauschen der zweiten und vierten Spalte liefert dann:

o O O+

Fiir diese modifizierte Koeffizientenmatrix kénnen wir die Losung einfach ablesen:

o O -

—1

o O = O

2

SO OO = OO

+ L

—4

o O O O

O = O O

8

O OOk OO

S

o O O

SO DO OO oo

—4

0
| O
1

S o+ O OO Oo

S O = =

SO = O

SchlieBlich miissen wir noch den Spaltentausch riickgangig machen und erhalten als Lésungs-

menge:

= O O =

+L

O = O O

Y

1
0
0

—4
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