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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H11. Stetige Fortsetzung
Geben Sie fiir jede der folgenden Funktionen den maximalen Definitionsbereich D & R an
und untersuchen Sie ihr Verhalten an den Randern von D (inklusive —oco und +00).

2t 4+ 322 - 322 —11x—6
(@) flz) = 322 — 4z — 1

(b) g(x) = cos (=)
An welchen Punkten in R und mit welchen Funktionswerten lassen sich die Funktionen (ein-
seitig) stetig fortsetzen?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir betrachten zunichst das Zihlerpolynom ¢(X) = X* + 3X? — 3X?% — 11X — 6:
Durch Raten finden wir die Nullstelle 1 = 2 und erhalten:

q(z) = 2* — 22° + 52° — 102% + T2° — 142 + 32 — 6
= (z —2)(2® 4+ 52% + Tz + 3)
Durch erneutes Raten finden wir die Nullstelle 29 = —3 und formen weiter um:
q(z) = (x — 2)(z* + 32 + 22° + 62 + x + 3)
=(z-2)(z+3)(@*+22+1) = (v — 2)(x + 3)(z + 1)

Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind

$1:4+\/162—§~3~(—1) :%<2+ﬁ>
et g (o)

Keine der Nullstellen stimmt mit denen des Zahlerpolynoms iiberein. Folglich lasst sich
keine Definitionsliicke heben, wir erhalten

1 1
D=R~ {g (2—\/7),5(2+\/7)}
Fiir das Verhalten um die Definitionsliicken Untersuchen wir die Vorzeichenverteilung von
Zshler q(z) = (z—2)(z+3)(z+1)? und Nenner p(z) =3 (z — 1 (2+ V7)) (z+ 1 (2+V7)).

Unter Beriicksichtigung von —3 < —% < % (2 — \/7) < 0 sowie % (2 + \/7) < g <2
erhalten wir — der Faktor (x + 1)? hat keine Auswirkung auf das VZ:

q(z) >0 falls z< -3 , plz) >0 falls x<%(2—\/7)
q(z) <0 falls —-3<x<?2 , plz) <0 falls %(2—\/?)<x<%(2+\/7)
q(z) >0 falls z>2 , p(z) >0 falls z>1(24V7)
und somit
q() 1
=—<>0 falls — 3 - 2=V7
f(z) p(:}c)> alls <x<3< \/_>
1 1
f(z) <0 falls§(2—ﬁ><x<§<2+\/7>
1
f(z) >0 falls§<2+ﬁ><x<2
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Da ferner die Grenzwerte ~ lim  ¢(z) und  lim  ¢(z) existieren und # 0 sind,
m—>%(2—\ﬁ) m—>%(2—\ﬁ)
leiten wir hieraus wegen  lim  [p(z)|= lim  [p(x)| = 0 das Verhalten
x%%(Zfﬁ) xﬁ%(2+\ﬁ)
lim T) =00
xa%(zfﬁ)fof( )
lim flz) = —oc0

23 (2-V7)+0

weé(lgin\ﬁ)—o fw) = —eo

lim f(z) =00

23 (24+V7)+0
ab. Ferner gilt nach 1.11.18 wegen 4 >2,1-3 >0 und (—1)**2.1-3 > 0:
lim f(z) = o0
z—00
o, fe) = o

ist. Die Definitionsliicken sind offenbar x; = —1 und x5 = 1. Wir definieren die Folgen
(n)nen, (Bn)nen, (Yn)nen, (0n)nen mittels

(b) cos ist auf gesamt R definiert, somit ist g(z) fiir alle x definiert, fiir die ﬁ definiert

1
o, =1 - —
™
1
Bn:: 1+ —
™
1
Yn = — 1+ —
™
1
Op = —¢/1——
™

Dann gelten:

e lim o, = lim 5, =1
n—oo n—o0

e o, <1<p, fiiralle n
e g(ay) = cos(mn) = (—=1)", g(B,) = cos(—mn) = (-1)"

e lim v, = lim ¢§, = —1
n—oo n—oo

o v, < —1<, firalle n
* g(yn) = cos(—=mn) = (=1)" = cos(—mn) = g(d,)

Somit existiert keiner der Grenzwerte lim z), lim z), lim g¢g(xz)und lim ¢g(x),
a:—)—l—Og( ) ac—>—1+0g< ) z—>1—0g( ) x—>1+0g( )
die Funktion ldsst sich nicht stetig fortsetzen.
1

Es gilt ferner =z — 0 fir x — +o0, woraus
lim g(z) =1

Tr—r 00
lim g(z)=1

T——00

folgt.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 12. Grenzwerte und Stetigkeit
Sei o = 0 ein reeller Parameter. Sei

fiR SR 7o vV ox + —,/—x+3 >3

— cos(mx) <3

(a) Bestimmen Sie lirf fo(z). Fir welche « liegt dieser Grenzwert in R?
T—r+00

(b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f, in Abhadngigkeit von «.

(c) Bestimmen Sie «y so, dass f,, in zg = 3 stetig ist.

Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

lim f,(z)= lim (\/6x+7—1/gm+3)
T—r+00 r—r—+00 7
(\/6x+7—,/%37+3) (\/6x—|— —|—1/—:c+3)
= lim
T——+00
Vbx + 7 +1/—x+3

6—% 4
T—r—+00
Vbx +7 +w/—x+3
4
= hgrn
T——+00 a
\/6+ 7 % \/6x+ +w/—x+3
—00, «a > 42
=40, a =42

400, a <42

Das heiBt, fiir o = 42 liegt der Grenzwert in R.
(b) Wir betrachten zunichst den Fall = = 3:

\/6x+7=,/%x+3

<:>6:c+7:%x+3

- 4 4
T = — =
42 —a o —42

Die Bedingung x > 3 ist dabei nur fiir 42 < a < @ erfiillt.
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Wir betrachten nun den Fall < 3: Die Nullstellen von cos(t) sind gegeben durch
2 + wZ, somit sind die Nullstellen von cos(rz) gegeben durch 1 + Z. Da wir nur
Nullstellen < 3 benétigen, folgt fiir die Nullstellenmenge N («) von f,:

N(a) = {GHk[keZ k=2 U{ A5} o€ (12,1P)
{+k|kezZk<2) const

(c) Der links- und rechtsseitige Grenzwert von f,, soll an der Stelle zy = 3 miteinander
ibereinstimmen sowie mit f,,(3). Da f, fiir beliebige o € R linksseitig stetig in zo = 3
ist —in (—o0, 3] stimmt die Funktion mit der stetigen Funktion cos(wz) tiber ein — fiihrt
dies auf die Bedingung

—cos(3m) =1 = lim fao ()

x—340
1= lim <\/6x+7—,/@x+3)
z—3+0 7
3
e1=5-4/22 43
7
3
@16:%%
91
(:)Om:?
Somit ist f, nur f'Liroz:on:%—l in rog = 3 stetig.

Aufgabe H 13. Funktionsgrenzwerte
Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

. 5z’ + 9z — 123456789 (b) lim sin(tan(z))
(a) alcllg x3 — 322 +4x — 3 e
. —x 2 T . 4558
(c) xEToo(e cos(z?) + e ) (d) 1

m
2=0-0 \/Bx18 + 25216 — /518 4 4416

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Fiir den Nenner gilt: 3* —3-32+4-3—-3=9+#0, somit ist = — Sxiﬁg;zliifg” in
x = 3 stetig und wir miissen nur einsetzen:
lim 523 + 9x — 123456789 _ 5-2749-3 — 123456789
a—3 13— 3x2 4+ 4x — 3 9
= 1543 — 13717421 = —13717403

(b) Fiir die Folgen (an)nen, (bn)nen mit a, = —mn, § — mn gelten aufgrund der =-
Periodizitat des Tangens

lim tan(a,) = tan(0) =0

n—0o0

lim tan(b,) = tan Z) =1
)

n—oo 4
)

Wegen sin(1) # sin(0) folgt, dass lim sin(tan(x)) nicht existiert.

T—r—00
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(c) Es gilt:
lim e *cos(z?) =0
T—+00
wegen 0 < |e~? cos(2?)| £ e~ =3 0 (Sandwhich). Somit folgt mit lim e* = +o0 als
Tr—00
uneigentlicher Grenzwert
lim (e’w cos(z?) + ex) = 400
T—+00
(d) Es gilt:
r 428 y 428
im = lim
2=0-0 /B8 4+ 25516 — /518 + 4716 2-0-0 18/25 4 522 — 18+/4 + 52
4 4
= lim =
v>0-0 /25 4+ 532 — /4 + ba? 3
5 2
- —

Aufgabe H 14. Stetigkeit
0 firx < -2
Wir betrachten die Funktion f: R — R: z — f(z) = { 3|z| fir -2 <z <2.
3 x =2
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f.

(b) Sei eine Fehlerschranke 1 > ¢ > 0 gegeben.
Finden Sie in Abhangigkeit von € ein §; > 0 mit |f(z) — f(2)| < e fir x € [2,2+ ;)
und ein 62 > 0 mit |f(z) — f(2)| < e fir x € (2 —92,2]. Ist f an der Stelle 2 stetig?

(c) Finden Sie ein £ > 0, fiir welches kein § > 0 existiert mit f(Us(—2)) € U.(f(—2)). Ist
f an der Stelle —2 stetig?

Lésungshinweise hierzu:

(@) Fir x £ —2 und = = 2 stimmt f mit den
konstanten Funktionen x +— 0 und z — 3 iibe- ¥
rein. Fiir x € (—2,0) entspricht f der Funkti-
on x — —gx, welche eine Ursprungsgerade mit 5
Steigung —% beschreibt. Analog entspricht f A 1
fir z € [0,2) der durch z — 3z beschriebe-
nen Ursprungsgeraden mit Steigung % was auf
die rechtsseitige Skizze fiihrt. - i T T e
Da f bei x+ = —2 offenbar einen Sprung ]
macht, ist es wichtig zu kennzeichen, welcher
der Punkte (—2,0) und (—2,3) zum Graphen
von f gehort — hier geschehen durch ausgefiill-
te und leere Kreise.

(b) Wir machen eine Fallunterscheidung.
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(c)

e Sei x = 2. Danngilt: f(z) =3 und |f(x)—f(2)] =|3—3| =0, wasfiiralle e > 0
kleiner als ¢ ist. Deshalb kann man fiir §; irgendetwas wahlen, z.B. §; = 2025¢.
e Sei z € (0,2]. Dann gilt: f(z) = 2|z| = 32 und

3
Sei §; =2 — 2. Wegen ¢ < 1 und somit 2 — 2 > 0 gilt (2 —05,2] S (0,2].

(2
Wenn also = € (2 — &2, 2] ist, haben wir: |f(z) — f(2)| =3 — 3u. D|es fiihrt auf:

2 2
6(2—52,2]:>]x—2|<§:>2—x<36:>3—§x<5:>]f(3:)—f(2)\ <e
Sei nun § = min{dy, 05} und sei x € Us(2).
e Fiir z = 2 folgt aus |z — 2| < 0 = min{dy,d2} < &y, dass |f(z) — f(2)] < e, d.h.

fz) € U(f(2))

gilt.
e Fiir z = 2 folgt aus |xr—2| < § = min{dy,d2} < J5 ebenfalls, dass |f(x)—f(2)] <
e d.h. f(z) € U:(f(2)) gilt.

Daraus folgt f(Us(2)) & U.(£(2)).

Um die Stetigkeit zu beweisen muss die ¢ — d—Beschreibung fiir alle ¢ > 0 iberpriift
werden — bisher haben wir es nur fiir 1 > & > 0 getan. Sei dann ¢ = 1. Man wahlt
"€ (0,1): Wir haben gezeigt, dass ein 0 mit |f(z)— f(2)| < €' fiir alle |z —2| < d
existiert.

Sei 0. := d./, dann folgt aus |z — 2| < §. = J., die Ungleichung |f(z) — f(2)| <&’ < e.
Deswegen gilt die ¢ — d— Beschreibung fiir alle € > 0 und f ist an der Stelle 2 stetig.

Sei e =1 und § > 0 beliebig. Es existiert 0 < ¢’ < 3 so, dass Uy (—2) € Us(—2). Fiir
alle z € (—2,-2+¢) € (-2,-2+ 3) gilt dann f(z) = —3z und

) - (-2l = |50 -0 = 3.
Aber 1 < 24§ = —x > 2— 5’>2— ——:>—§x>1,also |f(x) — f(=1)] > €.
Wir haben gezeigt, dass f(Usi(— g U ) ist.
Daraus folgt f(Us(—2)) € U.(f We|| Ug/( 2) € Us(—2)). Da ¢ beliebig war,

gilt die ¢ —6— Beschrelbung an der SteIIe —1 fiir e = 1 nicht, daher ist f an der Stelle

—2 nicht stetig.
Frischhaltebox

Aufgabe H 15. Haiufungspuntke von Folgen

Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte der komplexen Zahlenfolge (2, )ney Mit 2, = (—1)™ +i".
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Losungshinweise hierzu: Fiir n > 2 ist n! gerade, also ist (—1)" =1 fiir alle n = 2. i"
nimmt genau vier verschiedene Werte an:

e i" =1 firalle n € N mit n = 4k fiir ein k € N
e i"=1ifirallene N mit n=4k+1 firein k € Ny
o i"=—1firallene N mit n =4k + 2 firein k € Ny

o i"=—]firalle n € N mit n =4k + 3 fiirein k£ € Ny
Es folgt fiir n = 2:

2 n € 4N

1+1 7”L€4N0+1
Zn =

0 n€4N0—|—2

1—1 ned4Ny+3

Folglich gilt fiir die Teilfolgen (zun),er: (Zan+1)neny » (Fant2)nen, » (24n43) nen,

lim 24, = 2
n—oo

lim Zan+1 = 1 +l
n—oo
lim z4,,0 =0
n—0o0
lim Z4n+3 = 1—1
n—oo
ap=2,a =141, a3 =0, ay =1 —1 sind also Hiufungspunkte. Da 4N U (4Ny + 1) U

(4Ng + 1) U (4N + 2) U (4Ng + 3) = N gilt, haben wir jedes n € N beriicksichtigt, es gibt
daher keine Weiteren.
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