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| Solonenko Hohere Mathematik

Sommersemester 2025

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Differenzierbarkeit und Tangenten

Sei m € R ein Parameter und f eine Funktion mit

(x—1)(x+2)?+5, =0

ffTR>R: 2z~ .
(x+1)> +mz, x>0

(a) Fiir welche m € R ist f stetig?
(b) Fir welche m € R ist f an der Stelle 0 differenzierbar?

(c) Bestimmen Sie fiir den in (b) bestimmten Wert von m die Gleichung der Tangente
T an den Graphen von f an der Stelle 0. Skizzieren Sie die Tangente T sowie den
Graphen.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Auf (—00,0) und (0,400) ist f iiber polynomiale Ausdriicke definiert und somit auf
R~ {0} gem3B 1.12.3 stetig. Es bleibt die Stetigkeit an der Stelle 0 zu untersuchen.
Dazu berechnet man den links- und rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle 0 und
erhalt

lim f(z)= lim (x —1)(z+2)*+5=1= f(0)

z—0—0 x—0—0
und

: o 2 1
zg{)r}rof(x)_zggio($+l) +max =1= f(0).

Beide Grenzwerte stimmen unabhangig von m mit f(0) berein, somit ist f an der
Stelle O fiir alle m € R stetig.

(b) Die Funktion f ist an der Stelle 0 differenzierbar, wenn jeweils links- und rechtsseitige
Grenzwert des Differenzenquotienten an der Stelle 0 existieren und beide Werte identisch
sind. Man berechnet also

lim f'(z) = lim (z+2)*+2(x —1)(z +2)
z—0-0 z—0-0

= lim (2® +4z +4) +2(2* — 3z — 2)

z—0—0

= lim 32% -2z
x—0—0

=0
und

. / o .

= lim 2+ m
r—040

Das heiBt, f ist an der Stelle 0 differenzierbar, falls m = —2.

(c) Fir m = —2 ergibt sich die Gleichung der Tangente an den Graphen von f an der
Stelle 0 als:
—1=0+besy=mr+b=0—-1=—1.

Die Tangente ist in Abbildung [2] eingezeichnet.
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Abbildung 2: f(z) mit m = —2

Aufgabe H 22. Ableitungen berechnen
(a) Berechnen Sie fiir folgende Funktionen f: R — R jeweils f”:

(i) f(z) = cos(z® — 22% +2) (i) f(z) = 2* .
(i) f(z) = sin(z) cos(z?)

(b) Der Cotangens hyperbolicus coth ist definiert durch coth(z) = S
Zeigen Sie, dass coth’(x) = 1 — (coth(z))? gilt.

Loésungshinweise hierzu:
(@) (i) Mit der Kettenregel folgt

f'(x) = %(cos(x?’ — 222 +2)) = —(32% — 4x) - sin(2® — 227 + 2).

(i) Die Kombination von Ketten- und Produktregel fiihrt auf

(sin(z) cos(x?))" = cos(x) cos(z®) — 2z sin(x)?.
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(iii) Es gilt
d 2x+1 d log(x)(2x+1) log(x)(2z+1)
ﬁ(:v ) = 1z (e )=e - (log(z)(2x + 1))
_ <2x +1 N 210g($)) olog(w)(2a+1)
x

2% + 1
= < v +210g(x)) = 22(2x + 1+ 2z log ).
e

(b) Wegen L (e”" £e ) =e” Fe @ gilt

d (e“” - e_QC) _ (e e™7)2 — (e — ¢7%)?

dr \ez —e@ (e* 4 e77)2

et —e” 2
=1 (—)
et f e

=1 — (coth(z))%

Bemerkung: Die Kurzschreibweise % (e £e™™) = e® F e " ist wie folgt zu verstehen:
Wenn mehrere +/F in einer Formel/Gleichung auftreten, so werden immer die Vorzeichen
auf selber ,,Hohe' als zu einer ,,Version“ des Ausdrucks gehorig aufgefasst, im vorliegenden
Fall alo:

@ (e:r: + e—x) —e¥ _ g ®
d

1z (e” — e*x) =¥ +e”*

Entsprechend ist bei der Verwendung dieser Ausdriicke Vorsicht walten zu lassen: Will man

+1
bspw. die Nullstellen (z,y) € R? der Funktion (z,y) — (1 — 22)(1 — y?) kurz als (jﬂ)

zusammenfassen, gibt man nur die Nullstellen (7) und (7)) an.
Aufgabe H 23. Monotonie
Betrachten Sie die Funktionen f: R — R: 2+ 2¢** und g: R — R: z + 42 + 2.
(a) Berechnen Sie f(0) und ¢(0).
(b) Bestimmen Sie f’ und ¢’ und werten Sie die Ableitung in 0 aus.
(c) Folgern Sie f(z) = g(x) fiir alle x =2 0.

Loésungshinweise hierzu:
(@) f(0)=2, g(0) =2
(b) Es gelten f'(z) = 4e** und ¢(x) = 4. Entsprechend ist f/(0) =4, ¢'(0) =
(c) Wenn z = 0 ist, dann gilt €** = 1 und somit f'(z) = ¢'(z) bzw. f'(z)—¢'(z) = 0. Die

Funktion x +— f(x)—g(x) ist also fiir x = 0 monoton steigend. Wegen f(0)—g(0)
folgt damit f(x) = g(z) fiir alle = = 0 erfiillt.
Aufgabe H 24. Ableitungen

Bestimmen Sie im Folgenden jeweils den maximalen Definitionsbereich Dy £ R von f.
Bestimmen Sie ferner erste und zweite Ableitung.
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(a) f(z) =In(tan(32)")

€+ 1)
(c) f(§) = 1

(b) fly) =

1 nt—1
— e R d = 2"
ot (d) f0) = 577

Losungshinweise hierzu:

(a) Der Definitionsbereich von In ist RT. Wegen r* = 0 Vr € R miissen wir also nur

x — tan(3z) auf Nullstellen und Definitionsliicken iiberpriifen. Mit tan(0) = 0 und der
mw-Periodiziat der Tangens-Funktion folgt einerseits

tan(3x) =0 < 3renZ <& v €7

Andererseits folgt aus tan(z) = CS;;’((;”) und cos(z) = 0 & v € § + 7Z, dass tan(3z)
genau dann nicht definiert ist, wenn

T v
cl Ty
TES5 T3

Der Definitionsbereich ist somit gegeben durch

Df:R\({k:g) kEZ}U{kg—I—%‘ kez})

Fiir die Ableitungen erhalt man das Folgende

oy d tan(3e14Y) — 4tan(3z)° d (sin(3z)
fw) = x (In(tan(32)%)) (tan(3z))* dzx (cos(?):c))
19, cos(3z) (cos(3x))* + (sin(3z))” _ 12
sin(3x) (cos(3x))? sin(3z) cos(3x)
und entsprechend (wegen L cos(z)sin(z) = (cos(z))? — (sin(z))?)

y, « 36(sin(3z))* — 36 cos(3z))?
i) = (cos(3z))?(sin(3z))?
36 36

"~ (cos(3z))? (sin(3x))?

(b) Es gilt 1 —cy* = 0 < y* = %, somit ist der Definitionsbereich ist gegeben durch

Dy =R~ { %& L\/} Fiir die Ableitungen erhilt man das Folgende:
' d 4y—1 4ey?
f(?/):d—y((l—cy) ):m
f'y) = 4 dey? ) _ 12cy®(1 — ey?)? + 32¢%y5(1 — cy)
dy \ (1 — cy*)? (1 —cy*)?
C 12e*(1 —ey') +32¢%y°  12cy® + 20¢%y°
(1—cy*)? (1—cy')?
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(c) Wegen (£ +1)* = 0,6* +1 = 1 fiir beliebiges ¢ ist der Definitionsbereich gegeben
durch Dy = R. Wir erhalten als Ableitungen fiir { # —1

o= ——. 4 ((5“)4)

1 AEH 1P 1) -4+ 1)
_2 (gj_j)l‘l (Er+1)2

1 A+ -€7)
B 9, /E+D! (§4+1)2

e+l

_ E+1)A -8 o 242626 —2¢!
VO T a e VS Ty
f”(f) _ 453 . 1 +£_ 53 _54
Ve @ty
(1 -3¢ —48)(&* +1) =8(1 + & =& = &Y (& +1)¢°
+2¢/&4+1- @)

AP a0 g e (1230 4E)(E 1) 8@ g -0 )

Vi GERYE

4€° +4€* — 4¢° — A€ [ — 362 — 1263 — 764 4 566 4 4gT
:\/@' 4 +2\/@.
FDE A+ 17 141)3
—@.2%6»:2_)2(563—1054%5%457 GES
) (& +1)3

(d) Esist

=1, =1’ +1)
f(n) = F5—2"= 5
n®+1 n*+1
Der Definitionsbereich ist folglich gegeben durch Dy =R, da n* +1 > 0.
Mit Hilfe der Produkt- sowie der Kettenregel ergibt sich nun

f'(n) = 2nen 4 In(2)(n? + 1)eln(2)n
= (274 In(2)n? — In(2))e™ @

F(n) = 2+ 2In(2)n) "7 + In(2)(2n + In(2)5* — In(2))e"
= (24 (In(2))%7® + 41n(2)n — (In(2))?) @

2" = (n? — 1)eln(2)77.

p Frischhaltebox

Aufgabe H 25. Potenzreihen

Bestimmen Sie Konvergenzradien und Entwicklungspunkte folgender Potenzreihen:

o0

1) =Y (=1t ;f olz) = 3 =22 1;25 it Dk
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Losungshinweise hierzu:
f: Der Entwicklungspunkt liegt bei zy = 1. Wir berechnen:
n?—1 - X
= lim = lim =1
n—oo0 N4 — n—oo | — =

Der Konvergenzradius betragt daher py = 1.
g: Der Zahler kann als (z—(2—1))? faktorisiert werden. Die Gesamtsumme lsst sich daher

wie folgt ausdriicken:

-2(2-1 (3 — 4i) =1 >
Z )z + ) g —(z—(2-1)) ":E an(z — (2 —1)™.
=1

Z 32n — 32n

n=1

37" 2N
mit a, = "e . Mit dem Wurzelkriterium ergibt sich
0 ne2N—-1

1

lim {/|a,| = lim = =
im {/|ay,| Lngog 3

n—oo

woraus sich der Konvergenzradius p, = 3 ergibt
Der Entwicklungspunkt liegt bei z; =2 —1i.
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