J. Joussen,

C. Klapproth, 16. Gruppeniibung zur Vorlesung M. St |
R. A. Lainez Reyes, Hohere Mathematik 2 OTOPPE
R. Schmahl
Sommersemester 2024
Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 76. Funktionsgrenzwerte
Bestimmen Sie folgende Funktionsgrenzwerte:
.o’ —4xd 4w . sin(a?)
(a) xEIJPoo 2x5 — 422 + 1 (C) xE(IJl}O 4
2
—2
(b) lim %
Tr——00 25[}3—1
Loésungshinweise hierzu:
(a) Nach Satz 1.11.8 gilt:
. omx®—4x* 4+ o
lim = —.
z—+oo 20° — 422 + 1 2
(b) Es gilt fir < 0 wegen 2;3%51 >0 und (cos(z))? —2 < —1:
2 3 3
-2 20° — 1 2¢° — 1
—(Cos(fzg = ((Cos(av))2 —2)- v < — v — —00
e T —95 r—25

wenn x — —oo wieder nach Satz 1.11.8. Somit folgt:

lim (cos(z))? —2 _

T——00 z—5
23 —1

(c) Wir schreiben den Ausdruck wie folgt um:

sin(z®)  sin(z®) 1
e

x
Es gilt nun nach den Grenzwertsatzen 1.12.1 sowie Beispiel 1.12.5:
. 3 . t
lim Sm(f ) _ iy 00 _

z—0—0 €T t—0 t

AuBerdem ist lim, oo+ = —co und somit folgt

s (3
lim sin(a”) = —0

z—0—0 g4

Aufgabe H77. Stetigkeit
Sei p 2 0 ein reeller Parameter. Wir betrachten die Funktion f: R — R mit
23+ — 4o —4 (it o <9
ir z ,
flz) = 3(2 —x)
V124 pr — Va2 + 8z +29 fiirz = 2.

(a) Bestimmen Sie hI_P f(z) in Abhingigkeit von p.
T—r—+00

(b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f in Abhangigkeit von p.
(c) Fiir welche Werte des Parameters p ist f an der Stelle x = 2 stetig?
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Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

Es gilt:
: . 72 + pr — (2% + 8z + 29)
lim f(x) = lim <\/x2—|—px—\/x2—|—8x—|—29>:
z—+00 z—+00 V22 + pr + V2?2 + 8z + 29
-8 29
= lim (p—8)z+
S V= ey
-8
= lim b +0
e STHE 41+ 84+ 8
_]9;8:1_9_4.
2 2

Durch Polynomdivision ergibt sich fiir z < 2
1
flz) = —3 (2* + 32+ 2).

Diese Polynomfunktion hat Nullstellen

3 9 3 1
=——+4/-—-2=—+=
B Rl 22
das heiBt 1 = —1 und 25 = —2. In der Tat liegen beide Stellen in dem zuldssigen

Bereich 2 < 2. Wir untersuchen noch, ob f weitere Nullstellen fiir x = 2 hat. Es gilt
dort dann

\/x§+px3 = \/x§+8x3+29
Da die Terme unter den Wurzeln auf beiden Seiten stets positiv sind, kdnnen wir dqui-
valent umformen zu pxs = 8x5 + 29 bzw. x5 = I%, falls p # 8. Es gilt dabei, dass
xr3 = 2 ist genau dann, wenn 8 < p < %. Genau in diesen Fillen hat f folglich mit

T3 = % noch eine dritte Nullstelle.

f ist stetig in x = 2 genau dann, wenn der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle 2
mit dem Funktionswert f(2) tbereinstimmt [Fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt das
automatisch.]. Es gilt dabei

f2)=V4+2p—VA+16+29=+/4+2p— T

und (vgl. (b))

1
lim f(zx)=— lim §(x2—|—3:1:+2):—

z—2—0 z—2—-0

Durch Gleichsetzen ergibt sich /4 + 2p = 3 bzw. p =

1
5
5"

Aufgabe H78. =-6-Kriterium fiir Stetigkeit

Verwenden Sie das £-d-Kriterium, um zu zeigen, dass die Wurzelfunktion f(z) = v/x an jeder
Stelle g = 0 stetig ist. Geben Sie insbesondere fiir beliebiges x5 = 0 und ¢ > 0 ein 0, als
Formel explizit an, so dass die e-0-Beschreibung erfiillt ist. Konnen Sie 6. unabhdngig von
xo wahlen?
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Lésungshinweise hierzu: Wir konnen . = 2 wihlen. Es gilt dann fiir beliebige z, 29 = 0

mit |z — x| < dc:
|V = /x| £ V| — zo| <e.

Insbesondere kann ¢ tatsachlich unabhangig von xy gewahlt werden.
Um die erste Ungleichung einzusehen, kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit anneh-
men, dass xy < x. Die Ungleichung ist dann erfiillt genau dann, wenn

vV Sz + Vi — 2.

Da beide Seiten nicht negativ sind, erhalten wir durch Quadrieren die dquivalente Ungleichung

xS xo+ T —x0+ 2v/zo(x — 20) = T + 24/ 0(T — T0),

welche trivialerweise erfiillt ist.
Hinweis: Zum Vergleich mit Alternativiosungen sei (ohne Beweis) erwahnt: Fiir zy = 0 ist
obige Wahl von . optimal. Fiir o > 0 und ¢ < 2,/z ist die optimale Wahl von . dagege

gegeben durch
Oemo =€ (2¢/x0 —€) .
Jedes groBere ¢, erfiillt die Anforderungen nicht.

Aufgabe H79. Umbkehrfunktion
Gegeben sei die Funktion f: [—2,1] — R durch

fa) vV—=2r—22 falls —2=<2<0,
xTr) =
Vi—22—-1 fals0< 2z S 1.

(a) Priifen Sie, ob f stetig ist.

(b) Finden Sie moglichst groBe Intervalle [a,b] und [c,d] mit a,b,c,d € R, so dass die
Einschrankung f : [a,b] — [c,d] bijektiv ist. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~!
rechnerisch.

(c) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch eine geeignete Skizze.

Lésungshinweise hierzu:

(@) Wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion geniigt es zu priifen, dass wegen der Stetigkeit
der Wurzelfunktion geniigt es zu priifen, dass

V=2-0-02=0=v1-02-1.

Damit ist f auf [—2, 1] stetig.

(b) Wir wahlen [a,b] = [—1,1]. In der Tat enthilt jedes groBere Intervall jedenfalls alle

Punkte in [—1,0] sowie zumindest einen Punkt z, € [ 2,-1). Es gllt aber —2 —x €
[—1,0] und f(=2—20) = \/4+ 220 — 4 — dxo — 2% = \/—21:0 — 22 = f(xo). Damit
kann f in keinem groBeren Intervall als [—1,1] injektiv sein.
Andererseits ist f in [—1,1] tatsichlich injektiv: Seien z,y € [—1,1] beliebig mit
f(z) = f(y). Falls f(x) = f(y) < 0, so folgt direkt, dass =,y = 0 und damit
V1 —22 = /1 —y2. Quadrieren fiihrt zu 2?> = 3? und (da z und y nicht negativ
sind) z =y.
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Abbildung 1: Skizze zu H 79 (c)

Ist dagegen f(x) = f(y) =0, so folgt x,y < 0 und wir erhalten —2x — 2% = —2y—y?>.
Dies lasst sich umformen zu

0=2—9y*+2—y)=(z—y)(z+y+2).

Nach Voraussetzung ist z +y + 2 # 0 und es folgt = = y.
Da f also auf [—1, 1] stetig und injektiv ist, genligt es, f an den Randern auszuwerten,
um den Wertebereich [c,d] zu erhalten. Es gilt f(—1) =1 und f(1) = —1, somit ist
[e,d] = [—1,1].
Durch Lésen der Gleichung y = v/—2x — 2% nach z erhilt man (unter Beachtung der
Bedingung = € [—1,0)), dass © = /1 — y>—1. Analog erhalt man aus y = /1 — 22—1
genau x = /—2y — y2. Insgesamt ist hier also f~! = f.

(c) Wir sehen in oben stehender Skizze, dass der Graph der Funktion f spiegelsymme-
trisch an der ersten Winkelhalbierenden ist. Damit sind Funktion und Umkehrfunktion
identisch.
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Frischhaltebox

Aufgabe H 80. Haiufungspunkte komplexer Folgen

Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte der komplexen Folge ((15:1713:)"

jedem Haufungspunkt eine Teilfolge an, die gegen diesen konvergiert.

) und geben Sie zu
neN

Lésungshinweise hierzu: Wir bezeichnen obige Folge mit (a,),en und betrachten die Teil-
folgen

B (—1)% B 1
Qak = (1 41+ i)~ (24 1)%
(—1)4+1 1
Qak+1 = (11 + )ikt — (1 4 2q)dktl
(—1)4+2 1
Qak+2 = (1 41+ ide2)ahe2 — jahz -1
(—1)4+3 1
A4k+3 = (1 +1+ ik +3)1k+3 = 4kt -1
Fiir die ersten beiden Teilfolgen gilt dabei fiir £ — oo:
1™
]a4k|—’2+i :@—H)
und
1|k 1
|a4k+1|:‘1+21 :Wﬁo'

Da die obigen Teilfolgen alle Folgeglieder abdecken, sind damit die Haufungspunkte von
(an)nen genau 0 und —1.
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