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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 81. Rechenregeln fiir Potenzreihen
Seien f und g die Reihen

0= () w-Y e

(a) Schreiben Sie f(z), g

(b) Bestimmen Sie (f +g
radius an.

OOD—\

Loésungshinweise hierzu:
(a) Beginnen wir mit f:

so dass
oo 1 o0
) =D =% =Y anz -2
k=0 n=>0
mit

ﬁ wenn n = 2k, k € N,
0 wenn n =2k + 1,k € N.

o

Wir berechnen den Radius mit dem Wurzeltest:

lim {/|a,| = lim (22")ﬁ _1

n—00 n—00 2’

so dass py = 2. Fiir g ist die Berechnung einfacher:

(b) Wir haben psyy = ps, = min(py, p,) = 1, und

o

(FHa)E) = anz=2" + 3 2= =D b= -2,

n=0 n=0 n=0
mit
. %jt% wenn n = 2k, k € N,
" wenn n =2k + 1,k € N.

z) als Potenzreihe und geben sie deren Konvergenzradius an.

(2), (f-g)(2) als Potenzreihe und geben sie deren Konvergenz-
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Fir das Produkt der Funktionen haben wir

(9 =3 [ n (%)] (-2

n=0 =0

Wir konnen die interne Summe wie folgt vereinfachen: n kann eindeutig entweder als

n = 21 oder n = 2] 4+ 1 geschrieben werden, mit [ € N. Dann

"apy 1 1<~ 1
> (5)=3Xm =32

k=0

Aufgabe H 82. Potenzreihen und Gleichungen
Seien f und g die Potenzreihen

FO =3 a5 = na
n=0 n=1

mit a, € C.
(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius von g(z), wenn p; > 0 ist.

(b) Bestimmen Sie ¢, € R so dass a,, = c,a;, n > 1, wenn

9(2) = f(2) + 2, |z| <min(py, pg)
f(0) =0.

Hinweis: Wenn "> 1 b,2" = > b,2", dann b, = b,, .

(c) Schreiben Sie f und g als Traszendentalfunktionen (z. B.: exp, sin, log).

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Wir schreiben

g(z) = Znanz”’l = Z(n + Day12".
n=1 n=0

Seit

lim /n = 1,

n—oo
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wir haben
ay = T /(n+ Dla,e]
= h_)_m Vn+ 13/ |ans1]
n o0
= lim Vn + 1 lim {/|an.]
n—oo n—oo
= lim /|an11]
n—oo
= CLf.
Daher p, = é = % = py.

(b) Seit f(0) =37 a,(0") = ao, deshalb ag = 0. Nun setzen wir die Gleichung ein:

o0 (e 9]

Z(n + Day12" = Z a,z" + 2.
n=0 n=0
Wir haben
Z((n + Dayi1 —a,)2" =2,
n=0
so dass
1
QA9 — 5661
B 1
Ap+1 = (n+ 1)an

Daher konnen wir schreiben

ao 0
ay = 2
1
a, =—a;, n>1
n!
(c) Ersetzen wir die Werte von a,:
f(z):Zanz _ZEZ =2 ZEZ — 1| =2(exp(z) — 1),
n=0 n=1 n=0
. n . 2” n—1 . ]' n—1 __ G n __
g(z)—;nanz —;ﬁz :2;(n_1)‘z —2;:0—'2 = 2exp(z).

Aufgabe H 83. Kreistangenten

Sie werden beauftragt, einen neuen Leuchtturm zu bauen. Wie hoch miissen Sie den Leucht-
turm bauen, damit er auch fiir kleine Boote (bei denen sich die Perspektive der Besatzung
naherungsweise auf Hohe der Wasseroberflache befindet) bereits aus einer Entfernung von
25km zu sehen ist? Unter der Entfernung verstehen wir hierbei die Distanz, die das Boot
noch zuriicklegen muss, um den FuBpunkt des Leuchtturms zu erreichen.

Hinweis: Fiir diese Aufgabe darf ausnahmsweise ein gewdhnlicher Taschenrechner verwendet
werden. Sie kdnnen mit einem Erdumfang von 40000 km rechnen.
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Abbildung 2: Skizze zu H 83

Lésungshinweise hierzu: Der Halbkreis f (siehe Skizze) hat die Funktionsgleichung
fla) = VEE 22,

wobei R = 400301““1 — 20000km der Erdradius ist. Die Distanz betrigt nach Aufgabe 25km,
der Winkel ¢ im BogenmaB ist also gegeben durch ¥ = 27 ;228" = I Das Boot befindet
sich also an der Stelle zy = Rsin(¢}), wenn die Spitze des Leuchtturms erstmals sichtbar wird.

Nach 2.1.5 ist die Tangentengleichung fiir g an dieser Stelle gegeben durch

ol — o
@) = Fa)la - a0) + Flao) =~ 1) g
R? — a3
Diese Tangente soll die y-Achse bei R + h schneiden, wobei h die (gesuchte) Hohe des
Leuchtturms ist, d.h. wir setzen g(0) = R + h. Durch Einsetzen ergibt sich

R

Sln
h = 2 V) = ——.
R+ —_xOnL\/R Rcos ) +Rcos( ) cos(0)

(Zu dieser Erkenntnis kann man mittels “Schulmethoden” auch gelangen, indem man das
rechtwinklige Dreieck Mittelpunkt Erde — Boot — Leuchtturmspitze betrachtet.)
Der Leuchtturm muss also mindestens

R

1
h = —R=R|—F—-1]~0.049km =49m
cos(1) cos (gr5)

hoch sein.

Aufgabe H 84. Stetigkeit von Umkehrfunktionen
Essei f: M — S eine bijektive, stetige Funktion mit M, S C R.

(a) Zeigen Sie: Ist M = [a,b] fiir reelle Zahlen a,b € R mit a < b, so ist auch die
Umkehrfunktion f=!:S — M stetig.

(b) Folgern Sie, dass der natiirliche Logarithums In : Rt — R stetig ist.
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Losungshinweise hierzu:

(a) Sei y € S beliebig. Wir zeigen, dass f~! stetig in y ist. Sei dafiir (y,,).en eine beliebige
gegen y konvergente Folge in S. Dann gilt: Die Folge z, = f~'(y.) € [a,b] ist
beschrankt und hat insbesondere nur reelle Haufungspunkte. Ist x € R ein solcher
Haufungspunkt, so gibt es eine Teilfolge (z,, )xeny Mit limy_,o z,,, = x. Da das Intervall
[a, b] abgeschlossen ist, muss = € [a,b] gelten. Aus der Stetigkeit von f folgt nun

f(z) = lim f(zn,) = lim g, =v.
k—o0 k—o0

Die Folge (z,,)nen besitzt also hochstens einen Haufungspunkt. Dieser ist gegeben durch
r = f~1(y). Es folgt lim,, .., z,, = = (vgl. 1.4.11, Nr. 4) oder anders ausgedriickt

NP _ 1
Tim £~ (yn) = £ ().
(b) Sei yo € R*. Dann ist die Exponentialfunktion
exp : [In(yo) —1,In(yo) +1] = [%,yoe]

stetig und bijektiv. Nach (a) ist die Umkehrfunktion In stetig in [y?o,yoe] und insbe-
sondere im Punkt yg € (yo,yge). Da g, beliebig war, folgt die Aussage.

e

- Frischhaltebox

Aufgabe H 85. Eigenwerte und Eigenrdume
53 —36

Gegeben sei die Matrix A = (72 49

). Bestimmen Sie die Eigenwerte von A sowie die

dazugehdrigen Eigenrdume.

.

Losungshinweise hierzu: Die Eigenwerte von A sind gegeben durch die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

xa(A) = (53 = A)(—49 — ) + 7236 = A? — 53X + 49\ — 2597 + 2592 = \? — 4\ — 5.

Diese sind
M2 =2EV4+5,

also A\; =5 und Ay = —1. Fiir einen Eigenvektor v; zum Eigenwert \; gilt

o_ (33-5 =36 (48 —36
“\ 72 —49—5)" T 72 —5q) 0

also ist der zugehorige Eigenraum

Analog gilt

o_ (33+1 36 (54 —36
T\ 72 —4941) 27 2 —ug) Vo

o-1(()
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