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Kapitel 1

Kurven im R’

1.1 Grundlagen der Topologie

Wir betrachten einen Punkt x im R". Der offene Ball vom Radius § um z ist
definiert als
Bs(z) ={y e R" | [ly — z|| <4}

Hier bezeichnet ||a|| die euklidische Linge von a € R™, gegeben durch

lall = \/a2 + ...+ a2.

Definition 1.1. Eine Teilmenge U C R" heifit offen, falls es um jeden Punkt 2 von
U einen offenen Ball gibt, der ganz in U enthalten ist, d.h. fiir alle x € U existiert
ein § > 0 (abhdngig von x), so dass Bs(x) C U. Eine Menge U C R" heifit offene
Umgebung von x falls x € U und U offen ist.

Es ist sehr niitzlich nicht nur offene Mengen im R"™ zu betrachten, sondern auch
Mengen, die in einer Teilmenge von R"™ offen sind.

Definition 1.2. Sei M C R" eine beliebige Teilmenge. Dann heil3t U C M offen
in M, falls es eine offene Menge V' C R" gibt, so dass U = M N V. Analog sind
offene Umgebungen von Punkten in M definiert.

Bemerkung 1.3. Falls U C M offen in M ist, muss U im allgemeinen nicht offen
in R" sein!

Beispiel 1.4. Betrachte im R? die Menge
M = {(z,y) €R*|y=0und —2 <z <2}.

Dannist U = {(z,y) € R? | y = Ound — 1 < = < 1} offen in M aber nicht
offen in R2.



Seien M C R™und N C R".

Definition 1.5. Eine Abbildung f : M — N heiflt stetig in x € M, falls fiir jede
in N offene Umgebung V' von f(z) eine in M offene Umgebung U von x existiert,
so dass f(U) C V. Die Abbildung f heiBt stetig, falls sie in jedem Punkt von M
stetig ist.

Besonders wichtig sind stetige Abbildungen, die bijektiv sind und deren Um-
kehrfunktionen auch stetig sind.

Definition 1.6. Eine Abbildung f : M — N heifit Homéomorphismus, falls sie
bijektiv ist und f sowie f~! stetig sind.

Definition 1.7. Eine Abbildung f : U — R™, mit U C R" offen, heifit im folgen-
den differenzierbar falls sie unendlich oft differenzierbar ist, das heifit alle parti-
ellen Ableitungen jeder Komponente von jeder Ordnung existieren (die Abbildung
ist also C'°°).

Sei f: U — R™, mit U C R" offen, differenzierbar. Dann ist in jedem Punkt
x € U eine lineare Abbildung D, f : R® — R™ definiert durch die Richtungs-
ableitung von f

d
Dy f(v) = T li=0 f(z + tv).
Die Abbildung D, f heiit das Differential von f im Punkt z. Insbesondere gilt

T
Dafle) = g o fla e = (5, G2 )

Das bedeutet, dass die darstellende Matrix des Differentials die Jabobi-Matrix ist:

of1 9fr
ox1 t Oxp
Ofm Ofm
ox1 tee 0Ty,

Satz 1.8 (Kettenregel). Seien U C R¥, V Cc R™, W C R offenund f : U — V
und g : V. — W differenzierbar. Dann ist die Verkniipfung g o f differenzierbar
mit Differential

Dy(go f) = Dywygo Daf.
Das heifst, die darstellende Matrix des Differentials von g o f ist das Produkt der
Matrizen von g und f.

Definition 1.9. Eine Abbildung f : U — V, mit U C R™,V C R™ offen, heifit
Diffeomorphismus, falls sie bijektiv ist und f sowie f~! differenzierbar sind.

Die Jacobi-Matrix eines Diffeomorphismus ist eine invertierbare Matrix (Be-
weis mit der Kettenregel).



1.2 Kurven im R"

Definition 1.10. Sei I C R ein offenes Intervall. Eine parametrisierte Kurve im
R™ ist eine differenzierbare Abbildung

c: I - R"™

Nach unserer Vereinbarung bedeutet “differenzierbar” unendlich oft differen-
zierbar. Manchmal betrachtet man parametrisierte Kurven auch auf abgeschlosse-
nen Intervallen. Differenzierbarkeit ist dann als einseitige Differenzierbarkeit zu
verstehen. Sei ¢ : I — R" eine parametrisierte Kurve.

Definition 1.11. Die Ableitung

heiBt Geschwindigkeitsvektor zur Zeit ¢.

Definition 1.12. Die Kurve ¢ : I — R" heif3it regulér falls der Geschwindigkeits-
vektor v(t) fiir alle Zeiten t € I nicht verschwindet.

Beispiel 1.13. Sei ¢ : R — R? die Schraubenlinie gegeben durch

c(t) = (acost,asint, bt).
Dann ist ¢ eine Kurve mit

v(t) = (—asint,bcost,b).
Insbesondere ist c regulér.
Beispiel 1.14. Sei ¢ : R — R? die Kurve

c(t) = (t3,12).
Dann gilt v(0) = (0, 0), d.h. ¢ ist nicht regulér.
Beispiel 1.15. Sei ¢ : R — R? die Kurve
c(t) = (83 — 4t,t* — 4).

Dann gilt ¢(2) = ¢(—2), d.h. c ist nicht injektiv.



Definition 1.16. Sei ¢ : I — R" eine parametrisierte Kurve. Eine Parameter-
transformation ist ein Diffeomorphismus ¢ : J — I von einem weiteren offenen
Intervall J C R auf /. Die parametrisierte Kurve ¢ = co ¢ : J — R” heifit
Umparametrisierung von c.

Eine Umparametrisierung éndert nicht das Bild der Kurve im R", sie wird nur
unterschiedlich schnell durchlaufen. Sei ¢ : J — I eine Parametertransformation.
Da das Differential eines Diffeomorphismus invertierbar ist, gilt

G(t) #£0, firallet e J.

Proposition 1.17. Jede Umparametrisierung einer reguldren Kurve ist wieder re-
guldr.

Beweis. Nach der Kettenregel gilt

Also ist &(t) # 0, da beide Terme auf der rechten Seite ungleich null sind. t

Beispiel 1.18. Sei ¢ : R — R die Parametertransformation ¢(t) = 2t. Istc : R —
R3 die Schraubenlinie, dann gilt fiir ¢ = c o ¢

é(t) = (acos2t,asin 2t, 2bt).

Das heift ¢ durchlauft diesselbe Kurve doppelt so schnell. Fiir die Geschwindigkeit
gilt ¢(t) = 2¢(2t).

Definition 1.19. Sei ¢ : (a,b) — R" eine parametrisierte Kurve. Dann heif3t

b
L) = [ Iv(o)lde
a
Linge der Kurve.
Hierbei ist ||v(t)]| die euklidische Linge des Vektors v(t),
lv(@®)]| = Vo1 (£)2 + ... + v (1)2.

Beispiel 1.20. Sei c : [0, 27] — R? mit

c(t) = (acost,asint),
die einmal durchlaufene Kreiskurve vom Radius ¢ > 0. Dann ist

v(t) = (—asint,acost),



also ||v(t)|| = Va2sin®t + a2 cos? t = Va2 = a. Deshalb ist

2m
L(c) = / adt = 27a.
0

Die Linge einer Kurve hat folgende wichtige Eigenschaft unter Parameter-
transformationen.

Proposition 1.21. Die Linge einer parametrisierten Kurve dndert sich nicht bei
Umparametrisieren.

Beweis. Sei ¢ : (a/,b') — (a,b) eine Parametertransformation. Dann gilt fiir ¢ =
c o ¢ nach der Kettenregel und der Substitutionsregel fiir Integrale:
b/

L(e) (o) (t)lldt

al

;

= [ lle(@)ll- 190t
ab

_ / lé(s) |ds

— L(e).

O]

Definition 1.22. Eine Kurve ¢ : I — R heifit nach Bogenlinge parametrisiert
falls |[v(t)|| = 1 firalle t € 1.

Insbesondere ist eine solche Kurve regulir. Ist die Kurve ¢ : (a,b) — R™ nach
Bogenlidnge parametrisiert, so gilt L(c) = b—a. Wegen dem folgenden Satz werden
wir oft annehmen, dass eine reguldre Kurve nach Bogenlidnge parametrisiert ist.

Satz 1.23. Zu jeder reguliiren parametrisierten Kurve gibt es eine Umparametri-
sierung in eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve.

Beweis. Siehe [1, Proposition 2.1.13]. O

Anschaulich kann man, da die Geschwindigkeit iiberall ungleich null ist, durch
eine Umparametrisierung erreichen, dass die Geschwindigkeit konstant eins wird.

Beispiel 1.24. Sei c : [0, 27] — R? wieder die Kreiskurve vom Radius a wie oben.
Dann ist

61 [0,27a] — [0, 27, b(t) — 2

eine Parametertransformation, so dass die Kurve ¢ = ¢ o ¢ nach Bogenlénge pa-
rametrisiert ist. Die Ldnge der Kurve ¢ berechnet man durch die Differenz der
Intervallgrenzen, also wieder 27a.



1.3 Kurven im R3

Neben der Geschwindigkeit hat eine Kurve auch eine Beschleunigung. Das fiihrt
auf den Begriff der Kriimmung einer Kurve im R3. In diesem Abschnitt sind alle
Kurven nach Bogenlinge parametrisiert. Dann hat der Geschwindigkeitsvektor
die Lénge eins.

Definition 1.25. Sei ¢ : I — R? eine parametrisierte Kurve. Die Funktion
k: I — R k(t) = |E@)|,
heift Kriimmung der Kurve c.
Die Kriimmung ist also genau der Betrag der Beschleunigung der Kurve.
Proposition 1.26. Eine Kurve ist eine Gerade genau dann, wenn k. = 0.

In Punkten, in denen die Beschleunigung nicht verschwindet, kann man einen
auf dem Geschwindigkeitsvektor senkrechten Vektor definieren.

Definition 1.27. Sei ¢ : I — R? eine Kurve und ¢ € I so dass k() # 0. Dann
heif3t

der Normalenvektor von cin t.

Der Normalenvektor ist gerade der auf Lénge eins normierte Beschleunigungs-
vektor der Kurve.

Lemma 1.28. Ist t eine Zeit mit (t) # 0, dann ist n(t) senkrecht auf v(t).
Beweis. Das folgt aus der Formel (nach Annahme ist ||¢|| = 1)

0:£<C,C>:<C,C>+<C,C>

= 2(¢,¢).
O

Das heifst, wenn die Geschwindigkeit vom Betrag konstant ist, ist der Beschleu-
nigungsvektor senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor. Mit dem Geschwindig-
keitsvektor und dem Normalenvektor (=normierte Beschleunigung) definiert man
einen dritten Vektor:



Definition 1.29. Sei ¢ : I — R3 eine Kurve und ¢ € I eine Zeit mit x(t) # 0.
Dann heif3t
b(t) = v(t) x n(t)

der Binormalenvektor der Kurve zur Zeit t.
Hier ist x das Kreuzprodukt im R3. Da v(t) und n(t) die Linge eins haben

und senkrecht aufeinanderstehen, hat auch b(t) die Linge eins. Die Vektoren v, n, b
bilden eine Orthonormalbasis des R?, das begleitende Dreibein.

Definition 1.30. Sei ¢ : I — R3 eine Kurve und ¢ € I eine Zeit mit x(t) # 0.
Dann heif3t

7(t) = (n(t), b(t))

die Windung oder Torsion der Kurve zur Zeit ¢.

Die Windung einer Kurve ist ein Ma8 fiir die Anderung des Normalenvektors
aus der mit dem Geschwindigkeitsvektor aufgespannten Ebene.

Satz 1.31 (Frenet-Gleichungen). Sei c : I — R? eine Kurve und t € I eine Zeit
mit k(t) # 0. Dann gelten im Zeitpunkt t die Gleichungen:

V= Kn
n=—kv+7b
b= —mn.

Beweis. Die erste Gleichung ist die Definition des Normalenvektors n. Um die
zweite und dritte Gleichung zu beweisen, berechnen wir jeweils das Skalarprodukt
der rechten und der linken Seite mit der Orthonormalbasis v, n, b:

() = %, 0) — n, )
() = 3 % (n,m) = 0
(n,b)y =71



Das beweist die zweite Gleichung.

(b,) = 5 (b,0) ~ (0,9)
=0—r(bn) =0

(bn) = %(b,m i) =0— 1

. 1d
b,b) = =—(b,b) = 0.
(b,b) = 5= (b,b) =0

Das beweist die dritte Gleichung. O

Beispiel 1.32. Wir betrachten als Beispiel die Schraubenlinie. Wir wihlen die Pa-
rametrisierung ¢ : R — R3 mit

o(t) = (Cos (\}it) sin <\}§t> \%t) .

Dann ist die Geschwindigkeit gegeben durch

-5 (o () () )

d.h. |lu(t)[|?> = 3(1 + 1) = 1. Die Kurve ist also nach Bogenlénge parametrisiert
und wir konnen die Theorie dieses Abschnitts anwenden. Die Beschleunigung ist

i) = % <— cos (%t) _sin (%t) ,0> .

Damit ist die Kriimmung

(1) = léo)] = 5.

Die Kriimmung der Schraubenlinie ist also konstant. Da die Kriimmung zu keiner
Zeit Null ist, ist der Normalenvektor immer definiert und gegeben durch

n(t) = Z((g _ (- cos <\2t> _sin <\2t> ,0> .

Damit kann man den Binormalenvektor berechen:

b(t) = v(t) x n(t)
() o501« (o) ()
1 1 1
- <sm (ﬁt> — cos <ﬂt) ,1) |

10



SchlieBlich kénnen wir die Windung berechnen:
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Kapitel 2

Regulire Flichen im R’

2.1 Reguliare Flichen

Definition 2.1. Eine Teilmenge S C R? heifit reguliire Fliche, falls es fiir jeden
Punkt p € S eine in S offene Umgebung V' C S und eine Abbildung ¢ : U — V
von einer offenen Menge U C R? gibt, so dass gilt:

(a) ¢ ist differenzierbar.
(b) ¢ ist ein Homdomorphismus.
(c) Fiir jeden Punkt ¢ € U ist das Differential D,¢ injektiv.

Die Abbildung ¢ heifit lokale Parametrisierung oder Karte von S um p. Die
Menge V' C S heifit Koordinaten- oder Kartenumgebung.

Betrachte in U die Kurven ¢;(t) = g + te; und ca(t) = ¢ + teg. Diese Kurven
werden durch ¢ zu Kurven in .S abgebildet. Die Tangentialvektoren v; und vy an
diese Kurven im Punkt p sind nach Definition des Differentials gegeben durch

Dyp(er) = (0x¢1, Oz 2, Orp3) und
Dyp(e2) = (9y¢1, 0ypa, y9s3),

wobei 2 und y die Koordinaten auf U sind. Bedingung (c) besagt dann, dass diese
Vektoren linear unabhéngig, d.h. ungleich Null und nicht parallel sind.

Beispiel 2.2. Jede affine Ebene von der Form F = a + Ru 4+ Rv, mit u und v
linear unabhiingig, ist eine regulédre Fliche. Es geniigt eine Kartenumgebung:

¢:R?> = E,(x,y) = a+ zu + yv.

12



Beispiel 2.3. Die Einheitssphire
S?={(z,y,2) eR® |2 + " + 22 = 1}.

Die Sphire ist die Oberfliche einer Kugel. Die einfachste Parametrisierung ist eine
Uberdeckung mit 6 Karten, indem man gegeniiberliegende Hemisphiren senkrecht
auf den R? projiziert (zwei Karten geniigen in diesem Fall nicht, da Kartenum-
gebungen offen sein miissen). Es gibt eine zweite Art von Parametrisierung, die
mit zwei Karten auskommt, gegeben durch die stereographische Projektion. Sei
N = (0,0,1) der Nordpol der Sphire. Die Gerade durch den Nordpol und einen
beliebigen Punkt (x,y,2) € S?\ {N} schneidet die z-y-Ebene in einem Punkt
(u,v,0). Das heifit, es gibt eine Zahl ¢ so dass

t[(u,v,0) —(0,0,1)] + (0,0,1) = (z,y, 2).

Aus der Bedingung z2 + 2 + 2?2 = 1 bekommt man

‘o 2
T 1+ u? 402
und damit

( ) 2 u? 4% -1

r,y,2) = ———73 | u, v, ———— | .
) y7 1 + u2 + U2 ) Y 2

Diese Gleichung definiert die erste Karte ¢ : R? — S2\ {N},

2 u? + 0% -1
ovlu) = i (00 )

Eine zweite Karte bekommt man durch stereographische Projektion vom Siidpol
S = (0,0, —1). Sie ist gegeben durch ¢g : R? — 52\ {S},

2 1—u?—?
ps(u,v) = 1+ w2 +02 (U,U, 2> .

Beide Karten zusammen iiberdecken die ganze Sphire. Man kann leicht iiberpriifen,
dass die definierenden Eigenschaften fiir eine regulidre Flache erfiillt sind.

Bemerkung 2.4. S? ist eine kompakte Fliche, da sie als Teilmenge von R? ab-
geschlossen und beschrénkt ist. Eine affine Ebene ist dagegen nicht kompakt, da
nicht beschrinkt. Kompakte Flichen sind besonders wichtig.

Wir betrachten zwei allgemeine Moglichkeiten, wie man regulédre Flichen kon-
struieren kann. Seien M und N Mengen und f : M — N eine Abbildung.

13



Definition 2.5. Der Graph von f ist die Menge

graph f = {(z,y) € M x N | f(z) = y}.

Satz 2.6. Sei f : U — R eine differenzierbare Abbildung mit U C R? offen. Dann
ist der Graph von f eine reguliire Fliiche in R3.

Beweis. Wir konnen den gesamten Graphen durch eine Kartenumgebung {iberdecken:
Sei ¢ : U — graph f die Abbildungen

o(z,y) = (z,y, f(z,9)).

Dann ist ¢ differenzierbar. Wir haben

(al‘(bh az¢27 aLB(b?)) = (17 07 aif)
(8y¢lv quﬁg, 8y¢3) = (07 176yf)'

Daraus folgt, dass das Differential D, )¢ in jedem Punkt injektiv ist. SchlieBlich
ist die Projektion 7 : (z,y,z) — (x,y) stetig und ihre Einschrinkung auf den
Graphen eine Umkehrabbildung zu ¢. Deshalb ist ¢ ein Homéomorphismus. [

Seien M und N Mengen und f : M — N eine Abbildung. Dann schreiben
wir fiira € N

fHa)={z e M| f(z) = a}.

Hier bedeutet f~!(a) nicht, dass f invertierbar ist, sondern das ist nur eine Schreib-
weise fiir das Urbild eines Punktes.

Sei f : U — R eine differenzierbare Abbildung, U C R3 offen. Dann ist der
Gradient von f im Punkt x definiert als der Vektor

_(9f of of
gradf(x)_(%’%’%g)'

Definition 2.7. Sei f : U — R, mit U C R? offen, eine differenzierbare Funktion.
Ein Punkt a € R heiBt reguliirer Wert, falls in jedem Punkt 2 € f~!(a) der
Gradient grad f(z) ungleich Null ist.

Insbesondere sind alle Punkte a, die nicht im Bild von U liegen, regulidre Werte.

Satz 2.8. Sei f : U — R, mit U C R3 offen, eine differenzierbare Funktion und
a € R ein reguliirer Wert. Dann ist das Urbild f~'(a) eine regulire Fliche.

Beweis. Das folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, [1, Proposition 3.1.6],
[2, Proposition 2, Kapitel 2-2]. ]

14



Beispiel 2.9. Die Sphire S? ist das Urbild von 1 unter der differenzierbaren Ab-
bildung f : R? — R
fla,y,z) =2 +y* + 2%

Es gilt
Ouf =22, 0Oyf =2y, 0.f =2z

Der Gradient von f verschwindet nur im Punkt (0,0, 0). Da dieser Punkt nicht zu
f~1(1) gehort, ist 1 ein regulirer Wert. Das gibt einen neuen Beweis dafiir, dass
S? eine regulire Fliche ist.

Beispiel 2.10. Sci f : R3 — R die Abbildung
fla,y,2) = —(2* +y°) + 22

Analog zu oben verschwindet grad f nur im Ursprung. Daher ist 1 ein regulirer
Wert. Das Urbild H = f~!(1) heiBt zweischaliges Hyperboloid. Im Gegensatz
zur Sphire und zur Ebene ist H nicht wegzusammenhingend: Es gibt Punkte in H
mit z > 0 und z < 0O aber keinen mit z = 0. Gibe es einen Weg zwischen den
Punkten mit z > 0 und z < 0, dann miisste es nach dem Zwischenwertsatz auch
einen mit z = 0 geben. Das ist ein Widerspruch. AuBlerdem ist H nicht kompakt,
da nicht beschrinkt.

Beispiel 2.11. Sei f : R? — R die Abbildung

fla,y,z) = (Va2 + 12 — a)* + 2,

wobei a > 0 eine beliebige Konstante ist. Sei 0 < r < a eine beliebige positive
Zahl. Wir betrachten 7% = f~!(r?), d.h. die Menge aller Punkte mit

(Va2 +y?2—a)? + 22 =12

Man kann nachpriifen, dass 72 ein regulidrer Wert von f ist. Um die Fliche zu

beschreiben fithren wir Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) ein mit x = pcos ¢,y =
psin ¢. Dann gilt

d.h.
2 2

(p—a)*+ 22 =12
In der p-z-Ebene ist das ein Kreis um den Punkt (a, 0) vom Radius r. Die Fliche
bekommt man, indem man diesen Kreis fiir alle Winkel ¢ betrachtet, d.h. um die
z-Achse rotiert. Deshalb ist T2 ein Torus. Der Torus sieht aus wie die Oberfliche
eines Doughnuts oder eines Autoreifens. Wie die Sphére ist der Torus ist eine kom-
pakte Fliche.

15



2.2 Differenzierbare Abbildungen auf Flachen

Es kommt hiufig vor, dass sich zwei Kartenumgebungen iiberschneiden. Man be-
kommt dann eine Abbildung zwischen offenen Mengen im R2, die man Karten-
wechsel nennt.

Satz 2.12. Seien S eine reguldre Fliche und ¢ : U — S und ¢ : 'V — S zwei
Karten von S so dass W = ¢(U) N (V) # 0. Dann ist der Kartenwechsel
r=19"log: ¢ Y (W) — Y (W) ein Diffeomomorphismus zwischen offenen
Teilmengen im R2.

Beweis. Die Abbildung 7 = 1)~! o ¢ ist ein Homoomorphismus, da sie eine Ver-
kettung von Homomorphismen ist. Man kann analog nicht schlieBen, dass 7 ein
Diffeomorphismus ist, da differenzierbare Abbildungen bisher nicht auf regulédren
Fldachen, sondern nur auf offenen Teilmengen im R"™ definiert wurden. Das heif3t
man kann nicht sagen, dass ¢! differenzierbar ist.

Die Idee fiir den Beweis ist, die Abbildung ¢»~! : W — ¢~1(W) zu einer
differenzierbaren Abbildung F~', definiert auf einer offenen Umgebung in R3,
auszudehnen.

Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass W = ¢(U) =
¥ (V). Dann ist 7 die Abbildung p"t o ¢ : U — V. Sei p € U. Wir wollen
zunéchst zeigen, dass 7 im Punkt p differenzierbar ist. Sei ¢ = 7(p) € V. Da ¢
eine Karte ist, sind die Vektoren

(3937,!)1, az"b% aaﬂl}?)) und (ay"l]lv awaa ay¢3)

in ¢ nicht parallel. Dann sind bereits zwei Komponenten nicht parallel, ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit die zwei ersten.
Sei F: V x R — R? definiert durch

F(x,y, t) = Wl(ﬂﬁay),%(%y),%(%y) +t)'

Auf V' x 0 stimmt F' mit ¢ iiberein. Die Jacobi-Matrix von F’ ist gegeben durch

azwl 6y¢1 0
8:1:1[}2 8;Lﬂ/)Q 0
63:% 61/77/)3 1

Die Spalten der Jacobi-Matrix sind nach Konstruktion im Punkt ¢ linear unabhéngig.
Nach dem Umkehrsatz existiert eine offene Umgebung A von ¢ in V' x R und eine
offene Umgebung B von F(q) = v(q) in R3, so dass F|4 : A — B bijektiv
ist mit differenzierbarer Umkehrung F'~!. Das Bild von A N (V x 0) unter F ist
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BN W. Auf BN W stimmt F~! mit ¢)~! iiberein. Da ¢ stetig ist, gibt es eine
offene Umgebung N C U von p, so dass ¢(N) C BNW. Auf N gilt

T:¢_lo¢:F_logb.

Diese Abbildung ist als Verkettung von differenzierbaren Abbildungen auf N dif-
ferenzierbar. Analog schlieBt man, dass 7! differenzierbar ist. Deshalb ist 7 ein
Diffeomorphismus. O

Dieser Satz folgt auch aus einem allgemeineren Satz:

Satz 2.13. Sei S C R? eine reguliire Fliche und ¢ : U — S eine Karte. Sei V C
R™ eine offene Menge und f : V — R> eine Abbildung mit f(V) C ¢(U). Dann ist
f als Abbildung von V nach R3 differenzierbar genau dann, wenn ¢~ ‘of : V — U
differenzierbar ist.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie von Satz 2.12. Siehe [1, Proposition 3.19]. [J

Wegen Satz 2.12 kann man die Differenzierbarkeit von Funktion auf einer
Fliche definieren.

Definition 2.14. Sei S eine reguldre Fliche und f : S — R" eine Abbildung.
Dann heifit f differenzierbar in p € S falls es eine Karte ¢ : U — S gibt mit
p € ¢(U) so dass die Abbildung fo¢ : U — R" differenzierbar in ¢! (p) ist. Die
Abbildung f heif3it differenzierbar falls sie in allen Punkten von S differenzierbar
ist.

Da f o ¢ auf einer offenen Menge im R? definiert ist, ist der Begriff der Diffe-
renzierbarkeit fiir sie bereits bekannt.

Bemerkung 2.15. Die Definition der Differenzierbarkeit hingt nicht von der Wahl
der Karte ab: Ist ¢ : V' — S eine weitere Karte mit p € ¢(V'), dann ist f o ¢p =
(f o @) o (¢~ o) ebenfalls differenzierbar in v~ (p), da nach Annahme f o ¢
und nach dem Satz ¢! o 1) differenzierbar sind.

Analog kann man auch die Differenzierbarkeit einer Abbildung zwischen zwei
Flidchen definieren.

Definition 2.16. Seien M und N regulidre Flichen und f : M — N eine stetige
Abbildung. Dann heif3t f differenzierbar in p € M falls es eine Karte¢) : V' — N
und eine Karte ¢ : U — M gibt mit p € ¢(U) und f(p(U)) C (V) so dass die
Abbildung =1 o fo ¢ : U — V differenzierbar in ¢! (p) ist. Die Abbildung f
heiB3t differenzierbar falls sie in allen Punkten von M differenzierbar ist.
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Die folgenden differenzierbaren Abbildungen sind besonders wichtig.

Definition 2.17. Eine Abbildung f : M — N zwischen regulédren Fldchen heift
Diffeomorphismus falls f bijektiv und f sowie f~! differenzierbar sind.

Beispiel 2.18. Sei V' C R3 offenund S C V eine regulire Fliche. Sei f : V — R”
eine differenzierbare Abbildung. Ist ¢ : U — S eine Karte, dann ist f o ¢ dif-
ferenzierbar als Verkettung von differenzierbaren Abbildungen. Also ist die Ein-
schrinkung f|g : S — R" eine differenzierbare Abbildung.

Beispiel 2.19. In der Situation des letzten Beispiels sei S’ C R? eine weitere
regulire Fliche und f : V' — R3 eine differenzierbare Abbildung mit f(S) C 5.
Dann ist die Abbildung f|g : S — S’ differenzierbar, denn fiir eine Karte ¢ :
U’ — S’ und eine Karte ¢ : U — S mit f(¢(U)) C ¢/ (U')ist¢/ Lo fogp:U —
U’ differenzierbar, da f o ¢ differenzierbar ist und nach Satz 2.13.

Beispiel 2.20. Die Einheitssphare ist diffeomorph zu jedem Ellipsoid.

Beispiel 2.21. Der Rand eines “verdickten” Knotens (=verknoteter Kreis) im R3
ist diffeomorph zum Torus.

2.3 Die Tangentialebene und das Differential

Definition 2.22. Fin Tangentialvektor an eine regulire Fliache S im Punktp € S
ist ein Vektor X € R3, so dass es eine differenzierbare Kurve c : (—e¢, ¢) — S gibt
mit ¢(0) = p und ¢(0) = X. Die Menge aller Tangentialvektoren and eine Fldche
im Punkt p heifit Tangentialraum 7,,S.

Aus der Definition ist noch nicht klar, dass der Tangentialraum 7,,S immer
2-dimensional ist. Das folgt aus dem néchsten Satz.

Satz 2.23. Sei S eine reguldire Fliche, p € S und ¢ : U — S eine Karte um p. Sei
q = ¢ 1(p). Dann gilt
T,S = Bild (Dy9).

Beweis. Sei X € Bild (D,¢), d.h. es gibtein Y € R? mit
X = D p(Y).

Sei ¢(t) = ¢(q + tY'). Fiir ein kleines € > O sind alle ¢ + tY € U mit ¢ € (—e, €),
da U offen ist. Also ist ¢ auf (—¢, €) definiert. Nach Definition von c ist



und J
¢(0) = $¢(q +tY)|i=0 = Dy (Y) = X.

Also ist nach Definition X ein Tangentialvektor an S im Punkt p, d.h. X € T,S.

Sei X € T,S. Dann gibt es eine Kurve ¢ : (—¢,e) — S mit ¢(0) = p und
¢(0) = X. Wir konnen nach Verkleinerung von e annehmen, dass ¢ ganz in ¢(U)
verlduft. Nach Satz 2.13 ist

’y:¢_1oc:(—6,€)—>U

eine differenzierbare Kurve in U C R2. Sei Y = 4(0). Dann gilt
d d
D oY) = — —0= —¢Clj—0 = X.
g@(Y) dt(¢07)|t_o dt0|t—0
Also ist X im Bild des Differentials. OJ

Korollar 2.24. Da die Kartenabbildung ¢ injektives Differential hat, ist der Tan-
gentialraum in jedem Punkt einer reguliren Fliche 2-dimensional.

In folgendem Fall kann man den Tangentialraum direkt angeben: Sei f : V' —
R differenzierbar mit V' C R3 offen und S = f~!(a) das Urbild eines reguliren
Wertes. Dann ist S eine regulire Flidche. In diesem Fall gilt:

Lemma 2.25. Der Tangentialraum im Punkt p € S ist gegeben durch T,,S =
grad f(p)™.

Beweis. Sei X € T,S. Dann konnen wir eine Kurve ¢ : (—¢,€) — S wihlen mit
¢(0) = pund ¢(0) = X. Da cin S verlduft gilt

(foc)(t)=a, firallet.

Deshalb ist nach der Kettenregel

d
0= 2/ oc)ho
= (00 )i+ (O f)éy + (0-1)0
— (grad f(c(0)),¢(0)

= (grad f(p), X).

Also ist X senkrecht auf grad f. Wir haben gezeigt, dass 7,S C grad f(p)*. Da
beide Vektorriume dieselbe Dimension haben, nimlich 2, sind sie gleich. O
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Beispiel 2.26. Die Sphire kann beschrieben werden als f~1(1) mit f(x,y,2) =
22 +y? + 22, Es gilt
grad f(p) = 2(x, y, 2) = 2p.

Deshalb ist die Tangentialebene 7, pS2 gerade das orthogonale Komplement des
Vektors p.

Eine differenzierbare Abbildung zwischen Flidchen definiert eine Abbildung
auf den Tangentialraumen, das sogenannte Differential.

Definition 2.27. Seien M und N regulére Flichen und f : M — N eine differen-
zierbare Abbildung. Fiir p € M ist das Differential von f in p die Abbildung

Dpf : TpM — Tf(p)N

die folgendermalen definiert ist: Zu X in 7T, M wihle eine differenzierbare Kurve
¢:(—€€) = M mit ¢(0) = pund ¢(0) = X. Dann sei

d

Dpf(X) = %(f OC)|t:0 € Tf(p)N

Die folgende Proposition zeigt, dass D,, f (X) wohldefiniert ist, d.h. nur von X
und nicht von der Wahl der Kurve abhéngt, und dass das Differential eine lineare
Abbildung zwischen den Tangentialrdumen ist.

Proposition 2.28. Sei ¢ : U — M eine Karte um p und ¢ : V. — N eine Karte
um f(p), so dass f(p(U)) C (V). Sei f die Abbildung

f=vlofop:U—V.
Sei q = ¢~ 1(p). Dann gilt
Dyf = Dyt o Dof o (Dgg) ™.

Beweis. Seic: (—e,€) — M eine Kurve mit ¢(0) = p und #(0) = X, die ganz in
¢(U) verlduft. Dann definieren wir die Kurve

y=¢toc:(—e€) = U.
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Wie zuvor sieht man, dass X = D,¢(§(0)). Es gilt:
d
Dpf(X) = %(focﬂt:o
d
—(fodoy)l=o

dt

E( O”Y’to

= Dy(¢ 0 f)(7(0))

= Dy(¢ o f) o (Dgp) 1 (X)

—D )QpOquo( a®)” ( )-

2.4 Normalenfelder und Orientierbarkeit

Definition 2.29. Sei S C R3 eine regulire Fliche. Ein Normalenfeld auf S ist eine
differenzierbare Abbildung N : S — R3, so dass N(p) senkrecht auf 7},S steht
fiir alle p € S. Ein Normalenfeld heifit Einheitsnormalenfeld, falls || N(p)|| = 1
fiir alle p € S gilt. Eine regulédre Fldche heif3t orientierbar, falls es auf ihr ein
Einheitsnormalenfeld gibt.

Beispiel 2.30. Sei

S =A{(z,9,0) | z,y e R}
die z-y-Ebene im R3. Dann ist N (x,%,0) = (0,0, 1) ein Einheitsnormalenfeld auf
S. Deshalb ist die z-y-Ebene und analog jede Ebene orientierbar.

Beispiel 2.31. Sei S = S? die Einheitssphire. Dann ist N (z,y, 2) = (2, v, 2) ein
Einheitsnormalenfeld. Die Sphire ist also orientierbar.

Beispiel 2.32. Das Mobiusband ist nicht orientierbar. Es hat nur eine Seite, keine
Innen- oder AufBenfliche.

2.5 Die erste Fundamentalform

Sei S C R3 eine regulire Fliche und (-, -) das Standardskalarprodukt auf R3.
Definition 2.33. Die Abbildung, die jedem Punkt p € S die Einschriinkung
9p = (-, '>\TprTps

zuordnet, heilit erste Fundamentalform oder induzierte Metrik g von S. Statt g
schreibt man auch oft I.
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Mit der induzierten Metrik kann man in der Fldche Langen, Winkel und Flacheninhalte
messen. Sei ¢ : U — S eine Karte. Dann haben wir in jedem Punkt p € ¢(U) die

Tangentialvektoren 8%1 und 8%2, die eine Basis von 7,5 bilden. Diese Vektoren
sind definiert durch
0
— =D
8%1 q¢(61)
0
— =D
81;2 q¢(62)7

wobei ¢ = ¢~ 1(p).

Definition 2.34. Die Komponenten der ersten Fundmamentalform g in der Basis

9 0 &
321> 9o, Sind gegeben durch

o 0
9ij(q) = gpé)((bam’ %ﬁ)
= (5, @ 5, (@)

Die Matrix (g;;(q)) ist symmetrisch und positiv definit. Sind

0

v —vla—xl—ka@—m
w2
W= w— +wy—
181‘1 28:132

zwei beliebige Tangentialvektoren, dann gilt wegen der Bilinearitit des Skalarpro-
dukts

2
gp(v,w) = Y gijviw;.
i,j=1

Beispiel 2.35. Sei S die x1-x2-Ebene. Wir wihlen auf S die Karte ¢, die durch die
Abbildung

(b(xl; .%'2) - (xlv x2, 0)7
gegeben ist. In dieser (globalen) Karte berechnen sich die Komponenten der indu-
zierten Metrik folgendermal3en:

_ <% %>
= <61,61> =1

g12 = g21 = (e1,e2) =0

g22 = (ea,e2) = 1.
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Die Matrix der induzierten Metrik ist in diesen Koordinaten gegeben durch

(gij)=<(1) ?)

Die Matrix hingt nicht vom Punkt ab.

Beispiel 2.36. Wir betrachten wieder als S die x1-x2-Ebene, aber diesmal mit
Polarkoordinaten
¢(r,a) = (rcosa, rsina,0),

die auf (0, 00) x (0, 27) definiert sind. Die Komponenten der induzierten Metrik
berechnen sich folgendermaf3en:

_ /99 99
9rr = <Ea E>
= ((cos a, sina, 0), (cos o, sin v, 0)

2

=cos’a+sina=1

o = = (22, 29)
TQ ar 8 78a
= ((cos a,sin, 0), (—rsina, r cos a, 0))
= —rcosasina +rsinacosa =0
_ /9% 09
Jaa = <87a’ 87a>
= ((—rsina,rcosa,0), (—rsin o, rcos a, 0))

= r2sina? + r?cos? o = 2.

(9i5) = (é Toz >

Beispiel 2.37. Wir betrachten die Einheitssphire S? und wihlen als Karte die Ku-
gelkoordinaten

Die Matrix ist gegeben durch

und héngt vom Punkt ab.

(0, ) = (cos b cos a, cos @ sin o, sin 0).
Die Karte ¢ ist auf U = (=%, %) x (0,27) definiert. Das Bild ist alles von 52 bis
auf Nord- und Siidpol und der O-te Langengrad. Wir berechnen die Komponenten
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der induzierten Metrik:

999 = ((—sin B cos a, — sin @ sin «, cos ), (— sin @ cos o, — sin O sin av, cos ))
= sin® 0 cos® v + sin® O sin? o + cos® 0
=1

960 = Ya,0 = ((—sinf cos a, —sin O sin «r, cos §), (— cos O sin cv, cos f cos , 0))
= sin # cos @ cos asin a — sin @ cos 6 cos asin «
=0

Jaa = ((—cos@sin «, cos 6 cos a, 0), (— cos O sin o, cos 6 cos «, 0))
= cos? 0sin? o + cos? 0 cos® o

= cos? 6.

Die Matrix ist von der Form

(955) = < (1) (30220 ) ‘

Wir wollen berechnen wie sich die Matrizen der induzierten Metrik unter ei-
nem Kartenwechsel verhalten. Seien ¢ : U — Sund ¢ : V — S zwei Karten
mit ¢(U) N (V) # () und Kartenwechsel 7 = 1)~ o ¢. Seien 1, 2o die Koor-
dinaten auf U, y1, y2 die Koordinaten auf V', g;; die Komponenten der induzierten
Metrik in der Karte ¢ und g;; die Komponenten in der Karte 1. Dann gilt nach der
Kettenregel:

9ij(q) =g (gi(Q), (fji(q})

=g <8(w °7) (9), a(g;ﬂ (Q))

8%1‘
8¢ 8Tk aTl
=g (Zk: (‘Tyk (%cz Z ayl 8% (Q))
N 8 0
- W (St gotr <q>>)
=3 T @i ()

Sei J;(q) die Jacobi-Matrix des Kartenwechsels, gegeben durch

= (g e,

811 T2 a:vz T2
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Damit bekommt man:

Proposition 2.38. In der Situation von oben gilt fiir die Matrizen der induzierten
Metrik:

(9i)(0) = J=(@)" (Gri(7(9))) I (q)-
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Kapitel 3

Die zweite Fundamentalform und
die Krimmung

3.1 Die zweite Fundamentalform

Sei S C R3 eine orientierbare regulire Fliiche und N ein differenzierbares Ein-
heitsnormalenfeld auf S. Dann ist N eine differenzierbare Abbildung N : S — R3
mit Bild in S2. Also ist die Abbildung

N:S—§?

differenzierbar. Man nennt N auch Gauf-Abbildung. Wir betrachten das Diffe-
rential
DN : T,8 = T S°

in einem Punkt p € S. Es gilt
T S® = N(p)* =T,5.
Also kann D, N als lineare Abbildung von 7,5 nach T},S aufgefasst werden.
Definition 3.1. Die lineare Abbildung
Wy : T, = 1,5, Wy(X)=—-D,N(X)
heifit Weingarten-Abbildung.

Das Vorzeichen der Weingarten-Abbildung hat historische Griinde. Nimmt man
statt N als Normalenfeld —V, dann kehrt sich das Vorzeichen der Weingarten-
Abbildung um.
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Beispiel 3.2. Sei S die Einheitssphiire S2. Wir betrachten das Einheitsnormalen-
feld N(p) = p. Dann ist D, N die Identitit auf 7,52, also

W, =—1d: T,8% — T,5°

Beispiel 3.3. Sei S die x-y-Ebene. Dann ist N (z, y, z) = (0,0, 1) ein Einheitsnor-
malenfeld. Da es konstant ist, gilt W, = O fiiralle p € S.

Beispiel 3.4. Sei S der Zylinder
S = {(x,y,2) € R? | 2% + y* = 1, 2 beliebig}.

Dann ist N(z,y,%2) = (z,y,0) ein Einheitsnormalenfeld. Um die Weingarten-
Abbildung zu berechnen, bendtigen wir eine Basis von 7},S. Der Vektor vy =
(—y, z,0) is tangential an den Kreis 2? + y* = 1 im Punkt (z,y, ). Deshalb ist
v1 und vp = (0,0, 1) eine Basis von 7,,S. Wir berechnen W), in dieser Basis:

d
Wy(vz) = Wy(0,0,1) = =D,N(0,0,1) = == |i-oN (@, 2 + 1)

d
- _£‘t:0(‘xa Y, 0) =0.

Um Wp(vl) zu berechnen, miissen wir v; als Geschwindigkeitsvektor einer Kurve
darstellen. Wir wihlen ein to € R, so dass (costg,sintg) = (x, y) und betrachten
die Kurve

c(t) = (cos(t + tg), sin(t + tp), 2).

Dann gilt ¢(0) = p und ¢(0) = (—sintg, cos tp, 0) = v1. Damit ist
Wy(v1) = Wy(—y,x,0) = —D,N(—y,z,0) = *%h;oN(COS(f + o), sin(t + tp), 2)

= —%hzo(cos(t + to),sin(t + tp),0) = —(—sin tg, cos tp, 0)

= —v1.
In der Matrix v1, v2 hat W), die Gestalt

(0 0)
0 0 )/°
Der folgende Satz gibt einen Zusammenhang zwischen der Weingarten-Abbildung

und der ersten Fundmamentalform.
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Satz 3.5. Die Weingarten-Abbildung ist selbstadjungiert beziiglich der induzierten
Metrik, d.h.

g(Wp(u),v) = g(u, Wp(v)), fiiralle u,v € T,S.

Beweis. Wegen der Linearitit der Weingarten-Abbildung und der Bilinearitit der
induzierten Metrik geniigt es diese Gleichung fiir Basisvektoren v1, vo zu zeigen.
Sei ¢ : U — S eine Karte um p. Dann haben wir die Basisvektoren

v = 78¢
(91’1

)
(91'2 ’

die auf ganz ¢(U) definiert sind. Es gilt

Wy(v1) = —DpN(v1) = —%It:oN (¢(z1 +t,22))

78(]\7 o)
- 61’1 '
Analog ist
(N o ¢
Wp(v2) = _(8952)'

Wir miissen also zeigen, dass

(281 28) _, (2 20500y

81’1 ’ (93?2 8.%'1 ’ 8x2
Da N senkrecht auf dem Tangentialraum in jedem Punkt ist, gilt

<No¢,§z>:<No¢,§i>:O.

Differenzieren dieser Gleichungen liefert

o 2
<8(‘g]$2¢)’ 383?1> + <NO¢’ 8:?25:101> =0
o 2
<a(gx1 ¢)’ §i> + <NO¢’ 8xala¢xg> =0

Da ¢ beliebig of differenzierbar ist, gilt

0%¢ B 0¢
690189:2 N 8.1‘261’1 '
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Damit gilt
<8(No¢) %> _ <8(No¢) %>
83;1 ’ axg 6952 ’ 8.%'1 ’
was zu zeigen war. O

Jede selbsadjungierte lineare Abbildung auf einem Vektorraum definiert eine
symmetrische Bilinearform.

Definition 3.6. Die durch
I (X,Y) = g(Wp(X),Y)

definierte Abbildung 11, : T,,S x T,,S — R hei3t zweite Fundamentalform. Sie
ist symmetrisch und bilinear.

Symmetrisch bedeutet, dass
II,(X,Y) =11,(Y, X).

Das folgt aus der Selbstadjungiertheit der Weingarten-Abbildung. Im folgenden
lassen wir den Index p an 11, und W), oft weg.

3.2 Die Kriimmung einer reguliren Flache

Sei S C R3 eine orientierbare regulire Fliche und N ein Einheitsnormalenfeld.
Seien p € S, v € T,S ein Tangentialvektor und ¢ : (—e€,e¢) — S eine nach
Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢(0) = p und Geschwindigkeit ¢(0) = v.
Als Raumkurve hat ¢ zur Zeit ¢t = 0 die Beschleunigung ¢(0). Die Kriimmung der
Kurve ist £(0) = ||¢(0)||. Falls die Kriimmung ungleich null ist, gilt

wobei 1(0) der Normalenvektor ist. Die Kriimmung der Kurve ¢ besteht aus der
Kriimmung der Kurve in der Fliache S und der Kriimmung von S selbst. Wir ma-
chen folgende Definition.

Definition 3.7. Die Normalkriimmung von S im Punkt p in Richtung v ist defi-
niert durch

Finor = (£(0), N (p)) = { £(0)(n(0), N(p)), falls x(0) # 0

0, fallsk(0)=0
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A priori hingt die Normalkriimmung nicht nur von dem Geschwindigkeitsvek-
tor v, sondern von der Kurve c selbst ab. Es gilt aber folgender Satz:

Satz 3.8 (Meusnier). In der Situation von oben gilt
Rnor = II(U, ’U),

wobei v der Geschwindigkeitsvektor von c ist. Insbesondere hingt die Normal-
kriimmung nur von dem Geschwindigkeitsvektor der Kurve c zur Zeit 0 ab, nicht
von der speziellen Wahl der Kurve.

Beweis. Da die Kurve cin S verlduft, gilt
(N(c(t)),¢e(t)) =0, firalle—e <t <e.

Durch Ableiten nach der Zeit bekommen wir:
d )
0= = limo(N(c(t)), (1)

= (S imoN(elt)), é0)) + (V). €0)
= (D,N(E(0)), £0)) + o

= <_Wp(v)7 U> ~+ Knor

= —I1(v,v) + Knor

Daraus folgt die Behauptung. O

Andern wir die Orientierung der Kurve c, so dndert sich die Normalkriimmung
nicht, da
II(—v,—v) = II(v,v).

Andern wir dagegen die Orientierung der Fliche, dann éindert die Normalkriimmung
ihr Vorzeichen:

3.3 Die Hauptkriimmungen

Da die Weingarten-Abbildung selbstadjungiert ist, kann man in jedem Punkt p € S
eine Orthonormalbasis X7, X5 von T},S finden, die aus Eigenvektoren besteht, d.h.

Wp(XZ> = K:Z'XZ', 1= 1, 2.
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Definition 3.9. Die Eigenwerte <1 und k5 heilen Hauptkriimmungen von S im
Punkt p. Die Eigenvektoren X; und X, zu den Eigenwerten x; und x2 heillen
Hauptkriimmungsrichtungen. Wir verwenden die Konvention, dass k1 < ko.

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen den Hauptkriimmungen und der
Normalkriimmung herstellen. Sei X € 7,5 ein beliebiger Tangentialvektor der
Liange eins und ¢ der Winkel zwischen X und X;. Da X, X5 eine Orthonormal-
basis sind, gilt

X = cos X1 + sin ¢ Xs.

Damit folgt
[I(X,X) = g(W(X), X) = glcos $W (X1) + sin oW (X2), X)
= g(cos ¢pr1X1 + sin pr2 Xa, cos p X7 + sin pX3)
= cos? Pk + sin? Pro.
Diese Funktion von ¢ hat Minimum 1 und Maximum xs.

Proposition 3.10. Die Hauptkriimmungen k1 und ks sind das Minimum und das
Maximum der Normalkriimmungen I1(X, X) von S in p, wenn X alle Einheits-
tangentialvektoren durchlduft.

Wir definieren zwei weitere wichtige Kriimmungsbegriffe:

Definition 3.11. Seien x; und k2 die Hauptkriimmungen der orientierten regulédren
Flache S im Punkt p. Dann ist

die GauB-Kriimmung und

die mittlere Kriimmung von S in p.

Bei einem Wechsel der Orientierung kehren sich die Vorzeichen von x1 und xo
um. Daher kehrt sich auch das Vorzeichen der mittleren Kriimmung um, wihrend
das Vorzeichen der GauB-Kriimmung gleich bleibt.

Beispiel 3.12. Sei S die z-y-Ebene. Da W = 0 in jedem Punkt, gilt k1 = k9 = 0
und jede Richtung ist Hauptkriimmungsrichtung. Es gilt K = 0 und H = 0.

Beispiel 3.13. Sei S die Einheitssphire S2. Mit dem nach auBen zeigenden Nor-
malenfeld gilt W, = —Id, d.h. K1 = k2 = —1 und jede Richtung ist Haupt-
kriimmungsrichtung. Es gilt K = 1und H = —1.
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Beispiel 3.14. Sei S der Zylinder mit dem nach auflen zeigenden Normalenfeld.
Im Punkt p = (z,y, z) hat man die Basis X; = (—y,,0) und Xy = (0,0, 1).
Diese bilden Hauptkriimmungsrichtungen mit k1 = 1 und k3 = 0. Es folgt K =0
und H = %
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Kapitel 4

Die kovariante Ableitung

4.1 Die kovariante Ableitung lings einer Kurve

Sei im folgenden .S immer eine regulére Fldche, nicht unbedingt orientiert.

Definition 4.1. Ein Vektorfeld auf S ist eine differenzierbare Abbildung V' : S —
R3 mit V(p) € TS fiir alle p € S. Die Menge aller Vektorfelder auf S wird mit
X(S) bezeichnet.

Sei ¢ : U — S eine Karte. Dann hat man in jedem Punkt p € ¢(U) die
Tangentialvektoren

o 0
dxy  Or1
o 0
dxy Oz’

Da diese eine Basis von 7,5 bilden, kann man V' (p) schreiben als
: 0
Vi(p) = Zﬁj(p)f-
=1 K

Die Koeffizientenfunktionen ; : ¢(U) — R sind differenzierbar.

Definition 4.2. Sei c: [ — S eine parametrisierte Kurve in .S. Ein Vektorfeld an
S léings c ist eine differenzierbare Abbildung V' : I — R3, so dass V (t) € T ;) S
firallet € I.

Beispiel 4.3. Das Geschwindigkeitsfeld v(¢) = ¢(¢) einer Kurve in S ist ein Vek-
torfeld an S ldngs c.
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Wir mochten Vektorfelder v an die Fldche lings einer Kurve differenzieren,
so dass die Ableitung wieder ein Vektorfeld an S liangs c ist. Wenn wir einfach
z')(t) nehmen, bekommen wir im allgemeinen ein Vektorfeld, das nicht mehr tan-
gential an die Fldche ist. Man nimmt deshalb statt © die Projektion von ¥ auf den
Tangentialraum. Das nennt man die kovariante Ableitung.

Definition 4.4. Fiir jeden Punkt p € S sei Il : R3 — T,S die Orthogonalpro-
jektion auf den Tangentialraum. Ist N (p) einer der beiden Einheitsnormalen an S
im Punkt p, so gilt

I,(X) = X — (X, N(p))N(p).

Dies hingt nicht von der Wahl von N (p) ab.
Damit konnen wir definieren:

Definition 4.5. Seic : I — S eine Kurve und V : I — R? ein Vektorfeld an S
langs c. Dann heif3t
DV (t) .
S =Ty (V ()
die kovariante Ableitung des Vektorfeldes V. Die kovariante Ableitung ist wieder
ein Vektorfeld an die Flache lings der Kurve.

Beispiel 4.6. Sei S die Einheitssphire S und c die Kurve
c:R— S% ¢(t) = (cost,sint,0).
Das Bild von c ist der Aquator von S2. Die Geschwindigkeit
v(t) = (—sint, cost,0)

ist ein Vektorfeld an die Sphire liangs der Kurve. Wir wollen die kovariante Ablei-
tung von v bestimmen. Es gilt

0(t) = (—cost,—sint,0) = —c(t).
Daher steht 0(t) senkrecht auf T,;)S? fiir alle ¢ € R. Es gilt Iy (0(¢)) = 0, d.h.

Du(t)

=0.
dt

Eine Kurve ¢(t) in einer Fliche, so dass diese Gleichung fiir die Geschwindigkeit
gilt, nennt man Geodite.

Wir beweisen einige Rechenregeln fiir die kovariante Ableitung.
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Lemma 4.7. Seien ¢ : I — S eine Kurve, f : I — R eine differenzierbare
Funktion und v, w Vektorfelder an S ldngs c. Dann gilt:

(a) Additivitdt:
_Dv  Duw

Dovuwy=204
—\V w) = — _
dt dt

dt

(b) Produktregel I:
D . Dv
a(fv) = fU—i‘fE-

(¢) Produktregel II:

i( )_ & + %
dtg v,w _g dt ,'lU g ’U, dt .

Die Ausdriicke sind auf der linken und rechten Seite jeweils zum Zeitpunkt t zu
nehmen.

Beweis. Die Eigenschaft (a) ist klar, da die Projektion auf den Tangentialraum li-
near ist. Zu (b):

%(fv) = g <jt(fv)>

=Tl (fo+ 0)

. Dv

g(h,w) =g <l;:7w>

da w tangential an S ist und % die Komponente tangential an S von v ist. Da

Zu (c): Es gilt

d

ag(% w) - g(i}’ w) + g(”? w)

ist, folgt die Behauptung. O
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4.2 Die Christoffel-Symbole

Sei ¢ : U — S eine Karte und p € S ein Punkt mit Koordinaten ¢ = ¢~ 1(p) =
(21, x2). Durch den Punkt p laufen zwei Kurven

ci(t) = ¢(x1 +t, 22)
Cz(t) = ¢($1,.’L‘2 + t).

Wir kdnnen die Basis-Vektorfelder a% und 8%2 entlang dieser Kurven betrachten.

Definition 4.8. Wir definieren
0 D 0
Vo o—(p)=— ((%]

o c,») (0) (kovariante Ableitung entlang ¢; zur Zeit t = 0)

und die Christoffel-Symbole ka : U — R durch

rk
811 8x] Z i &T .

Lemma 4.9. Es gilt

0 0
Vo—=Voy ,
oz, ax] (?I] 8:'U’L
und damit die Symmetrie
Iy =T

Beweis. Wir haben

O]

Wir konnen die Christoffel-Symbole durch die induzierte Metrik ausdriicken.
Seien g;; die Komponenten der Metrik definiert durch

(22
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und ¢** die Komponenten der inversen Matrix zu ( gij), so dass
2 1 fallsk =j
Y Mgy =0 = X
— 0 fallsk # j.
Satz 4.10. Fiir die Christoffel-Symbole gilt die Formel

2
1 09jm 0Gim 09ij
Tk — = J _ 99\ mk
K 2 Z ( 8%2 + 8x]~ 8xm> g

m=1

Beweis. Wir haben:

0 0 0 0
=9 (Vaiaxfaxm) 9 <awj’va%axm>

2 2
o 0 0 0
_ E l E : l
=g ( Fij(Q)al‘l’ 8xm> +g (a ) Fim(‘])g{ﬂ[)
1

i =
2
= Z (Féjglm + Pémgﬂ) :

Durch vertauschen der Indizes erhalten wir

2
9a:
ag DY (Fé'iglm + Fé»mgu)
o=
dgi; 2
) l l
ﬁ = Z (Fmiglj + ijgil) .

=1

Durch Addition und beachten der Symmetrie der Christoffel-Symbole in den unte-
ren Indizes erhalten wir

2
8gjm agim agz’j 1
— =2 I, .
ox; + oz 0T, ; i Jim

Durch Dividieren mit 2, Multiplizieren mit ¢"** und Summieren iiber m erhalten
wir wegen anzl Gimg™ = 5lk die angegebene Formel. O
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4.3 Die kovariante Ableitung von Vektorfeldern

Wir definieren jetzt eine allgemeine kovariante Ableitung V 4B fiir Vektorfelder
A, Bauf §S.

Definition 4.11. Seien A, B Vektorfelder auf S. Wihle eine Kurve ¢ : (—¢,€) — S
mit ¢(0) = A,. Dann setzt man

VaB(p) = %(B 0 )(0) € TyS.

Das ist die kovariante Ableitung von B in Richtung A.

Dies verallgemeinert die Definition von V 2 W Wir berechnen die kovari-
J

ante Ableitung V 4B von zwei Vektorfeldern A B in einer Karte ¢ : U — S. Sei
c: I — S die Kurve tangential an A, und ¢ = ¢~ Lo c. Seien a;j und $3; die durch

99
A= o
9¢
B = i —
2
definierten Komponenten.

Lemma 4.12. Es gilt o; = CZ;

Beweis. Es gilt ¢ = ¢ o ¢ und deshalb
de 0¢ dc;
dt ; O0x; dt
Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung. O

Proposition 4.13. Es gilt

0 0
VaB=3 Bkaﬁzr iy | 22
k

Beweis. Nach Definition ist

VaB =TI, <jt(Boc)> .
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Es gilt

Boct) = Y (552 ) @)

7

Damit folgt
d 0B 99 0%\ de;
—(B — i -
dt( ° C) %: <8.%'] 6951 + /8 89516% dt
<86¢ 9¢ 0*¢ )
8:6']' 6951 8951895]
Deshalb ist

06 06 ([ & |
(8% (%Z + ﬁZHp <a$181}]>> @

dBi 0¢ g 0
(8% 0z +512F”a )

Im zweiten Schritt haben wir eine Formel vom letzten Mal benutzt und im letzten
Schritt den Index 7 im ersten Term umbenannt in . O]

Korollar 4.14. Die kovariante Ableitung V 4B (p) héngt nur von A, und nicht
von der Wahl der Kurve c ab. Auflerdem ist V 4B wieder ein differenzierbares
Vektorfeld.

Man hat deshalb eine Abbildung
V:X(9) x X(5) — X(5),(A,B) — VaB.

Definition 4.15. Sei f : S — R eine differenzierbare Funktion und v ein Tangen-
tialvektor im Punkt p. Dann schreiben wir

O f(p) = Dpf(v)
fiir die Richtungsableitung von f im Punkt p.

Mit der lokalen Formel fiir die kovariante Ableitung beweist man auch die
Aussagen des folgenden Satzes:
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Satz 4.16. Seien V, W, XY Vektorfelder auf S, f : S — R eine differenzierbare
Funktion und o, B reelle Zahlen. Dann gilt:

(a) Linearitdit I:

Vy(aX +BY) = aVyX + VyY.

(b) Produktregel I:
Vy(fX)=(0uf)X + fVvX.

(c) Produktregel II:

avg(X7Y) = g(VVX,Y) +g(Xa VVY)

(d) Linearitit II:
v(aV—i—,BW)X = OéVVX + BVWX

(e) Funktionen-Linearitcit:
VivX = fVyX.

Dabei ist zu beachten, dass VX nur in V' Funktionen-linear ist, nicht in X.

Der Grund fiir die Funktionen-Linearitidt von V 4B in A ist, dass in der lokalen
Formel keine Ableitungen von a; vorkommen.
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Kapitel 5

Der Krummungstensor

Wir definieren zunchst die zweite kovariante Ableitung. Der Wert dieser Ablei-
tung hingt von der Reihenfolge, in der differenziert wird, ab, d.h. die Richtungen
der zweiten kovarianten Ableitung vertauschen nicht. Der Kriimmungstensor mif3t
diese Nicht-Vertauschbarkeit.

5.1 Die zweite kovariante Ableitung

Im folgenden sei S eine regulire Fliche im R3.

Definition 5.1. Fiir Vektorfelder A, B, X auf .S definieren wir die zweite kovari-
ante Ableitung von X in Richtung A und B durch

VipX =Va(VpX) - Vy,5X.

Wir wollen eine Formel fiir die zweite kovariante Ableitung in lokalen Koordi-
naten herleiten. Sei ¢ : U — S eine Karte und «;, 3; und &; die durch

T 9¢
T ¢
> 9¢

definierten Koeffizienten.
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Proposition 5.2. Die p-te Komponente der zweiten kovariante Ableitung Vi’ X
ist:

0&; 43
D 7 k P
ax a 0B + Z L Dar (ajBr + arB;) Eﬂ; Y 5

+ Z (( b + Z AV Fiﬂﬂ) ai5j€k> :

ijk

Beweis. Der Beweis besteht in einer direkten Berechnung der beiden Terme in
der Definition der zweiten kovarianten Ableitung. Das Vektorfeld VX hat die
Komponenten 7, gegeben durch

9,
= 87551 + ) TRLB;.
! ij
Damit folgt fiir die Komponenten von V 4(VpX):
a77p 8251) 9 9P
8x o + Z o ngcer = %l: <3xlamm Biom + Oz, 0z, Om

+Z< ZJ&Z’BJ m—i—F” i BJ m + p&

0B;

0xm Y 0wy,

ijm

+ 30T S8 e, + Y T s

lgr ijqr

Das Vektorfeld V 4 B hat die Komponenten y,,, gegeben durch
Mm—ZT Z+ZF aZ/Bj

Damit folgt fiir die Komponenten von Vy , g X:

9p 9% 9Bm 9&p
; axm Hm + ;Fgrfqﬂr - 8 81’[ o)+ Z a Fzy zﬁ]
+ Z Fprfq 8 o + Z Fgrrfquaiﬁj-
lgr ijqr

Man iiberpriift dann, dass die Differenz die korrekte Formel ergibt, wobei man
einige Indizes umbenennen muf. O
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Da in dieser Formel keine Ableitungen der Komponenten von A und B vor-
kommen, folgt:

Korollar 5.3. Der Wert der zweiten kovarianten Ableitung V?A, pX hdngt im Punkt
p € S nur von Ay, und By, und von den ersten zwei Ableitungen von X ab.

Die kovariante Ableitung V2 5 X hingt nicht nur von X, ab, sondern auch von
dessen Ableitungen.

5.2 Der Riemannsche Kriimmungstensor
Definition 5.4. Seien A, B, X Vektorfelder. Dann ist der Riemannsche
Kriimmungstensor R definiert durch

R(A,B)X =V% pX — VE 4 X.

Der Kriimmungstensor mif3it die Nicht-Vertauschbarkeit der zweiten kovarian-
ten Ableitungen.

Satz 5.5. Sei

ory.  ort.
R = J ki E o rm_rt pmy.
ijk 8561 axj + m( mi— kj mj kz)

Dann gilt
9¢
R(AB)X =) Rﬁjkaiﬁk&c%.
ijkl !
Beweis. Wir verwenden Proposition 5.2. Die Terme, die Ableitungen von &, ent-
halten, verschwinden, da sie symmetrisch in «; und 3; sind. UJ

Aus dieser Formel fiir den Riemannschen Kriimmungstensor folgt:

Korollar 5.6. Der Wert von R(A, B)X hingt im Punkt p € S nur von Ay, By, und
Xp ab. Es gilt:

(a) R ist Funktionen-linear in jedem Argument.
(b) R is schiefsymmetrisch in den ersten beiden Argumenten:

R(A,B)X = —R(B,A)X.

Eine Abbildung auf Vektorfeldern die linear und Funktionen-linear in jedem
Eintrag ist, nennt man einen Tensor. Da R Funktionen-linear ist, definiert es einen
Tensor

R:X(S) x X(8) x X(S) — X(S), (4, B, X) — R(A, B)X.
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5.3 GauB-Gleichung und Theorema Egregium

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie man den Riemann Tensor aus den
Christoffel-Symbolen berechnet. Wir leiten jetzt eine Formel zur Berechnung des
Riemann Tensors aus der zweiten Fundamentalform und der Weingarten-Abbildung
her. Wir nehmen an, dass .S eine regulire, orientierte Fliche ist mit Einheitsnorma-
lenfeld N. Sei ¢ : U — S eine Karte. Dann definieren wir die lokalen Komponen-
ten der zweiten Fundamentalform und der Weingarten-Abbildung folgendermallen:

0p 0\ -
I <axax]) = hij

2 L 90
<8$Z) Z " Oy

k=

Satz 5.7 (GauB-Gleichung). Fiir den Riemannschen Kriimmungstensor gilt:
RX,Y)Z =11(Y,Z)W(X) - II(X,Z)W(Y).
In lokalen Koordinaten bedeutet das:
Rl = hjaw} — hywb.

Beweis. Wir beweisen die lokale Formel. In den Ubungen wurde gezeigt, dass

0% >

hij - <N ° ¢7 81‘185%

Aus dem Beweis von Lemma 4.9 folgt

ZFk o0 _ ¢
Uaxk 8:1328% '

Damit bekommen wir

2 2
79__ ZP’?-%MU (N o ¢).
k=1

ox; 895]- K Oxy,

44



Wir differenzieren diese Gleichung nach z;:

3 6Fk 2 o
95 =Z< 8¢+Fk‘6¢>+3h (Nos)4n,. 209

O0x10x;0x; 0x; Oz, Y Ox10x ox; ox;
IV

— Z < 5 8 Ly Z I — —|— Normalenantell)
X a:k

+ Normalenanteil + h;; - <—W <8¢>>
ox;

0 .
Z < B2, + Z rk ”wlm> (93:; + Normalenanteil

Nach dem Satz von Schwarz bekommen wir, wenn wir die Ableitungen nach x;
und x; vertauschen,

0— D3¢ D3¢
_a$la$iaxj 8xi8x18xj
orm oy 0o
J lj k m m
= - Ik _Tk B haw™ | ——
%: ( 8117[ 813 Zk:( lj Zk) ij Wi + ljwz > 8$m
+ Normalenanteil
= Z(Rlij — hijwy" + hyjw;") =— -+ Normalenanteil.
— O0xm
Daraus folgt
le — hijwlm =+ hljwlm = 0.
Das ist bis auf Umbenennen der Indizes die Behauptung. O

Wir kénnen jetzt einen Zusammenhang zwischen dem Riemann Tensor und der
GauB-Kriimmung beweisen. Die GauB-Kriimmung war definiert als

K(p) = K1 - Ko,

wobei k1, kg die Hauptkrimmungen im Punkt p waren, d.h. die Eigenwerte der
Weingarten-Abbildung W. In der linearen Algebra zeigt man, dass die Determi-
nante der darstellenden Matrix einer linearen Abbildung f : V' — V nicht von
der Wahl einer Basis fiir den Vektorraum V' abhingt. Da in der Eigenbasis die
Weingarten-Abbildung die Gestalt

K1 0
0 )
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hat, gilt K (p) = det(W,,). In einer beliebigen Orthonormalbasis v, w von 7,5 hat
wegen I (v, w) = g(W(v),w) die darstellende Matrix von W die Gestalt

(Mo ey,

Damit bekommt man:
Lemma 5.8. In einer Orthonormalbasis v, w von T},S gilt
K(p) = 1I(v,v)1I(w,w) — [I(v,w)II(w,v).
Damit kénnen wir folgenden Satz beweisen:

Satz 5.9 (Theorema Egregium). Sei p € S ein Punkt und v, w eine Orthonormal-
basis von T,,S. Dann gilt

Beweis. Wegen der GauB3-Gleichung gilt:

g(R(v,w)w,v) = g(II(w,w)W (v) — 11 (v, w)W (w),v)
= II(w,w)II(v,v) — II(v,w)II(w,v)
= K(p)-
O

Da die Christoffel-Symbole aus der Metrik berechnet werden kénnen und der
Riemann Tensor aus den Christoffel-Symbolen, folgt:

Korollar 5.10. Die Gaufs-Kriimmung kann aus der Metrik berechnet werden.

Die Metrik kann von Bewohnern auf der Flidche aus Lingen und Winkeln be-
rechnet werden. Deshalb kann auch die GauB-Kriimmung von diesen Bewohnern
berechnet werden. Man nennt Groflen wie die Metrik, die Christoffel-Symbole, den
Riemann Tensor und die Gau-Kriimmung innere Grofen einer reguldren Fléche.

Definition 5.11. Seien S; und S5 regulidre Flichen. Ein Diffeomorphismus f :
S1 — S5 heilit Isometrie falls

92(Dpf (v), Dpf(w)) = g1 (v, w)

fiir alle p € S7 und alle v, w € T,,5;. Eine lokale Isometrie ist eine Isometrie, die
nur auf einer offenen Teilmenge von S definiert ist.
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Eine Isometrie ist eine Abbildung zwischen regulédren Flachen, die Langen und
Winkel erhilt. Aus der Diskussion oben bekommen wir:

Korollar 5.12. Ist f : S1 — Sy eine Isometrie, dann gilt fiir die Gauf3-Kriimmung

Ka(f(p)) = K1(p)
fiir alle p € 5.

Da die GauB-Kriimmung der Sphire konstant 1 und die der Ebene konstant
0 ist, folgt, dass es keine Isometrie (nicht einmal lokale Isometrie) zwischen der
Sphére und der Ebene geben kann. Es kann deshalb z.B. keine ebenen Karten der
Erde geben, die sowohl Lingen als auch Winkel erhalten.

Man kann auch den Riemann-Tensor aus der Gau3-Kriimmung berechnen:

Satz 5.13. Es gilt
RX,Y)Z=K(g(Y,Z2)X —g(X,2)Y).
In lokalen Koordinaten gilt deshalb
R, = K(gjr0} — gind’).
Beweis. Siehe [1, Lemma 4.3.11]. J

Der Kriimmungstensor und die Gau3-Kriimmung enthalten deshalb die gleiche
Information iiber die Flédche.
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Kapitel 6

Geodaten

Im folgenden sei .S eine reguldre Fliche.

Definition 6.1. Sei I eine Intervall. Eine differenzierbare Kurve ¢ : I — S heifit
Geodite oder Geoditische, falls

—c(t) =0
560
firallet € I.

Geoditen haben folgende Eigenschaften:

Lemma 6.2. Geodciten sind proportional zur Bogenliinge parametrisiert, d.h. g(v(t), v(t))
ist konstant, wobei v(t) = ¢(t).

Beweis. Nach einer Produktregel fiir die kovariante Ableitung gilt:

G900.00) =g (00,00 + 9 (20, 5o0)) =
O

Lemma 6.3. Seic: I — S eine Geodiite und «, 3 € R Konstanten. Dann ist auch
c(t) = c(at + B) eine Geodiite.

Beweis. Es gilt

c(t) = aclat + B)
c(t) = a®é(at + B).

48



Deshalb ist

D) = Thitt)
= Hc(at+5)a2é(at + f)
= a2%é(at + B)
= 0.

O

Lemma 6.4. Seien S1, Sy reguliire Flichen und f : S1 — Sy eine Isometrie. Ist
c: I — Sy eine Geodiite, dann ist auch f o ¢ : I — Sy eine Geodiite.

Beweis. Sei ¢ : U — S eine Karte. Dann ist auch fo¢ : U — S eine Karte. Die
Komponenten der Metrik und damit der Christoffel-Symbole sind in beiden Karten
dieselben. Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 6.5. Sei S die z-y-Ebene. Dann stimmt die kovariante Ableitung mit der
gewohnlichen Ableitung iiberein, d.h. man hat

D . .
&c(t) = ¢(1).

Die Geoditen sind deshalb genau die Kurven mit Beschleunigung null, d.h. die mit
konstanter Geschwindigkeit durchlaufenen Geraden ¢(t) = p + tv.

Beispiel 6.6. Im Fall von S war es eine Ubungsaufgabe zu zeigen, dass von den
Breitenkreisen nur der Aquator (mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen) eine
Geodite ist. Sei ¢ : I — S? ein beliebiger GroBkreis, mit beliebiger konstanter Ge-
schwindigkeit durchlaufen. Dann gibt es eine Drehung der Sphire, die den Aquator
auf diesen GroBkreis abbildet. Da eine Rotation eine Isometrie ist, folgt dass jeder
GroBkreis eine Geodite ist.

Bemerkung 6.7. Man kann zeigen, dass eine Kurve, die konstante Geschwindig-
keit hat und die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist, eine Geodite ist. Die Um-
kehrung gilt nicht - ein einmal durchlaufener GroBkreis ist nicht die kiirzeste Ver-
bindung von einem Punkt zu sich selbst, sondern die konstante Kurve mit Linge
null.

Wir wollen die Geoditen-Gleichung in lokalen Koordinaten betrachten. Sei ¢ :
U — S eine Karte. Ist ¢ : I — ¢(U) eine Kurve, dann schreiben wiru = ¢! o c
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fiir die entsprechende Kurve in U. Sei v(t) ein Vektorfeld entlang c. Wir definieren
die Komponenten
Z vi(t 330 (t)).

7

Lemma 6.8. Fiir die kovariante Ableitung von v entlang c gilt:

D
Zot) = kv, i
dtv(t) Ek Uy + E Vit 8xk

Beweis. Wir haben

Damit folgt

O]

Istc: I — S eine Kurve und u = ¢~ o ¢ die entsprechende Kurve in lokalen
Koordinaten, dann gilt
U;
Z v 3%

Aus dem Lemma folgt:

Proposition 6.9. Eine Kurve ¢ : I — S ist eine Geodiite genau dann, wenn in
Karten ¢ : U — S fiir die Kurve u = ¢~ o c gilt:

t) + ng(u(t))ai(t)aj(t) =0, firk=1,2.

Das ist ein nicht-lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die
Funktionen u(t). Aus dem Existenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen
bekommt man:
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Satz 6.10 (Existenz). Seip € S ein Punkt und v € T,,S ein Tangentialvektor. Dann
gibt es ein Intervall I um 0 und eine Geodiite ¢ : I — S mit den Anfangsbedingun-
gen

c(0) = p,¢(0) = v.

Das Intervall kann ganz R sein, wie bei den GroBkreisen auf S 2 muB aber
nicht: Zum Beispiel wiirde auf der Einheitsscheibe

S ={(z,y,0) | 2> +y* < 1}

in der x-y-Ebene eine Geodite bei beliebigen Anfangsbedigungen mit v # 0
in endlicher Zeit ins Leere laufen. Aus dem Eindeutigkeitssatz {iber Losungen
gewohnlicher Differentialgleichungen folgt:

Satz 6.11 (Eindeutigkeit). Sei I ein Intervall um O und ¢ : I — S eine Geodiite.
Istc : I — S eine weitere Geoddite mit

dann gilt ¢ = ¢ auf dem ganzen Intervall I.

Beispiel 6.12. Da es auf S? zu jedem Punkt und in jede Richtung einen GroBkreis
gibt, folgt, dass die GroBkreise die einzigen Geoditen auf der Sphére sind.
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Kapitel 7

Der Satz von GauB-Bonnet

7.1 Riemannsche Metriken

Im folgenden sei S immer eine regulédre Flache. Wir haben in vergangenen Kapi-
teln die induzierte Metrik oder erste Fundamentalform betrachtet. Man kann den
Begriff der Metrik folgendermallen verallgemeinern:

Definition 7.1. Eine Riemannsche Metrik ¢ auf .S ordnet jedem Punkt p € .S ein
euklidisches Skalarprodukt g, auf dem Tangentialraum 7,5 zu, so dass in jeder
Karte ¢ : U — S die Funktionen

gij:U—HR,

definiert durch g;5(q) = gy (q) (%, %}), differenzierbar sind.

Beispiele fiir Riemannsche Metriken sind die induzierten Metriken. Es gibt
aber noch andere Riemannsche Metriken auf regulidren Flichen, die nicht von in-
duzierten Metriken kommen. Man kann alle Begriffe der inneren Geometrie, die
durch Formeln aus der induzierten Metrik berechnet werden konnen (Christoffel-
Symbole, Riemannscher Kriimmungstensor, GauB3-Kriimmung) auch durch diesel-
ben Formeln fiir allgemeine Riemannsche Metriken definieren. Man kann auch
Geoditen fiir allgemeine Riemannsche Metriken definieren.

Beispiel 7.2. Sei S = T2 der Torus. Eine Karte ist durch folgende Abbildung
gegeben:

o(t,a) = ((1 —rcosa)cost, (1 — rcosa)sint, rsin a)

mit 0 < a < 2m,0 < t < 2w, wobei r eine Konstanten kleiner als 1 ist. Diese
Karte iiberdeckt nicht den ganzen Torus. Man kann sie aber zu einer (nicht mehr
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injektiven) Abbildung ausdehnen, indem man «, ¢ € R wihlt. Die Vektorfelder g—ﬁ
und % sind dann auf ganz 7% wohldefiniert. Sie bilden in jedem Punkt eine Basis
des Tangentialraumes. Beziiglich der induzierten Metrik ist diese Basis nicht or-
thonormal. Man definiert nun eine Riemannsche Metrik, indem man festlegt, dass
diese Basis orthonormal sein soll. Dann sind die Koeffizienten der Riemannschen
Metrik in dieser Karte gegeben durch

@ =5 1)

Die Christoffel-Symbole, die man fiir diese Riemannsche Metrik berechnen kann,
verschwinden, da sie von den Ableitungen der Metrik abhingen. Deshalb ver-
schwindet auch der Riemannsche Kriimmungstensor. Damit gilt

K=0

fiir diese Riemannsche Metrik. Das gilt nicht fiir die Gau3-Kriimmung der indu-
zierten Metrik: Diese ist an manchen Punkten positiv und an anderen negativ.

Definition 7.3. Seien S, S5 regulére Flichen und f : S; — S ein Diffeomorphis-
mus. Sei g eine Riemannsche Metrik auf So. Dann definiert man die zuriickgezogene
Metrik f*g auf S; durch

(f*9)p(X,Y) = 91y (Dpf(X), Dpf(Y))
fiir p € S1 und Tangentialvektoren X, Y € T,51.

Ist ¢ : U — S eine Karte fiir S1, dannist fo¢ : U — S5 eine Karte fiir So. In
diesen Karten haben g und f*g dieselben Komponenten. Deshalb haben auch die
Kriimmungstensoren dieselben Komponenten. Daraus folgt insbesondere fiir die
GauB3-Kriimmungen

K frg = K g (¢] f

7.2 Integration auf Flichen

In diesem Abschnitt wollen wir beschreiben, wie man Funktionen iiber eine Fliche
integriert. Sei g eine Riemannsche Metrik auf der regulédren Fliche Sund ¢ : U —
S eine Karte. Wir betrachten zunichst nur Funktionen f : S — R, die auerhalb
von ¢(U) gleich Null sind.

Definition 7.4. Eine Funktion f : S — R mit f[g\ gy = 0 heilt integrierbar,
falls die Funktion

U — R, (21,72) = f(¢(x1,22))y/det(gij(z1,22))
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integrierbar ist. Der Wert des Integrals ist

/fdA:/ f(¢($1,$2))\/det(gi]‘(xl,.’xg))dIld.’Eg.
S U
Der Ausdruck

dA = \/det(giﬂdl’ldl‘g

Man kann zeigen, dass der Faktor /det(g;;) im Flichenelement dazu fiihrt,
dass das Integral unabhingig von der gewihlten Karte ist. Dazu benutzt man die
Transformationsformel fiir das Integral in der Ebene. Wir kénnen jetzt das Integral
einer beliebigen integrierbaren Funktion auf einer Fliche definieren.

heiflt das Flachenelement.

Definition 7.5. Eine beliebige Funktion f : S — R heif3t integrierbar, falls man
f als Summe f = f;+...+ fi schreiben kann, wobei die f; : S — R integrierbare
Funktionen sind, die auf3erhalb einer Kartenumgebung verschwinden. Der Wert des

Integrals ist dann
k
fdA = / fidA.

Man kann zeigen, dass der Wert des Integrals unabhingig von der Wahl der
Zerlegung f = f1 + ...+ fx ist. Insbesondere definiert man:

Definition 7.6. Sei S eine reguldre Fliche. Ist die Funktion f = 1 integrierbar, so

heif3t das Integral
A= / dA
S

Das Flidchenelement und damit das Integral einer Funktion héngt von der Wahl
der Riemannschen Metrik ab. Man kann als Riemannsche Metrik z.B. die induzier-
te Metrik vom R? nehmen.

der Flacheninhalt von S.

7.3 Der Satz von Gauf3-Bonnet

Sei S eine kompakte, regulédre Fliache (kompakt heif3t abgeschlossen und beschrénkt,
d.h. eine geschlossene Fliche, wie die Sphire, im Gegensatz zu einer offenen, wie
der Ebene). Auf S kann man eine Riemannsche Metrik wihlen, z.B. die induzierte
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Metrik. Fiir jede Metrik kann man die Gau3-Kriimmung berechnen, die eine Funk-
tion auf der Fliche ist. Diese Funktion héingt sehr stark von der Wahl der Metrik
ab. Der Satz von GauB3-Bonnet besagt, dass aber das Integral

[ K
s

der GauB3-Kriimmung iiber die Fliache nicht von der Wahl der Metrik abhéngt. Au-
Berdem ist der Wert dieses Integrals ein ganzzahliges Vielfaches von 27, das nur
von der Topologie der Fliche abhingt. Dieses Vielfache ist die sogenannte Euler-
Charakteristik, eine grundlegende topologische Invariante kompakter Flachen.
Um die Euler-Charakteristik zu verstehen, muss man zuerst Triangulierungen der
Flache betrachten. Die Beweise in diesem Abschnitt sind relativ kompliziert. Man
findet sie z.B. im Kapitel 6 in [1].

Definition 7.7. Ein Polyeder X ist eine endliche Menge von Dreiecken {Aq, ..., Ax}
im R"™, so dass sich je zwei dieser Dreiecke

(a) gar nicht oder
(b) in genau einer Ecke oder
(c) in genau einer Kante

schneiden. Die Vereinigung dieser Dreiecke

k
X1 =1Ja
j=1

heiflt geometrische Realisierung von X.

Ist X ein Polyeder, dann definieren wir

e(X) = Anzahl der Ecken von X
k(X) = Anzahl der Kanten von X
f(X) = Anzahl der Dreiecke von X.

Definition 7.8. Die Zahl
X(X) = e(X) — k(X) + f(X)

heiflt Euler-Charakteristik von X.
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Merkregel fiir die Vorzeichen: sie sind gerade gegeben durch (—1)%™, wobei
dim die Dimension des Objekts bezeichnet (0 fiir Ecken, 1 fiir Kanten, 2 fiir Drei-
ecke).

Definition 7.9. Sei S eine kompakte regulire Fliche. Eine Triangulierung von S
ist ein Paar (X, ®) bestehend aus einem Polyeder X und einem Homdomorphismus

¢:|X|—S

so dass fiir die Einschrankung ®|o : A — ®(A) auf jedes Dreieck A von X
folgendes gilt: Es gibt eine offene Umgebung U von A in der von A aufgespann-
ten Ebene und eine offene Umgebung V' von ®(A) in S, so dass sich die Ein-
schriankung von @ zu einem Diffeomorphismus U — V fortsetzt.

Eine Triangulierung ist eine Zerlegung der Flidche in gekriimmte Dreiecke.
Man kann zeigen, dass jede kompakte reguldre Fldache eine Triangulierung besitzt.

Definition 7.10. Ist (X, ®) eine Triangulierung von S, dann setzt man
X(5) = x(X)
fiir die Euler-Charakteristik von S.

Die Euler-Charakteristik einer kompakten Fliche konnte a priori von der Tri-
angulierung abhiingen.

Satz 7.11. Sei S eine kompakte Fliche. Dann hingt das Integral

/KdA
s

nicht von der Wahl der Riemannschen Metrik ab.

Diesen Satz beweist man, indem man die Variation von K bei Anderung der
Riemannschen Metrik untersucht. Eine Folgerung ist:

Korollar 7.12. Seien S1, S diffeomorphe kompakte Flichen. Dann gilt
/ KdA = KdA
Sl S2
fiir alle Riemannschen Metriken auf S1 und So.
Beweis. Nach dem vorherigen Satz geniigt es diese Aussage fiir eine spezielle Rie-
mannsche Metrik auf S7 und S5 zu beweisen. Die Aussage ist aber klar, falls man

auf S eine unter dem Diffeomorphismus zuriickgezogene Metrik von S5 betrach-
tet. O
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Wir kénnen jetzt den Satz von Gau3-Bonnet (ohne Beweis) formulieren:

Satz 7.13 (GauB-Bonnet). Sei S eine kompakte Fliiche mit Riemannscher Metrik
g. Sei K die Gauf3-Kriimmung von g. Dann gilt

/ K dA = 2mx(S).
S

Insbesondere hiingt die Euler-Charakteristik einer kompakten Flidche nicht von
der Triangulierung ab. Als weitere Folgerung erhélt man:

Korollar 7.14. Die Euler-Charakteristiken x(S1) und x(S2) zweier diffeomorpher
kompakter Flichen sind gleich.

Beispiel 7.15. Eine Triangulierung der S? bekommt man, indem man einen Tetra-
eder innerhalb der Sphire radial nach auflen projiziert. Diese Triangulierung hat 4
Ecken, 6 Kanten und 4 Dreiecke. Die Euler-Charakteristik der Sphére ist deshalb
x(S%) =4 —6+4 =2 Esgilt

KdA =4x
52
fiir jede Riemannsche Metrik auf S?. Man beachte, dass die induzierte Metrik auf
der Einheitssphire S? konstante GauB-Kriimmung K = 1 hat. Das stimmt mit
diesem Integral iiberein, da die Einheitssphire Fliche 47 hat.

Beispiel 7.16. Wir haben gesehen, dass der Torus 72 eine Riemannsche Metrik mit
konstanter Kriimmung K = 0 hat. Die Euler-Charakteristik von 72 miiite deshalb
0 sein. Das sieht man, indem man sich den Torus vorstellt als Identifikation eines
Quadrats entlang den beiden gegeniiberliegenden Seiten. Teilt man das Quadrat
durch die Diagonalen, bekommt man eine Triangulierung von 7°2. Sie hat 2 Ecken,
6 Kanten und 4 Dreiecke. Deshalb ist x(7"?) tatsichlich Null.

Als weiter Folgerung bekommt man:

Korollar 7.17. Hat eine kompakte Fliche S eine Riemannsche Metrik mit kon-
stanter negativer Gauf3-Kriimmung, dann ist x(S) negativ.

Es gibt solche Flidchen: Man konstruiert sie, indem man an die Sphire g > 2
Henkel anheftet (bei einem Henkel bekommt man den Torus). Die Zahl der Henkel
g heiit Geschlecht der Fliche. Man kann zeigen, dass fiir die Euler-Charakteristik
x(S) = 2 — 2¢g gilt. AuBerdem folgt aus der hyperbolischen Geometrie, dass
Flachen mit ¢ > 2 eine Riemannsche Metrik mit konstanter negativer Gauf3-
Kriimmung haben.
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