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Klausur zur Hoheren Mathematik 3

fiir Ingenieurstudiengénge

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1—4 sind vollstandige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser Auf-

gaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 5-6 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kiésten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 16.10.2023 im Campus-System

bekanntgegeben.

VIiEL ErRFoOLG!
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Aufgabe 1 (34342 = 8 Punkte)
Wir betrachten die Differentialgleichung

y//_gy — e3x_

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie eine partikulire Losung f,(z) fiir y” — 9y = €.

Liegt hierbei der Resonanzfall vor?

(c) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems y(0) = 0, y'(0) = 0 fiir y” — 9y = €.
Lésung.
(a) Die lineare Differentialgleichung hat das charakteristische Polynom
p(X)=X?-9=(X—3)(X+3).
Die Nullstellen von p(X) sind 3 und —3. Das zugehorige Fundamentalsystem ist gegeben durch

fi(z) = ¢, fo(z) = 73,

(b) Die rechte Seite der Gleichung hat die Form r(x)e**, wobei r(z) = 1 ein Polynom von Grad 0
und p = 3 ist.
Da u eine einfache Nullstelle von p(X) ist, liegt der Resonanzfall vor mit m = 1. Wir setzen

daher an:

f(z) = axe®.

Wir werten das charakteristische Polynom in D + p aus, wobei D der Differentialoperator ist.
Es gilt p(X+3) = (X +3)?—9 = (X+3-3)(X+3+3) = X?+6X und daher p(D+3) = D*+6D.

Nun wenden wir p(D + 3) auf den Polynomanteil ax des Ansatzes an und setzen dies gleich mit

dem Polynomanteil 1 der rechten Seite:

1 = p(D+3)(az)
= (D?+6D)(ax)
= 6a.

Koeffizientenvergleich liefert a = é.

Somit ist f,(2) = $2€* eine partikulére Losung.
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Alternative Lisung zu Bestimmung von a aus dem Ansatz.

Wir berechnen die Ableitungen des Ansatzes bis zur zweiten Ordnung:
f'(z) = ae® + 3are®™ = a(1+ 3z)e*
f"(z) = 3ae™ + 3a (1 + 3z) e* = 3a (2 + 3z) ™.

Wir setzen in die Differentialgleichung ein:

e = 3a(2+ 3x)e¥ — Jaxe®®
= 6ae®”

Gelten soll also: 6a = 1 und daher ¢ = %.

Somit ist f,(x) = %xe&r eine partikuliare Losung.

Alternative Losung zu (b): Variation der Konstanten.

Mit (a) erhalten wir die Wronski-Matrix

e3:c e—Sx
W(z) =
3e3r 373
und ihre Inverse

W(:L,)—l B 1 _367396 _efo _ 1 3e73x e73:c
©e3r . (—3e3) — 3edre3r | _gudw o3 6\ 303 e '

Wir bestimmen eine partikuldre Losung mit dem Ansatz f,(z) = di(x)fi(z) + da(x) fa(z).

Hierzu wird

di(z) \ -1 0 1 e T3 e 0 1 1
(dgm) - () E 6<3e3f —)() E 6<—e61> |

Somit kénnen wir Stammfunktionen d; (z) = g2 und dp(x) = — 5% wiihlen. Wir erhalten die
partikulire Losung
1 1
fp(x) = 6$e3m — %egr .

Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form
fx) = folx) +afi(x) +cafolz) = %1’6393 + 13 4 cpe 37,
wobei ¢1, ¢y € R.
Es ist f'(z) = §€% + 32 + 3¢1e% — 3¢ Aus den Anfangsbedingungen folgt
f0) =c1+c=0,
£(0) = 2 43¢, — 36, = 0,

6

und schlieBlich ¢; = Co = 3—16. Die Losung des Anfangswertproblems ist daher

—1
367

1 1 1
f(z) = éxe:”” - %631 + %e’&”.
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Aufgabe 2 (24244+43+1 = 12 Punkte)

Sei J = { <x1)eR2
T2

Sei K die geschlossene Kurve, die J berandet.

Sei g: R? — R?: (xl ) = g(xy, 19) = < i )
x2 T+ To

(a) Skizzieren Sie die Kurve K.

O<x1<2,xf§x2<4}.

(b) Es soll K positiv orientiert parametrisiert werden. Zerlegen Sie dazu K in drei geeignete Teil-

kurven K;, Ky und K3 und parametrisieren Sie diese Teilkurven.

(c¢) Bestimmen Sie die Zirkulation Z(g, K) als Kurvenintegral.
(d) Bestimmen Sie / / rot g(z) dzy dzg als Gebietsintegral.
J

(e) Verifizieren Sie in diesem Fall den Satz von Green.

Lésung.
(a) Skizze von K = K; U Ky U K3:

T2
\ ‘ZUQZZE%

\ 2 K

N
~
<N
T T T :’Cl

(b) Wir zerlegen die Kurve K wie in (a) skizziert in drei Teilkurven, K = K; U Ky U K3.

Die Teilkurve K; parametrisieren wir mittels
Cy o [0,2] =Rt Oy() = (90 = ()
1 [0,2] = Dt Ch(t) C1,2(t) 2) -
Die Teilkurve K, parametrisieren wir mittels

Cy 0 [0,1] = R? ¢t Oy()

Coq(t)) _ [2-2t
ngz(t) - 4 :
Die Teilkurve K3 parametrisieren wir mittels

Cs : [0,1] = R* : ¢t~ Cs(t)

() - ()
Csa2(t) ) = \4—4t ) -
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(c¢) Der Zirkulation wird wie folgt berechnet.

Coa(t

Z(g,K):/02g<01(t))o(g?:8) dt+/olg(oz(z)>.<%(t;) dt_|_/01g(03(t)).< ,

Fiir das erste Integral erhalten wir

/029(01(t)) o (2:8) dt = /02 (tfﬁ) o (21t> At

2
= /3t3+2t2dt
0
34 232
= |-t -
a5,
16
- 124+ =
+3
52
= 5.

Fiir das zweite Integral erhalten wir

/01 g(Cs(t)) @ (%:8) dt = /01 (g:gz) o (—()2) a
= /1 —16 + 16t d¢
0

1
= [-16t +8t7],
= —16+38
= 8.

Fiir das dritte Integral erhalten wir

/Olg(cg(t))- (gg) dt = /01 (%) (") ar
= /1—16+16tdt
0

= [~16t+8t%],

= —16+38
= 8.
Die gesamte Zirkulation ist also gegeben durch
52 4
2(g,K) = ——8—-8 = —.
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(d) Die Rotation von ¢ ist

Wir berechnen:

2 4
// rot g(x) dzy dze = / (/ 11—z dx2> dz,
J 0 x?

1, 10772
= 4x1—2x%——x‘z’+—xﬂ
{ 3 4]0
8
=8—-8—-+4
3+

(e) Wir erhalten
4
Z(g,K) = 3= // rot g(z) dzy day
J

Dies bestétigt den Satz von Green im vorliegenden Fall.
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Aufgabe 3 (246 = 8 Punkte) Sei f: R — R die gerade 2m-periodische Funktion, die fiir

0 < x < 7 gegeben ist durch

22
il falls 0 < z <

f) =47

g fallsg<x<7r.

NN

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) auf dem Intervall [—2m, 27].

(b) Berechnen Sie die Fourier-Reihe von f(x).
Losung.

(a) Skizze von f(z):

(b) Esist b, =0 fiir alle n € N, da f gerade ist.

Wir erhalten fiir n € N

a, =

% /O " fa) cos(nz) dz
2

22, T
= — — d — d
- (/0 T cos(nz) dx +/2 5 cos(nx) a:)

4 3 1 ™
= = (/ $2 cos(nm) d$> + —sin(nqj)]

4 1 3 ] 1
= = ([1;25 sin(nx)] _ /02 23;5 sin(nx) dx> - sin(%)
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Alternativ kann man auch wie folgt umformen. Es ist fiir n € N

1
k _
4 nm 8 ‘ nm (—1) ﬁ falls n = 2k
o (5) () =) LS e
(2]{:_1)37‘_2 alls n = .

Fir n =0 ist

I
>lw| o~
—

_l’_
3
|

|
e

| §

Somit ist die Fourier-Reihe von f(x) gegeben durch

. T 4 nm 8 . /nmw
Fouriers(z) = 3 + ; (% COS<7> ~ 5 8111(7)) cos(nz) .

Alternativ kann man auch noch umformen zu:

E+l§: 0s(2kz) ﬁi—l)kco (2% — 1)) .
3 7 k2 cos( 7r2 (2k —1)3 °

k=1 k=1

Fourier ¢ ( f =
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Aufgabe 4 (1424241 = 6 Punkte)

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

()

Die Matrix A := <_i _g) hat das charakteristische Polynom y4(X) = (X — 1)2.

(a) Sei B:= A —Ey. Sei v := <(1)) Man bestimme das minimale k > 0 mit B*v = (8).

(b) Man gebe ein Fundamentalsystem fiir 4/ = Ay an unter Verwendung von (a).

Man gebe die Wronskimatrix Wyys(z) an. Man bestimme ihre Inverse Wy ()"

(c) Man bestimme eine partikuldre Losung f,(z) von ¢y = Ay + ( )

(d) Man bestimme alle Losungen von ¢y = Ay + <eg>.

Lésung.

(a) Esist B=A—Ey = (ffj).

Es wird
Be = (57) () = (7
Es wird
B = B(Bv) = ("471)
Also ist k = 2.

(b) Wir erhalten die folgenden linear unabhéngigen Losungen.

et
0

fu(x) = e'* <96—(;B2_12}> R (ﬁ)
fo(x) = &' (%BQ_lijf)—?BQ_%) — o <—44Z+1)

Da der Losungraum Dimension 2 hat, bilden die linear unabhéngigen Losungen fp)(z) und

fiz1(z) ein Fundamentalsystem.

Die Wronski-Matrix dieser beiden Losungen ist Wyys(z) = €®

—4 —4x+1
4 4z .

Es wird
Wos(2) ™ = e <_44 _i§+1>_1 = e_$71617(1716x+4) <_44 _i?l)_l = 3¢7° (_jx _4Z+1> '
Alternativ kann man auch rechnen:
Wopn(2) ™ = Waya(0) Wigs(—2)Wa(0) = () e (e ()

_ 1 0-1 Lo % —4 4z+1) 1 0-1 _ 1
T -4\ —4-4 4 —dx —4 \—-4-4 T 16

1z (01) [ 16244 162 1
= 16° 44 162 4—162 = 16

_ 1,—z [ —4r —4z+l
= 3© 4 4
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(c) Wir bestimmen eine partikuldre Losung mit dem Ansatz f,(z) = ci(x)fuy(z) + cao(2) fiz ().

¢} (x) 1 [e® —x [ —4x —4x e* —x
(612(:8)) = Wsys(x) 1<0) = zlle < jll 44+1> <0> = (1) .

Somit kénnen wir Stammfunktionen ¢;(z) = —12? und ¢y(x) = 2 wihlen. Es wird

hio) = e (8) o (1) = e (57)

Hierzu wird

(d) Jede Losung von 3y = <_i _;1) Y+ <eg> ist also von der Form

@) = fole) + dufin(@) + dafiy (@) = ae” (15 ) + e’ () + e (757

wobei di, dy € R.
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Name, Matrikel-

Vorname: nummer:

Aufgabe 5 (24141 = 4 Punkte) Wir betrachten die Differentialgleichung
v +2y +y = e
fiir y = y(t) mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0, 3/(0) = 0.
Sei f(t) die Losung dieses Anfangswertproblems.
(a) Sei u(t) die Losung von y” + 2y' +y = 0 mit y(0) = 0, y/'(0) = 1.

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p(X) von y" + 2y +y =0:

p(X) = X?4+2X +1
(X 4 1)? ist auch richtig.

Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte U(s) zu u(t) :

1
(s+1)2
ist auch richtig.

U(s) =

1
s242s5+1

(b) Bestimmen Sie u(t) = L7Y(U(s)) = ot

(c) Bestimmen Sie f(t) als Faltung: f(t) = e " xu(t) = st

Aufgabe 6 (2 Punkte) Wir betrachten die Wéarmeleitungsgleichung

Ut = Ugz
mit Randbedingungen
u(0,t) = 0, wu(mt)=0 firt >0
und Anfangsbedingung
u(z,0) = sin(2z) + 4sin(3z) fir x € [0,7] .

Bestimmen Sie die Losung u(z,t) der Warmeleitungsgleichung, die die obigen Rand- und Anfangs-

bedingungen erfiillt :

u(z,t) = sin(2z)e™* + 4sin(3z)e™ ¥
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