Jha, Kiinzer, Nottoli Wintersemester 2022/23
Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 1
Hausaufgabe 1 Sei D:={(j) e R*|1 <z <2, 1<y<2, ay<2}.

(a) Skizzieren Sie D.

(b) Stellen Sie D als Normalbereich beziiglich der z-Achse dar.
Berechnen Sie damit [[, 2%y dzdy.

(c) Stellen Sie D als Normalbereich beziiglich der y-Achse dar.
Berechnen Sie damit [ I 2%y dazdy.

Lésung.

(a) Der Bereich D ist in der Grafik hervorgehoben.
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(b) BEsist D = { () € R?|1 <z <2, 1< y<2/x} eine Darstellung als Normalbereich
beziiglich der z-Achse.

Damit wird
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Wir berechnen die beiden Integrale:
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(c) Bsist D ={(}) e R? |1 <y <2, 1< x<2/y} eine Darstellung als Normalbereich
beziiglich der y-Achse.



Damit wird
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// r*ydzdy :/ (/ 2y d:l:’) dy.
D 1 1

Wir berechnen die beiden Integrale:
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Hausaufgabe 2

Sei Ky :={(j) eR*|z?+ (y—2) =1, y>2}.

Sei Ky :={(y) eR*|z?+ (y—2)* =1, y<2}.

Sei K .= K UK,.

Das Integral fjll V1—22dx = %7‘(‘ darf im folgenden verwendet werden.

(a) Skizzieren Sie K, K3 und K.

(b) Sei Ty der Drehkérper, der durch Rotation von K; um die z-Achse entsteht.
Berechnen Sie das Volumen V; von T .

(c) Sei Ty der Drehkorper, der durch Rotation von Ky um die 2-Achse entsteht.
Berechnen Sie das Volumen V5 von T .

(d) Sei T der Torus, der durch Rotation von K um die z-Achse entsteht.
Berechnen Sie das Volumen V = V| — V, des Torus 7.

Lésung.

(a) Die Skizzen der drei Kurven sind in den Abbildungen dargestellt.
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(b) Die Kurve K; wird durch die Funktion
ri(z) =2+ V1 — a2

beschrieben und wir kénnen die Formel fiir das Volumen von Drehkérpern anwenden:

m:w/_lrl(x)de:w/_ll(erm)gdx:wf
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237! !
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Das letzte Integral wird mit der Formel fjl V1—2?2de = %77 ausgewertet und erhalten

2 28
Vi = 1O7r—§7r—|—27r2: §7r+27r2.



(c¢) Die Kurve Ky wird durch die Funktion
ro(z) =2 —V1—2a?

beschrieben, und wir kénnen die Formel fiir das Volumen von Drehkérpern anwenden:

ngﬂ/lm(x)2dx:7r/l (2—M)de:w/

1 -1 -1
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(5_x2_4m) dz

371 1
=5[]l -7 {%} —47r/ V1 —z2dz.
-1 -1

Das letzte Integral wird mit der Formel fjl V1—22dr = %7? ausgewertet und erhalten

2 28
‘/2:107T—§7T—27T2:§7T—27T2.

d) Das Volumen des Torus ist V =V, — Vo = 87 4+ 272 — 271 4 272 = 472
3 3
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Hausaufgabe 3

Sei D := [0, 7] x [0, 7] :{(ﬁ) ER?|0K 2 <7, 0Kz <} C R

Sei K die geschlossene Kurve, von der D berandet wird, positiv orientiert parametrisiert.
Sei g : R? — R?: (ﬁ;) = g(xy, 19) = (Sin(mﬁxl)).

cos(za—x1)

(a) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g, K) = [, g(x) e dz als Kurvenintegral.
(b) Berechnen Sie [[,rot g(z)dz; dz, als Gebietsintegral.

(c) Vergleichen Sie die Resultate aus (a) und (b) und verifizieren Sie so in diesem Fall den
Satz von Green.

Lésung.

Wir betrachten den in der Abbildung dargestellten Bereich D und die positiv orientierte Kurve
K, die ihn umschliet. Wir zerlegen die Kurve K wie folgt in vier Teilkurven:

K:K1UK2UK3UK4.

X2

g

Fiir jede Teilkurve schreiben wir eine Parametrisierung

Ci(t) = (t) te o, Oy ()

(:) t € [0, ],
(W(it) t €10, m].

Z(9.K) = /K a)edr =" / " g(C) e Cyar

Cy(t) = (” - t) te o, Cu(t)

(a) Die Zirkulation wird durch Anwendung der Formel

berechnet.



Fiir jede Teilkurve berechnen wir den Beitrag zur Zirkulation:

_ [T sn®) . 1 _ [ sin = —[cos(t)]" =
A —/0 cos(—t)) (0> dt —/0 (t)dt = — [cos(t)]g = 2
_ [T (st t ) . 0 _ [ cos(t —m = — i cos = — [sin(#)]} =
Ty = /0 cos(t 7r)> <1> dt = /0 (t )dt = /0 (t)dt = —[sin(t)]; =0
[T [sin(27 — 1) ! [T <in(2m — B Wsin — eos(f)F =
Zs —/0 cos(t) ) ( 0 ) dt = /0 (2 t)dt —/0 (t)dt = — [cos(t)]; = 2

_ 7 (st =1) . 0 = — ﬂcosw— = 7rcos = [sin(#)]} =
24_/0 cos(w—t)) <_1>dt—/0 ( t)dt—/o (£)dt = [sin(6)]T = 0

Daraus ergibt sich die Zirkulation Z = 7, + Z5 + Z3 + Z, = 4.

(b) Wir wenden die Definition der Rotation an und erhalten

rot g(z) = % — % = sin(zy — x1) — cos(xe + x1).

(9951 8x2

Wir berechnen:

// rot g(x) dzy dze =
D

(/ sin(zy — 1) — cos(xe + 1) dm2> dz,
(2cos(z1) + 2sin(zq)) doy = 2 [sin(z1)]y — 2 [cos(z1)]y

,
R

(c) Wir haben

4@ / g(x)edx Girgen // rot g(z) dzy dag ©)y,
K D

Die Ergebnisse in (a) und (b) stimmen iiberein, wie der Satz von Green es vorhersagt.
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