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Lösung 2

Hausaufgabe 4 Sei J := {
(
x1
x2

)
∈ R2 |x2

1 + x2
2 6 1, x2 > 0 }.

Sei K die geschlossene Kurve, die J berandet. Sei K positiv orientiert parametrisiert.

Wir betrachten das Vektorfeld g : R2 → R2 :
(
x1
x2

)
7→ g(x1, x2) :=

(
x1x2

x21+x22

)
.

(a) Bestimmen Sie den Ausfluss A(g,K).

(b) Bestimmen Sie
∫∫

J
div g(x) dx1 dx2 als Gebietsintegral.

(c) Vergleichen Sie die Resultate aus (a) und aus (b) und verifizieren Sie so in diesem Fall
den Satz von Gauß.

Lösung.

(a) Wir zerlegen die Kurve K in zwei Teilkurven K = K1 ∪K2 .

Die Teilkurven K1 und K2 parametrisieren wir wie folgt:

C1(t) =

(
C1,1(t)

C1,2(t)

)
=

(
cos(t)

sin(t)

)
, t ∈ [0, π] , C2(t) =

(
C2,1(t)

C2,2(t)

)
=

(
t

0

)
, t ∈ [−1, 1] .

x1

x2

K1

K2
1−1

Der Ausfluss wird wie folgt berechnet.

A(g,K) =

∫
K1

g
(
C1(t)

)
•

(
C ′1,2(t)

−C ′1,1(t)

)
dt︸ ︷︷ ︸

=:A1

+

∫
K2

g
(
C2(t)

)
•

(
C ′2,2(t)

−C ′2,1(t)

)
dt︸ ︷︷ ︸

=:A2

.

Für das erste Integral A1 ist

A1 =

∫
K1

g
(
C1(t)

)
•

(
C ′1,2(t)

−C ′1,1(t)

)
dt =

∫ π

0

g

(
cos(t)

sin(t)

)
•

(
cos(t)

sin(t)

)
dt

(∗)
=

∫ π

0

(
cos(t) sin(t)

1

)
•

(
cos(t)

sin(t)

)
dt =

∫ π

0

sin(t) cos2(t) + sin(t)dt

=

∫ π

0

sin(t) cos2(t)dt+

∫ π

0

sin(t)dt ,



wobei wir bei (∗) die Identität sin2(t) + cos2(t) = 1 verwenden.

Wir führen nun eine Substitution mit u := cos(t), du = − sin(t)dt durch und erhalten∫ π

0

sin(t) cos2(t)dt+

∫ π

0

sin(t)dt = −
∫ u(π)

u(0)

u2du+

∫ π

0

sin(t)dt = −
[

1

3
u3

]−1

1

+ [− cos(t)]π0

= −1

3

(
(−1)3 − 13

)
−
(

cos(π)− cos(0)
)

=
2

3
+ 2 .

Für das zweite Integral A2 ist

A2 =

∫
K2

g
(
C2(t)

)
•

(
C ′2,2(t)

−C ′2,1(t)

)
dt =

∫ 1

−1

g

(
t

0

)
•

(
0

−1

)
dt =

∫ 1

−1

(
0

t2

)
•

(
0

−1

)
dt

= −
∫ 1

−1

t2dt = −
[
t3

3

]1

−1

= −
(

1

3
−
(
−1

3

))
= −2

3
.

Daraus ergibt sich für den Ausfluss A(g,K) = A1 + A2 = 2
3

+ 2− 2
3

= 2 .

(b) Die Divergenz von g ist

div(g) =
∂g1

∂x1

+
∂g2

∂x2

= x2 + 2x2 = 3x2.

Wir fassen J als Normalbereich bezüglich der x1-Achse auf. Dann folgt aus 0 6 x2 und

x2
1 + x2

2 6 1 ⇔ x2
2 6 1− x2

1

das Integrationsintervall

0 6 x2 6
√

1− x2
1 .

Ferner gilt −1 6 x1 6 1.

Dann ist ∫ ∫
J

div(g)dx1dx2 =

∫ 1

−1

∫ √1−x21

0

3x2dx2dx1

=

∫ 1

−1

[
3x2

2

2

]√1−x21

0

dx1

=
3

2

∫ 1

−1

(1− x2
1)dx1

=
3

2

[
x1 −

x3
1

3

]1

−1

=
3

2

(
2−

(
1

3
+

1

3

))
= 2.

(c) Wir haben

2
(a)
= A(g,K)

Gauß
=

∫ ∫
J

div(g)dx1dx2
(b)
= 2 .

Die Ergebnisse aus (a) und (b) stimmen überein, wie der Satz von Gauß (1.5.7) es vor-
hersagt.
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Hausaufgabe 5 Sei D := {
(
x
y

)
∈ R2 |x2 + y2 6 1, x 6 0 }.

(a) Finden Sie eine Parametrisierung ψ : B → D für einen geeigneten Bereich B ⊆ R2 unter
Verwendung von Polarkoordinaten r und ϕ.

(b) Skizzieren Sie B im r-ϕ-Koordinatensystem. Skizzieren Sie D im x-y-Koordinatensystem.

Skizzieren Sie die Teilmenge B̃ := {
(
r
ϕ

)
∈ B | r > 1

2
} ⊆ B. Skizzieren Sie ψ(B̃) ⊆ D.

(c) Bestimmen Sie das Integral ∫∫
D

4
√
x2 + y2

1 + x2 + y2
dx dy

mittels einer Substitution unter Verwendung von (a).

Lösung.

(a) Wir wählen einen Bereich B, der mit den Polarkoordinaten wie folgt beschrieben wird.

B :=

{(
r

ϕ

)
∈ R2 : 0 6 r 6 1;

π

2
6 ϕ 6

3π

2

}

Dann ist eine Parametrisierung ψ : B → D ist gegeben durch

ψ

(
r

ϕ

)
=

(
r cos(ϕ)

r sin(ϕ)

)
.

(b) Die Skizzen von B, B̃, D und ψ(B̃) sind unten dargestellt.

B

r

ϕ

π
2

3π
2

0 1

B̃

r

ϕ

π
2

3π
2

0 0.5 1
D

x

y

1

−1



ψ(B̃)

x

y

1

−1

0.5

−0.5

(c) Mit der Substitution aus (a) lässt sich das Integral wie folgt berechnen.∫ ∫
D

4
√
x2 + y2

1 + x2 + y2
=

∫ 3π/2

π/2

∫ 1

0

4r

1 + r2
r drdϕ

= 4 ·
∫ 3π/2

π/2

∫ 1

0

r2

1 + r2
drdϕ

(∗∗)
= 4 ·

∫ 3π/2

π/2

∫ 1

0

(
1− 1

1 + r2

)
drdϕ

= 4 ·
∫ 3π/2

π/2

[r − arctan(r)]10 dϕ

= 4 ·
∫ 3π/2

π/2

(
1− arctan(1)︸ ︷︷ ︸

=π/4

−0 + arctan(0)︸ ︷︷ ︸
=0

)
dϕ

= 4 ·
∫ 3π/2

π/2

(
1− π

4

)
dϕ

= 4
(

1− π

4

)
·
[
ϕ
]3π/2
π/2

= (4− π) ·
(

3π

2
− π

2

)
= (4− π)π.

Bei (∗∗) wird
r2

1 + r2
=

1 + r2 − 1

1 + r2
=

1 + r2

1 + r2
− 1

1 + r2
= 1− 1

1 + r2

verwendet.
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Hausaufgabe 6

Sei S :=
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣x2 + y2 + z2 = 4 und z > 0
}
⊆ R3.

(a) Skizzieren Sie S.

(b) Sei K := {
(
u
v

)
∈ R2 |u2 + v2 6 4 }.

Finden Sie eine Parametrisierung Φ : K → S :
(
u
v

)
7→
(

Φ1(u,v)

Φ2(u,v)

Φ3(u,v)

)
.

(c) Berechnen Sie Φu, Φv und n := Φu×Φv
|Φu×Φv |

für
(
u
v

)
∈ K.

Fügen Sie diese drei Vektoren für
(
u
v

)
=
(

0
1

)
an der Stelle Φ(0, 1) zur Skizze in (a) hinzu.

Lösung.

(a) Skizze von S:

(b) Eine Parametrisierung von S ist gegeben durch

Φ : K → S ,

(
u

v

)
7→

Φ1(u, v)

Φ2(u, v)

Φ3(u, v)

 :=

 u

v√
4− u2 − v2

 .



(c) Wir berechnen

Φu =

(Φ1)u

(Φ2)u

(Φ3)u

 =

 1

0

− u√
4−u2−v2

 ; Φv =

(Φ1)v

(Φ2)v

(Φ3)v

 =

 0

1

− v√
4−u2−v2

 ;

und

n =
Φu × Φv

|Φu × Φv|
=

1

2

 u

v√
4− u2 − v2

 .

Mit

(
u

v

)
=

(
0

1

)
wird dann

Φu =

1

0

0

 ; Φv =

 0

1

− 1√
3

 ; und n =
1

2

 0

1√
3

 .

Skizze von S mit den Vektoren Φu, Φv und n:
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