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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 2

Hausaufgabe 4 Sei J:={ (5}) e R*|2f +23 <1, 2, >0},
Sei K die geschlossene Kurve, die J berandet. Sei K positiv orientiert parametrisiert.
Wir betrachten das Vektorfeld g : R? — R? : (51) — g(z1, 22) == (;f;)

(a) Bestimmen Sie den Ausfluss A(g, K).

(b) Bestimmen Sie [[, divg(z) dz; dz, als Gebietsintegral.

(c) Vergleichen Sie die Resultate aus (a) und aus (b) und verifizieren Sie so in diesem Fall
den Satz von GausB.

Lésung.

(a) Wir zerlegen die Kurve K in zwei Teilkurven K = K7 U K>

Die Teilkurven K; und K, parametrisieren wir wie folgt:

. Cl’l<t) . COS(t) . Cg7l(t)
e () = () e o~ ()

(é) ,te[-1,1].

o)
K
-1 l K2 1 X1
Der Ausfluss wird wie folgt berechnet.
O 5(t) Ch o (t)
A(g,K) Z/ g Cl(t) ° 1,/2 dt+/ q 02(t) ° ’/ dt .
K ( ) —C1a(1) K ( ) —Cy4(t)
— A, y

Fiir das erste Integral A; ist
B . C1(t) [T [cos(t) . cos(t)
A= /K 9(1() (—ql(t)> dr= /0 g (m@)) (m(@) a

t

_ /0 " sin(t) cos2(t)dt + /0 " sin(t)dt



wobei wir bei () die Identitit sin®(¢) + cos?(t) = 1 verwenden.

Wir fithren nun eine Substitution mit u := cos(t), du = — sin(¢)dt¢ durch und erhalten
™ ™ u(m) T 1 -1
/ sin(t) cos®(t)dt +/ sin(t)dt = —/ u?du +/ sin(t)dt = — {—u?’} + [— cos(t)],
0 0 u(0) 0 31
1
= —5((—1)3 —1%) — (cos(m) — cos(0))
.
=3 ,

Fiir das zweite Integral A, ist

e (Lo ) ()
[l G- ()

Daraus ergibt sich fiir den Ausfluss A(g, K) = Aj + Ay = 2 +2 —

wIN
|
[\]

(b) Die Divergenz von g ist
dg1 g2

le(g) = a—xl 8_1,’2 = T2+ 2%2 = 3.132.

Wir fassen J als Normalbereich beziiglich der x;-Achse auf. Dann folgt aus 0 < x5 und

i+ i<l & 25<1—a]

Oé:cgé\/l—x%.

das Integrationsintervall

Ferner gilt —1 < z; < 1.

/ /J div(g)dndz, = [

Dann ist
17:):%
31’2 d.’L’Qd.CEl

2 T
S—

I
—

1

(c) Wir haben
o @ Ag, K) Caub //div(g)dxldacg .
J

Die Ergebnisse aus (a) und (b) stimmen iiberein, wie der Satz von Gauf§ (1.5.7) es vor-
hersagt.
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Hausaufgabe 5 Sei D :={(}) e R? |22+ <1, 2 <0}

(a) Finden Sie eine Parametrisierung ¢ : B — D fiir einen geeigneten Bereich B C R? unter
Verwendung von Polarkoordinaten r und ¢.

(b) Skizzieren Sie B im r-p-Koordinatensystem. Skizzieren Sie D im z-y-Koordinatensystem.

Skizzieren Sie die Teilmenge B := { (;) € B|r >3} C B. Skizzieren Sie Y(B) C D.

(c) Bestimmen Sie das Integral

mittels einer Substitution unter Verwendung von (a).

Lésung.

(a) Wir withlen einen Bereich B, der mit den Polarkoordinaten wie folgt beschrieben wird.

B;:{(r>eR2:0<r<1; E<90<3—7T}
© 2 2

Dann ist eine Parametrisierung ¢ : B — D ist gegeben durch

r rcos(p)
(4 =1 . :
© rsin(p)
(b) Die Skizzen von B, B, D und (B) sind unten dargestellt.

¥ w

(NE]
8

el




—-0.5
-1

¥(B)

(c) Mit der Substitution aus (a) ldsst sich das Integral wie folgt berechnen.

4 /.2 2 3r/2 1 4
//—x Y :/ / ! rdrde
D ™ 0

1+ 22 + 3> /2 1472

3w/2 12
=4- / / drde
/2 Jo 1+ 72

o 3r/2 1 1
(=) 4-/ / <1 — 2) drdep
w/2 0 L+

3m/2
=4- / [r — arctan(r)] dg
w/2

3r/2
=4- / (1 — arctan(1) —0 + arctan(0) ) d¢
/2 T T

=4—-mr
Bei (%) wird
2 14rP—1 1472 I 1
1472 1472 1472 1+72 1472

verwendet.
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Hausaufgabe 6
Sei S := { (é) € R? ’x2+y2+22=4undz>0}§R3.

(a) Skizzieren Sie S.

(b) Sei K :={(4) e R*|u® +v* < 4}.

D (u,v)
Finden Sie eine Parametrisierung ® : K — S : (ﬁ,‘) > (%(u,v)).
D3 (u,v)

(c) Berechnen Sie @, ®, und n := % fiir (if) € K.

Fiigen Sie diese drei Vektoren fiir (i) = (7) an der Stelle ®(0, 1) zur Skizze in (a) hinzu.
Lésung.

(a) Skizze von S:

(b) Eine Parametrisierung von S ist gegeben durch

Dy (u,v) u
<I>:K—>S,<u> = | @o(u,v) | = v
v

D3 (u,v) VA4 —u? —0?



(c) Wir berechnen

((I)I)u 1 ((I)l)v
(I)u = ((I)Z)u = 0 ) (bv = ((1)2)11 =
(P3)u QVzwremr: (®3)0 QVzwremy
und
U
Dy xP, 1
TP, x B, 2 Y

Mit (u) = (0) wird dann
v 1

1 0 0
b, =10|; &, = 1 s undn=—-| 1
1
0 75 V3

Skizze von S mit den Vektoren ®,, ®, und n:

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/
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