Jha, Kiinzer, Nottoli Wintersemester 2022/23

Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 3
Hausaufgabe 7 Sei
S::{@) cR3 ‘z:xy, x2—|—y2<2}
der Schnitt des hyperbolischen Paraboloids z = zy mit dem Zylinder 22 + y? < 2.
(a) Geben Sie J CR?* und @ : J — R? an mit ®(J) = S.

(b) Berechnen Sie den Flécheninhalt F(.5).

Verwenden Sie hierbei Polarkoordinaten bei der Auswertung des Integrals.
Lésung.

(a) Der Zylinder lésst sich einfach parametrisieren, wenn man in der z-y-Ebene Polarkoordi-
naten mit 2 = r cos(yp) und y = rsin(¢) wobei r € [0,v/2] und ¢ € [0, 27] verwendet. In
diesem Fall folgt 22 + y? = r?(cos?(yp) + sin®(p)) = r? < 2. Mit 2z = 2y = 2 cos(y) sin(y)
ist durch J = [0, /2] x [0, 27] und

rcos(p)
d:J— R (ry,0) = O(r, @) = rsin(p)

2 cos(¢p) sin(¢)
eine Parametrisierung mit ®(J) = S gegeben.

(b) Der Flidcheninhalt F(S) lasst sich mit

F(S) = / |®, x ,|dpdr
J

berechnen. Hierbei sind

o0 C?S((p) 9% —rsin(p)
o, = 5 = sin(ep) und o, = 9% = r cos(p)
2r cos(ip) sin(¢p) 4 172 cos?(p) — 12 sin?(p)
bzw.

72 sin() cos?(¢) — r?sin®(p) — 2r? cos?(y) sin(yp)
P, x D, = | =212 cos(ip) sin®(p) — r% cos®(p) + 12 sin?() cos(y)

7 cos?(p) + rsin?(yp)
2 sin()(sint(g) + cost(e))\  (~r?sin(o)
— | = coste)sin(e) + cost(@)) | = [~ coste)
r(sin?(¢) + cos?(y)) r



Mit

|, x B, = \/r4 sin®(p) + rtcos?(p) + 12 =rvr2 + 1
folgt schliellich fiir den Flacheninhalt

V2 ™
F(S) = //J D, x D, |dpdr = /0 ( rvr? 4+ 1dg0> dr
1 3
T

2
0
= 27Tf0\/§7“\/7"2+1d7“ T /\/ﬂdu
= 7 [2437] = 2x(3v3-1) = 27 (V3 —1).
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Hausaufgabe 8 Sei S := { (E) c R3 ‘x% —l—x% <1, z5=1 }
3

I 1T
Seig:R? = R3: | 2y | =gz, 20,23) = | z123
T3 T2

(a) Skizzieren Sie S C R3.
(b) Geben Sie eine Parametrisierung von S an als Graph einer konstanten Funktion.
¢) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g,0S5) = g(x) e dx als Kurvenintegral.
as
d) Berechnen Sie rot g(x) e n dO als Gebietsintegral. Vergleichen Sie mit (c).
s

Lésung.

(a) Die Menge S beschreibt eine zur z;-zo-Ebene parallel angeordnete Kreisscheibe durch
den Punkt (0,0, 1). Die Kreisscheibe und deren Rand 0S sind in folgender Skizze veran-
schaulicht:

AX3

(b) Der Graph einer Funktion f: D — R mit D C R? ist die Menge

Z1

{<x2> eR? ’ (32) € D, f(x1,12) =x3}

Wahlen wir
D={(2)eR |at+a3<1]

und f: D — R, (i;) +— 1 (diese Funktion ist konstant), dann entspricht der Graph von
f offenbar der Kreisscheibe S.

Als Parametrisierung von S ergibt sich

@:D—>R3:(£é)l—><g>.

1

Es ist dann S = ®(D).



(c) Eine Parametrisierung der Randkurve 0D von D in positiver Richtung ist gegeben durch

C:0,27] > R: s Clp) = (:fjé:j;) .

Als Parametrisierung von 05 ergibt sich hieraus

cos()
(@0 C)(e) = | sin(y)
1

fir ¢ € [0, 27].

2

Wir bemerken fiir folgende Rechnung: Aus cos(2¢) = cos(¢)? — sin(¢)? = 2cos(p)? — 1

folgt cos(ip)? = 1 cos(2¢) + 1.

Setzen wir die Parametrisierung in das Kurvenintegral fiir Z(g, 0S) ein, so erhalten wir

Z(g,05) = / g(x)edx

a8

- /0 ﬂg((q) 0 O)(g))) *(® o C)(p)dp

o [ cos(¢)sin(yp) — sin(yp)
= / cos(p) o| cos(p) | dy
‘ sin(ep) 0

N /0 W (= sin(p)? cos(p) + cos()?) de

_ /0 - (—sin((p)Qcos(gD) + %COS(&p) + %) de

1 27 1 1 1 2
= - [g Siﬂ(@)?’]o + [5 ’ 58111(290) t3- SOL
=0+nm=m.

(d) Esist
g%—g—ii ]_—l‘l
rot g(z) = g%—g% = 0
Boi) A

Das Integral [/ grot g(w) e n dO ldsst sich dann unter Verwendung der Parametrisierung
von S als Graph der Funktion f aus Teil (b) berechnen. Wie in Beispiel 2.1.7 auf den
Vorlesungsfolien gilt fiir den Normalenvektor dann

_fdfl(xlva) 0
n=|—fu(r,22) | =[0],
1 1



letzteres, da f ja konstant ist. Damit folgt

//Srotg(x)ondO://S(xg—xl) d0

= // (1—[E1) de’1 d[L’Q
D
// 1d3§'1 d&?g // T dﬂfl dl’z

+4/1— x2
/ X1 d,Il dIQ

o-f,
:Fw)_/ 1“_

1

=1—0=m.

(Man kann auch vorbringen: Das Integral [[,z; dO ist null, weil der Schwerpunkt von

D im Ursprung liegt.)

Nach dem Satz von Stokes ist

//Srotg(x)-ndO:/asg(x)-dx.

Dank der Berechnungen in (c) und (d) bestétigt sich dies im vorliegenden Fall: Beide

Seiten sind gleich 7.
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Hausaufgabe 9 Wir betrachten die Halbkugel B := { @) eR3 ‘ P+ +22<4, 220 }

(a) Berechnen Sie das Integral f_22 (4—2)2 dz unter Verwendung der Substitution = = 2sin(t).

(b) Schreiben Sie den Kreis D := { (7) € R? | 2? + y* < 4 } als Normalbereich beziiglich der
x-Achse.

(c) Schreiben Sie mittels (b) die Halbkugel B als Normalbereich beziiglich der z-y-Ebene.
(d) Berechnen Sie das Integral / / / zdz dy dz unter Verwendung von (c) und (a).
B

Lésung.

(a) Wir substituieren z = 2sin(t). Mit ¢ € [~7, 7] liegt = 2sin(t) gerade wieder im Intervall
[—2,2] und es ist
dz = 2cos(t) dt.

Damit folgt

Wir formen um:

Fiir das Integral erhalten wir dann

+ 61 = 6.

Wl

3 3 3 x 1 x
8/ cos(2t) dt + 2/ cos(4t) dt + / 6dt =4 [si1r1(2t)]fg + 3 [sin(4t)]2

us us us
2 2 2



(b) Um den Bereich D in einen Normalbereich umzuschreiben, wir schreiben das Intervall
von y als Funktion von x

2 +y” <4
Y’ <4—a?

Va4 — 22 <y < V4 — a2

Wegen 22 + y* < 4 ist o € [—2,2]. Wir erhalten

D;:{(z)eRQ‘—nggz —\/4—x2<y<\/4—m2}.

(c¢) Auch hier schreiben wir das Intervall von z als Funktion von z und y

2 2

" +y +z <4 220
2 <4— y2 z2=20

(d) Die Integrationsgrenzen kénnen wir aus den Normalbereichen ablesen:

R o A AT o i <
S5 g) e 58]

3
2

:/22 (2<2—§)M—@) dx:/Z§(4—x2)3dx.

Im letzten Schritt verwenden wir das Integral aus Teilaufgabe (a):

2 [? 2
5/2(4—1’2)3d{£:§6ﬂ':4ﬂ'.

Vgl. auch die Rechnung in 2.3.8, in der zur Losung desselben Problems Kugelkoordinaten
zum Einsatz kamen.

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/
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