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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 6
Hausaufgabe 16 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
22y® — 32y@ +3yM =0 fir >0
(a) Priifen Sie, dass fi(z) =1, fo(x) = 2? und f3(x) = z* Losungen auf R sind.
(b) Berechnen Sie die Wronski-Matrix W(1) fiir die Losungen aus (a).

(c) Ist fi1, fo, f3 ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung?
Bestimmen Sie den Losungsraum.

(d) Welches Anfangswertproblem wird von f3(z) gelost?

Lésung.

(a) Um zu priifen, ob fi, fo, und f3 die Losungen der Differentialgleichungen sind, benétigen
wir Ableitungen bis zur 3. Ordnung. Die Ableitungen sind gegeben durch

=1, =10 =
)= 22, @)= 20, fP@) = _
= ot (V@) = 4%, [P @)= 1222, )= A

0, fP)= 0
2,
Setzt man diese Werte in die Differentialgleichung ein, erhélt man
x2f1(3)(90) - 3mf1(2)(x) +3f @) =2 0-32-0+3-0=0,
z? 2(3)(x) — 3xf2(2)(x) +3f2(1)(x) =22-0—-32-24+3-20=0—6z+ 6z =0,
22O () = 30 (2) + 3£ (2) = 2% - 242 — 3z - 1227 + 3 - 42® = 242° — 362° 4 122° = 0.

Folglich erfiillen f, fo, und f3 die Differentialgleichung.

(b) Die Wronski-Matrix ist gegeben durch

) 0 2 1222

Bei £ = 1 haben wir



(¢) Um zu priifen, ob fi, fo und f3 ein Fundamentalsystem bilden, miissen wir det (W(1))
auswerten.

Wir nutzen aus, dass W(1) eine obere Blockdreiecksmatrix ist. Dann ist

11 1
2 4
det (W(1)) =det [0 2 4 :det(l)-det<2 12>:1.(2.12_2.4):16.
0 2 12

Da det (W(1)) # 0 ist, bilden f;, fo und f3 ein Fundamentalsystem.

Der Losungsraum ist gegeben durch
L= {c1fi(x) + cafo(z) + eafs(x) 1 c1,00,c3 €R}.

(d) Wihlt man zum Beispiel 2o = 1, dann ist

f() =1, fi(1)=4, f/1)=12.

Also 16st f3(z) das Anfangswertproblem

Alternativ: Wahlt man zum Beispiel xq = 2, dann ist
f3(2) =16, fi(2) =32, V(2) = 48.
Also 16st f3(z) auch das Anfangswertproblem

y(2) =16, o(2)=32, y"(2)=48.
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Hausaufgabe 17 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
y////_5y//+4y — O

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(X).
Bestimmen Sie die Losungen von der Form e**, wobei A € R.

(b) Bestimmen Sie die Wronski-Matrix W(0) fiir die Losungen aus (a).
Handelt es sich um eine Vandermonde-Matrix? Bestimmen Sie det(W(0)).

(c) Priifen Sie, ob die in (a) gefundenen Losungen ein Fundamentalsystem der Differential-
gleichung bilden. Welche Dimension hat der Losungsraum?

Lésung.
(a) Das charakteristische Polynom p(X) fiir die Differentialgleichung ist gegeben durch
p(X)=X*"-5X*+4=(X*-1)(X*-4).

Also sind A\; = 1, Ay = —1, A3 = 2 und A\; = —2 die Nullstellen von p(X).

Die Losungen sind demnach
fl(‘r) = ewv fQ(x) = 8_9:7 f3(l') = 62:67 f4(fL’) = 6_233'

(b) Die Wronski-Matrix ist gegeben durch

f(x)  folx)  fa(x)  fa(o) et et e e~ 2
fitz)  filz)  fi(x)  fi(x) ef —e T 22 9%
W(z) = —
) (@) fi(x) fi(x) fi(z) ef e T 4o e
() f'(zx) f3'(x) fi'(z) ef —eTT Qe 8¢
Bei x = 0 haben wir
1 1 1 1
1 -1 2 =2
WO=1 4y
1 -1 8 -8

Die Matrix W(0) ist eine Vandermonde-Matrix fiir das 4-Tupel (A1, A2, A3, \g) = (1,—1,2,—2).
Die Determinante ist demnach gegeben durch

det(W(0)) = Iicjcnca (A — A))
= (A2 = A1) (A3 = A (A = A (Az = A2)(Ad — A2)(Ag — A3)
=(-1-DEC-D(=2-D)2-(-))(-2-(-1))(-2-2)
=-2-1-(=3)-3-(-1) - (—4)
=T72.



(c) Die Dimension von L ist 4, da die Differentialgleichung Ordnung 4 hat.

Aus (b) geht hervor, dass det(W(0)) # 0 ist. Folglich bilden f;, fs, f3 und fy ein Funda-
mentalsystem. Der Losungsraum ist gegeben durch

L={cfi(z) + cafo(®) + c3fs(x) + cafa() 1 1, c2,03,c4 € R}
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Hausaufgabe 18
Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.

y® 43y + 4y +2y = 0

(a) Geben Sie das charakteristische Polynom p(X) an. Berechnen Sie p(—1). Bestimmen Sie
die Nullstellen von p(X).

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem.
Bestimmen Sie fiir dieses die Wronski-Matrix W(0) und deren Inverse.

(c) Losen Sie das Anfangswertproblem y(0) = 0, ¢/(0) = 0 und y”(0) = 1 unter Verwendung
von (b).

Lésung.

(a) Das charakteristische Polynom p(X) ist gegeben durch
p(X) = X3 +3X? +4X +2.
Bei X = —1 haben wir
p(=1) = (=1)* +3(=1)* +4(-1) +2 =0.

Wir stellen also fest, dass A\; = —1 eine Nullstelle p(X) ist. Polynomdivision durch (X +1)
gibt
p(X) = XP+3X*4+4X +2 = (X +1)(X?+2X +2).

Fiir die anderen Nullstellen von p(X) miissen wir die Nullstellen von X? +2X + 2 finden.
Mit Hilfe der Formel fiir die Nullstellen eines quadratischen Polynoms erhalten wir

2418

Also sind Ay = —1 — 1 und A3 = —1 + i die weiteren Nullstellen.
Die Nullstellen von p(X) sind also gegeben durch \; = =1, Ay = =1 —1 und A3 = —1+1.
Esist p(X) = (X = (=1))(X = (=1 =1))(X — (=1 +1)).

(b) Wir behaupten das folgende Fundamentalsystem.
fi@) =, folw) = e cos(z),  folz) = e " sin(z).

Hierbei stammt die Losung f; von A\, wihrend fs und f3 von Ay und A3 stammen.

Wir bestimmen zunéchst die Wronski-Matrix fiir fi, fo und fs:

fi(x)  fao(x)  f3(x) e ” e " cos(x) e “sin(x)
W)= | fi) £ fi@) | = | —e —e(sin@) + cos(z) e (cos(z) — sin(z))
T(x) fY(z) fi(x) e " 2e~ 7 sin(x) —2e~" cos(x)



Bei £ = 0 haben wir

Wir haben

1 1 0 1 1 0 11
det(W(0) =det [ =1 —1 1 | ®7Z det [0 0 1 | =(=1)>"-1-det (1 0)
1 0 =2 1 0 =2
——1-(1-0-1-1)=1.
Also ist det(W(0)) = 1 # 0. Somit bilden fi, fo und f3 in der Tat ein Fundamentalsystem.

Fiir die Berechnung des Inversen von W(0) verwenden wir das Gauf-Verfahren.

1 1 01 0 O 1 1 0 1 00
-1 -1 1 (0 10 — 0 O 1 1 10
Zo—Zo+ 721, Ls—Z3— 21
1 0 —-2|0 0 1 0O -1 -2]-1 0 1

11 0[{1 0 O
— 01 2|1 0 —1
ZQHZg,ZQ%*ZQ
0O 0111 1 0
10 =2|{0 0 1
— 01 2|1 -1
W —Z1—Zo
0 0 11 0
1 0 0] 2 2 1
— 01 0|]-1 -2 -1
I\ —Z1+4273, Zo—Zo—273
0 0 1|1 1 0
Das Inverse ist also
2 2 1
W)y *t=[-1 -2 -1
1 1 0

Wir koénnen den Lésungsraum schreiben als

L= {01f1<1') + CQfQ(ZL‘) + Cgfg(l‘) 1C1,C2,C3 € R} .
Um das Anfangswertproblem y(0) = 0, ¥/(0) = 0, und y”(0) = 1 zu lésen, miissen wir

c1, co und c3 bestimmen mit
c 0
wo)- (=) = (9)
c3 1

Da wir nun W(0)™! in (b) schon bestimmt haben, erhalten wir dies mittels

1 0 2 2 1 0 1
) - wor @) - (H14)- () - ()
c3 1 110 1 0
Die Losung ist also gegeben durch
y(z) = c1fi(w) + cofo(x) + 3 f3(x) = e — e " cos(z).
https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/
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